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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SINIR KOSULLARI SPEKTRAL PARAMETREYE BAGIMLI DiSKRET
SCHRODINGER OPERATORUNUN SPEKTRAL ANALIZi

Nimet COSKUN

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Yrd. Dog¢. Dr. Nihal YOKUS
Haziran, 2015, 51 sayfa

Bu ¢alismada, (a,),.y Ve (b,),.n kompleks terimli diziler, y,,3 €C, i=0,1,2 ve 4

bir spektral parametre olmak iizere
81V t0, Y +8,Y0a =AY, NeN={12,..}
(Yo + 1A+ 7)1 + (B + BA+ P A2) Y, =0
o . 1 "
sinir deger probleminin £>0 ve > <0 <1 olmak {izere
sup| exp(en®)(L—a,|+|o,|] < o0
neN
kosulu altinda spektral 6zellikleri incelenmistir

Bu tez, ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim giris boliimiine ayrilmigstir.
Ikinci boliimde spektral analizin temel tanim ve teoremleri hatirlatilmistir.

Ugiincii béliimde siir kosullar1 spektral parametreye bagimli diskret Schrodinger
operatoriiniin Jost ¢oziimii, Jost fonksiyonu, siirekli spektrumu, 6zdegerleri, spektral

tekillikleri ile bu 6zdeger ve spektral tekilliklerin nicel 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Fark denklemi, Spektral analiz, Jost ¢6ziimii, Jost fonksiyonu,

Ozdeger, Spektral tekillik, Sinir deger problemi.



ABSTRACT
Ms Thesis

SPECTRAL ANALYSIS OF DISCRETE SCHRODINGER OPERATOR WITH
BOUNDARY CONDITION DEPENDING ON THE SPECTRAL PARAMETER

Nimet COSKUN

Karamanoglu Mehmetbey University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Nihal YOKUS
June, 2015, 51 pages

In this study, spectral properties of the boundary value problem
anflynfl + bn yn + a‘n yn+1 = ﬂ’yn ' ne N = {1’ 21 }

(Yo + 1A+ 72 20) Y1+ (Bo + BA+ B, 2°) Y, =0
Is investigated under the condition

sup| exp(en’)(L—a,|+|o,|] < o0
neN

for £>0 and %S 0 <1 where (a,),(b,) complex sequences y,, 5 €C, i=0,1,2 and
A 1s a spectral parameter.

This thesis contains three chapters.

The first chapter is devoted to introduction.

In the second chapter, some basic definitions and main theorems of spectral analysis are
recalled.

In the third chapter, Jost solution, Jost function, continous spectrum, eigenvalues,
spectral singularities and quantitive properties of eigenvalues and spectral singularities
of the discrete Schrodinger operator with boundary condition depending on the spectral
parameter is investigated.

Keywords: Difference equations, Spectral analysis, Jost solution, Jost function,
Eigenvalue, Spectral singularity, Boundary value problem.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler Aciklama

N Dogal sayilar kiimesi

A Tam sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

C, {zeC:Imz>0}

C, {zeC:Imz>0}

L,(R.) {y y:R —><cj|y(x)| dx<oo}

(@) {a={au)s ol = T <]

nez

@ {a{a) ol = Tl <o}

neN

D(L) L operatoriiniin tanim kiimesi

R(L) L operatoriiniin goriintii kiimesi

R, (L) L operatdriiniin resolvent operatorii

u(G) G kiimesinin Lebesque 06l¢iisii

o(L) L operatoriiniin spektrumu

o4 (L) L operatoriiniin 6zdegerleri

o.(L) L operatdriiniin stirekli spektrumu

o, (L) L operatoriiniin rezidii spektrumu

o (L) L operatoriiniin spektral tekillikleri kiimesi



1. GIRIS

Diferansiyel operatorlerin spektral analizi Fonksiyonel analiz, Matematiksel fizik,
Kuantum mekanigi gibi bir¢ok alanda ¢ok sayida problemin ¢oziilmesinde énemli rol
oynamaktadir. Bu sebeple, bir¢ok matematik¢i Sturm-Liouville, Klein-Gordon, Dirac ve
Schrodinger diferansiyel denklemleri gibi denklemler yardimiyla elde edilen

diferansiyel operatorlerin spektral analiziyle ilgili calismalar yapmuistir.

q kompleks degerli bir fonksiyon, he C ve A bir spektral parametre olmak iizere

L,(R") uzayinda

RV — 2
{ y'+9(X)y=17y,0< x< o L.1)

y'(0)-hy(0) =0

sinir deger problemini ilk defa Naimark (1960) incelemistir. Naimark g¢alismasinda,
(1.1) sir deger probleminin spektrumunun siirekli spektrum , 6zdegerler ve spektral
tekilliklerden olustugunu, ayrica (1.1)’in spektral tekilliklerinin, resolventin kutup
noktalart olup siirekli spektrumunun iizerinde bulundugunu fakat 6zdegerler olmadigini

gostermistir. Bununla birlikte, q potansiyel fonksiyonunun
_[egx|q(x)|dx <o, >0
0

kosulunu saglamasi durumunda, (1.1) sinir deger probleminin spektral tekilliklerinin ve

0zdegerlerinin sonlu sayida ve sonlu katli olduklarini kanitlamistir.

Pavlov (1967), Naimark’in bu ¢aligmasinda inceledigi operatoriin spektral tekilliklerinin
yapisinin, potansiyel fonksiyonun sonsuzluktaki davranigina bagli oldugunu gostermis
ve bu operatorin esas fonksiyonlarin1 kullanarak spektral agilim elde etmistir.
Pavlov’un c¢aligmasi, spektral tekilliklerin g6z oniine alinarak spektral a¢ilimin verildigi

ilk caligma olmasi nedeniyle 6nem arz etmektedir.

Naimark’in ¢aligmalari, Kemp (1958) tarafindan tiim reel eksende tanimli diferansiyel
operatorlere ve Gasymov (1968) tarafindan ii¢ boyutlu Schrédinger operatorlerine

genisletilmistir.



Bilgisayar, miihendislik, ekonomi ve bir¢ok bilim dalinin bazi problemlerinin
modellemelerindeki gelismelerle birlikte diskret diferansiyel operatorlerinin spektral

analizi son yillarda biiyiik 6nem kazanmuistir.

Guseinov (1976), {a,} , ve {b,} _ reel terimli diziler ve her neZ igin a, >0olmak
tizere |,(Z) uzayinda

a Yo by, Y, =4y,, neZ (1.2)
fark denkleminin

> In[(L-a,|+[b,)) < o0 (1.3)

nez

kosulu altinda spektrumunun, siirekli spektrum ve 6zdegerlerden olustugunu gostermis

ve (1.2) fark denklemi i¢in sagilma teorisinin ters problemini ¢calismistir.

Bairamov ve Celebi (1999), {pn}neN ve {qn} « kompleks terimli diziler olmak iizere

ne

I, (N, C?)uzayinda

yoa? =y, @ + p,y, " = 2y,% (L.4)
@ o @ _ 4, @ '
- yn + ynfl + an yn - /’i’yn

denklem sistemi ve yo(l) =0 sinir kosulu yardimiyla iiretilen Dirac operatoriiniin & >0

i¢cin
sup {exp(exn)( p, -+ oy} <

kosulunda O6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlu sayida ve sonlu kath
olduklarin1 gostermis ayrica Dirac operatoriiniin Weyl fonksiyonu i¢in bulduklar1 bir

integral gosterimden yararlanarak bir spektral agilim elde etmislerdir.

Bairamov ve ark. (2001), {a,} . ve {b,} . kompleks terimli diziler ve a, =1 olmak

neN

tizere, L,(N) uzayinda



Yo th Y+, Y =AY, , NEZ

fark denklemi ve

D> hy,=0

neN

sinir kosulu yardimiyla tanimlanan non-selfadjoint diskret operatoriin

1-3,|+|b, |+ <0 60, < f<1

Z egn” (

neN

kosulu altinda sonlu sayida, sonlu katli 6zdegerlere ve spektral tekilliklere sahip
olduklarimi, 27 periyotlu analitik fonksiyonlar igin verdikleri Seritte Birebirlik

Teoreminden yararlanarak gostermislerdir.

Krall ve ark. (2001), {b,} . kompleks terimli dizi olmak iizere L,(N) uzaymda

(Iy)n = yn—l + yn+1 + bn yn ! ne N
Yo = 0

siir deger problemi tarafindan dretilen fark operatoriiniin @ Weyl-Titchmarch
fonksiyonunu arasgtirmislar ve bu fonksiyon ile operatoriin Marchenko anlaminda
genellestirilmis spektral fonksiyonu arasinda bir baglanti bulmuslardir. Bununla
beraber, Weyl-Titchmarch fonksiyonu i¢in Cauchy tipinde bir integral gosterimi

bulmuglar ve bu gdsterim yardimiyla bir spektral agilim vermislerdir.

Yukarida belirtilen caligmalarin  hepsinde sinir kosullar1 spektral parametreden
bagimsizdir. Son zamanlarda ise, smir kosullarinda spektral parametreye bagimli
diferansiyel operatorlerin spektral analizi ¢aligilmaya baslanmistir (Bairamov ve ark.,
2011; Kopriibasi ve Yokus, 2014; Yokus ve Kopriibasi, 2015).

Bu tezde, {a,} , ve {b} _, kompleks terimli diziler, neN={12,..}, a, =0,

i=0,1,2 i¢in A bir spektral parametre, 7,8, —».8, =0, |r,|+|B,|#0 ve 7, !
aO

olmak tizere non-selfadjoint ikinci derece fark denklemi i¢in



a‘n—lyn—l+bnyn+a‘nyn+1:ﬂ'yn’ nEN:{l’zl"'}

(7o +712v+7212)y1 + (5, +:31/1+:822“2)y0 =0

siir deger problemine karsilik gelen L operatoriiniin
D n(1-a,|+b,[) < oo
n=1

kosulu altinda Jost ¢oziimii, spektrumu ve resolvent operatorii incelenecek olup, ayrica

{a,}, .+ {b,},_, kompleks terimli dizilerinin

sup[exp(gn‘s)(|1—an|+|bn|] <o &£>0, 1 <p<1
neN 2

kosulunu gergeklemesi durumunda, L operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri
ile 6zdegerler ve spektral tekilliklerin nicel 6zellikleri arastirilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ileride kullanilacak tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanmm 2.1. X ve Y, K cismi iizerinde vektor uzaylar ve D(L) < X olmak iizere
L:D(L)>Y

operatorii verilsin. L operatoriiniin D(L) tanim bolgesi ve R(L) deger bolgesi olmak
tizere D(L) ve R(L) sirastyla X ve Y uzaylarimin alt vektor uzaylari olsunlar. Eger

vV X,yeD(L) ve Va,feK igin

L(ax+ By) =al(x)+ BL(Y)
saglaniyorsa L operatorii lineerdir denir (Akhiezer, 1965).

Tammm 2.2. X ve Y, K cismi {izerinde normlu iki uzay ve D(L), X in alt uzay1 olmak

tizere L:D(L) > Y lineer bir operator olsun. Eger Vx e D(L) igin
[ <Cx]

olacak sekilde C > 0sabiti varsa L operatoriine sinirli lineer operator denir (Lusternik-
Sobolev, 1968).

Tamm 2.3. X ve Y, K cismi {izerinde normlu iki uzay ve
L: X >Y

lineer bir operator olsun. X uzaymin smirh her alt kiimesinin L operatorii altindaki
goriintiisti Y uzayinda kompakt ise, L operatoriine kompakt operator denir (Akhiezer,
1965).

Teorem 2.1. (1*(N) *de Kompaktlik Kriteri) M < 1*(N) simirl1 bir kiime olsun. Eger her

£>0 ve her X={§1,§2,§3,...,§n,...} €M i¢in n> N, oldukca

00

>l <&

i=n+1



saglanacak sekilde en az bir N, sayis1 varsa M kompakttir (Lusternik-Sobolev, 1968).

Teorem 2.2. (Borel-Lebesque Teoremi) Reel sayilar kiimesinin kapali ve sinirli her alt

aralig1 kompaktir (Lusternik-Sobolev, 1968).
Tamim 2.4. X bir Hilbert uzay1

L:D(L)c X Y
lineer bir operator ve D(L) = X olsun. y €Y olmak tizere VX € D(L) igin
(L y)=(xLy)

esitligi gercekleniyorsa L operatorine L operatoriiniin  Hilbert adjointi denir
(Akhiezer, 1965).

Tammm 2.5. X bir Hilbert uzay1 ve L, X iizerinde tanimli lineer bir operatdr olsun.

Eger
L'x = Lx
esitligi gergekleniyorsa L operatoriine selfadjoint operator denir (Naimark, 1968).

Tammm 2.6. X bir Hilbert uzayr olmak {iizere tanim kiimesi X ’de yogun olan

selfadjoint operatore simetrik operator denir (Naimark, 1968).

Teorem 2.3. X bir Hilbert uzay1 olsun ve L: X — X sinirlt lineer operatorii verilsin. L
operatoriinlin selfadjoint olmasi i¢in gerek ve yeter kosul simetrik olmasidir (Akhiezer,

1965).

Tammm 2.7. X ;t{O} kompleks normlu uzay L:D(L)c X — X lineer bir operatdr
olsun. 1€ C olmak tizere R,(L)=(L—A1)™" operatériine L ’nin resolvent operatorii ya

da kisaca resolventi denir (Lusternik, 1974).

Tanmm 2.8. R, (L) resolvent operatorii mevcut, sinirli ve tanim kiimesi X uzayinda

yogun ise, AeC sayisima L operatoriiniin regiiler degeri denir. L operatoriiniin
regililer degerlerinden olusan kiimeye ise L ’nin resolvent kiimesi denir ve p(L) ile

gosterilir (Lusternik, 1974).



Tamim 2.9. L operatoriiniin spektrumu o (L) ile gosterilir ve
o(L)=C\ p(L)
seklinde tanimlidir (Naimark, 1968).

Tanmm 2.10. R, (L) resolvent operatdriiniin mevcut olmayacak sekildeki 2 kompleks

sayilarinin ctimlesine L operatoriiniin diskret spektrumu ya da nokta spektrumu denir.
(Lusternik, 1974).

Tanmm 2.11. R, (L) resolvent operatdrii meveut, sinirsiz ve R, (L) operatoriiniin tanim

kiimesi X wuzayinda yogun olacak sekildeki A kompleks sayilarinin olusturdugu

kiimeye L operatoriiniin siirekli spektrumu denir (Lusternik, 1974).

Tanim 2.12. X bir kompleks vektor uzay ve L:X — X lineer bir operator olsun. A
kompleks sayisi icin Lx =AXx denkleminin agikar olmayan bir X e X ¢0ziimii varsa A
sayisina L operatoriiniin 6zdegeri denir. Bu x ¢oziimiine ise L operatoriiniin = A

Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu adi verilir (Lusternik, 1974).

Tamim 2.13. Bir L operatoriiniin resolventinin ¢ekirdeginin kutup noktast olup, siirekli
spektrumda bulunan ve L operatoriiniin  6zdegeri olmayan noktalara L operatoriiniin
spektral tekillikleri ad1 verilir (Naimark, 1960).

Teorem 2.4. (Weyl-Kompakt Heyecanlandirma Teoremi) L, self-adjoint, L, kompakt
bir operator ve L =L, +L, ise

o (L) =0 (L)
esitligi gergeklenir (Glazman, 1965).

Teorem 2.5. Kompleks bir H Hilbert uzayr tizerinde smurl, selfadjoint, lineer

L:H — H operatoriiniin 6zdegerleri reeldir (Lusternik-Sobolev, 1968).

Teorem 2.6. Kompleks bir H Hilbert uzay1 tzerinde smurli, selfadjoint, lineer

L:H — H operatoriiniin o, (L) rezidii spektrumu bostur (Lusternik-Sobolev, 1968).



Teorem 2.7. Kompleks bir H Hilbert uzayr iizerinde smirli selfadjoint lineer

L:H — H operatoriiniin spektrumu reel eksende bulunur (Lusternik-Sobolev, 1968).

Teorem 2.8. Ozdes olarak sifir olmayan analitik bir fonksiyonun, analitiklik bdlgesi

icindeki sifirlari (eger varsa) ayriktir (Dolzhenko, 1979).

Teorem 2.9. Ozdes olarak sifir olmayan analitik fonksiyonun, analitiklik bdlgesi
icindeki sifirlarmin limit noktalar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin sinirindadir

(Dolzhenko, 1979).

Teorem 2.10. Ozdes olarak sifir olmayan analitik fonksiyonun sonsuz katli sifirlari

analitiklik bolgesinin sinirindadir (Dolzhenko, 1979).

Teorem 2.11. (Privalov Teoremi) Acik iist diizlemde 6zdes olarak sifir olmayan
analitik fonksiyonun reel eksendeki sifirlarinin Lebesque Olgiisti sifirdir (Dolzhenko,

1979).

Teorem 2.12. (Pavlov Teoremi) g fonksiyonu E da her mertebeden tlireve sahip bir

fonksiyon ve u(G = {x eR:g™(x)=0,vne N}) =0 olsun. Ayrica
9% @)| <. keNU{0}

esitsizligi saglayacak sekilde 7, sayilart mevcut olmakla birlikte G, G kiimesinin s—

77k5k

m ve w >0 olmak tizere

komsulugu, t(s) =inf,

Tlnt(s)d,u(Gs) = —00

saglansin. Bu durumda g fonksiyonu C. da 0zdes olarak sifirdir (Pavlov, 1975).



3. SINIR KOSULLARI SPEKTRAL PARAMETREYE BAGIMLI DiSKRET
SCHRODINGER OPERATORUNUN JOST COZUMU VE JOST FONKSIYONU

{a,} ve {b,} kompleks terimli diziler, neN={12,..}, a, #0, i=0,12 icin y;,

S, €C, A bir spektral parametre olmak {iizere ikinci dereceden non-selfadjoint fark
denklemi i¢in

a'n—l yn—l + bn yn + an yn+1 = ﬂ’yn (31)

(70+71ﬂ'+722’2)y1+(ﬂ0+:81/1+ﬂ22“2)y0 =0, 70ﬂ1_71ﬂ0 #0,
0 A 3.2
|7’2|+|182|;'i Ve 7, # a, (3.2)

siir deger problemi goz Oniine alinsin. (3.1)-(3.2) sinir deger problemine karsilik gelen
L:1*(N) — I*(N) operatrii,
(1Y), =2, 1 Y01 +00Y, +2, Y5
fark ifadesi ve (3.2) sinir kosuluyla tanimlanir. Burada
h,=a,,+a, +b,
olmak iizere (3.1) fark denklemi,
V(a,Ay,)+hy, =1y, (3.3)

Sturm-Liouville formunda yazilabilir. Burada A ileri fark operatorii, V geri fark
operatorii olup

Ayn =Y~ Yn
vyn =Y~ Yo

fark ifadeleri ile tanimlanir.



3.1. (3.1)-(3.2) Simir Deger Probleminin Jost Coziimii

Teorem 3.1. A1 =2co0sz Ve Z e((_3+ olmak tizere
2 n(1-a,|+[b,) (3.4)
n=1

kosulu altinda, (3.1) denklemi
e (D)= [1 S Aqme"”zj’ neNuU{0) (3.5)
m=1

¢oziimiine sahiptir. Burada o, ve A, {a,} _, ve {b,} . dizileri cinsinden tek olarak

belirlenir.

Ispat: 21=2cosz=e" +e™" e (3.5) esitligi (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

a-mlamlei(n—l)z |:1+Z Ahl’meimz}_i_ bnaneinz |:1+ Z A1meimzi|+ anan+1ei(n+l)z |:1+ZA1+1,meimz:|
m=1 m=1

m=1

— aneinz (eiz + e—iz ) |:1+ i Ameimz :| (36)

inz

bulunur. (3.6) diizenlenip ™ in kuvvetlerinin katsayilari karsilikli olarak esitlenirse;

a a, =0, (3.7
b.a, +a, 0, A =, A, (3.8)
810y Ay, 00 AR = o A, 3.9)
By 1% 1 Avas TD0 AR A, L = 0 Ay A (3.10)
m > 3i¢in
8y 1 A O A R A2 = B Ao T % A 3.11)

olmak tizere (3.7)-(3.11) fark denklem sistemi elde edilir. Elde edilen fark denklem
sistemi ¢oziiliirse «, ve A, ifadeleri

10



o0

A= {0-a’)-bA,}

k=n+1

o0

Am=Aima+ Z {(l_akz)A<+1,m—2 _bkA<,m—1}

k=n+1

seklinde olup {a,} _ ve {b } _ kompleks dizileri cinsinden bulunur.

neN

Lemma 3.1. A, katsayilari, {

m m . .
EH, 5 sayisinin tam kismi ve ¢ >0 bir sabit olmak

lizere ‘v’neNu{O} ve meN igin

o0

Anl<c D (1-a]+b) (3.12)

m

2

k=n+

esitsizligi gergeklenir.

Ispat : Tiimevarim metodu ve A, ifadeleri kullanilirsa

m =1ligin
Aul=|=2 0| Dbl < > @-af+[b)
k=n+1 k=n+1 Ken+ %;
oldugu goriiliir.
m=2i¢in

Ad=| 3 {a-a7)-bA,)

) {(1—ak2)+bk Sh, H

j=k+1

11



L-a2)+b > b,

j=k+1

k=n+1

<y \1_ak2\+|bk|_i b,

k=n+1 j=k+1

k=n+1

< 2 (-ajnral+ b2
=1

burada ¢ = sup{|l+ ak|,i‘bj ‘} secilirse
k j=1

0

[Ae<e 2, ([-af+hb)

m

n+ ||
2

elde edilir.

Tiimevarim metodu geregince m—1’inci terime kadar (3.12) esitsizligi ger¢eklensin.

Bu durumda c, >0 sabit olmak iizere

|A1m| = A1+1,m—2 + i (1_ak2)A<+l,m—2 _bk A<,m—l

k=n+1

0

A1+1,m—2‘ + Z ‘1_ akz‘

k=n+1

<

A<+l,m—2‘+|bk”A<,m—1‘

< Y (|1—ak|+|bk|)+k§:{‘1—@(2‘01 > (el Y (\1_aj\+\bj\)}

m-2 =n+1 m—l‘

k=n+1+

j:k+1+HmT’2H j=k+

2

k=n+ ﬂ‘ j=k+ ‘ﬂ‘ L‘l‘
2 2 2

j=k+

¢ Y (1ak+bk)+cli{(1ak2) > (-a+ph+lbl 3 (1a,+bﬁ

12



<c i (L-a|+[b) +clk§‘il@1_ak2‘g(‘1—aj‘+‘bj ‘) +|bk|g(‘l— aijj ‘)}

m
2

k=n+

m =N+
2

=n+

:c{ D (|1ak|+|bk|)+[i(\1ak2\+|bk|)j[i(\1al\+\bj\)ﬂ

elde edilir. c,:=sup {{1+a,],1} olmak iizere |A,,| i¢in
k>n+1

Adzal 3 (|1—ak|+|bk|)+c2(i(‘l—ajh‘bj‘)j(i (|1ak|+|bk|)j]

> }<1ak+bk>u

k=n+

6| ¥ <1ak+bk>+02(i<laj+bj>]{

m
2

2
m
n+ |-
2

k=n+

m
2

k=n+

=c i (1-a|+[o)) (1+ Czi(‘l—aj‘+‘bj ‘)J]

esitsizligine ulasilir. Burada ¢ =c, + Clczz (‘1— a, ‘ + ‘b J- ‘) segilirse
=t

Agl<c D (1-a|+].)

n+

olarak elde edilir.

Lemma3.2. VmneN igin {A }" el'(N) ve {A }" el"(N) gerceklenir.

Ispat : Lemma (3.1)’ den ¢>0, neNu{O}, m e Nigin

o0 o0

2Anlse 2 ([-al+hb)

n=1 m
2

k=n+

13



oldugu biliniyor. 3|A,,| icin
n=1

o0

2IAnl=e2, 3. (-al+bf<c) > [-af+b)
n=1 n=l, _ n=1 k=n

m

=N+

2

Kk

=0 Y (-2 |+]b]) = S k(1-a|+|p,) <o0

k=1 n=1 k

©
n=.

yakinsaklik bilgisine ulasilir. Dolayisiyla {A]m} L € I'(N) elde edilir. Benzer sekilde

{An} €l'(N) oldugu gosterilir.
Lemma 3.3. VneN igin (3.5) ile verilen €,(z) ¢oziimi, C,={zeC:Ilmz>0}
bolgesinde analitik, C. ={zeC:lmz>0} bolgesinde siireklidir.

Ispat : ¢ (2) =™ {1+2Ameimz} ifadesinde €™ ile verilen fonksiyon tim C’de
=1

analitik oldugundan, ispat i¢in e™ serisinin analitikliginin arastirilirmasi yeterli
g p m g $ Y

m=1

olacaktir. ZA]meimz ve Zdi(ﬁhmeimz) serilerinin diizgiin ve mutlak yakinsaklig
m=1 m=1 z

incelenirse, Imz >0 icin ‘e‘m'mz

<1ve {A,}  el(N) oldugu kullanilarak,

iphmeimz < i|A]m”eim(Rez+ilmz) _ i|A1m”efm|mz < i|A1m| <o
m=1 m=1 m=1 m=1
elde edilir.
Ayrica Imz > 0Qigin,
iphmimeimz < i|A]m|m‘eim(Rez+ilmz) < i|phm|m‘efm|mz < i|A1m| <0
m=1 m=1 m=1 m=1

bulunur. Dolayisiyla seri Imz >0 igin analitiktir.

14



Siireklilik iginse benzer sekilde €™ kompleks diizlemde siirekli oldugundan > A e™

m=1

serisinin siireklilik bolgesinin bulunmasi yeterli olacaktir. Imz >0 i¢in,

i Ahmeimz
m=1

< S ‘eim(Rez+i Imz)
2 |Awl

|A1 He mimz |A1m|<oo

oldugundan

IImZAm] |mz Z'Ahm ILnZ] e|mz Z'Ahm |mz0

21,

saglanir. Sonug olarak e, (z) ifadesi C, ’da analitik, C. da siireklidir.

3.2.(3.1), (3.2) Simir Deger Probleminin Resolventi

(3.2) sinir kosulu ve (3.5) esitligi kullanilarak

f(2) = (y, +2y,c0sz+4y, cos® 2)e,(z) + (3, +2/3,cos z+4 .3, cos® 2)e,(2)

Z

(3.13)

seklinde tanimlanan f (z) fonksiyonu, Lemma 3.3. ve (3.13)’den C, ’da analitik, <C_+

stireklidir ve f(z) = f(z+27) esitligini gergekler. (3.13) denklemiyle verilen f(2)

fonksiyonuna (3.1)-(3.2) sinir deger probleminin Jost fonksiyonu denir.

Teorem 32. Pyi={z:2eC,z=¢+ir,0<£<27,7>0} ve P:=P,U[0,27] bolgeleri

tanimlansin. Her ze P ve f(z)#0 igin (3.1), (3.2) smur deger probleminin Green

fonksiyonu
q)k (Z)e (Z) k <n
a,f(2)
Gnk (Z) =
0 (2)6(2) |
a,f(2)

olmak tizere, resolvent operatorii

15
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R, (L, = 2Gu @i, NeNUO} =} o eP(N) (3.15)

k=1

ile verilir.

Ispat : ¢(z) = p(2c0sz) = {(pn(z oS z)} , heN u{O} fonksiyonu (3.1) denkleminin

®o(1) =_(7o +71A+7/2/12)

(3.16)
¢, ()= (B + A+ ﬂzlz)

sinir kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. ¢(z) ve e(z) fonksiyonlarinin Wronskiyeni
W[g(2).e(z)] =a, [gonﬂ(z cosz)e,(z) —e,,,(2)¢,(2cos z)}

seklinde tanimlidir. Wronskiyen n ’den bagimsiz olup n=0i¢in
Wp(z).e(z)] =4, [(pl(Z cos z)e,(z) —e,(z)p,(2cos z)} =a,f(z)

seklinde elde edilir. Vze P igin f(z)#0 ise ¢(z) ve e(z) lineer bagimsiz olup (3.1)-

(3.2) smir deger probleminin temel ¢oziimler Sistemini olustururlar. (3.1)-(3.2) sinir

deger probleminin resolvent operatoriinii bulmak i¢in (3.3) denkleminden
V(@Ay,) +hy, =1y, =y, (3.17)

fark denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi gerekir. (3.17) denklemine iliskin homojen

denklem
V(a,Ay,)+hy, -1y, =0
seklinde olup, bu denklemin genel ¢6ziimii
y,=ce, +do,
olur. (3.17) denklemine iliskin genel ¢6ziim

y,=c.e,+d. .o,

16



seklindedir. Ay, ifadesininin agiliminda c_¢g,,, ve d,¢,,, ifadeleri eklenip ¢ikartilirsa
AY, =Co €y +d,, 00, —C8 —d, 0,
=(Cy—Cp)e, +(dy —d)en, +C, (6, —€,) +d, (9, —0,)
bulunur. Yne NU{0} igin
(c,,—c)e,.,+(d. ., —-d)p,., =0 (3.18)
olmak iizere
Ay, =¢, (8., &) +d, (0., —,)
elde edilir. Buradan da Ay,, V(a,Ay,) ifadesinde yerine yazilirsa
V(3,4Y,) = 8,6, (6,1 —€,) + 8,0, (@00~ 0,) 8, 1C,s (&, ) 40, 4 (0, ~0,,)
bulunur. Son elde edilen esitlik (3.17) denkleminde yerine yazilirsa,
v,=a.ce.,—ace +ade. ,—ade —a C e +a C e
-a ,d @ +a .d @ ,+bce +bd ¢ +ace +ad e,
+a, ,c.e, +a,,d ¢, —Ace —id ¢,
=c,(ae,,,+be,—1e)+d (a,9,,+b,¢,—10,)
-a, .c, .e +a ,c .e,—a d ¢ +a ,d .o ,+a ,ce +a ,d ¢,
=-ca, e ,—da ¢ ,—a .C e +a ,C .e
-a,.d .o ,+a d .o ,+a e +a ,d e,
=—a,,[ (¢, =, )6+ + (d, =, )p, s |+a,: (6, ~C, e, +(d, —d, ), |

bulunur. (3.18) esitliginden
17



(Cn - Cn—l)en + (dn - dn—l)(pn =0
oldugundan

(Cn - Cn—l)en—l + (dn - dn—l)(on—l == ;//n

n-1
elde edilir. Bu bilgiler 15181nda

(Cn - Cnfl)en + (dn - dnfl)(Dn =0

(Ch —Cra)ens +(dy —di 1)@y, = _;.//_n

n-1

fark denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden

Cn _ Cn_l — V@
an—l (q)nen—l - ¢n—1en)
dn - dn—l = i

an—l ((Dnen—l - ¢n—1en )

bulunur. (3.19)’dan

c,—C, = VP
a, (018, — 9o81)
c,—C, = WV, 9,

b a (9.6, —1€))

C,—C, = —V3P3
a, (938, — 0,8;)
Cn _ Cn_l _ V0@

a'n—l ((onen—l - ¢n—1en )

18
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olup bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

¢ —c,- Z YV Oy
1y (98— 018 )

bi¢iminde elde edilir. Benzer sekilde (3.20)’den

d L dn — l//n+1en+1
a, ((omlen - ¢nen+1)

(S
dn+2 - dn+1 = Vnz 2
g (¢n+2en+1 - (0n+len+2)
(5]
dn+3 - dn+2 = Va3
a., (¢n+3en+2 - ¢n+2en+3)
e
dm - dm—l = Yo

a'm—l ((Dmem—l - (Dm—lem )

bulunup, elde edilen denklemler taraf tarafa toplanirsa

—d,+d, = > Wi
k=n+1 ak—l (Qk ek—l - ¢kflek)

gerceklenir. Son esitlikte M — oo icin limit alinirsa

d,——=—s olmak iizere

00

d —s-— Z V&
k=n+1 ak,l (¢k ekfl - (pk—lek )

elde edilir. Bulunan c, ve d, katsayilar1 y, ¢6ziimiinde yerine yazilirsa

yn = Cnen + dn ¢n

19



0

—ce _Z ¥\ @€, 50 _Z V& P
— ~0%n n
a1 3, (28 — P a8) ke &y (981 — P 18,)

olur. Burada y, €1,(N) dir. ¢, ¢1,(N) oldugundan s =0dir. Dolayisiyla

n

en e n
yn:COen_z ¥\ P _ V& @
(08 —08) T (98— &)

o0

elde edilir. Ayrica (3.2) sinir kosulu ve (3.16)’dan

0= (70 +71ﬂv+7212)y1 +(ﬂo +ﬁl/1+182ﬂ,2)y0 = _(§00y1 _(plyo)

yazilabilir. Son esitlikte (3.22)’yi de kullanarak

0=y, —®1 Y,

_ o8 N V& @,
=@ | Co&
(0.8, — 98, k2, (P8 — P 18)

. V@
_(/’1(C0eo_z - J

1 3, (28 — P18

e
= C, 048, — V10 0:6 —C 8, + V1P P&
3y (218, — Po8,) 3y (018, — Po8,)

= Co(Po€, — 918)

(3.21)

(3.22)

bulunur. Burada @€, — @€, # 0 oldugundan ¢, =0 elde edilir. Bulunan degerler yerine

yazildiginda

n

vV, @€, N V& P
1 (08 — 0 18) = (98— 018 )

Yo =-

olur. Sonug olarak (3.1)-(3.2) sinir deger probleminin Green fonksiyonu
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—O (Z)en(z) k<n

f(z
6, @)=1 ®'® (3.14)
0,08 | _ .
a,f(2)
seklinde olup, resolvent operatorii de ,
R, (L, =G, (v, v= {‘/’n}neNu{o} el’(N), neNu{0} (3.15)
k=1

seklindedir.

3.3. L Operatériiniin Siirekli Spektrumu
Teorem 3.3. L operatériiniin siirekli spektrumu o, (L) = [—2, 2] kapali araligina esittir.
Bu teoremin ispati i¢in asagidaki bilgi ve lemmalar kullanilacaktir.
L, ile I?(N) de
(Ly), =y,
(Ly)s = Yoa+YpaN22
ve L, ile I?(N) de
(LY) =@ =D Yoy + (@ =DY,a +BY, neN
fark ifadeleri yardimiyla tanimlanan L, ve L, operatorleri gosterilsin. Bu durumda
L=L +L,
gerceklenir.
Lemma 3.4. L, operatorii lineer, sinirli ve selfadjointtir.

Ispat : L, operatdriiniin lineerligi agiktir. Her y = {l//n (/1)} ve neN i¢in

21



| S

e 2
= {Zw/n—l + l//n+l|2}

n=1

1 1
0 2 o 2

= (ZW’MFJ + (ZW’MF)
n=1 n=1

<2|y]

bulunur. Tanim 2.2.’den L, operatoriiniin sinirl oldugu goriiliir.

Her ¢ ={p, (1)}, ={w, (1)} eI*(N) icin

< I—1§0, l//> = i (wn—l + ¢n+l)l/7n

n=1

= z¢nfllf/7n + Z¢n+ll/7n
n=1 n=1

o0

z l//n+1 +z¢n l//n -1

n=0 n=0

o0

z (l//n 1 + l//n+1)

n=0

=(p.Ly)

bulunur. Dolayisiyla L, simetriktir. Teorem (2.3)’ten L, operatorii selfadjointtir.

Lemma 3.5. L, operatorii kompakt bir operatordiir.

Ispat : L, operatdriiniin lineerligi agiktir. Teorem 2.1.°den M cL,(N) smirh bir

kiimedir. M, =L,(M) olsun. L, operatoriniin kompakthgini gostermek igin, M,

kiimesinin kompakthigi gosterilmelidir. M kiimesinin smirlihigindan Vy € M

22



||l//|| <K olacak sekilde K >0sabiti mevcuttur. L,(M) =M, oldugundan V¢ e M, i¢gin

@ = Ly olacak sekilde en az bir y vardir. |a + b|2 < 2|a|2 + 2|b|2 esitsizligi kullanilarak

”(0”2 = || LZV/”Z = Z|(an—1 _1)1//n—1 + (an _l)Wm—l + bnlr//n|
n=1
< 22|(anfl _1)l/jn—l + bnl//n|2 + 22|(an _:]')l//n4r1|2
n=1 n=1

SO LYY ZRET)Y NI AR ) 7|
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
bulunur. Son elde edilen ifadenin yakinsaklig1 arastirilsa, € M < |,(N) oldugundan

Z|l//n,l|2 , Z|Wn|2 ve Z|‘/jn+1|2 serilerinin de yakinsak oldugu goriiliir. Ayrica (3.4)
n=1 n=1 n=1

kosulu ve serilerde karsilagtirma testinden,

Dl-af <X f-a| 3 f-a)<w
n=1 n=1

n=1

ve

Zl|bn|2 sz:l:|bn|;|bn| <o

serileri de yakinsak oldugundan

ol <=0

gergeklenir. Bu ise M, kiimesinin sinirli oldugunu gosterir. Boylece y, e M < |, (N) ve

Vo={p,} =l €M, olmak iizere Ve>0, IN,>Vn=N, igin | <&* olacak
k=n+1

sekilde bir N,(¢) sayist mevcut olur. Kompaktlik kriterinden L, operatoriiniin

kampaktligi elde edilir. O halde Weyl-Kompakt Heyecanlandirma teoremi geregince

o.(L)=o,(L,) bulunur.
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Lemma 3.6. Yukarida tanimli L, operatorii, A =2cosz, yeterince kiigiik 9 ler ve her

bir ze D, ={zeC, :|z|< 9} i¢in

CZ

R >
IR (L] lsin z|m

esitsizligini saglayacak sekilde bir ¢, mevcuttur.

Ispat : Teorem (3.1)’e benzer olarak L, operatdriiniin rezolvent operatdrii

(R (L1)¢ ZGnk(z)(Dk ' {(pn}neN € IZ(N)

ve ze€ P, sinz #0 olmak tizere
e—ikzeinz k

2isinz’

G (2) = ikz
ere

2isinz’

<n

—inz

k>n

seklinde tanimli fonksiyon Green fonksiyonudur.
(g™, k<n
7) =
.(2) { o kon

biciminde taniml1 fonksiyon i¢in,

n-1
:Ze—zklmz <o

k=1

n-1 2
. Z‘eik(ReHi Imz)
k=1

0 n-1,—2
o) =X Jo. @) =X

oldugundan g, (z) €1,(N)dir. O halde

-1 A-ikz 4inz 4—ikz inz =
n-1 e'™a e n-1

R — G — — e—lkze—lkz
(R(L)9) = 2,600 =2~ —=5ra— 2

k=1

|nz

o, f

2|S|n Z

Z‘ —|kz

2|S|n 7%

24
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ve

einz — ein(Rez+i|mz) — einRez .e—nlmz :e—nlmz
oldugundan
”gk(z)” |nz

R —

R (Ll -3 a2
”gk(z)” |nz ”gk (Z)” —nlmz
4|sm z| 4|S|n 7|
”gk (Z)||4 - -2nimz ”gk(z)” —2Imz n

= e =
16]sin z|2 nz:k: 16[sin z|2 Z
”gk (Z)” [ 72|mzk+e—2|mz(k+l)+e—2Imz(k+2)+m:|
16|5|n z|

”gk (Z)” —2|mzk -2Imz —2Imz\2
~J6fsing] [ (1+e™™ + (™) +)]

_ ”gk (Z)||4 e—Zlmzk
16[sin z|2 (1-e?™)

elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa,

||gk (Z)”eflmzk
4lsin z|\/1—e’2'mz

IR, (L)

oldugu goriiliir. Son esitsizlikte

secilirse ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.7. o(L) =0, (L) =[-2.2]

25



Ispat :(=) A=2coszeo (L) olsun. Bu durumda |R, (L) G
|sin z|«/1—e’2'mZ

ifadesinden ve o, (L) tanimindan R, (L,) ifadesinin sinirsiz olmasi gerekir.

R, (L) simirsiz < [sinz]y1-e?™ =0 < V1-e?™ =0< Imz=0

Imz =0ise

ﬂ, — 2COS 7= eiz + e—iz — ei(Rez+i Imz) + e—i(Rez+i Imz)
=cos(Re z) +isin(Re z) + cos(—Re z) +isin(—Re 2)
=2cos(Rez)

gergeklenir. —1<cos(Rez) <1 oldugundan —2< A <2 yani A€ [—2, 2] bulunur.

(&) A=2cosz=[-2,2] olsun. Bu durumda zeC. ve cosz tam fonksiyon

oldugundan cosz simirsizdir. Fakat —2<2cosz <2 kabul edildi. Bu ise ancak zeR

i¢in miimkiindiir. Yani Imz =0olmal:.

c

IR.(L)] = Z

|sin z|«/1—e’2'mZ

esitsizliginden Imz —0 igin ||RA(L1)||—>OO bulunur. Bu ise R,(L,) operatoriiniin
Imz =0 i¢in smirsiz oldugunu gdsterir. z €[0,27] igin A€ [—2,2] Ve[—2,2] co,. (L)

olup [-2,2]=0,(L,) oldugu gbriliir.

Lemma3.8. o,(L)=9

Ispat : L, operatoriiniin 6zdegeri olmasi igin

{Lly:ﬂy=(20082)y (3.24)

YOZO
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denklem sistemini saglayan 6zdes olarak sifirdan farkli bir y € ,(N) ¢6ziimii olmalidur.

—inz

(3.24) denklem sisteminin asikar olmayan ¢oziimleri €™ ve e ™olup diger tiim

¢oziimler bu iki ¢oziimiin lineer kombinasyonu cinsindendir. O halde Imz =0 i¢in

S einz 2 — S |n(Rez+| Imz) ‘eZmRez 3 1
I e
ve
‘ —|nz ‘e—ln(Rez+llmz) S ‘e—ZinRez _ S 1

oldugundan bu seriler iraksaktir. Dolayisiyla €™ ¢, (N) ve e™ ¢l,(N) olup L,

operatoriiniin 6zdegeri mevcut degildir.

Teorem 2.6.’dan L, operatdriiniin o, (L,) rezidi spektrumunun bos oldugu asikardir. O

halde

o(L) =0, (L) Uo, (L) Uo, (L) =[-2,2]

elde edilir. Sonug olarak Weyl-Kompakt Heyecanlandirma Teoreminden
o.(L)=0.(L)= [—2, 2]

bulunur. O

3.4. L Operatoriiniin Ozdegerleri ve Spektral Tekillikleri

L operatoriiniin 6zdegerler kiimesi ve spektral tekillikler kiimesi (3.2) kosulu altinda

sirastyla o, (L) ve o (L) ile gosterilsin.
Teorem 3.4. o, (L)={A:A=2cosz,zeR,, f(z) =0} (3.25)

ispat: A=={1:1=2c0sz,z€PR, f(z)=0} kiimesi tanimlansn. o, (L) = A oldugu

gosterilecektir.
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(=) 4 € o,(L)olsun. Bu durumda 4, =2cosz,, ne N={1,2,...} olmak iizere

{ an—lyn—1+bnyn +anyn+1 :ﬂ“yn
(70 +71ﬂ~+7212)y1 +(ﬂo +ﬂ1ﬂ'+ﬂ2ﬂ“2)yo =0

sinir deger problemini saglayan 6zdes olarak sifirdan farkli £(z,) =&, (4,) €1,(N)

¢Ozlimii mevcuttur. Yani

{ L& (2) = A&, (%)
(Yo +71A+7,A°)E,+(By + BA+ B,A7)E, =0

gergeklenir. Simdi ¢, (4,) ve & (z,) ifadelerinin Wronskiyenlerine bakilirsa
W 0, (7). &0 () | = 8| P (Fe)E0 () =1 () pa () | =0

elde edilir. Burada ¢,(4,) ve &,(4,) ifadeleri lineer bagimli oldugundan c = 0olmak

luzere
&.(4y) =co,(4)

seklinde yazilabilir. &, (4,) ile e, (z,) ifadelerinin Wronskiyenlerine bakilirsa
W &%), €0 (20) | = 8| £0a()e, () =,.0(2:)E, () |
=8, €01 ()6, (2) =€, (2,)C0, () |
= 80| 00.4(A)8, (2,) —€,.1(2), (%)

= 2] 44y (20) ~€,(20)y (o) |
~acf(2) (3.26)

olur. Diger taraftan;
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W [fn (%), en(zo)} =a, [ém(/io)en (2,) —enﬂ(zo)gn(,lo)}
 lima [ £, ()6, (2) ~, (26, (20) | <O (3.27)

elde edilir. Buradan & (4,) ve e,(z,) ifadeleri lineer bagimli oldugundan ¢ =0 bir

sabit olmak lizere

&n(4) = c8,(2,)

seklinde yazilabilecegi goriiliir. Dolayisiyla €,(z,), 2z periyotlu fonksiyonu da bir
ozfonksiyondur ve e (z,)cI?(N) olmalidir. Bu ise zeP, bélgesinde oldugunu

gosterir. Diger taraftan  (3.26) , (3.27) den f(z,)=0dir. Yani sonu¢ olarak

V4, €o,(L) igin 4 € A={/1:/1=20052,2e P, f(z)=0} bulunur.

(<) 4, € A olsun. Bu durumda A kiimesinin tanimindan A, =2c0s z, olacak sekilde

en az bir z, € P, vardir dyle ki burada f(z,) =0 gerceklenir.

W [p(2),6(2)] =, | 91(2c0s 2)6,(2) €, (2) gy (2€05 2) | := 3y (2)
ifadesinden

W [(D(ZO),G(ZO)] =W [(/’1(%)90(20) _el(zo)(oo(io)} =a,f(z,)=0

yazilabilir. Wronskiyenleri sifir oldugundan e, (z,) ve ¢,(z,) lineer bagimli olup,

¢ # 0olmak tizere
(Dn (ﬂo) = Cen (ZO)

gerceklenir. 4, € A i¢in e, (z,) €1,(N) dolayisiyla ¢, (4,) €1,(N) olur. Buradan da

f(z,) € ,(N) bulunur. Boylece 4, € o, (L) elde edilir.

Teorem 3.5. o (L)={4:2=2co0sz,2€[0,27], f(z) =0}\{0, 7} (3.28)
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Ispat: B= {i :A=2c0s2,2¢€[0,27], f(2) = 0}\{0, 7} kiimesi tanimlanstn.

(=) 4, € B kabul edilsin. Bu durumda B kiimesinin tanimindan A, =2cosz, olacak
sekilde en az bir z, €[0,27] vardir 6yle ki burada f(z,)=0 gergeklenir. (3.14) ve
(3.15)ten f(z,)=0 icin, 2z, resolvent operatdriin kutup noktasi olur. Ayrica
2,€[0,2z]= 4, eo,(L)=[-2,2] oldugu aciktir. Spektral tekilligin tanimndan

Ay € o (L) bulunur.

(<) 4 eo, (L) olsun. Spektral tekilligin tammi geregi 4, o (L) =[-2,2],
A, =2cosz, ve resolventin kutubu olacak sekilde en az bir z, €[0,27] vardir. Buradan
f(z,) =0 esitligi goriliir. Bu bilgilere ek olarak, daha once siirekli spektrum L,
operatoriiniin  resolvent operatoriinden faydalanilarak bulundugu biliniyor. L,

operatoriiniin resolvent operatoriiniin - tanimli  olmasi i¢in Sinz=0 olmalidir.

Dolayisiyla B kiimesinden Sinz fonksiyonunu sifir yapan {0,7[} noktalar1

cikarilmalidir. Boylece A, € B elde edilerek ispat tamamlanmuis olur. O

iz —iz

Simdi f(z) fonksiyonu, cosz =

, ,(2) ve (3.13) ifadelerinden yararlanilarak

acik olarak yazilirsa

F(2) =7+ 5" +e™)+7,(2+e™ +e™)] {aleiz [1+ i Ane™ j

+[,30 + " +e ")+ B,(2+e™ + e’Z‘Z)] [ao (1+ i A, ™ }

1Z

= a‘oﬂze_2iZ + (%72 + aoﬂl)e_iz ta ) T & (:Bo + Zﬂz) + [al (70 + 27/2) + a()ﬂl]e

"'0‘17/2(33iZ + Zaoﬂz Aamei(miz)z + Z (7, A+ aoﬁlpbm)ei(mil)z
m=1 m=1

+i[0‘171A1m +a, (S + Zﬂz)'&bm]eimz +i[a1(70 +27,)An +050ﬂ1A)m]ei(m+1)Z
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+Z (alylAim + aoﬂz A)m)ei(m+2)z + 205172 Aimei(m+3)z
m=1 ~

elde edilir. F(z) fonksiyonu F(z):= f(z)e?" seklinde tanimlansin. Bu durumda F,

C, da analitik, C. da siirekli olur. F(z) in agik hali

F (Z) = aoﬂz + (0(172 + aoﬂl)eiz + [alyl + 120 (ﬂO + ZﬁZ)]eZiZ

3iz

+[a1(70 + 272) +aoﬂ1]e + (a171 +ao:82)e4iz

"'0‘17285iZ + Zaoﬂz Aameimz + Z (@7, An + 2B A, )ei(mﬂ)z
m—1 m—L

0 0

+2 [ A+ (By +28) Ay €T + D [ (70 + 272) A + a0 A [
m=1 )

+ 2 (7 A + i Ao )T+ D 0y, AT (3.29)
m=1 o)

bigimindedir. Ayrica F(z) = F(z+27) saglanir. Boylece (3.25) ve (3.28)’den
oy(L)={A:A=2co0sz, ze R, F(z)=0} (3.30)

o.(L)={2:1=2cosz, 2€[0,27], F(z)=0}\{0, 7} (3.31)
bulunur.

Tanmm 3.1. F fonksiyonunun P boélgesindeki sifirlarinin katina, L operatoriiniin

0zdegerinin veya spektral tekilliginin kat1 denir.

Tanim (3.1)’den goriiliir ki, L operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral tekilliklerinin
sayisal Ozelliklerini incelemek i¢in, F fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarinin

sayisal o0zelliklerini incelemek gerekir. Bu sifirlar i¢in;

M,={z:z€ePR, F(z)=0} (3.32)

M, ={z:2€[0,2x], F(2) =0} (3.33)
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ve M, ’in limit noktalarinin kiimesini M, ile, F ’in sonsuz katl sifirlarinin kiimesi ise
M, ile gosterilsin. Boylece (3.29), (3.30), (3.31)’den o,(L)ve o (L) kiimeleri

sirastyla
os(L)={A:4=2c0sz,zeM,}
o.(L)={A:41=2cosz,ze M, }\{0, 7}
seklinde ifade edilebilir.

Teorem 3.6. (3.4) kosulu altinda;

(i) M, kiimesi sinirli ve sayilabilirdir.

(i) M,AM, =0, M\nM, =

(i) M, kiimesi kompakttir ve reel eksendeki Lebesgue 6l¢iisii £ olmak tizere
u(M,) =0 olur.

(iv), M,cM, M,cM,ve u(M,)=u(M,)=0 olur.

(v) M, =M, olur.
Ispat : (i) Ispat i¢in asagidaki lemma kullanilacaktir.

Lemma 3.9. F(z) fonksiyonu

F(Z)z{ a,p,+0E™"), p,#20,zeP,r>wo (3.34)

(a7, +0¢0,Bl)eiZ +0(e™), B,=0,2eP, 7>

asimptotik esitligini gergekler.

Ispat : (3.4) ve (3.29)’dan B, #0 ve Vze P>z =¢+ir igin
Ilml:(F(Z) _aOﬂZ)eT:I = Iiml:(a17/2 +aoﬂl)ei(§+ir)er +[a17/1 +a, (ﬂo + zﬂz)]eZi(éﬂr)er
+[al (7/0 * 272) + aOﬂl] e e + (a17/1 + aoﬂz)e‘"(é”r)er + 6117295i(§+i1)er

o By P ™+ Y (075 A + B Ao )BT e
m=1 el
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o0

+Z[0{1]/1A1m +a,(By +28,) A, ] el(maier 4 Z[al(% +27,) A + 2B A ]ei(m+3)(§+ir)er

m=1 m=1

+ z (alylA_m + aoﬁz '%m)ei(m+4)(§+i7)ef + za172 A-mei(m+5)(§+i‘r)er:| — O(l)
m=1 m=1

bulunur. Buradan ise

(F(Z)_aoﬁz)er :O(]-), ,82 ¢0, e P, T —> 00
= F(Z) :aoﬂz +O(e_r), ,32 #0,z2eP, 7>

esitlikleri yazilabilir. Benzer sekilde £, #0 ve VZeP>z=¢+ir igin
Ilm |:( F (Z) — (alj/z + aoﬂl)eiz )le:| = ||m I:(alyl + aOﬂO )GZi(§+iT)e27

+[0(1(7/0 + 27/2) +a0ﬂl]e3i(§+ir)e21' +(a17/1)e4i(§+ir)e27 +a1}/2e5i(§+ir)821

+Z (@7, An + 2B A )ei(mﬂ)(ém)ezr + z [a171Alm + a5 Ao, ] gl(mraerig?e
m=1 m=1

o0

+Z[al(7/0 + 2}/2)A1m + aoﬂlA)m]ei(m+3)(§+ir)le + Z(alylpim)ei(m+4)(§+ir)62r

m=1 m=1

+za1]/2 A&mei(m+5)(§+ir)e2r:| — O(l)

m=1

bulunur. Bu ise

(F(Z) —(ayy, +a 3)e" )eZT =0(), $,=0,zeP, 7>

= F(2) = (o, +a0ﬁl)e‘2 +O(e’2’), p,=0,zeP, 7>

oldugunu gosterir. O

(3.34) asimptotik esitligi F fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarinin simirlt bir
bolgede oldugunu, yani M, kiimesinin sinirli oldugunu gosterir. F fonksiyonu P,
bolgesinde analitik olup Teorem (2.8)’den F fonksiyonun P, bdlgesindeki sifirlarinin

ayrik oldugu goriiliir. Bu ise M, kiimesinin sayilabilir oldugunu gosterir.
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(i) F fonksiyonu P, bdlgesinde analitik ve Teorem (2.9), Teorem (2.10)’dan, F
fonksiyonunun P, bdlgesindeki sifirlarinin limit noktalar1 ile P,’daki sonsuz katli
sifirlar1, P, bolgesinin sinirindadir. Buradanda M; "M, =& ve M, "M, = oldugu
gortliir.

(i) M, kiimesinin tammindan VzeM, i¢in z€[0,27] oldugundan M, kiimesi
sinirhidir ve F fonksiyonu R ’de siirekli oldugundan M, kiimesinin limit noktalari
yine M, kiimesinin iginde kalir. Yani M, kiimesi kapalidir. Teorem (2.2)’den M,

kiimesi kompakttir. Teorem (2.11)’dan x(M,) =0 elde edilir.

(iv) F fonksiyonu C.’da siirekli oldugundan F(z)’nin P,’daki sifirlarinin limit
noktalar1 yine F(z) ’nin sifir1 olur. Yani F(z) ’nin sifirlarinin limit noktas1 Teorem

(2.9)’den [0,27] araligma diser. Buradan M, cM, oldugu gorilir. Teorem

(2.10)’dan da M, = M, oldugu agiktir. Buradan da x(M;) = x(M,) =0 bulunur.

(v) M, kiimesinden keyfi bir z,e M, ve z,#z, igin z, € M, alinsm. M, ve M,

kiimelerinin tanimindan F(z,)=0 ve

limz, =z,

N—o0

oldugu agiktir. F fonksiyonu C. *da siirekli oldugundan
limF(z,)=F(limz,)=F(z,)

olur. Yani, z, F(z) fonksiyonunun sifiridir. Ispatin tamamlanmasi i¢in z, €M,

oldugu gosterilmelidir. Tersine, kabul edilsin ki z,, F(z) fonksiyonunun sonlu katli

sifir1 olsun. Bu durumda hipotez geregi C,’da analitik, C.’da siirekli Oyle bir h

fonksiyonu mevcuttur Ki

F(2)=(z—2,)"h(z), h(z) #0, 1<k <o

34



gerceklenir. Buradan da z, # z, oldugundan, tiim z,’ler h fonksiyonun da sifiridir. h

fonksiyonu <C_+ ’da siirekli oldugundan,
0=Ilimh(z,)=h(limz,) =h(z,)

bulunur. Bu ise z,’in, F(z)’in sonlu katli sifir1 olmasi kabuliiyle geligir. O halde z,,

F(z) ’in sonsuz katli sifir1 olup z, € M, bulunur. Buradan da M, = M, elde edilir.
Teorem 3.7. (3.4) kosulunda

(i) L operatoriiniin 6zdegerler kiimesi sinirli, sayilabilir ve limit noktalari [—2, 2] kapali

araligina diiser.
(i) o, (L) =[-2.2] ve u[o,(L)]=0

gerceklenir.

Ispat : (i) M, kiimesi sinirh ve sayilabilir. M, c M, :{Z:Ze[O, Zﬂ],F(Z):O} ve

A =2coszoldugundan M, =[-2,2] bulunur.

(i) o (L)={A:2=2c0sz,2e M,,}\{0} =[-2,2] ve x(M,)=0 oldugundan

,u[O'SS (L)] =0 esitligi agikga goriilebilir.

sup[exp(gn‘i)(|1— a,|+b, H <o, £>0, % <5<1 (3.35)
neN

kosulunda L operatoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sayisal 6zelliklerini

incelemek i¢in (3.35)’nin 5 =1 ve %S 0 <1 durumlari incelenecektir. & =1 i¢in

sup[ exp(en)(fL-a,|+|b,|] < , >0 (3.36)
neN

kosulu g6z oniine alinsin.
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Teorem 3.8. Eger

sup| exp(en)(fL-a,|+|b,|] <, £>0 (3.36)
neN

kosulu gergeklenirse L operatorii sonlu sayida sonlu katli 6zdegerlere ve spektral

tekilliklere sahip olur.

Ispat : ¢>0, nmeN icn |A, [<c i (1-a,|+|b|) esitsizligi biliniyor. Bu

2

k=n+

esitsizlikten ve

oldugu dikkate alinarak

Adl<c S (-a+b.)

m

k=n+ ||
2

o0

= > exp(-ek)exp(ek)(L-a,|+ o))

NE]
—

&

(n+ m)} S exp(ek)(1-a,)+|o.)

k=n+

gcexp{

[ep}

m
2

< exp{—%(n + m)}

elde edilir. Buradan da

j;: /\"neimz
m=1

< i:;|Am|‘e"“Z < ciexp {—%(n + m)}exp(—m Imz)
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< cgexp[—m[%+ Im zﬂ

bulunur. Elde edilen esitsizlikten son serinin %+Imz>0 yakinsak oldugu acikga

gortliir. Dolayisiyla, z,’-\meimz serisi Imz > —% icin z’ye gore bu bolgede diizgiin

m=1
yakinsaktir. (3.29)’dan F(z) fonksiyonu, C,’dan Imz > —% bolgesine analitik olarak

devam eder. Bu durumda ise Teorem (2.9)’den F fonksiyonunun P bolgesindeki

stfirlarinin limit noktalar [O, 27r] araliginda olamaz. Dolayisiyla Teorem (3.6)’dan M,

ve M, kiimeleri sinirli olup Bolzano—Weirstrass Teoremi geregince M, ve M,

kiimeleri sonlu sayida elemana sahiptirler. Bununla birlikte F fonksiyonu Imz > —%

bolgesinde analitik oldugundan, P bdlgesi i¢indeki sifirlart sonlu kathidir. O halde
(3.32) ve (3.33)’den, L operatoriiniin sonlu sayida, sonlu katl d6zdegerleri ve spektral

tekillikleri vardir.

1
Simdi de (3.35) kosulunu, (3.36) kosulundan daha zayif olan &£>0 ve ES5 <1

durumunda ele alalim.

sup| exp(en’)(L-a,|+|b,| | <o (3.37)
neN

F fonksiyonu (3.37) kosulu altinda C, bolgesinde sonsuz diferansiyellenebilir fakat bu

kosulu altinda alt yar1 diizleme analitik devama sahip degildir. Bunun i¢in L
operatdriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlulugu Teorem (2.12)’den

faydanilanarak arastirilacaktir. Teorem (2.12)’deki g fonksiyonu yerine 2z periyotlu

F fonksiyonu, G kiimesi yerine M, <[0,2z] kiimesi alnip, ayrica 7, ifadesi de

belirlenecektir. O halde (3.37) kosulu altinda keNu{O} olmak tiizere F(2)

fonksiyonunun tiirevleri (3.29) esitliginden,

‘F(k)(z)‘ < |a172 +050ﬂ1| +2¢ |0£1]/1 +or(By + 2132)| +3 |0£1(}/0 +2y, +aoﬁ1| +4¢ |a1}/1 +aoﬁ2|
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+5¢ |0£17/2| + Z m" |aoﬁ2 Ao | ‘eimz
m=1

2 (M+D)" |, A + o B A |6
m=1

+3(M+2) |a, Ay + a0 (B, +218,) Ay [
m=1

D (M+3) o (7 + 27,) Ay + 2o B Py |61
m=1

+2 (M +8) |y, Ay, + B, Ag| [
m=1

£ (M +5)" o, A,
m=1

olup burada m>1 i¢in 2m>2, 3m>3,4m>4 ve 5m>5 oldugundan

‘F(k)(z)‘ < 6" (|05172 +a0131| +|0517/1 +a, (B, +2ﬁ2)|+|051(7o +2y, +aoﬂ1|+|a171 +a0182|+|a172|)

+6k {zmk |a0ﬁ2'0\)m| +ka |a17/2Aim +a0ﬂlpbm| +ka |a17/1A1m +a0 (ﬁo + zﬂz)pbm|
m=1 m=1 m=1

+ka |Ol1(]/0 +27,) A, +aoﬂ1A)m|+ka |a171A1m +0€0,32A)m| +ka |a172A&m|} (3.38)
m=1 m=1 m=1

Ayrica n>0i¢in

k2n+{

1
gerceklenir. Bu esitsizlik 3 <0 <1 i¢in

m m
—l>=
ZH 6

5
—k? S_m_
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ifadesini gergekler. Son bulunan esitsizlik ve (3.12) kullanilarak

&)

0

A< D exp(-ek®)exp(ek”)(1-a | +|b[) < cexp

k=n+

b
yazlabilir. (3.37) ve (3.38)’dan
‘F () (z)‘ <c6*+c6 mke ¢
m=1

elde edilir. Burada

)

i ~Zm
m =Cc6> mke ©
m=1

olsun. Literatiirde, G :[a, b] — R siirekli bir fonksiyon ise

nm—ZG(a m—j je(t)dt

n—oo

esitligi biliniyor. Bu esitlikte a=0, b=n ve

5

G(t)=t'e ©

olmak tizere

_€ mé

1, = C6" I|m2m g o

nN—oo

= 6" I|mZG(m)

n 7315
=c6" Itke 6 dt

<c6* _[ the ¢ it
0
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bulunur. y = %tﬁ doniistimii yapilirsa,

oldugundan

k+1
k+1

e l ol K+l
1, < C6 (EJ ’ —J.y 5 eVdy (3.41)
g o
o PP k+1 . -
yazilabilir. (3.41) esitsizliginde, a :T_l icin a>1 acikca gorilir. Gamma

fonksiyonu kullanilarak (3.41) igin

k+1

7, <C6" (ﬁj ’ 11"(a+1)
£ o

k+1 k+1

_ c6* (9j5 (k+1)* F (k +1)T
& o
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e e 1 . 1
esitsizligi bulunur. Burada > <6<ligin 22> 3 oldugu kullanilarak

k+1
— k+1

(k) 4 “
(k+1) L (k+1) 2

7, < 6" (EJ ? o
&

k+1
k 1

< c6* (Ej * (k1) 122D (k +1)° (k +1)°
&

k+1
k 1

<c6* (§j5 (k+1)7 (k+1)° (k +1)°
&

bulunur. Literatiirde bilinen

1, k
L+k)’ <e?

esitsizligi kullanilirsa

k+1

5k k
7, <062 (Ej * oo (k+1)0
&

ifadesi gerceklenir. Yine literatiirdeki

k
[1+lj <e
k

esitsizliginden

k
~ 1
[1+1jé <e’
k

olup

k k 1

(k+1)¢ <koed
bulunur. Ayrica

k* < klek
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esitsizliginden

k 1 k

ké < (kl)oed
yazilabilir. (3.44)’den ise,

k 1 k+1

(k+1)° < (kl)oe *

ifadesi kolayca goriilebilir. Burada son elde edilen esitsizlik (3.42)’de kullanilirsa

ket

k 1 k+1
17, <c6” [9) ’ e’ (ke s
&

k+1

—  2k+1 1
:c62k+1(§J * e o kike
&

k

1 1
1 = 2 = 1
— 6oe’ (ﬁjb 36e° (%5 Ki(k1)?
&

Pk %‘1
= Dd"k (k)

1
<Dd*k1k 5

1

k(=
bulunur. k >Ticin k1k“ 5 >1 oldugu bilgisi kullanilarak (3.40)’den,

Kt
[F®(2)| <c6" +Dd*k!k *
K k(Ll) K k(Ll) K k(Ll)
<c6'klk ¢ +Dd*klk ¢~ <Dd*k!k @ (3.44)

1 - 2 =
olur. Burada D:60e5(§jb ve d =| 36e¢ (Ej§ ve D>0 ve d >0 ifadeleri ¢c,& ve
& &

o ifadelerine bagl olarak yazilir. O halde Teorem (2.11)’deki 7, ifadesi yerine
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1
7, =Dd*k1k"o

alinacaktir.

Teorem 3.9. (3.37) kosulunda M, =& olur.

Ispat : Ispat i¢in Teorem (2.12) kullanilacaktir. Burada F fonksiyonu 6zdes olarak sifir

degildir ve k e NU{0} icin

—i 7,8
t(s) = |r|1f w

k(é—l) ‘
_ e DRI ()
k k!

1
= Dinf {kk(‘; K (dS)k}
olmak iizere, Teorem (2.12)’deki integral araligi @ >0 igin [0, a)) alinirsa

j Int(s)d (A, ) > —o0 (3.45)
0
olur. Simdi t(s) fonksiyonunu goz 6niine alinarak

h( = x5 ¥ (ds)" (3.46)

fonksiyonunu tanimlansin. h(X) fonksiyonunun ekstremum noktalar1 bulunursa, t(s)

acikea yazilabilir. Bunun i¢in (3.46)’den,

Inh(x) = xln(dsxé’l)

x( ! 1) dsxéf2
LG (dsxilJ P

h(x)
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1 1
=_——1+1In| dsx?
o

ifadeleri elde edilir. Buradan da

x(:-1) 1 L
h'(x)=x ¢ (ds)* g—1+ln(dsx‘> )

esitligi gergeklenir. O halde h'(x,) =0 i¢in
1 2+
g—1+|n(dsxO )=0

denklemi X, i¢in ¢oziiliirse,

-5
X, =e ' (ds)o

bulunur. Ayrica

1

h"(x) = [x“i‘” (ds)*} E—u m(dsxi'l)Hx“i-“ (ds)x}[é—u |n(dsx5_1)}

- xx(%_l) (ds)* {[1 ~1+1In [dsx;_lﬂ + (i —1) xl}
o o

1 1
olup 3 <6 <1 i¢in 3 > lesitsizligi agiktir. Yukarida elde edilen x, degeri h"(x)

fonksiyonunda yerine yazilirsa
1 et ey ra
h(x)=e? = {(% —1)e(ds)lf’1 >0

seklinde bulunur. Bu son ifadeden ise X, degerinin h(x) fonksiyonu i¢in minimum

deger oldugu goriiliir.

min h(x) =h(x,)

Xe[O,oo
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-5
=5 L (ds)t-o

s ¢ -5

1-5 , = = i
= eXp (—T e_ld l-6gl-o ] (ds)—e (ds)t-o (ds)e (ds)r-o

_9 s
= exp(_ﬁeld 15g 15}
o
gerceklenir. Dolayisiyla
_s 5
t(s) = Dexp(—ﬁeld I-sg 15}
o
bulunur. Buradan da (3.45) ve (3.47) kullanilarak
5 o

J. Int l: D exp[—?e‘ld Log 1o ﬂ du(A, ) > -
0

yazilabilir. Ayrica Teorem (3.6)’dan #(M,) =0oldugundan
a _4 &
0 > —I[In D+(—%eld -0g 10 ]:Id/u(M4,5)
0
[2) w1_5 71 7i
=—In Djdﬂ(M“)qTe*d 05 -0d (M)
0 0

1_5 5 o 5

=—InD[ u(M, ) - u(M,) |+=—==e"d =0 [s =odu(M, )

1)

0

1-6 4 7.5
=-p(M,,)InD+=—=e"d 7 [s 7d (M)

0

bulunur. Bu esitsizlikten ise
o 7i
J.S du(M, ) <o
0
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(3.47)

(3.48)



olmast gerektigi goriiliir. Fakat (3.48)’un ger¢eklesmesi ancak M, = i¢in, yani

#(M, ;) =0 i¢in miimkiindiir. Tersine kabul edilsin ki; M, # & olsun. Bu durumda,
1M, )=2s

du(M, )= 2ds

elde edilir. 1- % < Oesitsizligi géz oniinde bulundurularak

5

o> [sdu(M,,)
0

@ 5
ZZIS 1-5ds
0

LS
_2(1-5)s O
1-25

[0

_20-5)

(1-25)st0 o

yazilabilir. Son ifade raksak oldugundan M, = < olmalidir.

Teorem 3.10. (3.37) kosulunda L operatorii sonlu sayida sonlu 6zdegerlere ve spektral

tekilliklere sahiptir ayrica bunlarin herbirinin kati sonludur.

Ispat: Teoremin ispat1 icin, (3.30), (3.31) esitlikleri ve (3.37) kosulu altinda F
fonksiyonunun P bolgesinde sonlu sayida, sonlu kathi sifirlara sahip oldugu

gosterilmelidir. Teorem (3.6) ve Teorem (3.9) geregince M, =& bulunur. Buradan M,
ve M, smirlh kiimelerinin limit noktalarinin olmadigi goriliir. Bolzano-Weirstrass
teoreminden M, ve M, kiimeleri sonlu olur. Bu da F fonksiyonunun P yar1 seridinde
sonlu sayida sifira sahip oldugunu gosterir. Teorem (3.9)’dan M, =< bilindiginden

F fonksiyonunun P yar seridinde sifirlarinin kat1 sonludur.
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SONUC VE ONERILER

Bu tezde (3.1)-(3.2) smir deger probleminin spektral analizi (3.4) kosulunda
incelenmistir. Buna ek olarak (3.1)-(3.2) smir deger probleminin (3.35) kosulunda
0zdeger ve spektral tekilliklerinin nicel 6zellikleri arastirilmistir. Sinir kosul spektral
parametreye bagimli oldugundan diger c¢alismalara goére Jost fonksiyonu, Green
fonksiyonu, Ozdegerler ve spektral tekilliklerin aciliminda farkli sonuglar elde

edilmistir.

Bu calisma, Schrodinger operatorii igin ¢alisilmis olup diger diferansiyel operatorlerin
(3.2) kosulu altinda spektral analizi incelenebilir. Buna ek olarak, bu ¢aligmadaki (3.1)
denkleminin farklt smir kosullar, spektral parametreler veya farkli uzaylarda

tanimlanmis halinin spektral 6zellikleri arastirilabilir.
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