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Bu çalışmada başlangıç şartları birer reel sayı olmak üzere;  iki boyutlu  
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rasyonel fark denklem sistemleri ile üç boyutlu 
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rasyonel fark denklem sistemlerinin çözümleri ve çözümlerin özellikleri 

incelenmektedir. 
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In this study, solutions and properties of the solutions  of two dimensional systems of 

rational difference equations  
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and three  dimensional systems of rational difference equations  
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where initial conditions are real numbers, are investigated. 
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1. GİRİŞ 

Fark denklemleri sadece diferansiyel denklemlerin nümerik çözümlerinde değil, aynı 

zamanda biyoloji, mühendislik, ekonomi, savunma, demografi ve benzeri alanlarda 

ortaya çıkan matematiksel modellerde ya doğrudan ya da dolaylı olarak yer alırlar. Bu 

denklemlerde bağımsız değişken tam sayılar üzerinde tanımlanır. Dolayısıyla fark 

denklemlerinde türev terimleri yerine bilinmeyen fonksiyonun farkları bulunur. Bu 

bakımdan fark denklemleri daha ziyade sürekli olmayan problemleri karakterize eder 

(Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

1.1. Fark Denklem Sistemleri İle İlgili Yapılmış Bazı Çalışmalar 

Bu bölümde fark denklem sistemleri ile ilgili yapılmış bazı çalışmalar hakkında bilgi 

verilmiştir. 

Schinas (1997), yapmış olduğu çalışmada ...2,1,0n  için 
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fark denklem sistemlerinin çözümlerinin özelliklerini incelemiştir.  

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), p ve q pozitif tamsayıları için lineer olmayan iki 

fark denkleminden oluşan,  
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fark denklem sisteminin çözümlerinin salınımlı davranışını ve sınırlılığını incelediler. 

Ayrıca bu fark denklem sisteminin pozitif denge noktasının global asimptotik 

kararlılığını çalıştılar. Bu çalışmada fark denklem sisteminin denge noktasının 

( , ) (1 ,1 )c c A A   olduğunu elde ettiler ve sisteminin çözümlerinin (0, )A   için bu 

noktada salınımlı olduğunu gördüler. Aynı şartlarda sistemin çözümlerinin alt ve üst 

sınırlarını elde ettiler. 1A  için de pozitif denge noktasının global asimptotik kararlı 

olduğunu elde ettiler. 

Grove vd. (1998) yaptıkları çalışmada;   
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otonom olmayan Lyness fark denklemi ile  
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 , 0,1,2,...n   

maksimumlu fark denkleminde katsayıların negatif olmayan 0{ }n na 

 ve 0{ }n nb 

  dizileri 

olduğunu varsaydılar. Bu varsayımlar doğrultusunda bu fark denklemlerinin her pozitif 

çözümlerinin sürekli ve sınırlı olabilmesi için yeter şartlar elde ettiler. Ayrıca zıt 

durumların her biri için örnekler gösterdiler. 

Valicenti (1999) yaptığı çalışmada;  

1

1

n n n
n

n

a x b
x

x





  ve 1

1

n n n
n

n

a x b
x

x





  

denklemlerinin çözümlerinin periyodikliği ve global asimptotik kararlılığı üzerine 

çalışmıştır. 

Grove vd. (2001), , , ,a b c d ile 
0x , 

0y  başlangıç değerleri keyfi reel sayılar olmak üzere, 

1n

n n

a b
x

x y
    , 1n

n n

c d
y

x y
   , 0,1,2,...n   

fark denklem sisteminin çözümlerinin davranışlarını araştırdılar.  

Clark ve Kulenovic (2002) , , ,a b c d pozitif sayılar ve 
0x , 

0y  başlangıç şartları negatif 

olmayan sayılar olmak üzere 

1
n

n

n

x
x

a cy
 


, 1

n
n

n

y
y

b dx
 


 

fark denklem sisteminin çözümlerinin asimptotik davranışını incelediler. 

Papaschinopoulos ve Schinas (2002), {0,1,..., }i k , için , , ,i i i iA B p q   ve 

, 1,...,0i k k     için ,i ix y  başlangıç değerleri pozitif sayılar olmak üzere,  
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fark denklem sisteminin pozitif çözümlerin sınırlılığını, sürekliliğini, salınımlılığını ve 

denge noktasının kararlılığını incelediler.  

Kulenovic ve Nurkanovic (2003), A ile B katsayıları (0, ) aralığında seçilen reel sayılar 

ve 0 0,x y  başlangıç şartları negatif olmayan keyfi sayılar olmak üzere 
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denklem sisteminin çözümlerinin global asimptotik kararlılığını araştırdılar. 

Papaschinopoulos vd. (2003)  yaptıkları çalışmada  
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 , 0,1,...,n   

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin sınırlılık, süreklilik ve periyodiklik 

özelliklerini araştırdılar. 

Clark vd. (2003) yaptıkları çalışmada; 
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, 0,1,2,...n   

fark denklem sisteminin çözümlerinin global asimptotik davranışını incelediler. 

Çinar ve Yalçınkaya (2004) yaptıkları çalışmada;  
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fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin periyodiklik özelliğini incelediler.  

Çinar ve Yalçınkaya (2004) yaptıkları çalışmada; 
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fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin periyodikliğini incelediler.  

Camouzis ve Papaschinopoulos (2004) yaptıkları çalışmada; m  pozitif tamsayı ve 

, 1,...,0i m m     için ix  ve iy  pozitif sayılar olmak üzere 
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fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin global asimptotik davranışlarını, 

sınırlılığını ve sürekliliğini incelemişlerdir. 

Çinar (2004) yaptığı çalışmada; 0 1 0 10,1,2,..., , , ,n x x y y R

    için  

1

1
n

n

x
y

   , 1

1 1

n
n

n n

y
y

x y


 

  



4 
 

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerini incelemiştir.  

Sun ve Xi (2005), yaptıkları çalışmada 
1 0( , ),n n s n tx f x x n N     ve s t  ,s t N  

olmak üzere lineer olmayan fark denkleminin tüm pozitif çözümlerinin tek denge 

noktasına yakınsaması için yeterli şartları ortaya koymuştur. 

Yang (2005) yaptığı çalışmada; 
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fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını incelediler. 

Kulenovic ve Nurkanovic (2005) yaptıkları çalışmada; , , , , , (0, )a b c d e f    ve 

0 0 0, ,x y z  negatif olmayan reel sayılar olmak üzere;  
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fark denklem sisteminin çözümlerinin global asimptotik davranışlarını incelediler. 

Yang vd. (2005) yaptıkları çalışmada; ,p q Z  için p q  ve ,a b  pozitif sabitler 

olmak üzere 
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rasyonel fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını incelediler. 

Zhang vd. (2006) yaptıkları çalışmada; ,0,1,1,1,1  Asrqp



 Ryyyxxx spsprr 0},max{2},max{1021 ,...,,,,...,,  olmak üzere 
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fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını incelediler. 

Sun ve Xi (2006) yaptıkları çalışmalarda; 

1 ( , )n n n kx f x y  , 
1 ( , )n n n ky f y x  , 

0n N  

ve  

1 ( , )n n q n sx f y x   , 1 ( , )n n t n py g x y   , 0n N  

fark denklem sistemlerinin pozitif çözümlerinin kararlılığını incelemişlerdir.  
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Özban (2006) yaptığı çalışmada; tüm başlangıç şartları ve parametreler pozitif olmak 

üzere 
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fark denklem sistemini çözümlerinin periyodikliğini araştırmıştır. 

Iricanin ve Stevic (2006) yaptıkları çalışmada; aşağıdaki iki fark denklem sisteminin 

pozitif çözümlerini çalışmışlardır: 
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Özban (2006) yaptığı çalışmada; 0,1,2,...n  için  
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n k

x
y





 , 1
n

n

n m n m k

y
y

x y


  

  

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif çözümlerini incelemiştir.  

Özban (2007) yaptığı çalışmada; , 3q q   ve 3’ün katı olmayan pozitif bir tamsayı, a, b 

ve 1 2 0 1 2 0, ,..., , , ,...,q q q qx x x y y y         başlangıç değerleri pozitif reel sayılar olan; 

3

n

n

a
x

y 

 , 3n
n

n q n q

by
y

x y



 

  

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını inceledi. 

Zhang vd. (2007) yaptıkları çalışmada; 0,1,...n   ve 0A için  

1
n m

n

n

y
x A

x


    , 1

n m
n

n

x
y A

y


    

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin global asimptotik kararlılığını, sınırlılığını 

ve sürekliliği üzerine inceleme yapmışlardır. 

Papaschinopoulos vd. (2007) yaptıkları çalışmada; 3k   ve 1,2,...,i k  için ,i ia b

 pozitif sabitler ve başlangıç şartları pozitif olmak üzere 3,4,...,i k  için  

1

1

( )
( 1)

( 1)

k k k

k

a x n b
x n

x n


 


 , 1 1 1

2

( )
( 1)

( 1)k

a x n b
x n

x n


 


, 1 1 1

2

( )
( 1)

( 1)

i i i
i

i

a x n b
x n

x n
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denklem sistemini çözümlerini incelemişlerdir. 

Yalçınkaya vd. (2008), yaptıkları çalışmalarda 

1
1

1

n n
n

n n

t z a
z

t z










 , 1

1

1

n n
n

n n

z t a
t

z t










 

ile  

1
1

1

n n
n

n n

z t a
z

z t










, 1

1

1

n n
n

n n

t z a
t

t z










 

fark denklem sistemlerinin global asimptotik kararlılığını incelemişlerdir. 

Şimşek vd. (2009), yaptıkları çalışmada, pozitif başlangıç değerleri için 

1 max{ , }n
n

n n

A y
x

x x
   , 1 max{ , }n

n

n n

A x
y

y y
   

fark denklem sisteminin çözümlerini incelemişlerdir. 

Amleh vd. (2009) yaptıkları çalışmalarında;   

1
1

1 1 1

2 2 2
1

2 2 2

, 0,1,...

n
n

n n

n n
n

n n

x
x

A B x C y
n

x y
y

A B x C y



  






  


  

  

  

rasyonel denklem sisteminin negatif olmayan çözümlerinin sınırlılık özelliklerini 

incelemişlerdir. 

Camouzis vd. (2010) araştırmalarında; 

1
1

1 1 1

2 2 2
1

2 2 2

, 0,1,...

n

n n

n n
n

n n

x
A B x C y

n
x y

y
A B x C y



  






  


  

  

 

rasyonel denklem sisteminin negatif olmayan çözümlerinin sınırlılık özelliklerini 

incelemişlerdir. 

Yalçınkaya ve Çinar (2010) yaptıkları çalışmada; 

1
1

1

n n
n

n n

t z
z

t z a










 , 1

1

1

n n
n

n n

z t
t

z t a










, 0,1,2,...n    
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lineer olmayan fark denklemlerinden oluşan sisteminin global asimptotik kararlılığını 

incelemişlerdir. 

Elsayed (2010) yaptığı çalışmada; 

1

1
n

n k

x
y





 , 1
n k

n

n n

y
y

x y


   

rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini inceledi. 

Akgüneş (2010) tez çalışmasında  

1 1

2 1

2 2

( , )

( , )

( , )

n n a n b

n n b n c

n n c n a

x f x y

y g y z

z h z x

 

 

 

 







, 
0n N  

1 1 1 2 2 2, , , , ,a b c a b c N   

fark denklem sistemini tanımlayıp ve pozitif çözümlerinin hangi koşullar altında tek 

denge noktasına yakınsayacağını belirlemiştir. 

Kurbanlı vd. (2011) yaptıkları çalışmalarda; başlangıç değerleri reel sayılar olmak 

üzere; 

1
1

11

n
n

n n

x
x

y x









 , 1
1

11

n
n

n n

y
y

x y









 

1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









, 1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









, 1
1

1 1

n
n

n n

z
z

y z









 

1
1

1 1

n n
n

n n

x y
x

y x










, 1

1

1 1

n n
n

n n

y x
y

x y










 

1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









, 1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









, 
1

1

n
n

n n

x
z

y z




  

rasyonel fark denklem sistemlerinin çözümlerini ve çözümlerinin davranışlarını 

incelemişlerdir. 

Steviç (2011) yaptığı çalışmada; , , , , ,a b c     parametreleri ve 1 0 1 0, , ,x x y y    

başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere 

1
1

1

n
n

n n

ax
x

by x c









 , 1
1

1

n
n

n n

y
y

x y



 









, 
0n N  

rasyonel fark denklem sistemini inceledi. 

Kılıklı (2011) yaptığı tez çalışmasında  
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1n

n

A
x

y
   , 

1n

n

B
y

z
  , 1

1

1

n
n

n n

Bx
z

x y






 , 0,1,2,...,n   

1

1

n

n

A
x

y




  , 
1

1

n

n

B
y

z




 , 1
1

2

n
n

n n

Bx
z

x y






 , 0,1,2,...,n   

1

2

n

n

A
x

y




  , 
1

2

n

n

B
y

z




 , 1
1

3

n
n

n n

Bx
z

x y






 , 0,1,2,...,n   

1, 1A B   için fark denklem sisteminin çözümlerini araştırmıştır. Sonuçta; 

1n

n k

A
x

y




  , 
1n

n k

B
y

z




 , 1
1

( 1)

n
n

n n k

Bx
z

x y




 

 , 0,1,2,...,n   

1, 1A B   ve , {0}A B R   olduğu durumlarda genel rasyonel fark denklem 

sisteminin çözümlerinin de periyodik olduğu ve bu denklem sisteminin kararlılığını 

göstermiştir. 

Touafek ve Elsayed (2012) yaptıkları çalışmada; başlangıç şartları sıfırdan 

farklı reel sayılar olmak üzere 

3
1

3 11

n
n

n n

x
x

x y




 


 

 , 3
1

3 11

n
n

n n

y
y

y x




 


 

 

rasyonel fark denklem sistemlerinin çözümleri ve çözümlerinin periyodikliğini 

incelediler. 

Elsayed (2012) yaptığı çalışmada; başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayı olmak üzere 

1
1

11

n
n

n n

x
x

x y







 

 , 1
1

11

n
n

n n

y
y

y x







 

 

rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini inceledi. 

Tütüncü (2012) yaptığı tez çalışmasında;  

1
1

1 1

n
n

n n

y
x

x y









, 1
1

1 1

n
n

n n

x
y

x y









 

1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









, 1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









, 1
1

1 1

n
n

n n n n

z
z

x y y x




 




 

1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









, 1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









, 1
1

1 1

n
n

n n n n

z
z

x y y x




 




 

fark denklem sistemlerinin çözümlerini ve çözümlerin davranışlarını incelemiştir. 
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Keying vd. (2012) yaptıkları çalışmada; 
0 1 0 1 0 1, , , , , {0}x x y y z z R      olmak üzere 

1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









, 1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









, 
1

1

1
n

n n

z
x z





  

rasyonel fark denklemleri sisteminin çözümlerinin davranışlarını incelediler. 

Elsayed vd. (2012) yaptıkları çalışmada  

1

1
n

n p n p

x
x y



 

 , 
1

n p n p

n

n q n q

x y
y

x y

 



 

  

1

1
n

n p n p n p

x
x y z



  

 , 
1

n p n p n p

n

n q n q n q

x y z
y

x y z

  



  

 , 1

n q n q n q

n

n r n r n r

x y z
z

x y z

  



  

  

fark denklem sistemlerinin çözümlerini araştırmışlardır. 

Mansour vd. (2012) çalışmalarında  

5
1

5 21

n
n

n n

x
x

x y




 


 

, 5
1

5 21

n
n

n n

y
y

y x




 


 

 

rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini inceleyip periyodik olduğunu 

göstermişlerdir. 

Stevic (2012, 2013) yaptığı çalışmalarda , , , , , , ,n n n n n n nk N a b c d     dizileri ve 

başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere;  

1

1( )

n n k
n

n k n n n n k

x y
x

y a b x y




  




 , 
1

1( )

n n k
n

n k n n n n k

y x
y

x c d y x




  




0n N  

4

1 2 3 4

n n
n

n n n n n n

c x
x

a b y x y x



   




, 4

1 2 3 4

n n
n

n n n n n n

y
y

x y x y



 


   




0n N  

3

1 2 3

n n
n

n n n n n

c y
x

a b y x y



  




, 3

1 2 3

n n
n

n n n n n

x
y

x y x



 


  




0n N  

(2 1)

1

(2 1) (2 1) 21

n n k

n k

n n n k n i n ii

c y
x

a b y y x

 



    


 

, 
(2 1)

1

(2 1) (2 1) 21

n n k

n k

n n n k n i n ii

x
y

x x y



 

 



    


 

 

denklem sistemlerinin çözümlerinin özelliklerini incelemiştir. 

Fotiades ve Papaschinopoulos (2013) yaptıkları çalışmada ,A B  katsayıları ile 

1 0 1 0, , ,x x y y   başlangıç şartları pozitif reel sayılar olmak üzere 
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1

1

max{ , }n
n

n

y
x A

x




  , 
1

1

max{ , }n
n

n

x
y B

y




  

denklem sisteminin her bir çözümünün er geç periyodik olduğunu göstermişlerdir. 

Stevic (2013) yaptığı çalışmada ,   parametrelerine ve 
0 0,x y  pozitif başlangıç 

şartlarına bağlı olarak 

1

1
n

n n

x
x y


    , 

1

1
n

n n

y
x y


   , 

0n N  

fark denklem sisteminin her bir çözümünün yakınsaklığını ve iki periyotlu olduğunu 

göstermiştir. 

Yazlık vd. (2013) yaptıkları çalışmada  

1
1

1

1n
n

n n

x
x

y x







  , 1

1

1

1n
n

n n

y
y

x y







  

rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini incelediler. 

Kurbanlı vd. (2013) yaptıkları çalışmada; 

1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









, 1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









, 1
1

n n
n

n

x z
z

y


   

denklem sisteminin çözümünü ve çözümlerin özelliklerini araştırmışlardır.  

Özkan ve Kurbanlı (2013) yaptıkları çalışmada; 

2
1

2 11

n
n

n n n

y
x

y x y




 


 

, 2
1

2 11

n
n

n n n

x
y

x y x




 


 

, 2 2
1

2 11

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


 



 

, 
0n N  

rasyonel fark denklem sisteminin çözümünün periyodikliğini araştırmışlardır. Sonuç 

olarak denklem sisteminin çözümünün 6 periyotlu olduğuna göstermişlerdir. 

Tollu (2014) tez çalışmasında 0 0,x y  sıfırdan farklı başlangıç şartları ve , , ,n n n np q r s

dizilerinin her biri ise ,n nx y  dizilerinden biri olmak üzere 

1

1 n
n

n

p
x

q



  , 

1

1 n
n

n

r
y

s



  , 0n N  

fark denklem sistemlerinin on altı olası durumundan on dört tanesinin çözülebilir 

olduğunu gösterdi. Ayrıca, elde ettiği genel çözümler vasıtasıyla çözümlerin asimptotik 

davranışlarını inceledi.  
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Brett ve Kulenovic (2014) yaptıkları çalışmada pozitif , , ,a b c d  sayıları ve başlangıç 

şartları 
0 0, 0x y   olmak üzere  

2

1 21

n
n

n n

ax
x

x cy
 

 
 , 

2

1 21

n
n

n n

by
y

y dx
 

 
, 0,1,...n    

denklem sisteminin çözümlerini incelemişlerdir. 

Zhang vd. (2014) yaptıkları çalışmada  

1 1max{ , }n n

n

x y
x


   , 

1 1max{ , }n n

n

y x
y


  , 

0n N  

fark denklem sisteminin 4 periyotlu olduğunu göstermişlerdir. 

Papaschinopoulos vd. (2014) çalışmalarında , , ,a b c d  katsayılar ve 
1 0 1 0, , ,x x y y 

başlangıç şartları pozitif reel sayılar olmak üzere 

1 1
nx

n n nx ax by e


    , 
1 1

ny

n n ny cy dx e


   , 0,1,...n   

denklem sisteminin pozitif denge noktasının varlığını, sınırlılığını ve pozitif çözümlerini 

elde etmişlerdir. 

Bu tezde, iki boyutlu  

2
1

2 11

n
n

n n n

y
x

y x y




 

 , 2
1

2 11

n
n

n n n

x
y

x y x




 

 , 0,1,...,n   

rasyonel fark denklem sistemi ile üç boyutlu 

5
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5 3 11

n
n

n n n
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x

y x y




  

 , 5
1

5 3 11

n
n

n n n

x
y

x y x




  

 , 5 5
1

5 3 11

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


  


 , 0,1,...,n    

rasyonel fark denklem sistemlerinin çözümleri elde edilip çözümlerin periyodikliği 

araştırılacaktır. 

 

 

 

 

 

 



12 
 

2. FARK DENKLEMLERİ İLE İLGİLİ GENEL TANIM VE TEOREMLER 

Bu bölümde fark denklemleri ile ilgili genel tanım ve teoremler verilmiştir. 

x bağımsız değişkeninin tanımlı olduğu aralıkta, ( )y x  bağımlı değişkeninin değişimi 

' '' ( )( ), ( ),..., ( ),...ny x y x y x  türevleri yardımıyla açıklanabilmektedir. Ancak x ’ in kesikli 

değerler alması durumunda değişim türevler yardımıyla açıklanamaz (Çalık, 2011). 

Bu bölümde x ’ in tamsayı değerler aldığı durumlarda ortaya çıkan ve içinde sonlu 

farkların bulunduğu fark denklemleri üzerinde duracağız. 

Tanım 2.1. n bağımsız değişken ve buna bağımlı değişken de y olmak üzere, bağımlı 

değişken ve bağımsız değişken ile bağımlı değişkenin  

2 3( ), ( ), ( ),..., ( ),...nE y E y E y E y  

gibi farklarını içeren bağıntılara Fark Denklemi denir (Akgüneş, 2010). 

Bir fark denkleminin mertebesi; denklemdeki en büyük indis ile en küçük indisin 

farkına eşittir.  

Birinci mertebeden bir fark denklemi; 

0 1( 1) ( ) ( )a y n a y n f n    

şeklindedir. 

İkinci mertebeden bir fark denklemi; 

0 1 2( 2) ( 1) ( ) ( )a y n a y n a y n g n      

şeklindedir. 

Tanım 2.2. Bir fark denkleminde bağımlı değişkenler birinci dereceden ve denklem 

bağımlı değişkenlerin parantezine alındığında katsayılar sadece bağımsız 

değişkenlerden oluşuyorsa bu denkleme lineer fark denklemi denir (Kılıklı, 2011). 

Genel olarak lineer fark denklemleri 

1 1 0... ( )n k k n k ny a y a y F n        

şeklinde gösterilir. 

Teorem 2.1. I reel sayıların herhangi bir alt aralığı olmak üzere, 1: kf I I   sürekli 

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her 
( 1) 0, ,...,k kx x x I     başlangıç şartları için  

                                         1 1( , ,..., ),n n n n kx f x x x    0,1,...n                                     (2.1) 
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denklemi bir tek { }n n kx 


 çözümüne sahiptir (Akgüneş, 2010). 

Tanım 2.3. Eğer 
0

{ }n n nx 

 0n Z  her 
0n n  dizisi için 

n p nx x   ise { }nx  dizisi p 

periyotludur denir ve p bu şartı sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır (Çalık, 2011). 

Tanım 2.4. Eğer { }nx  dizisinde sonlu sayıda terim hariç tutulduğunda, geriye kalan 

sonsuz sayıdaki terim için 
n p nx x   ise { }nx  dizisine er geç p periyotludur denir ve p 

bu şartı sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır (Çalık, 2011). 

Tanım 2.5. (2.1) denkleminde  

( , ,..., )x f x x x   

şartını sağlayan x noktasına (2.1) denkleminin denge noktası denir (Akgüneş, 2010). 

Tanım 2.6. x , (2.1) denkleminin denge noktası olmak üzere: 

a) Eğer 
( 1) 0, ,...,k kx x x I     olmak üzere 0   için 

( 1) 0...k kx x x x x x           iken 0n   için nx x   olacak şekilde bir 

0   sayısı varsa, x denge noktası kararlıdır denir.  

b) Eğer x  denge noktası kararlı ve 
( 1) 0, ,...,k kx x x I     iken limn nx x   olacak 

şekilde ( 1) 0...k kx x x x x x          şartını sağlayan 0   sayısı varsa, x  

denge noktası lokal asimptotik kararlıdır denir.  

c) Eğer 
( 1) 0, ,...,k kx x x I    iken limn nx x   ise, x denge noktasına çekim 

noktası denir. 

d) Eğer x  denge noktası kararlı ve çekim noktası ise, �̅� denge noktası global 

asimptotik kararlıdır denir.  

e) Eğer x  denge noktası kararlı değil ise, kararsızdır denir. 

f) Eğer 
( 1) 0, ,...,k kx x x I     iken ( 1) 0...k kx x x x x x r          ve bazı

N k   sayıları için Nx x r   olacak şekilde bir 0r    sayısı varsa x  denge 

noktasına repeller denir (Akgüneş, 2010). 

Tanım 2.7. (2.1) denkleminden elde edilen  

                                                        1 0
( ,..., )

k

n n ii
n i

f
y x x y

x
 







                                (2.2) 

denklemine, x  denge noktası civarında lineer denklem denir (Akgüneş, 2010). 

(2.2) denkleminin karakteristik denklemi  

                                            
1

0
( ,..., ) 0

kk k i

i
n i

f
x x

x
  





 


                                  (2.3) 
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şeklindedir.  

Teorem 2.2. (Lineer Kararlılık Teoremi) 

a) Eğer (2.3) denkleminin bütün kökleri mutlak değerce 1’den küçük ise x denge 

noktası lokal asimptotik kararlıdır (Çalık, 2011). 

b) Eğer (2.3) denkleminin köklerinden en az biri mutlak değerce 1’den büyük ise x  

denge noktası kararsızdır (Çalık, 2011). 

Tanım 2.8. { }n n kx 

  çözümlerinin hepsi birden x denge noktasından ne büyük ne de 

küçük ise bu çözümlere x  denge noktası civarında salınımlıdır denir. Aksi halde bu 

çözümlere salınımlı değildir denir (Akgüneş, 2010). 

Tanım 2.9. { }n n kx 

  dizisinde n  için 
nP x Q   olacak şekilde P  ve Q  pozitif 

sayıları varsa{ }n n kx 

  dizisi sınırlıdır denir (Akgüneş, 2010). 
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3. BAZI RASYONEL FARK DENKLEM SİSTEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ 

3.1.  İki Boyutlu Rasyonel Fark Denklem Sistemleri 

Bu bölümde; başlangıç değerleri reel sayılar olan 
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, 0,1,...,n                  (3.1.3)                                                                   
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, 0,1,...,n                  (3.1.4)                                                     

rasyonel fark denklem sistemlerinin çözümleri ve bu çözümlerin özellikleri 

araştırılmıştır.  

Lemma 3.1.1. { , }n nx y  (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) ya da (3.1.4) denklem sistemlerinden 

herhangi birinin çözümü ise; 0n   için aşağıdakiler doğrudur: 

(i) 2 3 1n n n nx y y x      

(ii) 2 3 1n n n ny x x y    

İspat: 

(i) İlk olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.1) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 
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1n ny x  

olur. 
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İkinci olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.2) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 
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1n ny x  

olur. 

Üçüncü olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.3) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 
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 1n ny x  

olur. 

Dördüncü olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.4) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 
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1n ny x  

olur. 

(ii) İlk olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.1) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 
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1n nx y  

olur. 

İkinci olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.2) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 
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1n nx y  

olur. 

Üçüncü olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.3) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 
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1n nx y  

olur. 

Dördüncü olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.4) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 
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1n nx y  

olur ki ispat biter. 

Teorem 3.1.1. { , }n nx y  (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) ya da (3.1.4) denklem sistemlerinden 

herhangi birinin çözümü ise; { , }n nx y  6 periyotludur. 

İspat: 
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Her 2n    için 
6n nx x   ve 

6n ny y   olduğunu göstermemiz gerekir. 

İlk olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.1) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda,  

Lemma 3.1.1 (i) göz önüne alındığında; 
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Lemma 3.1.1 (ii) göz önüne alındığında; 
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ny  

olur ki { , }n nx y  çözümü 6 periyotludur. 

İkinci olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.2) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda,  

Lemma 3.1.1 (i) göz önüne alındığında; 

3
6

3 4 51

n
n

n n n

y
x

y x y




  


 

 

3 4 5 1 2( 1 )( 1 )

n

n n n n n n

x

y x y x y x    


   

 

1

3 4 5 1 2 3 4 5 1 2(1 )n n n n n n n n n n n n nx y x y x y x y x y x y x 

              

1

3 4 5 1 2 3 4 5

3

(1 ( 1))n
n n n n n n n n n n

n

x
x y x y x y x y x y

y



       



       

4 5 1 21

n

n n n n n n

x

x y x x y x   


 

 

4 5 1 21 ( )

n

n n n n n

x

x x y y x   
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Lemma 3.1.1 (ii) göz önüne alındığında; 
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ny  

olur ki { , }n nx y  çözümü 6 periyotludur. 

Üçüncü olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.3) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda,  

Lemma 3.1.1 (i) göz önüne alındığında; 
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Lemma 3.1.1 (ii) göz önüne alındığında; 
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ny  

olur ki { , }n nx y  çözümü 6 periyotludur. 

Dördüncü olarak { , }n nx y  çözümünün (3.1.4) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda,  

Lemma 3.1.1 (i) göz önüne alındığında; 
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Lemma 3.1.1 (ii) göz önüne alındığında; 
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n n n n n n

y

y x y y x y   


 

 

4 5 1 21 ( )
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ny  

olur ki { , }n nx y  çözümü 6 periyotlu olup ispat biter. 

Aşağıdaki teoremler (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) ve (3.1.4) denklem sistemlerinin 

çözümlerini açık bir şekilde göstermektedir. 

Teorem 3.1.2. 
0 1 2 0 1 2, , , , ,y a y b y c x d x e x f          başlangıç şartları reel 

sayılar olmak üzere (3.1.1) denklem sisteminin çözümü { , }n nx y  olsun. 1fbd   ve 

1cea   olmak üzere (3.1.1) denklem sisteminin bütün çözümleri aşağıdaki gibidir:  

0n   için 

6 1
1

n

c
x

cea
  


 , 

6 1
1

n

f
y

fbd
 


 

6 2 ( 1)nx b fbd    , 6 2 ( 1)ny e cea    

6 3
1

n

a
x

cea
 


, 

6 3
1

n

d
y

fbd
 


                                                                                (3.1.5) 

6 4nx f  , 6 4ny c   

6 5nx e  , 
6 5ny b   

6 6nx d  , 
6 6ny a        (Özkan; Kurbanlı, 2013).      

İspat:  

İspatı tümevarımla yapalım. (3.1.5) eşitliklerinden; 0n   için; 

1
1

c
x

cea
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1
1

f
y

fbd



 

2 ( 1)x b fbd   , 2 ( 1)y e cea   
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3
1

a
x

cea



, 

3
1

d
y

fbd



 

4x f , 
4y c  

5x e , 
5y b  

6x d , 
6y a  

eşitlikleri elde edilir. 

Şimdi (3.1.5) eşitliklerinin pozitif bir n N  tamsayısı için sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda; 

6 1
1

N

c
x

cea
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1
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y

fbd
 


 

6 2 ( 1)Nx b fbd    , 
6 2 ( 1)Ny e cea    
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6 3
1

N

d
y

fbd
 


                           

6 4Nx f  , 
6 4Ny c   

6 5Nx e  , 6 5Ny b   

6 6Nx d  , 6 6Ny a   

eşitlikleri vardır. İterasyona devam edildiğinde; 

6 7
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cea
  


 , 
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1

N

f
y

fbd
 


 

6 8 ( 1)Nx b fbd    , 
6 8 ( 1)Ny e cea    

6 9
1
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a
x

cea
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6 9
1

N

d
y

fbd
 


                           

6 10Nx f  , 6 10Ny c   

6 11Nx e  , 
6 11Ny b   

6 12Nx d  , 6 12Ny a           

eşitlikleri elde edilir ki (3.1.5) eşitlikleri 1n N   için de doğru olur. Böylece ispat 

biter. 
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Teorem 3.1.3. 
0 1 2 0 1 2, , , , ,y a y b y c x d x e x f          başlangıç şartları reel 

sayılar olmak üzere (3.1.2) denklem sisteminin çözümü { , }n nx y  olsun. 1fbd    ve 

1cea    olmak üzere (3.1.2) denklem sisteminin bütün çözümleri aşağıdaki gibidir:  

0n   için  

6 1
1

n

c
x

cea
  


 , 

6 1
1

n

f
y

fbd
  


 

6 2 ( 1)nx b fbd     , 
6 2 ( 1)ny e cea     
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n

a
x
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 , 

6 3
1

n

d
y

fbd
  


                                                                          (3.1.6) 

6 4nx f  , 
6 4ny c   

6 5nx e  , 
6 5ny b   

6 6nx d  , 
6 6ny a        (Özkan; Kurbanlı, 2013).   

İspat:  

İspatı tümevarımla yapalım. (3.1.6) eşitliklerinden; 0n   için  

1
1
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x

cea
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2 ( 1)x b fbd    , 2 ( 1)y e cea    

3
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3
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d
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fbd
 


 

4x f , 4y c  

5x e , 5y b  

6x d , 6y a  

eşitlikleri elde edilir.  

Şimdi (3.1.6) eşitliklerinin pozitif bir n N  tamsayısı için sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda; 

6 1
1

N

c
x

cea
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1
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y
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6 2 ( 1)Nx b fbd     , 6 2 ( 1)Ny e cea     
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6 3
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6 3
1
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d
y

fbd
  


                  

6 4Nx f  , 
6 4Ny c   

6 5Nx e  , 
6 5Ny b   

6 6Nx d  , 
6 6Ny a    

eşitlikleri vardır. İterasyona devam edildiğinde; 

6 7
1

N

c
x

cea
  


 , 

6 7
1

N

f
y

fbd
  


 

6 8 ( 1)Nx b fbd     , 
6 8 ( 1)Ny e cea     

6 9
1

N

a
x

cea
  


, 

6 9
1

N

d
y

fbd
  


                                            

6 10Nx f  , 
6 10Ny c   

6 11Nx e  , 
6 11Ny b   

6 12Nx d  , 6 12Ny a           

eşitlikleri elde edilir ki (3.1.6) eşitlikleri 1n N   için de doğru olur. Böylece ispat 

biter. 

Teorem 3.1.4. 0 1 2 0 1 2, , , , ,y a y b y c x d x e x f          başlangıç şartları reel 

sayılar olmak üzere (3.1.3) denklem sisteminin çözümü { , }n nx y  olsun. 1fbd   ve 

1cea    olmak üzere (3.1.3) denklem sisteminin bütün çözümleri aşağıdaki gibidir:  

0n   için 

6 1
1

n

c
x

cea
 


 , 

6 1
1

n

f
y

fbd
 


 

6 2 (1 )nx b fbd    , 6 2 (1 )ny e cea    

6 3
1

n

a
x

cea
 


, 

6 3
1

n

d
y

fbd
 


                                                                                (3.1.7) 

6 4nx f  , 6 4ny c   

6 5nx e  , 6 5ny b   
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6 6nx d  , 
6 6ny a            

İspat:  

İspatı tümevarımla yapalım. (3.1.7) eşitliklerinden; 0n   için 

1
1

c
x

cea



, 

1
1

f
y

fbd



 

2 (1 )x b fbd   , 
2 (1 )y e cea   

3
1

a
x

cea



, 

3
1

d
y

fbd



 

4x f , 
4y c  

5x e , 
5y b  

6x d , 
6y a  

eşitlikleri elde edilir.  

Şimdi (3.1.7) eşitliklerinin pozitif bir n N  tamsayısı için sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda; 

6 1
1

N

c
x

cea
 


 , 

6 1
1

N

f
y

fbd
 


 

6 2 (1 )Nx b fbd    , 6 2 (1 )Ny e cea    

6 3
1

N

a
x

cea
 


, 

6 3
1

N

d
y

fbd
 


 

6 4Nx f  , 6 4Ny c   

6 5Nx e  , 6 5Ny b   

6 6Nx d  , 6 6Ny a   

eşitlikleri vardır. İterasyona devam edildiğinde; 

6 7
1

N

c
x

cea
 


 , 

6 7
1

N

f
y

fbd
 


 

6 8 (1 )Nx b fbd    , 6 8 (1 )Ny e cea    
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6 9
1

N

a
x

cea
 


, 

6 9
1

N

d
y

fbd
 


 

6 10Nx f  , 
6 10Ny c   

6 11Nx e  , 
6 11Ny b   

6 12Nx d  , 
6 12Ny a   

eşitlikleri elde edilir ki (3.1.7) eşitlikleri 1n N   için de doğru olur. Böylece ispat 

biter. 

Teorem 3.1.5. 
0 1 2 0 1 2, , , , ,y a y b y c x d x e x f          başlangıç şartları reel 

sayılar olmak üzere (3.1.4) denklem sisteminin çözümü { , }n nx y  olsun. 1fbd    ve 

1cea   olmak üzere (3.1.4) denklem sisteminin bütün çözümleri aşağıdaki gibidir:  

0n   için 

6 1
1

n

c
x

cea
 


 , 

6 1
1

n

f
y

fbd
 


 

6 2 (1 )nx b fbd    , 
6 2 (1 )ny e cea    

6 3
1

n

a
x

cea
 


, 

6 3
1

n

d
y

fbd
 


                                                                                (3.1.8) 

6 4nx f  , 
6 4ny c   

6 5nx e  , 6 5ny b   

6 6nx d  , 
6 6ny a         

İspat:  

İspatı tümevarımla yapalım. (3.1.8) eşitliklerinden; 0n   için 

1
1

c
x

cea



, 

1
1

f
y

fbd



 

2 (1 )x b fbd   , 2 (1 )y e cea   

3
1

a
x

cea



, 

3
1

d
y

fbd



 

4x f , 4y c  
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5x e , 
5y b  

6x d , 
6y a  

eşitlikleri elde edilir.  

Şimdi (3.1.8) eşitliklerinin pozitif bir n N  tamsayısı için sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda; 

6 1
1

N

c
x

cea
 


 , 

6 1
1

N

f
y

fbd
 


 

6 2 (1 )Nx b fbd    , 
6 2 (1 )Ny e cea    

6 3
1

N

a
x

cea
 


, 

6 3
1

N

d
y

fbd
 


 

6 4Nx f  , 
6 4Ny c   

6 5Nx e  , 
6 5Ny b   

6 6Nx d  , 6 6Ny a   

eşitlikleri vardır. İterasyona devam edildiğinde; 

6 7
1

N

c
x

cea
 


 , 

6 7
1

N

f
y

fbd
 


 

6 8 (1 )Nx b fbd    , 6 8 (1 )Ny e cea    

6 9
1

N

a
x

cea
 


, 

6 9
1

N

d
y

fbd
 


 

6 10Nx f  , 
6 10Ny c   

6 11Nx e  , 6 11Ny b   

6 12Nx d  , 
6 12Ny a   

eşitlikleri elde edilir ki (3.1.8) eşitlikleri 1n N   için de doğru olur. Böylece ispat 

biter. 

 

 

 



30 
 

3.2.Üç Boyutlu Rasyonel Fark Denklem Sistemleri 

Bu bölümde; başlangıç değerleri reel sayılar olan 

5
1

5 3 11

n
n

n n n

y
x

y x y




  


 

 , 5
1

5 3 11

n
n

n n n

x
y

x y x




  


 

, 5 5
1

5 3 11

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


  



 

, 0,1,...,n  (3.2.1) 

5
1

5 3 11

n
n

n n n

y
x

y x y




  


 

 , 5
1

5 3 11

n
n

n n n

x
y

x y x




  


 

, 5 5
1

5 3 11

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


  



 

, 0,1,...,n   

(3.2.2) 

5
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5 3 11

n
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n n n

y
x

y x y




  




 , 5
1

5 3 11

n
n

n n n

x
y

x y x




  




, 5 5
1

5 3 11

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


  





, 0,1,...,n          (3.2.3) 

5
1

5 3 11

n
n

n n n

y
x

y x y




  




 , 5
1

5 3 11

n
n

n n n

x
y

x y x




  




, 5 5
1

5 3 11

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


  





, 0,1,...,n          

(3.2.4) 

rasyonel fark denklem sistemlerinin çözümleri ve çözümlerinin özellikleri 

araştırılmıştır.  

Lemma 3.2.1. { , , }n n nx y z  (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) ya da (3.2.4) denklem sistemlerinden 

herhangi birinin çözümü ise; 2n    için aşağıdakiler doğrudur:  

(i) 3 5 3 1n n n nx y y x      

(ii) 3 5 3 1n n n ny x x y     

İspat: 

(i) İlk olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.1) denklem sisteminin bir çözümü 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda, 

3 1
3 5

3 1 1 1 1 3

.
1 1

n n
n n

n n n n n n

y x
x y

y x y x y x

 
 

     


   

 

3 1

3 1 1 1 1 3

1

( 1 )( 1 )
n n

n n n n n n

y x
y x y x y x

 

     


   

 

13
3 1 3 1 1 1 1

3 1 1

[( 1 )( 1 )]
( 1 )

n
n n n n n n n

n n n

y
y x y x y x y

y x y


      

  

    
 

 

1

3 1 3 1 1

3 1 1

1
[( 1 ) ]

( 1 )
n n n n n

n n n

y x y x y
y x y



    

  

  
 

 

3 1n ny x   
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olur. 

İkinci olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.2) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 

3 1
3 5

3 1 1 1 1 3

.
1 1

n n
n n

n n n n n n

y x
x y

y x y x y x

 
 

     


   

 

3 1

3 1 1 1 1 3

1

( 1 )( 1 )
n n

n n n n n n

y x
y x y x y x

 

     


   

 

13
3 1 3 1 1 1 1

3 1 1

[( 1 )( 1 )]
( 1 )

n
n n n n n n n

n n n

y
y x y x y x y

y x y


      

  

    
 

 

1

3 1 3 1 1

3 1 1

1
[( 1 ) ]

( 1 )
n n n n n

n n n

y x y x y
y x y



    

  

  
 

 

3 1n ny x   

olur. 

Üçüncü olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.3) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 

3 1
3 5

3 1 1 1 1 3

.
1 1

n n
n n

n n n n n n

y x
x y

y x y x y x

 
 

     


 

 

3 1

3 1 1 1 1 3

1

(1 )(1 )
n n

n n n n n n

y x
y x y x y x

 

     


 

 

13
3 1 3 1 1 1 1

3 1 1

[(1 )(1 )]
(1 )

n
n n n n n n n

n n n

y
y x y x y x y

y x y


      

  

  


 

1

3 1 3 1 1

3 1 1

1
[(1 ) ]

(1 )
n n n n n

n n n

y x y x y
y x y



    

  

 


 

3 1n ny x   

olur. 

Dördüncü olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.4) denklem sisteminin bir çözümü 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda, 

3 1
3 5

3 1 1 1 1 3

.
1 1

n n
n n

n n n n n n

y x
x y

y x y x y x
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3 1

3 1 1 1 1 3

1

(1 )(1 )
n n

n n n n n n

y x
y x y x y x

 

     


 

 

13
3 1 3 1 1 1 1

3 1 1

[(1 )(1 )]
(1 )

n
n n n n n n n

n n n

y
y x y x y x y

y x y


      

  

  


 

1

3 1 3 1 1

3 1 1

1
[(1 ) ]

(1 )
n n n n n

n n n

y x y x y
y x y



    

  

 


 

3 1n ny x   

olur. 

(ii) İlk olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.1) denklem sisteminin bir çözümü 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda, 

3 1
3 5

3 1 1 1 1 3

.
1 1

n n
n n

n n n n n n

x y
y x

x y x y x y

 
 

     


   

 

3 1

3 1 1 1 1 3

1

( 1 )( 1 )
n n

n n n n n n

x y
x y x y x y

 

     


   

 

13
3 1 3 1 1 1 1

3 1 1

[( 1 )( 1 )]
( 1 )

n
n n n n n n n

n n n

x
x y x y x y x

x y x


      

  

    
 

 

1

3 1 3 1 1

3 1 1

1
[( 1 ) ]

( 1 )
n n n n n

n n n

x y x y x
x y x



    

  

  
 

 

3 1n nx y   

olur. 

İkinci olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.2) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 

3 1
3 5

3 1 1 1 1 3

.
1 1

n n
n n

n n n n n n

x y
y x

x y x y x y

 
 

     


   

 

3 1

3 1 1 1 1 3

1

( 1 )( 1 )
n n

n n n n n n

x y
x y x y x y

 

     


   

 

13
3 1 3 1 1 1 1

3 1 1

[( 1 )( 1 )]
( 1 )

n
n n n n n n n

n n n

x
x y x y x y x

x y x


      

  

    
 

 

1

3 1 3 1 1

3 1 1

1
[( 1 ) ]

( 1 )
n n n n n

n n n

x y x y x
x y x
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3 1n nx y 

olur. 

Üçüncü olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.3) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 

3 1
3 5

3 1 1 1 1 3

.
1 1

n n
n n

n n n n n n

x y
y x

x y x y x y

 
 

     


 

3 1

3 1 1 1 1 3

1

(1 )(1 )
n n

n n n n n n

x y
x y x y x y

 

     


 

13
3 1 3 1 1 1 1

3 1 1

[(1 )(1 )]
(1 )

n
n n n n n n n

n n n

x
x y x y x y x

x y x


      

  

  


1

3 1 3 1 1

3 1 1

1
[(1 ) ]

(1 )
n n n n n

n n n

x y x y x
x y x



    

  

 


3 1n nx y 

olur. 

Dördüncü olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.4) denklem sisteminin bir çözümü 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda, 

3 1
3 5

3 1 1 1 1 3

.
1 1

n n
n n

n n n n n n

x y
y x

x y x y x y

 
 

     


 

3 1

3 1 1 1 1 3

1

(1 )(1 )
n n

n n n n n n

x y
x y x y x y

 

     


 

13
3 1 3 1 1 1 1

3 1 1

[(1 )(1 )]
(1 )

n
n n n n n n n

n n n

x
x y x y x y x

x y x


      

  

  


1

3 1 3 1 1

3 1 1

1
[(1 ) ]

(1 )
n n n n n

n n n

x y x y x
x y x



    

  

 


3 1n nx y 

olur ki ispat biter. 

Teorem 3.2.1. { , , }n n nx y z  (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) ya da (3.2.4) denklem sistemlerinden 

herhangi birinin bir çözümü ise; { , , }n n nx y z  12 periyotludur. 
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Her 0n   için 
12n nx x   , 

12n ny y   ve 
12n nz z   olduğunu göstermemiz gerekir. 

İlk olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.1) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 

Lemma 3.2.1 (i) göz önüne alındığında; 5n    için 

6
12

6 8 101

n
n

n n n

y
x

y x y




  


 

6 8 10 2 4( 1 )( 1 )

n

n n n n n n

x

y x y x y x    


   

1

6 8 10 2 4 6 8 10 2 4(1 )n n n n n n n n n n n n nx y x y x y x y x y x y x 

            

1

6 8 10 2 4 6 8 10

6

(1 ( 1))n
n n n n n n n n n n

n

x
x y x y x y x y x y

y



       



    

8 10 2 41

n

n n n n n n

x

x y x x y x   


 

8 10 2 41 ( )

n

n n n n n

x

x x y y x   


 

nx

elde edilir. 

Lemma 3.2.1 (ii) göz önüne alındığında; 5n     için 

6
12

6 8 101

n
n

n n n

x
y

x y x




  


 

6 8 10 2 4( 1 )( 1 )

n

n n n n n n

y

x y x y x y    


   

1

2 4 6 8 10 6 8 10 2 4(1 )n n n n n n n n n n n n ny y x y x y x x y x y x y 

            

1

2 4 6 8 10 6 8 10

6

(1 ( 1))n
n n n n n n n n n n

n

y
y y x y x y x x y x

x



       



    

2 4 10 81

n

n n n n n n

y

y x y y x y   


 

İspat: 
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8 10 2 41 ( )

n

n n n n n

y

y y x x y   


 

 

ny  

elde edilir. 

12n nx x   ve 
12n ny y   olduğunu da göz önüne alarak; 0n    için 

6 6
12

6 8 101

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


  



 

 

6 6

6 4 21

n n

n n n

x y

x y x

 

  



 

 

nz  

olur ki { , , }n n nx y z  çözümü 12 periyotludur. 

İkinci olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.2) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda,  

Lemma 3.2.1 (i) göz önüne alındığında; 5n    için 

6
12

6 8 101

n
n

n n n

y
x

y x y




  


 

 

6 8 10 2 4( 1 )( 1 )

n

n n n n n n

x

y x y x y x    


   

 

1

6 8 10 2 4 6 8 10 2 4(1 )n n n n n n n n n n n n nx y x y x y x y x y x y x 

              

1

6 8 10 2 4 6 8 10

6

(1 ( 1))n
n n n n n n n n n n

n

x
x y x y x y x y x y

y



       



       

8 10 2 41

n

n n n n n n

x

x y x x y x   


 

 

8 10 2 41 ( )

n

n n n n n

x

x x y y x   


 

 

nx  

elde edilir. 

Lemma 3.2.1 (ii) göz önüne alındığında; 5n    için 
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6
12

6 8 101

n
n

n n n

x
y

x y x




  


 

 

6 8 10 2 4( 1 )( 1 )

n

n n n n n n

y

x y x y x y    


   

 

1

2 4 6 8 10 6 8 10 2 4(1 )n n n n n n n n n n n n ny y x y x y x x y x y x y 

              

1

2 4 6 8 10 6 8 10

6

(1 ( 1))n
n n n n n n n n n n

n

y
y y x y x y x x y x

x



       



       

2 4 10 81

n

n n n n n n

y

y x y y x y   


 

 

8 10 2 41 ( )

n

n n n n n

y

y y x x y   


 

 

ny  

elde edilir. 

12n nx x   ve 
12n ny y  olduğunu da göz önüne alarak; 0n   için 

6 6
12

6 8 101

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


  



 

 

6 6

6 4 21

n n

n n n

x y

x y x

 

  



 

 

nz  

olur ki { , , }n n nx y z  çözümü 12 periyotludur. 

Üçüncü olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.3) denklem sisteminin bir çözümü olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 

Lemma 3.2.1 (i) göz önüne alındığında; 5n    için 

6
12

6 8 101

n
n

n n n

y
x

y x y




  




 

6 8 10 2 4(1 )(1 )

n

n n n n n n

x

y x y x y x    


 

 

1

6 8 10 2 4 6 8 10 2 4(1 )n n n n n n n n n n n n nx y x y x y x y x y x y x 
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1

6 8 10 2 4 6 8 10

6

(1 (1 ))n
n n n n n n n n n n

n

x
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y



       



      

8 10 2 41

n
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x

x y x x y x   


 

 

8 10 2 41 ( )

n

n n n n n

x

x x y y x   


 

 

nx  

elde edilir. 

Lemma 3.2.1 (ii) göz önüne alındığında; 5n    için 

6
12

6 8 101

n
n

n n n

x
y

x y x




  




 

6 8 10 2 4(1 )(1 )

n
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y
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1
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1
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6
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n

y
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x
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y
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ny  

elde edilir. 

12n nx x   ve 12n ny y   olduğunu da göz önüne alarak; 0n   için 

6 6
12
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n n
n

n n n

x y
z

x y x
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n n n

x y

x y x

 

  





 

nz  
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olur ki { , , }n n nx y z  çözümü 12 periyotludur. 

Dördüncü olarak { , , }n n nx y z  çözümünün (3.2.4) denklem sisteminin bir çözümü 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda, 

Lemma 3.2.1 (i) göz önüne alındığında; 5n    için 

6
12
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n
n
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x
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n

n n n n n n

x

y x y x y x    
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nx  

elde edilir. 

Lemma 3.2.1 (ii) göz önüne alındığında; 5n    için 

6
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n
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n

n n n n n n

y

y x y y x y   
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8 10 2 41 ( )

n

n n n n n

y

y y x x y   


 

 

ny  

elde edilir. 

12n nx x   ve 
12n ny y   olduğunu da göz önüne alarak; 0n   için 

6 6
12

6 8 101

n n
n

n n n

x y
z

x y x

 


  





 

6 6

6 4 21

n n

n n n

x y

x y x

 

  





 

nz  

olur ki { , , }n n nx y z  çözümü 12 periyotlu olup ispat biter. 

Aşağıdaki teoremler (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) denklem sistemlerinin 

çözümlerini açık bir şekilde göstermektedir. 

Teorem 3.2.2. 
5x a  , 

4x b  , 
3x c  , 

2x d  , 
1x e  , 

0x f , 
5y k  ,

4y l  , 

3y m  ,  2y n  , 1y p  , 0y r  başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere (3.2.1) 

denklem sisteminin çözümü { , , }n n nx y z  olsun. 5 3 1 1y x y    , 5 3 1 1x y x    , 
4 2 0 1y x y    

ve 4 2 0 1x y x    olmak üzere (3.2.1) denklem sisteminin bütün çözümleri aşağıdaki 

gibidir: 0n   için 

12 1
1

n

k
x

kcp
 


, 12 1

1
n

a
y

ame
 


, 12 1

1
n

a k
z

ame






 

12 2
1

n

l
x

ldr
 


,

12 2
1

n

b
y

bnf
 


, 

12 2
1

n

b l
z

bnf






 

12 3 ( 1)nx m ame   , 12 3 ( 1)ny c kcp   , 12 3 ( )( 1)nz c m kcp     

12 4 ( 1)nx n bnf   , 12 4 ( 1)ny d ldr   ,  12 4 ( )( 1)nz d n ldr     

12 5
1

n

p
x

kcp
 


, 12 5

1
n

e
y

ame
 


, 12 5

1
n

e p
z

ame






  

12 6
1

n

r
x

ldr
 


, 

12 6
1

n

f
y

bnf
 


, 

12 6
1

n

f r
z

bnf






                                                   (3.2.5) 
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12 7nx a  , 
12 7ny k  , 

12 7

( 1)

( 1)
n

kcp
z k a

ame



 


 

12 8nx b  , 
12 8ny l  , 

12 8

( 1)

( 1)
n

ldr
z l b

bnf



 


 

12 9nx c  , 
12 9ny m  , 

12 9

( 1)

( 1)
n

kcp
z m c

ame



 


 

12 10nx d  , 
12 10ny n  , 

12 10

( 1)

( 1)
n

ldr
z n d

bnf



 


 

12 11nx e  , 
12 11ny p  , 

12 11

( 1)

( 1)
n

kcp
z p e

ame



 


 

12 12nx f  , 
12 12ny r  , 

12 12

( 1)

( 1)
n

ldr
z r f

bnf



 


 

İspat:  

İspatı tümevarımla yapalım. (3.2.5) eşitliklerinden; 0n   için 

1
1

k
x

kcp



, 1

1

a
y

ame



, 1

1

a k
z

ame





 

2
1

l
x

ldr



,

2
1

b
y

bnf



, 

2
1

b l
z

bnf





 

3 ( 1)x m ame  , 3 ( 1)y c kcp  , 3 ( )( 1)z c m kcp    

4 ( 1)x n bnf  , 4 ( 1)y d ldr  ,  
4 ( )( 1)z d n ldr    

5
1

p
x

kcp



, 5

1

e
y

ame



, 5

1

e p
z

ame





 

6
1

r
x

ldr



, 

6
1

f
y

bnf



, 

6
1

f r
z

bnf





 

7x a , 7y k , 
7

( 1)

( 1)

kcp
z k a

ame


 


 

8x b , 8y l , 
8

( 1)

( 1)

ldr
z l b

bnf


 


 

9x c , 9y m , 
9

( 1)

( 1)

kcp
z m c

ame
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10x d , 
10y n , 

10

( 1)

( 1)

ldr
z n d

bnf


 


 

11x e , 
11y p , 

11

( 1)

( 1)

kcp
z p e

ame


 


 

12x f , 
12y r , 

12

( 1)

( 1)

ldr
z r f

bnf


 


 

eşitlikleri elde edilir.  

Şimdi (3.2.5) eşitliklerinin pozitif bir n N  tamsayısı için sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda; 

12 1
1

N

k
x

kcp
 


, 12 1

1
N

a
y

ame
 


, 12 1

1
N

a k
z

ame






 

12 2
1

N

l
x

ldr
 


,

12 2
1

N

b
y

bnf
 


, 

12 2
1

N

b l
z

bnf






 

12 3 ( 1)Nx m ame   , 
12 3 ( 1)Ny c kcp   , 

12 3 ( )( 1)Nz c m kcp     

12 4 ( 1)Nx n bnf   , 
12 4 ( 1)Ny d ldr   ,  

12 4 ( )( 1)Nz d n ldr     

12 5
1

N

p
x

kcp
 


, 12 5

1
N

e
y

ame
 


, 12 5

1
N

e p
z

ame






 

12 6
1

N

r
x

ldr
 


, 

12 6
1

N

f
y

bnf
 


, 

12 6
1

N

f r
z

bnf






 

12 7Nx a  , 12 7Ny k  , 
12 7

( 1)

( 1)
N

kcp
z k a

ame



 


 

12 8Nx b  , 12 8Ny l  , 
12 8

( 1)

( 1)
N

ldr
z l b

bnf



 


 

12 9Nx c  , 
12 9Ny m  , 

12 9

( 1)

( 1)
N

kcp
z m c

ame



 


 

12 10Nx d  , 12 10Ny n  , 
12 10

( 1)

( 1)
N

ldr
z n d

bnf



 


 

12 11Nx e  , 12 11Ny p  , 
12 11

( 1)

( 1)
N

kcp
z p e

ame
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12 12Nx f  , 
12 12Ny r  , 

12 12

( 1)

( 1)
N

ldr
z r f

bnf



 


 

eşitlikleri vardır. İterasyona devam edildiğinde; 

12 13
1

N

k
x

kcp
 


, 12 13

1
N

a
y

ame
 


, 12 13

1
N

a k
z

ame






 

12 14
1

N

l
x

ldr
 


,

12 14
1

N

b
y

bnf
 


, 

12 14
1

N

b l
z

bnf






 

12 15 ( 1)Nx m ame   , 
12 15 ( 1)Ny c kcp   , 

12 15 ( )( 1)Nz c m kcp     

12 16 ( 1)Nx n bnf   , 
12 16 ( 1)Ny d ldr   ,  

12 16 ( )( 1)Nz d n ldr     

12 17
1

N

p
x

kcp
 


, 12 17

1
N

e
y

ame
 


, 12 17

1
N

e p
z

ame






 

12 18
1

N

r
x

ldr
 


, 

12 18
1

N

f
y

bnf
 


, 

12 18
1

N

f r
z

bnf






 

12 19Nx a  , 
12 19Ny k  , 

12 19

( 1)

( 1)
N

kcp
z k a

ame



 


 

12 20Nx b  , 12 20Ny l  , 
12 20

( 1)

( 1)
N

ldr
z l b

bnf



 


 

12 21Nx c  , 12 21Ny m  , 
12 21

( 1)

( 1)
N

kcp
z m c

ame



 


 

12 22Nx d  , 12 22Ny n  , 
12 22

( 1)

( 1)
N

ldr
z n d

bnf



 


 

12 23Nx e  , 12 23Ny p  , 
12 23

( 1)

( 1)
N

kcp
z p e

ame



 


 

12 24Nx f  , 
12 24Ny r  , 

12 24

( 1)

( 1)
N

ldr
z r f

bnf



 


 

eşitlikleri elde edilir ki (3.2.5) eşitlikleri 1n N   için de doğru olur. Böylece ispat 

biter. 

Teorem 3.2.3. 5x a  , 4x b  , 3x c  , 2x d  , 1x e  , 0x f , 5y k  , 4y l  , 

3y m  ,  2y n  , 1y p  , 0y r  başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere (3.2.2) 

denklem sisteminin çözümü { , , }n n nx y z  olsun. 5 3 1 1y x y     , 5 3 1 1x y x     , 
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4 2 0 1y x y     ve 
4 2 0 1x y x     olmak üzere (3.2.2) denklem sisteminin bütün 

çözümleri aşağıdaki gibidir: 0n   için 

12 1
1

n

k
x

kcp
 

 
, 12 1

1
n

a
y

ame
 

 
, 12 1

1
n

a k
z

ame




 

 

12 2
1

n

l
x

ldr
 

 
,

12 2
1

n

b
y

bnf
 

 
, 

12 2
1

n

b l
z

bnf




 

 

12 3 ( 1 )nx m ame    , 
12 3 ( 1 )ny c kcp    , 

12 3 ( )( 1 )nz c m kcp      

12 4 ( 1 )nx n bnf    , 
12 4 ( 1 )ny d ldr    ,  

12 4 ( )( 1 )nz d n ldr      

12 5
1

n

p
x

kcp
 

 
, 12 5

1
n

e
y

ame
 

 
, 12 5

1
n

e p
z

ame




 

  

12 6
1

n

r
x

ldr
 

 
, 

12 6
1

n

f
y

bnf
 

 
, 

12 6
1

n

f r
z

bnf




 

                                           (3.2.6) 

12 7nx a  , 
12 7ny k  , 

12 7

( 1 )

( 1 )
n

kcp
z k a

ame


 
 

 
 

12 8nx b  , 
12 8ny l  , 

12 8

( 1 )

( 1 )
n

ldr
z l b

bnf


 
 

 
 

12 9nx c  , 12 9ny m  , 
12 9

( 1 )

( 1 )
n

kcp
z m c

ame


 
 

 
 

12 10nx d  , 12 10ny n  , 
12 10

( 1 )

( 1 )
n

ldr
z n d

bnf


 
 

 
 

12 11nx e  , 12 11ny p  , 
12 11

( 1 )

( 1 )
n

kcp
z p e

ame


 
 

 
 

12 12nx f  , 12 12ny r  , 
12 12

( 1 )

( 1 )
n

ldr
z r f

bnf


 
 

 
 

 

İspat:  

İspatı tümevarımla yapalım. (3.2.6) eşitliklerinden; 0n   için 

1
1

k
x

kcp

 

, 1
1

a
y

ame

 

, 1
1

a k
z

ame
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2
1

l
x

ldr

 

,
2

1

b
y

bnf

 

, 
2

1

b l
z

bnf



 

 

3 ( 1 )x m ame   , 
3 ( 1 )y c kcp   , 

3 ( )( 1 )z c m kcp     

4 ( 1 )x n bnf   , 
4 ( 1 )y d ldr   ,  

4 ( )( 1 )z d n ldr     

5
1

p
x

kcp

 

, 5
1

e
y

ame

 

, 5
1

e p
z

ame



 

  

6
1

r
x

ldr

 

, 
6

1

f
y

bnf

 

, 
6

1

f r
z

bnf



 

                                      

7x a , 
7y k , 

7

( 1 )

( 1 )

kcp
z k a

ame

 
 

 
 

8x b , 
8y l , 

8

( 1 )

( 1 )

ldr
z l b

bnf

 
 

 
 

9x c , 9y m , 
9

( 1 )

( 1 )

kcp
z m c

ame

 
 

 
 

10x d , 10y n , 
10

( 1 )

( 1 )

ldr
z n d

bnf

 
 

 
 

11x e , 11y p , 
11

( 1 )

( 1 )

kcp
z p e

ame

 
 

 
 

12x f , 12y r , 
12

( 1 )

( 1 )

ldr
z r f

bnf

 
 

 
 

eşitlikleri elde edilir.  

Şimdi (3.2.6) eşitliklerinin pozitif bir n N  tamsayısı için sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda; 

12 1
1

N

k
x

kcp
 

 
, 12 1

1
N

a
y

ame
 

 
, 12 1

1
N

a k
z

ame




 

 

12 2
1

N

l
x

ldr
 

 
,

12 2
1

N

b
y

bnf
 

 
, 

12 2
1

N

b l
z

bnf




 

 

12 3 ( 1 )Nx m ame    , 12 3 ( 1 )Ny c kcp    , 12 3 ( )( 1 )Nz c m kcp      

12 4 ( 1 )Nx n bnf    , 12 4 ( 1 )Ny d ldr    ,  12 4 ( )( 1 )Nz d n ldr      
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12 5
1

N

p
x

kcp
 

 
, 12 5

1
N

e
y

ame
 

 
, 12 5

1
N

e p
z

ame




 

  

12 6
1

N

r
x

ldr
 

 
, 

12 6
1

N

f
y

bnf
 

 
, 

12 6
1

N

f r
z

bnf




 

                                      

12 7Nx a  , 12 7Ny k  , 
12 7

( 1 )

( 1 )
N

kcp
z k a

ame


 
 

 
 

12 8Nx b  , 12 8Ny l  , 
12 8

( 1 )

( 1 )
N

ldr
z l b

bnf


 
 

 
 

12 9Nx c  , 
12 9Ny m  , 

12 9

( 1 )

( 1 )
N

kcp
z m c

ame


 
 

 
 

12 10Nx d  , 12 10Ny n  , 
12 10

( 1 )

( 1 )
N

ldr
z n d

bnf


 
 

 
 

12 11Nx e  , 12 11Ny p  , 
12 11

( 1 )

( 1 )
N

kcp
z p e

ame


 
 

 
 

12 12Nx f  , 
12 12Ny r  , 

12 12

( 1 )

( 1 )
N

ldr
z r f

bnf


 
 

 
 

eşitlikleri vardır. İterasyona devam edildiğinde; 

12 13
1

N

k
x

kcp
 

 
, 12 13

1
N

a
y

ame
 

 
, 12 13

1
N

a k
z

ame




 

 

12 14
1

N

l
x

ldr
 

 
,

12 14
1

N

b
y

bnf
 

 
, 

12 14
1

N

b l
z

bnf




 

 

12 15 ( 1 )Nx m ame    , 12 15 ( 1 )Ny c kcp    , 12 15 ( )( 1 )Nz c m kcp      

12 16 ( 1 )Nx n bnf    , 12 16 ( 1 )Ny d ldr    ,  12 16 ( )( 1 )Nz d n ldr      

12 17
1

N

p
x

kcp
 

 
, 12 17

1
N

e
y

ame
 

 
, 12 17

1
N

e p
z

ame




 

  

12 18
1

N

r
x

ldr
 

 
, 

12 18
1

N

f
y

bnf
 

 
, 

12 18
1

N

f r
z

bnf




 

                                      

12 19Nx a  , 12 19Ny k  , 
12 19

( 1 )

( 1 )
N

kcp
z k a

ame
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12 20Nx b  , 
12 20Ny l  , 

12 20

( 1 )

( 1 )
N

ldr
z l b

bnf


 
 

 
 

12 21Nx c  , 
12 21Ny m  , 

12 21

( 1 )

( 1 )
N

kcp
z m c

ame


 
 

 
 

12 22Nx d  , 
12 22Ny n  , 

12 22

( 1 )

( 1 )
N

ldr
z n d

bnf


 
 

 
 

12 23Nx e  , 
12 23Ny p  , 

12 23

( 1 )

( 1 )
N

kcp
z p e

ame


 
 

 
 

12 24Nx f  , 
12 24Ny r  , 

12 24

( 1 )

( 1 )
N

ldr
z r f

bnf


 
 

 
 

eşitlikleri elde edilir ki (3.2.6) eşitlikleri 1n N   için de doğru olur. Böylece ispat 

biter. 

Teorem 3.2.4. 5x a  , 4x b  , 3x c  , 
2x d  , 

1x e  , 
0x f , 5y k  ,

4y l  , 

3y m  ,  
2y n  , 

1y p  , 
0y r  başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere (3.2.3) 

denklem sisteminin çözümü { , , }n n nx y z  olsun. 
5 3 1 1y x y     , 

5 3 1 1x y x    ,

4 2 0 1y x y    ve 4 2 0 1x y x    olmak üzere (3.2.3) denklem sisteminin bütün çözümleri 

aşağıdaki gibidir: 0n   için 

12 1
1

n

k
x

kcp
 


, 12 1

1
n

a
y

ame
 


, 12 1

1
n

a k
z

ame






 

12 2
1

n

l
x

ldr
 


,

12 2
1

n

b
y

bnf
 


, 

12 2
1

n

b l
z

bnf






 

12 3 (1 )nx m ame   , 12 3 (1 )ny c kcp   , 12 3 ( )(1 )nz c m kcp     

12 4 (1 )nx n bnf   , 12 4 (1 )ny d ldr   ,  12 4 ( )(1 )nz d n ldr     

12 5
1

n

p
x

kcp
 


, 12 5

1
n

e
y

ame
 


, 12 5

1
n

e p
z

ame






  

12 6
1

n

r
x

ldr
 


, 

12 6
1

n

f
y

bnf
 


, 

12 6
1

n

f r
z

bnf






                                                   (3.2.7) 

12 7nx a  , 12 7ny k  , 
12 7

(1 )

(1 )
n

kcp
z k a

ame
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12 8nx b  , 
12 8ny l  , 

12 8

(1 )

(1 )
n

ldr
z l b

bnf



 


 

12 9nx c  , 
12 9ny m  , 

12 9

(1 )

(1 )
n

kcp
z m c

ame



 


 

12 10nx d  , 
12 10ny n  , 

12 10

(1 )

(1 )
n

ldr
z n d

bnf



 


 

12 11nx e  , 
12 11ny p  , 

12 11

(1 )

(1 )
n

kcp
z p e

ame



 


 

12 12nx f  , 
12 12ny r  , 

12 12

(1 )

(1 )
n

ldr
z r f

bnf



 


 

İspat:  

İspatı tümevarımla yapalım. (3.2.7) eşitliklerinden; 0n   için 

1
1

k
x

kcp



, 1

1

a
y

ame



, 1

1

a k
z

ame





 

2
1

l
x

ldr



,

2
1

b
y

bnf



, 

2
1

b l
z

bnf





 

3 (1 )x m ame  , 3 (1 )y c kcp  , 3 ( )(1 )z c m kcp    

4 (1 )x n bnf  , 4 (1 )y d ldr  ,  
4 ( )(1 )z d n ldr    

5
1

p
x

kcp



, 5

1

e
y

ame



, 5

1

e p
z

ame





  

6
1

r
x

ldr



, 

6
1

f
y

bnf



, 

6
1

f r
z

bnf





                                    

7x a , 7y k , 
7

(1 )

(1 )

kcp
z k a

ame


 


 

8x b , 8y l , 
8

(1 )

(1 )

ldr
z l b

bnf


 


 

9x c , 9y m , 
9

(1 )

(1 )

kcp
z m c

ame


 


 

10x d , 10y n , 
10

(1 )

(1 )

ldr
z n d

bnf
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11x e , 
11y p , 

11

(1 )

(1 )

kcp
z p e

ame


 


 

12x f , 
12y r , 

12

(1 )

(1 )

ldr
z r f

bnf


 


 

eşitlikleri elde edilir.  

Şimdi (3.2.7) eşitliklerinin pozitif bir n N  tamsayısı için sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda; 

12 1
1

N

k
x

kcp
 


, 12 1

1
N

a
y

ame
 


, 12 1

1
N

a k
z

ame






 

12 2
1

N

l
x

ldr
 


,

12 2
1

N

b
y

bnf
 


, 

12 2
1

N

b l
z

bnf






 

12 3 (1 )Nx m ame   , 
12 3 (1 )Ny c kcp   , 

12 3 ( )(1 )Nz c m kcp     

12 4 (1 )Nx n bnf   , 
12 4 (1 )Ny d ldr   ,  

12 4 ( )(1 )Nz d n ldr     

12 5
1

N

p
x

kcp
 


, 12 5

1
N

e
y

ame
 


, 12 5

1
N

e p
z

ame






  

12 6
1

N

r
x

ldr
 


, 

12 6
1

N

f
y

bnf
 


, 

12 6
1

N

f r
z

bnf






                                       

12 7Nx a  , 12 7Ny k  , 
12 7

(1 )

(1 )
N

kcp
z k a

ame



 


 

12 8Nx b  , 12 8Ny l  , 
12 8

(1 )

(1 )
N

ldr
z l b

bnf



 


 

12 9Nx c  , 12 9Ny m  , 
12 9

(1 )

(1 )
N

kcp
z m c

ame



 


 

12 10Nx d  , 12 10Ny n  , 
12 10

(1 )

(1 )
N

ldr
z n d

bnf



 


 

12 11Nx e  , 12 11Ny p  , 
12 11

(1 )

(1 )
N

kcp
z p e

ame



 


 

12 12Nx f  , 12 12Ny r  , 
12 12

(1 )

(1 )
N

ldr
z r f

bnf



 


  

eşitlikleri vardır. İterasyona devam edildiğinde; 
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12 19Nx a  , 12 19Ny k  , 
12 19

(1 )

(1 )
N

kcp
z k a

ame



 


 

12 20Nx b  , 12 20Ny l  , 
12 20

(1 )

(1 )
N

ldr
z l b

bnf



 


 

12 21Nx c  , 12 21Ny m  , 
12 21

(1 )

(1 )
N

kcp
z m c

ame



 


 

12 22Nx d  , 12 22Ny n  , 
12 22

(1 )

(1 )
N

ldr
z n d

bnf



 


 

12 23Nx e  , 12 23Ny p  , 
12 23

(1 )

(1 )
N

kcp
z p e

ame



 


 

12 24Nx f  , 
12 24Ny r  , 

12 24

(1 )

(1 )
N

ldr
z r f

bnf



 


 

eşitlikleri elde edilir ki (3.2.7) eşitlikleri 1n N   için de doğru olur. Böylece ispat 

biter. 

Teorem 3.2.5. 5x a  , 4x b  , 3x c  , 2x d  , 1x e  , 0x f , 5y k  , 4y l  , 

3y m  ,  
2y n  , 

1y p  , 0y r  başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere (3.2.4) 

denklem sisteminin çözümü { , , }n n nx y z  olsun. 5 3 1 1y x y    , 5 3 1 1x y x     , 

4 2 0 1y x y    ve 4 2 0 1x y x     olmak üzere (3.2.4) denklem sisteminin bütün çözümleri 

aşağıdaki gibidir: 0n   için 



50 
 

12 1
1

n

k
x

kcp
 


, 12 1

1
n

a
y

ame
 


, 12 1

1
n

a k
z

ame






 

12 2
1

n

l
x

ldr
 


,

12 2
1

n

b
y

bnf
 


, 

12 2
1

n

b l
z

bnf






 

12 3 (1 )nx m ame   , 12 3 (1 )ny c kcp   , 12 3 ( )(1 )nz c m kcp     

12 4 (1 )nx n bnf   , 
12 4 (1 )ny d ldr   ,  
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                                                   (3.2.8) 

12 7nx a  , 
12 7ny k  , 

12 7

(1 )

(1 )
n

kcp
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12 8nx b  , 
12 8ny l  , 
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İspat:  

İspatı tümevarımla yapalım. (3.2.8) eşitliklerinden; 0n   için 
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3 (1 )x m ame  , 
3 (1 )y c kcp  , 

3 ( )(1 )z c m kcp    

4 (1 )x n bnf  , 
4 (1 )y d ldr  ,  

4 ( )(1 )z d n ldr    

5
1

p
x

kcp



, 5

1
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y
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7x a , 
7y k , 

7

(1 )

(1 )
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8x b , 
8y l , 

8
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(1 )
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z l b
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12

(1 )

(1 )
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z r f
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eşitlikleri elde edilir.  

Şimdi (3.2.8) eşitliklerinin pozitif bir n N  tamsayısı için sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda; 
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eşitlikleri vardır. İterasyona devam edildiğinde; 

12 13
1

N

k
x

kcp
 


, 12 13

1
N

a
y

ame
 


, 12 13

1
N

a k
z

ame






 

12 14
1

N

l
x

ldr
 


,

12 14
1

N

b
y

bnf
 


, 

12 14
1

N

b l
z

bnf






 

12 15 (1 )Nx m ame   , 12 15 (1 )Ny c kcp   , 12 15 ( )(1 )Nz c m kcp     

12 16 (1 )Nx n bnf   , 12 16 (1 )Ny d ldr   ,  12 16 ( )(1 )Nz d n ldr     

12 17
1

N

p
x

kcp
 


, 12 17

1
N

e
y

ame
 


, 12 17

1
N

e p
z

ame






  

12 18
1

N

r
x

ldr
 


, 

12 18
1

N

f
y

bnf
 


, 

12 18
1

N

f r
z

bnf






                                       

12 19Nx a  , 12 19Ny k  , 
12 19

(1 )

(1 )
N

kcp
z k a

ame



 


 

12 20Nx b  , 12 20Ny l  , 
12 20

(1 )

(1 )
N

ldr
z l b

bnf



 


 



53 
 

12 21Nx c  , 
12 21Ny m  , 

12 21

(1 )

(1 )
N

kcp
z m c

ame



 


 

12 22Nx d  , 
12 22Ny n  , 

12 22

(1 )

(1 )
N

ldr
z n d

bnf



 


 

12 23Nx e  , 
12 23Ny p  , 

12 23

(1 )

(1 )
N

kcp
z p e

ame



 


 

12 24Nx f  , 
12 24Ny r  , 

12 24

(1 )

(1 )
N

ldr
z r f

bnf



 


 

eşitlikleri elde edilir ki (3.2.8) eşitlikleri 1n N   için de doğru olur. Böylece ispat 

biter. 
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4. UYGULAMALAR 

Bu bölümde 3. bölümde incelenmiş olan denklem sistemlerinin bazı özel çözümleri 

Microsoft Office Excell 2010 paket programı kullanılarak elde edilmiştir. Bu çözümler 

çizelgeler ve şekiller ile verilmiştir. Şekillerdeki kesikli değerler doğrular yardımıyla 

birleştirilmiştir.  

Örnek 4.1. 
0 1y  , 

1 2y  , 
2 6y  , 

0 1x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları 

reel sayılar olmak üzere; (3.1.1) fark denklem sisteminin çözümü aşağıdaki Çizelge 4.1. 

ve Şekil 4.1. ile verilmiştir. 

Çizelge 4.1. (3.1.1) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
0 1y  , 1 2y  , 2 6y  , 

0 1x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları altındaki çözümü 

n 𝑥𝑛 𝑦𝑛 

1 -0,46154 -0,6 

2 10 26 

3 0,2 0,076923 

4 0,410526 0,135747 

5 -88,4 -14,6154 

6 -0,05263 -0,05882 

7 -0,46154 -0,6 

8 10 26 

9 0,2 0,076923 

10 0,410526 0,135747 

11 -88,4 -14,6154 

12 -0,05263 -0,05882 

13 -0,46154 -0,6 

14 10 26 

15 0,2 0,076923 

16 0,410526 0,135747 

17 -88,4 -14,6154 

18 -0,05263 -0,05882 
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Şekil 4.1. (3.1.1) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
0 1y  , 

1 2y  , 
2 6y  , 

0 1x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları altındaki çözümünün grafiği 

Örnek 4.2. 
0 1y  , 

1 2y  , 
2 3y  , 

0 1x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları 

reel sayılar olmak üzere; (3.1.2) fark denklem sisteminin çözümü aşağıdaki Çizelge 4.2. 

ve Şekil 4.2. ile verilmiştir. 

Çizelge 4.2. (3.1.2) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 0 1y  , 1 2y  , 2 3y  , 

0 1x   , 1 2x   , 2 3x    başlangıç şartları altındaki çözümü 

n 𝑥𝑛 𝑦𝑛 

1 0,6 0,428571 

2 -14 -10 

3 -0,14286 -0,2 

4 -0,19481 -0,32308 

5 18,57143 30,8 

6 0,090909 0,076923 

7 0,6 0,428571 

8 -14 -10 

9 -0,14286 -0,2 

10 -0,19481 -0,32308 

11 18,57143 30,8 

12 0,090909 0,076923 

13 0,6 0,428571 

14 -14 -10 

15 -0,14286 -0,2 

16 -0,19481 -0,32308 

17 18,57143 30,8 

18 0,090909 0,076923 
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Şekil 4.2. (3.1.2) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
0 1y  , 

1 2y  , 
2 3y  , 

0 1x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları altındaki çözümünün grafiği 

Örnek 4.3. 
0 1y  , 

1 2y  , 
2 6y  , 

0 1x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları 

reel sayılar olmak üzere; (3.1.3) fark denklem sisteminin çözümü aşağıdaki Çizelge 4.3. 

ve Şekil 4.3. ile verilmiştir. 

Çizelge 4.3. (3.1.3) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 0 1y  , 1 2y  , 2 6y  , 

0 1x   , 1 2x   , 2 3x     başlangıç şartları altındaki çözümü 

n 𝑥𝑛 𝑦𝑛 

1 -0,54545 0,6 

2 -10 22 

3 0,142857 -0,07692 

4 0,410526 -0,20096 

5 59,71429 -14,6154 

6 -0,05263 0,052632 

7 -0,54545 0,6 

8 -10 22 

9 0,142857 -0,07692 

10 0,410526 -0,20096 

11 59,71429 -14,6154 

12 -0,05263 0,052632 

13 -0,54545 0,6 

14 -10 22 

15 0,142857 -0,07692 

16 0,410526 -0,20096 

17 59,71429 -14,6154 

18 -0,05263 0,052632 
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Şekil 4.3. (3.1.3) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
0 1y  , 

1 2y  , 
2 6y  , 

0 1x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları altındaki çözümünün grafiği 

Örnek 4.4. 
0 1y   , 

1 1y  , 
2 2y  , 

0 2,5x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları 

reel sayılar olmak üzere; (3.1.4) fark denklem sisteminin çözümü aşağıdaki Çizelge 4.4. 

ve Şekil 4.4. ile verilmiştir. 

Çizelge 4.4. (3.1.4) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 0 1y   , 1 1y  , 2 2y  , 

0 2,5x   , 1 2x   , 2 3x    başlangıç şartları altındaki çözümü 

n 𝑥𝑛 𝑦𝑛 

1 -0,66667 -0,35294 

2 8,5 6 

3 0,153846 -0,5 

4 0,705882 -1,73333 

5 2,307692 -4,25 

6 1 0,4 

7 -0,66667 -0,35294 

8 8,5 6 

9 0,153846 -0,5 

10 0,705882 -1,73333 

11 2,307692 -4,25 

12 1 0,4 

13 -0,66667 -0,35294 

14 8,5 6 

15 0,153846 -0,5 

16 0,705882 -1,73333 

17 2,307692 -4,25 

18 1 0,4 
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Şekil 4.4. (3.1.4) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
0 1y   , 

1 1y  , 
2 2y  , 

0 2,5x   , 
1 2x   , 

2 3x    başlangıç şartları altındaki çözümünün grafiği 

Örnek 4.5. 
5 1x   , 

4 2x   , 
3 3x   , 

2 4x   , 
1 5x    , 

0 6x   , 
5 6y  , 

4 5y  , 
3 4y  , 

2 3y  , 
1 2y  , 

0 1y   başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere; 

(3.2.1) fark denklem sisteminin çözümü aşağıdaki Çizelge 4.5. ve Şekil 4.5. ile 

verilmiştir. 

Çizelge 4.5. (3.2.1) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
5 1x   , 

4 2x   , 

3 3x   , 
2 4x   , 

1 5x    , 
0 6x   , 5 6y  , 4 5y  , 3 4y  , 2 3y  , 1 2y  , 

0 1y   başlangıç şartları altındaki çözümü 

n 𝑥𝑛 𝑦𝑛 𝑧𝑛 

1 -0,16216 -0,05263 0,263158 

2 -0,23810 -0,05714 0,085714 

3 76 111 -37 

4 105 84 21 

5 -0,05405 -0,26316 -0,15789 

6 -0,04762 -0,17143 -0,14286 

7 -1 6 7,947368 

8 -2 5 6,2 

9 -3 4 9,842105 

10 -4 3 5,4 

11 -5 2 11,73684 

12 -6 1 4,6 

13 -0,16216 -0,05263 0,263158 

14 -0,23810 -0,05714 0,085714 

15 76 111 -37 

16 105 84 21 

17 -0,05405 -0,26316 -0,15789 

18 -0,04762 -0,17143 -0,14286 
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19 -1 6 7,947368 

20 -2 5 6,2 

21 -3 4 9,842105 

22 -4 3 5,4 

23 -5 2 11,73684 

24 -6 1 4,6 

25 -0,16216 -0,05263 0,263158 

26 -0,23810 -0,05714 0,085714 

27 76 111 -37 

28 105 84 21 

29 -0,05405 -0,26316 -0,15789 

30 -0,04762 -0,17143 -0,14286 

31 -1 6 7,947368 

32 -2 5 6,2 

33 -3 4 9,842105 

34 -4 3 5,4 

35 -5 2 11,73684 

36 -6 1 4,6 

 

 

Şekil 4.5. (3.2.1) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
5 1x   ,

4 2x   , 
3 3x   , 

2 4x   , 1 5x    , 0 6x   , 5 6y  , 4 5y  , 3 4y  , 2 3y  , 1 2y  , 0 1y   

başlangıç şartları altındaki çözümünün grafiği 

Örnek 4.6. 
5 1x   , 

4 2x   , 
3 3x   , 

2 4x   , 
1 5x    , 

0 6x   , 5 6y  , 

4 5y  , 3 4y  , 2 3y  , 1 2y  , 
0 1y   başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere; 

(3.2.2) fark denklem sisteminin çözümü aşağıdaki Çizelge 4.6. ve Şekil 4.6. ile 

verilmiştir. 
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Çizelge 4.6. (3.2.2) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
5 1x   , 

4 2x   , 

3 3x   , 
2 4x   , 

1 5x    , 
0 6x   , 

5 6y  , 
4 5y  , 

3 4y  , 
2 3y  , 

1 2y  , 

0 1y   başlangıç şartları altındaki çözümü 

n 𝑥𝑛 𝑦𝑛 𝑧𝑛 

1 0,171429 0,04 -1,16 

2 0,263158 0,054054 -0,08108 

3 -20 -105 35 

4 -111 -76 -19 

5 0,057143 1 0,6 

6 0,052632 0,162162 0,135135 

7 -0,2 6 7,4 

8 -2 5 6,027027 

9 -3 4 25 

10 -4 3 5,054054 

11 -5 2 37 

12 -6 1 4,081081 

13 0,171429 0,04 -1,16 

14 0,263158 0,054054 -0,08108 

15 -20 -105 35 

16 -111 -76 -19 

17 0,057143 1 0,6 

18 0,052632 0,162162 0,135135 

19 -0,2 6 7,4 

20 -2 5 6,027027 

21 -3 4 25 

22 -4 3 5,054054 

23 -5 2 37 

24 -6 1 4,081081 

25 0,171429 0,04 -1,16 

26 0,263158 0,054054 -0,08108 

27 -20 -105 35 

28 -111 -76 -19 

29 0,057143 1 0,6 

30 0,052632 0,162162 0,135135 

31 -0,2 6 7,4 

32 -2 5 6,027027 

33 -3 4 25 

34 -4 3 5,054054 

35 -5 2 37 

36 -6 1 4,081081 
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Şekil 4.6. (3.2.2) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
5 1x   ,

4 2x   , 
3 3x   , 

2 4x   , 
1 5x    , 

0 6x   , 5 6y  , 4 5y  , 3 4y  , 2 3y  , 1 2y  , 
0 1y   

başlangıç şartları altındaki çözümünün grafiği 

Örnek 4.7. 
5 1x   , 

4 2x   , 
3 3x   , 

2 4x   , 
1 5x    , 

0 6x   , 
5 6y  , 

4 5y  , 
3 4y  , 

2 3y  , 
1 2y  , 

0 1y   başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere; 

(3.2.3) fark denklem sisteminin çözümü aşağıdaki Çizelge 4.7. ve Şekil 4.7. ile 

verilmiştir. 

Çizelge 4.7. (3.2.3) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 5 1x   , 4 2x   , 

3 3x   , 
2 4x   , 

1 5x    , 
0 6x   , 5 6y  , 4 5y  , 3 4y  , 2 3y  , 1 2y  , 

0 1y   başlangıç şartları altındaki çözümü 

n 𝑥𝑛 𝑦𝑛 𝑧𝑛 

1 -0,17143 0,052632 -0,26316 

2 -0,26316 0,057143 -0,08571 

3 -76 105 -35 

4 -105 76 19 

5 -0,05714 0,263158 0,157895 

6 -0,05263 0,171429 0,142857 

7 -1 6 4,157895 

8 -2 5 3,914286 

9 -3 4 -1,52632 

10 -4 3 0,828571 

11 -5 2 -7,21053 

12 -6 1 -2,25714 

13 -0,17143 0,052632 -0,26316 

14 -0,26316 0,057143 -0,08571 

15 -76 105 -35 

16 -105 76 19 

17 -0,05714 0,263158 0,157895 
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18 -0,05263 0,171429 0,142857 

19 -1 6 4,157895 

20 -2 5 3,914286 

21 -3 4 -1,52632 

22 -4 3 0,828571 

23 -5 2 -7,21053 

24 -6 1 -2,25714 

25 -0,17143 0,052632 -0,26316 

26 -0,26316 0,057143 -0,08571 

27 -76 105 -35 

28 -105 76 19 

29 -0,05714 0,263158 0,157895 

30 -0,05263 0,171429 0,142857 

31 -1 6 4,157895 

32 -2 5 3,914286 

33 -3 4 -1,52632 

34 -4 3 0,828571 

35 -5 2 -7,21053 

36 -6 1 -2,25714 

 

 

Şekil 4.7. (3.2.3) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
5 1x   ,

4 2x   , 
3 3x   ,

2 4x   , 
1 5x    , 

0 6x   , 5 6y  , 4 5y  , 3 4y  , 2 3y  , 1 2y  , 
0 1y   

başlangıç şartları altındaki çözümünün grafiği 

Örnek 4.8. 5 1x   , 4 2x   , 3 3x   , 2 4x   , 1 5x    , 0 6x   , 5 6y  , 

4 5y  , 3 4y  , 2 3y  , 1 2y  , 
0 1y   başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere;  

(3.2.4) fark denklem sisteminin çözümü aşağıdaki Çizelge 4.8. ve Şekil 4.8. ile 

verilmiştir. 
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Çizelge 4.8. (3.2.4) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
5 1x   , 

4 2x   , 

3 3x   , 
2 4x   , 

1 5x    , 
0 6x   , 

5 6y  , 
4 5y  , 

3 4y  , 
2 3y  , 

1 2y  , 

0 1y   başlangıç şartları altındaki çözümü 

n 𝑥𝑛 𝑦𝑛 𝑧𝑛 

1 0,162162 -0,04762 0,238095 

2 0,238095 -0,05405 0,081081 

3 84 -111 37 

4 111 -84 -21 

5 0,054054 -0,2381 -0,14286 

6 0,047619 -0,16216 -0,13514 

7 -1 6 4,238095 

8 -2 5 3,864865 

9 -3 4 -1,28571 

10 -4 3 0,72973 

11 -5 2 -6,80952 

12 -6 1 -2,40541 

13 0,162162 -0,04762 0,238095 

14 0,238095 -0,05405 0,081081 

15 84 -111 37 

16 111 -84 -21 

17 0,054054 -0,2381 -0,14286 

18 0,047619 -0,16216 -0,13514 

19 -1 6 4,238095 

20 -2 5 3,864865 

21 -3 4 -1,28571 

22 -4 3 0,72973 

23 -5 2 -6,80952 

24 -6 1 -2,40541 

25 0,162162 -0,04762 0,238095 

26 0,238095 -0,05405 0,081081 

27 84 -111 37 

28 111 -84 -21 

29 0,054054 -0,2381 -0,14286 

30 0,047619 -0,16216 -0,13514 

31 -1 6 4,238095 

32 -2 5 3,864865 

33 -3 4 -1,28571 

34 -4 3 0,72973 

35 -5 2 -6,80952 

36 -6 1 -2,40541 
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Şekil 4.8. (3.2.4) Fark denklem sisteminin reel sayılar olan 
5 1x   ,

4 2x   , 
3 3x   , 

2 4x   , 
1 5x    , 

0 6x   , 5 6y  , 4 5y  , 3 4y  , 2 3y  , 1 2y  , 
0 1y   

başlangıç şartları altındaki çözümünün grafiği 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada; iki boyutlu  
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 , 0,1,...,n    

rasyonel fark denklem sistemi ile üç boyutlu  
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 , 0,1,...,n    

rasyonel fark denklem sisteminin çözümleri elde edilip çözümlerin periyodikliği 

incelenmiştir. 

Bu tezde incelenen rasyonel fark denklem sistemlerine benzer tipte denklem sistemleri 

tanımlanıp çözümleri ve çözümlerin özellikleri incelenebilir. 
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