BAZI RASYONEL FARK DENKLEM SiSTEMLERININ COZUMLERI

Merve KARA

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Uygulamali Matematik Programi
Damsman: Yrd. Do¢. Dr. Ali GELISKEN

Agustos-2015



T.C.
KARAMANOGLU MEHMETBEY UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

BAZI RASYONEL FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERI

YUKSEK LiSANS TEZIi

Merve KARA

Anabilim Dali : Matematik

Program : Uygulamah Matematik

Tez Damismani : Yrd. Doc. Dr. Ali GELISKEN

KARAMAN - 2015



TEZ ONAYI

Merve KARA tarafindan hazirlanan “Bazi Rasyonel Fark Denklem Sistemlerinin

Coziimleri” adli tez galismas1 asagidaki jiri tarafindan oy birligi / oy ¢oklugu ile

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
Dali’nda YUKSEK LiSANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Danigman:

Yrd. Dog. Dr. Ali GELISKEN

Juri Uyeleri

Unvani, Ad1 ve Soyadi

Unvani, Ad1 ve Soyadr :

Unvani, Ad1 ve Soyad :

Unvani, Ad1 ve Soyad :

Unvani, Ad1 ve Soyadi :

Imza:

: Yrd. Dog. Dr. Ali GELISKEN

Dog. Dr. Murat YILDIZ

Yrd. Dog. Dr. Ozan OZKAN

Yrd.Dog. Dr. Kamil ARI

Yrd. Dog. Dr. Nihal YOKUS

Tez Savunma Tarihi: 12/08/2015

Yukaridaki sonucu onaylarim

Prof. Dr. Fevzi KILICEL

Enstiti Miidiirii



TEZ BiLDiRiMi

Yazim kurallarmma uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin icerdigi yenilik ve sonuglarin bagka
bir yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kisminin bu {iniversite veya bagka bir iiniversitedeki baska bir tez ¢alismasi

olarak sunulmadigini beyan ederim.

Merve KARA



OZET
Yiiksek Lisans Tezi

BAZI RASYONEL FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERI
Merve KARA
Karamanoglu Mehmetbey Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Yrd. Doc. Dr. Ali GELISKEN

Agustos, 2015, 73 sayfa
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1. GIRIS

Fark denklemleri sadece diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde degil, ayni
zamanda biyoloji, miithendislik, ekonomi, savunma, demografi ve benzeri alanlarda
ortaya ¢ikan matematiksel modellerde ya dogrudan ya da dolayli olarak yer alirlar. Bu
denklemlerde bagimsiz degisken tam sayilar iizerinde tanimlanir. Dolayisiyla fark
denklemlerinde tiirev terimleri yerine bilinmeyen fonksiyonun farklari bulunur. Bu
bakimdan fark denklemleri daha ziyade siirekli olmayan problemleri karakterize eder
(Bereketoglu ve Kutay, 2012).

1.1. Fark Denklem Sistemleri ile Ilgili Yapilmis Bazi Cahsmalar

Bu boliimde fark denklem sistemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢alismalar hakkinda bilgi
verilmistir.

Schinas (1997), yapmis oldugu ¢alismada n=0,1,2... i¢in

_ay, +A bx, + A
n+l v Yol T
Xn—l yn—l
a,y,+A b.Xx, +A
Xn+l = ! Nl
Xna Yna
_ max{a,y,, A} max{b,x,, A}
n+l v Yol T
Xn—l yn—l

fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerinin 6zelliklerini incelemistir.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), p ve q pozitif tamsayilari i¢in lineer olmayan iKi
fark denkleminden olusan,

_A+y, _A+X,

n+1 v In+l T

Xn—p n—q

X

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerinin salinimli davranigint ve sinirliligini incelediler.
Ayrica bu fark denklem sisteminin pozitif denge noktasmnin global asimptotik
kararliligini calistilar. Bu c¢alismada fark denklem sisteminin denge noktasinin
(c,c) =1+ Al+ A)oldugunu elde ettiler ve sisteminin ¢oziimlerinin A e (0,%0) i¢in bu
noktada salinimli oldugunu gordiiler. Ayni sartlarda sistemin ¢ézlimlerinin alt ve st
siirlarin elde ettiler. A>1 i¢in de pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli
oldugunu elde ettiler.

Grove vd. (1998) yaptiklari ¢alismada;

_aX, +b,
X

, h=0,12,..

n+1
n-1



otonom olmayan Lyness fark denklemi ile

~ max{a,y,,b,}

n+l

, n=012,...
yn—l
maksimumlu fark denkleminde katsayilarin negatif olmayan {a }. ,ve {b.}., dizileri

oldugunu varsaydilar. Bu varsayimlar dogrultusunda bu fark denklemlerinin her pozitif
coziimlerinin siirekli ve smirli olabilmesi i¢in yeter sartlar elde ettiler. Ayrica zit
durumlarin her biri i¢in drnekler gosterdiler.

Valicenti (1999) yaptig1 calismada;

_aX,+b ve _aX,+b

n+1 n+1
X

anl n-1

denklemlerinin ¢oziimlerinin periyodikligi ve global asimptotik kararliligi iizerine
calismustir.

Grove vd. (2001), a,b,c,dile x,, y, baslangi¢ degerleri keyfi reel sayilar olmak iizere,

a b c d
Xn+1:X_+_ y Yop=—+—, n=0,12,...

n n n n
fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin davranislarini arastirdilar.

Clark ve Kulenovic (2002) a,b,c,d pozitif sayilar ve X,, Y, baslangic sartlar1 negatif

olmayan sayilar olmak {izere

% —
a+cyn’y”+1 b+dx,

n+1

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerinin asimptotik davranisini incelediler.

Papaschinopoulos ve Schinas (2002), ie{01...,k}, icin A,B,p,q ve

I =—k,—k+1,...,0 i¢in X, Y, baslangi¢ degerleri pozitif sayilar olmak iizere,

B;
Xna1 = Z:(Oyip. v Yo = Z:(OXT'

fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerin sinirliligini, stirekliligini, salinimliligini ve
denge noktasinin kararliligini incelediler.

Kulenovic ve Nurkanovic (2003), A ile B katsayilar1 (0,) araliginda segilen reel sayilar

ve X,,Y, baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan keyfi sayilar olmak iizere



Yn
1+

n

X
) n+:Bn .
Yia yl+xn

Xn+l = AXn
denklem sisteminin ¢éziimlerinin global asimptotik kararliligin1 arastirdilar.

Papaschinopoulos vd. (2003) yaptiklari ¢alismada

max{an yn ! bn} maX{Cn Xn ! dn}
T n+1:—’n:0

yn Xn—l Xn yn—l

i

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin smirlilik, siireklilik ve periyodiklik
Ozelliklerini arastirdilar.

Clark vd. (2003) yaptiklar1 ¢alismada;

_Xny_yn
a+cy. "™ b+dx

,h=012,..

n+1
n

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin global asimptotik davranisini incelediler.

Cinar ve Yal¢inkaya (2004) yaptiklar1 ¢alismada;

X . = y ! z !
nl = _ 1 Y T )
Zn Xn—lyn—l Xn_1

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin periyodiklik 6zelligini incelediler.

Cinar ve Yalcinkaya (2004) yaptiklar1 caligmada;

Xn+1=Z—,yn+1=—,Z —

n n-1
fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin periyodikligini incelediler.
Camouzis ve Papaschinopoulos (2004) yaptiklar1 calismada; m pozitif tamsay1 ve

I=-m,—m+1,..,0 icin X, ve y, pozitif sayilar olmak iizere

=1+J&—,%ﬂ:1+ Yo

n-m n-m

X

n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin global asimptotik davraniglarini,
siirliligini ve siirekliligini incelemislerdir.

Cinar (2004) yaptig1 ¢alismada; N=0,12,...,X,, X 1, ¥, Y, €R" i¢in

Yn
Xenn = Yo =
yn Xn—lyn—l



fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerini incelemistir.

Sun ve Xi (2005), yaptiklar1 ¢alismada X , = f(X, ., X, ,),neN, ve s<t s,teN

olmak iizere lineer olmayan fark denkleminin tiim pozitif ¢oziimlerinin tek denge
noktasina yakinsamasi i¢in yeterli sartlari ortaya koymustur.

Yang (2005) yaptigi ¢alismada;

X
X = Aq—Ini y,=A+—1— n=12,..
Xn_ p yn_q Xn—r yn—s

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranislarini incelediler.

Kulenovic ve Nurkanovic (2005) yaptiklari ¢alismada; a,b,c,d,e, f €(0,0) ve
Xos Yo» Z, Negatif olmayan reel sayilar olmak iizere;

_a+x, _CcHy, etz
b+y, d+z, ' "™ f+x

n

n+1 n+l y n= 0,1,2,...

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerinin global asimptotik davranislarini incelediler.

Yang vd. (2005) yaptiklar1 ¢alismada; p,qeZ’igcin p<q ve a,b pozitif sabitler

olmak tlizere

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranislarini incelediler.

Zhang vd. (2006) yaptiklari calismada; p>=19=1r=>1s>1A>0,

N ..
X r s Xo g s X0 Yiomexgpisyt Yomaxp.sy o+ Yo € R™ olmak tizere

X, = A+i, y, = Ap— Y1
ynfp Xor T Yns

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranislarini incelediler.
Sun ve Xi (2006) yaptiklari ¢alismalarda;
Xoa = F (X0 Vo) s Yo = T(Yn %) neNg
ve
X1 = T Vogr Xas) s Yo = 9000 ¥op), NENg
fark denklem sistemlerinin pozitif ¢dzlimlerinin kararliligin1 incelemislerdir.
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Ozban (2006) yaptig1 calismada; tiim baslangig sartlar1 ve parametreler pozitif olmak
uzere

X
Xn+1:1+_n , yn+1:1+¢
yn—k Xn—m yn—m—k

fark denklem sistemini ¢ézlimlerinin periyodikligini aragtirmistir.

Iricanin ve Stevic (2006) yaptiklar1 ¢calismada; asagidaki iki fark denklem sisteminin
pozitif ¢oziimlerini ¢caligmiglardir:

2 3 1
" :1+xrﬁ) (2)=1+xr§) (k)=1+xr§)
n+1 X(s)1 ’ n+1 X(4)l LR n+1 X(z)1 1
n-—. n—. n—.
2 3 3 4 1 2
o _1Ex7 X0 o _1ex? 0 108
n+l T X(4) 1Ml T X(s) sereo Ml T X(3) ! '
n-2 n-2 n-2

Ozban (2006) yaptig1 calismada; n=0,1,2,...i¢in

Yn
Xn+l = 1 yn+1 =
n-k Xn—m yn—m—k

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerini incelemistir.

Ozban (2007) yaptig1 ¢alismada; ,q >3 ve 3’iin kat1 olmayan pozitif bir tamsay, a, b

Ve X_,.q: X o X0 Yoqiar Yogizs-r Yo baslangi degerleri pozitif reel sayilar olan;

—q+1? —q+27°"

a _ byn—3
yn73 ’ Xn—q yn—q

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davraniglarini inceledi.
Zhang vd. (2007) yaptiklar ¢aligmada; n=0,1,... ve A>0igin

— yn—m _ Xn—m
Xn+1_A+ ’ yn+l_A+

X, Y

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin global asimptotik kararliligini, sinirliligim
ve siirekliligi izerine inceleme yapmiglardir.

Papaschinopoulos vd. (2007) yaptiklart ¢aligmada; k>3 ve i=12,..,k icin a,b
pozitif sabitler ve baslangi¢ sartlar1 pozitif olmak tizere i = 3,4,...,k i¢in

ax () +b, X, (N+1) = ax,(n)+b % (n+1) = 81X, () +0

X (n+1) =
Xk—l(n _1) X (n _1) Xi—z(n _1)




denklem sistemini ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Yalginkaya vd. (2008), yaptiklar1 ¢alismalarda

_tz,,+a zt  +a
n+l — 1o+l =
tn + Zn—l Zn +tn—l
ile
. ozt +a tz,,+a
1~ . =, _
z,+t t,+2,,

fark denklem sistemlerinin global asimptotik kararliligin1 incelemislerdir.

Simsek vd. (2009), yaptiklar1 caligmada, pozitif baslangi¢c degerleri igin

Xn+l = max{é’ﬁ} 1 yn+1 = maX{
X, X,

n

A X
ALY
Yo Ya

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Amleh vd. (2009) yaptiklar1 calismalarinda;
X _ ﬁlxn
n+l
Al + Ban + Cl yn

y .= %+ X +5Yn
" A +B,x, +C,y,

n=0,1...

rasyonel denklem sisteminin negatif olmayan
incelemislerdir.

Camouzis vd. (2010) arastirmalarinda;
Xn+l = al
Ai + Ban + Cl yn

y :a2+ﬁzxn+}/2yn’
" A +B,x, +C,y,

n=0,1,...

rasyonel denklem sisteminin negatif olmayan
incelemislerdir.

Yal¢inkaya ve Cinar (2010) yaptiklar1 ¢alismada;

tz .+a ozt

n-n-1

z, +t
+a

¢Oziimlerinin simirlilik  6zelliklerini

¢Oziimlerinin simirlilik  6zelliklerini

, h=012,..



lineer olmayan fark denklemlerinden olusan sisteminin global asimptotik kararliligini
incelemislerdir.

Elsayed (2010) yaptig1 calismada;

1 y
— _ -k
Xn+1 - ’ yn+1 ==

yn—k Xn yn

rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini inceledi.
Akgiines (2010) tez ¢alismasinda

Xn = f (Xn—al’ yn—bl)

Yo = g(yn—bz’zn—cl) ,neN; a,b,c,a,,b,c,eN

Z, = h(zn—c2 ! Xn—az)

fark denklem sistemini tanimlayip ve pozitif ¢oziimlerinin hangi kosullar altinda tek
denge noktasina yakinsayacagini belirlemistir.

Kurbanli vd. (2011) yaptiklar1 ¢alismalarda; baslangi¢ degerleri reel sayilar olmak

lizere;
X _ Xn—l y _ yn—l
1 ! 1~
" 1+ yn Xn—l " 1+ Xn yn—l
— Xn—l y _ yn—l _ Zn—l
n+l n+l — n+l —
YnXna -1 Xy Y -1 YnZna -1
_ Xn—l + yn _ yn—l + Xn
n+l n+l —
YnXoa -1 X0 Yna -1
X _ Xn—l y _ yn—l _ Xn
n+l — ' Jn+l n+l T
YnXoa -1 XnYnaa 1 YnZoa

rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢Oziimlerini ve ¢ozlimlerinin davraniglarini
incelemislerdir.

Stevi¢ (2011) yaptig1 calismada; a,b,c,a, B,y parametreleri ve X ,%X,,Y,, Y,

baslangi¢ sartlari reel sayilar olmak {izere

aXn -1 a yn -1

= y N = y neN
bynxn—l+c y ' ﬂxnyn—1+7 °

n+1

rasyonel fark denklem sistemini inceledi.

Kilikl1 (2011) yaptig1 tez ¢alismasinda



B Bx,

Xn = Yen =770 Lo ,n=012..,
1 yn y 1 Zn 1 Xnyn_l
B
Xn-*—l=i ) yn+1=£’ Zn+1:£’ n=012,..,
n-1 anl Xnyn—z
Xn+1:i ) yn+l:£' Zn+1:%! n=012,..,
Yoz n-2 X0 Yn-s

A=1,B =1 icin fark denklem sisteminin ¢oziimlerini arastirmistir. Sonugta;

Bx
X =i ' yn+1=£’ ZrH—l_—n_ll n:011121---|

n+1 -
yn—k Zn—k Xn yn—(k+l)

A=1B=1 ve ABeR—-{0} oldugu durumlarda genel rasyonel fark denklem

sisteminin ¢ézlimlerinin de periyodik oldugu ve bu denklem sisteminin kararliligini
gostermistir.

Touafek ve Elsayed (2012) yaptiklar1 calismada; baslangig sartlar1 sifirdan

farkli reel sayilar olmak iizere

Xn—3 yn—3

= ! yn+1 =
ili Xn—3 yn—l ili yn—SXn—l

Xn +1

rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri ve ¢ozlimlerinin periyodikligini
incelediler.

Elsayed (2012) yaptig1 calismada; baslangi¢ sartlari sifirdan farkli reel say1 olmak tizere

' _ Yo
n+l ' -
+1+X LY, 1ty X

rasyonel fark denklem sisteminin ¢dziimlerini inceledi.

Tiitiincii (2012) yaptig1 tez calismasinda;

X _ Xn—l y _ yn—l 7 _ Zn—l
n+l — v Jn+l T 'Sl T
-1 XoaYn + YoaX,

Xn—l _ yn—l Z _ Zn—l
- ! - ! Snl T
yn Xn—l +1 Xn yn—l +1 Xn—lyn + yn—an

fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini ve ¢6ziimlerin davraniglarini incelemistir.
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Keying vd. (2012) yaptiklari calismada; Xy, X ;, Yy, Y4, 2y, 2, € R—{0} olmak iizere

— anl y _ ynfl Z _ 1
- ’ n+l — Y Sndl T
Y X, —1 X, Yoy —1 X Z

n=n-1

Xn +1

rasyonel fark denklemleri sisteminin ¢oziimlerinin davraniglarini incelediler.

Elsayed vd. (2012) yaptiklar1 ¢alismada

X — ; y _ Xn— p yn—p
n+1 v Jn+l T
Xo-pYn-p X1-q¥n—q
X, = _ PR S L L P = 1.5 [
n+ ’ n+l — 1 Fn4l
Xnfpynfpzn—p anq ynfqzn—q Xoor YoorZnr

fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerini arastirmiglardir.

Mansour vd. (2012) ¢alismalarinda

Xn -5 yn -5

= ! yn+1 =
ili Xn—5 yn—Z ili yn—SXn—Z

Xn +1

rasyonel fark denklem sisteminin c¢oziimlerini inceleyip periyodik oldugunu
gostermislerdir.
Stevic (2012, 2013) yaptig1 calismalarda ke N,a,,b,,c,.d, ., B, 7, dizileri ve
baslangig sartlari reel sayilar olmak {izere;

Xn yn—k ynxn—k

Xn+l = ' yn+1 = ne NO
yn—k+1 (an + bn Xn yn—k) Xn—k+1 (Cn + dn yn Xn—k )

— Cn Xn—4 — 7n yn—4
a +by x X . " a +pBX X
n n yn—l n-2 yn—3 n—4 n n n—lyn—z n-3 yn—4

X

n

neN,

Ci¥Yns _ VoXns

X = n =
&y + B X 1Yo 2% s

n - 1
a,+b, Y, 1% Vi s

neN,

Cn Yn_(2k-1) VnXn_(2k-1)

X, = Y, =
k-1 ' Jn
a‘n + bn y”—(2k—1)Hi:1 yn—(2i—1)xn—2i

n

- k-1
a,+p, Xn—(2k—1)Hi:1 Xn_(2i-1) Yn-2i
denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin 6zelliklerini incelemistir.

Fotiades ve Papaschinopoulos (2013) yaptiklari calismada A,B katsayilar1 ile
X1, %y, Y 1, Y, baslangic sartlart pozitif reel sayilar olmak iizere



Xn

X, = max{A,

Xyn } ! yn+1 = maX{B, }

n-1 n-1
denklem sisteminin her bir ¢6ziimiiniin er ge¢ periyodik oldugunu gostermislerdir.

Stevic (2013) yaptig1 calismada o, parametrelerine ve X,,y, pozitif baslangic

sartlarina bagli olarak

1 «o p

X =—+ y + 1 neN
1= T Yo T T 0
X, Yn X, Ya

fark denklem sisteminin her bir ¢ézlimiiniin yakinsakligin1 ve iki periyotlu oldugunu
gostermistir.

Yazlik vd. (2013) yaptiklar1 ¢aligmada

_ Xn—l il yn—l il

n+1

yn Xn—l Xn yn—l

Xn +1

rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini incelediler.

Kurbanli vd. (2013) yaptiklar1 calismada;

denklem sisteminin ¢6ziimiinii ve ¢oziimlerin 6zelliklerini arastirmislardir.

Ozkan ve Kurbanli (2013) yaptiklar1 ¢aligmada;

yn—2 Xn—2 _ Xn—2 + yn—2

! yn+l = n+l —
-1+ Xo—2 YnaXq

=— Jn2 , , neN,
-1+ Yn-2Xn-1Yn -1+ X2 Yn1X,

n+1

rasyonel fark denklem sisteminin ¢ézlimiiniin periyodikligini aragtirmislardir. Sonug
olarak denklem sisteminin ¢ézlimiiniin 6 periyotlu olduguna gdstermislerdir.

Tollu (2014) tez ¢alismasinda X,, Y, sifirdan farkli baslangi¢ sartlar1 ve p,,q,.r,,S,
dizilerinin her biri ise X,,y, dizilerinden biri olmak tizere

_1+ P, _1+rn

n+1 v Jn+l T

On Sn

, neN,

fark denklem sistemlerinin on alt1 olasi durumundan on dort tanesinin ¢Oziilebilir
oldugunu gosterdi. Ayrica, elde ettigi genel ¢oziimler vasitasiyla ¢dzlimlerin asimptotik
davraniglarini inceledi.
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Brett ve Kulenovic (2014) yaptiklari ¢aligmada pozitif a,b,c,d sayilar1 ve baslangi¢

sartlar1 X, Y, >0 olmak tizere

2 2
n b n
Xn+1 = 2 ! yn+l = 2y = 0111
1+x; +cy, 1+y; +dx,

denklem sisteminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Zhang vd. (2014) yaptiklar1 ¢aligmada

Xn+1 = maX{Xﬁ, yn—l} ' yn+1 = maX{yﬁ, Xn+1}’ ne NO

n n

fark denklem sisteminin 4 periyotlu oldugunu gostermislerdir.

Papaschinopoulos vd. (2014) c¢alismalarinda a,b,c,d katsayilar ve X ,X,,Y .Y,
baslangig sartlar1 pozitif reel sayilar olmak tizere

X, =axX, +by .e™  y  =cy +dx ,e”, n=01..

denklem sisteminin pozitif denge noktasinin varligini, sinirliliini ve pozitif ¢oziimlerini
elde etmislerdir.

Bu tezde, iki boyutlu

Y- Xo_
= Y=, n=01.,
+1+ yn 2Xn 1yn 1+ Xn Zyn an
rasyonel fark denklem sistemi ile ii¢ boyutlu
Yoo X X e+
n+l__1_ g lyn{]_:—l— = ! n+1=_ _n > 15 !n:O111---a
+1+ yn—SXn—S yn—l +i+ Xn75 yn—3Xn—l +1+ Xn75 yn—3xn—1

rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢o6ziimleri elde edilip c¢ozlimlerin periyodikligi
aragtirilacaktir.
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2. FARK DENKLEMLERI iLE iLGILi GENEL TANIM VE TEOREMLER
Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

X bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, y(x) bagimli degiskeninin degisimi

Yy (%), Y (X),..., Y™ (X),... tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak x’ in kesikli

degerler almas1 durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz (Calik, 2011).

Bu boliimde X’ in tamsay1 degerler aldigi durumlarda ortaya c¢ikan ve iginde sonlu
farklarin bulundugu fark denklemleri {izerinde duracagiz.

Tanmm 2.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak {lizere, bagimh
degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin

E(Y), E* (), E*(¥), - E"(Y), -
gibi farklarini igeren bagmtilara Fark Denklemi denir (Akgiines, 2010).

Bir fark denkleminin mertebesi; denklemdeki en biiylik indis ile en kiigik indisin
farkina esittir.

Birinci mertebeden bir fark denklemi;
gy(n+1)+ay(n)=f(n)
seklindedir.
Ikinci mertebeden bir fark denklemi;
gy(n+2)+ay(n+1)+a,y(n)=g(n)
seklindedir.

Tamm 2.2. Bir fark denkleminde bagimli degiskenler birinci dereceden ve denklem
bagimli  degiskenlerin  parantezine alindiginda katsayillar sadece bagimsiz
degiskenlerden olusuyorsa bu denkleme lineer fark denklemi denir (Kilikli, 2011).

Genel olarak lineer fark denklemleri
yn+k + ak—lynJrk—l +..+ a‘Oyn = F(n)
seklinde gosterilir.
: I k+1

Teorem 2.1. | reel sayilarin herhangi bir alt araligi olmak tizere, f — | siirekli

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her x_,X_, ;... X, € | baslangig sartlar1 igin

Xoog = F (X X, g0 X )y N=0,1,... (2.1)
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denklemi bir tek {x.}~_, ¢Oziimiine sahiptir (Akgiines, 2010).

Tamm 2.3. Eger {X,};_, n,eZ her nxn, dizisi i¢cin x , =x, ise {x,} dizisi p

periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kii¢lik pozitif tam sayidir (Calik, 2011).

Tamm 2.4. Eger {x } dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye kalan
sonsuz sayidaki terim igin X, =X, ise {x } dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve p

bu sart1 saglayan en kii¢lik pozitif tam sayidir (Calik, 2011).

Tamm 2.5. (2.1) denkleminde

X =f(X,X,..,X)
sartin1 saglayan X noktasina (2.1) denkleminin denge noktasi denir (Akgiines, 2010).
Tanim 2.6. X, (2.1) denkleminin denge noktasi olmak iizere:

a) Eger X s X (g yrens Xg € | olmak lizere Ve>0 icin
X = X|+|X gyy = X[+ #|% = X| < 5 iken ¥n=0 igin |x, —X| <& olacak sekilde bir

0 >0 sayisi varsa, X denge noktasi kararlidir denir.

b) Eger X denge noktas1 kararli ve X ,, X L X% €l iken lim  x, =X olacak

—(k-1)*" n—o *n
sekilde |X7k - ¥| + ‘Xf(kfl) - Y‘ +..+ |X0 - 7| < ysartin1 saglayan y >0 sayisi varsa, X

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

C) Eger VX, X gy X €l iken lim  x =X ise, Xdenge noktasmna g¢ekim
noktasi denir.

d) Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise, X denge noktasi global
asimptotik kararlidir denir.

e) Eger X denge noktasi kararli degil ise, kararsizdir denir.

f) EgZer X, X g py.mX €l iken |x, —Y|+‘x_(k_l)—Y‘+...+|x0—¥|< r ve bazi

N > -k sayilart i¢in |XN —7|2r olacak sekilde bir r>0 sayis1 varsa X denge
noktasina repeller denir (Akgiines, 2010).

Tamm 2.7. (2.1) denkleminden elde edilen

of .  _
yn+1 = Z:(zoy(xl-"!x)yn,i (22)

denklemine, X denge noktasi civarinda lineer denklem denir (Akgiines, 2010).

(2.2) denkleminin karakteristik denklemi

+: af - - —i
A l—z:loy(x,...,x)lk =0 (2.3)
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seklindedir.
Teorem 2.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

a) Eger (2.3) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise X denge
noktasi lokal asimptotik kararhdir (Calik, 2011).

b) Eger (2.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise X
denge noktasi kararsizdir (Calik, 2011).

Tamm 2.8. {X.} , ¢Oztimlerinin hepsi birden X denge noktasindan ne biiyiik ne de

kiigiik ise bu ¢oziimlere X denge noktasi civarinda salinimlidir denir. Aksi halde bu
¢oziimlere saliniml degildir denir (Akgiines, 2010).

Tamm 2.9. {x } _, dizisinde Vn i¢in P<x <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilari varsa{X }._ , dizisi sinirlidir denir (Akgiines, 2010).
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3. BAZI RASYONEL FARK DENKLEM SiSTEMLERININ COZUMLERI
3.1. Iki Boyutlu Rasyonel Fark Denklem Sistemleri

Bu boliimde; baslangi¢ degerleri reel sayilar olan

"”:m , yn+1=m,n:0,l,..., (3.1.1)
1=_1_;’ﬁ , y,Hl:m,n:O,l,..., (3.1.2)
1=1+yyﬁ yn+1=l_xinm,n=o,1,..., (3.1.3)
1:1yyﬁ , ynﬂ:“)(n’(”m,mo,l,_., (3.1.4)

rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri ve bu ¢6ziimlerin 6zellikleri
arastirilmustir.

Lemma 3.1.1. {x,,y,} (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) ya da (3.1.4) denklem sistemlerinden

herhangi birinin ¢6ziimii ise; N >0 i¢in asagidakiler dogrudur:

(I) Xn+2 yn+3 = yn—an
(”) yn+2Xn+3 = Xn—lyn

Ispat:

(1) Ik olarak {x_,y,} ¢dziimiiniin (3.1.1) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu
kabul edelim. Bu durumda,

Yna _ Xn
-1+ Yn-1% Yo -1+ Xn YniaX

Xn+2 yn+3 =
n+2

1
(_1+ YnaX, yn+1)(_1+ X, yn+an+2)

=YX

yn—l -1
yn—l . [( yn,l n yn+1)( n yn+l (_1 + yn_lxn yn+1) )]

1
=y X [(-1+y X N
yn—l n [( yn—l n yn+1) (_1+ yn_lxn yn+l)]

= yn—lxn

olur.
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Ikinci olarak {x ,y.} ¢oziimiiniin (3.1.2) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

yn—l Xn
-1- Yo Xn Yo -1- Xo YnaXne2

Xn+2 yn+3 =

1
(_1_ yn—lxn yn+l)(_1_ Xn yn+lxn+2)

=YX

ynfl -1
)]
(_1 — Yo X, yn+1)

= yn—lxn [(_1_ yn—lxn yn+1)(_1_ Xn yn+1

1

]71
(_l — YnaX, yn+1)

= yn—lxn [(_1_ yn—lxn yn+1)

=YX,
olur.

Uglincii olarak {x_,y,} ¢oziimiiniin (3.1.3) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

yn—l Xn
1+ Y1 X0 Yna 1- Xy Vi1 Xns2

Xn+2 yn+3 =

1
(1+ YnaXn yn+1)(1_ Xn YniaXni2 )

=YXy

yn—l )]—l

= Yo X [A+ Y, X 1-x
Yo n[( Yo nyn+l)( nYns (1+ yn_lxnyn+l)

1
=y, % [(L+Y, X v
You n[( Yna nyn+1) (1+ Vo1 X, yn+1)]
= yn—lxn
olur.

Dérdiincii olarak {X,,Y,} ¢0ziimiiniin (3.1.4) denklem sisteminin bir ¢6ziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

yn—l Xn
1- yn—lxn yn+l 1+ Xn yn+an+2

Xn+2 yn+3 =
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1
(1_ yn—lxn yn+1)(1+ Xn yn+1xn+2)

= yn—lxn

ynfl -1
= X [(1— X 1+ X —_—
yn—l n [( yn—l n yn+1)( n yn+1 (l— ynilxn yn+l) )]

1
= yn— Xn [(l_ yn— Xn yn+ )—]71
' ' ' (l_ YnaX, yn+1)
= yn—lxn
olur.

(i) Ik olarak {x.,y,} ¢dziimiiniin (3.1.1) denklem sisteminin bir ¢6ziimii oldugunu
kabul edelim. Bu durumda,
Xoa . Yn
1+ X1 Yo X 14 YaXea Yiio
1

(_1+ X1 Yn Xn+1)(_1+ YnXoi yn+2)

yn+2Xn+3 =

=X, Yn

X _
= Xn—lyr‘l [(—1+ Xn,1yan+1)(_1+ yanHl (_1+ X n_ly X ))] l
n-1Jn"*n+1

1 _
= X Yol (14X Yo Xo0) (~1+X_,y.X )] 1
n-1n" n+l

=Xy Yn
olur.

Ikinci olarak {x.,y,} ¢o6ziimiiniin (3.1.2) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Xn1 Yh
-1- X1 YnXna -1- Yo XniaYni2

yn+2Xn+3 =

1
(_1 — X Yn Xn+1)(_l ~ Yo XniaYneo )

= Xn—l yn

X
=X —1-x ., y.X . )(=1-y X n-1 -
n-1 yn [( n—lyn n+l)( yn n+1 (_1_ Xn_l yn Xn+1) )]
1 a1
=X, Yn [(_1_ Xo1Yn Xn+1) ]

(_1 —XaYn Xn+l)

17



=X Yn

olur.
Ugiincii olarak {X ,y.} ¢dziimiiniin (3.1.3) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Xn—l yn
1- X aYnXia 1+ YnXni1Ynio

yn+2 Xn+3 =

1
(1_ Xn—l yn Xn+1)(1 + yn Xn+1 yn+2)

= Xn—l yn

Xn—l )]—l

=XVl XY Xt Y X o =S
n-1Jn"*n+1

1 _
= X1 Yol — X, 1 Vo Xo) m] '
n-1Jn"*n+1
= Xn—lyn
olur.

Dérdiincti olarak {X,,y,} ¢0ziimiiniin (3.1.4) denklem sisteminin bir ¢éziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Xn—l yn
1+ X1 YnXna 1- YnXni1Yni2

yn+2 Xn+3 =

1
(1+ Xn—l yn Xn+1)(l - yn Xn+1 yn+2)

= Xn—l yn

X —
S N R el
n-17n"*n+1

_r
(1 + Xn—l yn Xn+l)

]71

=X,aYn [(1 + XY Xn+1)

= Xn—l yn

olur ki ispat biter.

Teorem 3.1.1. {x,,y,} (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) ya da (3.1.4) denklem sistemlerinden

herhangi birinin ¢ziimii ise; {X,, y,} 6 periyotludur.

Ispat:
18



Her n>-2 icin X ., =X, Ve Y, =Y, oldugunu gostermemiz gerekir.
Ik olarak {x_,y,} ¢oziimiiniin (3.1.1) denklem sisteminin bir ¢6ziimii oldugunu kabul
edelim. Bu durumda,

Lemma 3.1.1 (i) gbz 6niine alindiginda;

— yn+3
-1+ yn+3 Xn+4 yn+5

n+6

Xn
(_1+ yn+3Xn+4 yn+5)(_l+ Xn yn+1Xn+2)

-1
=X, (1_ YniaXniaYnes = X0 YnaXni2 t YoesXnia Ynis Xy yn+1Xn+2)

X
— n -1
=X, (1_ Yni3XniaYnes = Xa Yo Xniz T YniaXnia yn+5( +1))

n+3

X

n

1+ Xnia YnisXn = X0 Yo Xns2

X

n

1+ X, (Xn+4 Yoes — yn+lxn+2)

=X

Lemma 3.1.1 (ii) gbz oniine alindiginda;

X

n+3

-1+ Xni3YneaXnis

yn+6 =

_ Y
(_1+ Xn+3 yn+4 Xn+5)(_l+ yn Xn+1 yn+2)

1
=Y, (1 Yo XYoo — XniaYniaXnis T Xoi3Ynia X5 Yo Xnia Vs )

Y 1
= yn (1_ yn Xn+lyn+2 - Xn+3 yn+4xn+5 + Xn+3 yn+4xn+5 (X_ +1))

n+3

1- Yo Xni1Yni2 T YoraXnis Yn

_ Yh
1+ Yn (yn+4 Xnss — Xn+1yn+2)
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= yn
olur ki {x,,y,} ¢6zlimii 6 periyotludur.

Ikinci olarak {x ,y.} ¢oziimiiniin (3.1.2) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Lemma 3.1.1 (i) g6z Oniine alindiginda;

— yn+3
-1- YniaXniaYnss

n+6

X,
- (_1_ YniaXnia yn+5)(_1_ X, yn+an+2)

_ -1
- Xn (1+ yn+3Xn+4 yn+5 + Xn yn+1Xn+2 + yn+3Xn+4 yn+5xn yn+an+2)

Xn

-)*

=X, (l+ YniaXniaYnes T X0 Y X2 + YiisXoia Ynis (_

n+3

X

n

1- Xt YnisXn X Yo Xoso

X

n

1- X, (Xn+4 Yois — yn+1Xn+2)

=X

n

Lemma 3.1.1 (ii) gbz oniine alindiginda;

Xn+3

-1- X3 YniaXnis

yn+6 =

_ Yn
(_1 ~ Xnr3YniaXnis ) (_1 — Yo XnaYneo )

-1
= yn (1+ yan+lyn+2 + Xn+3yn+4Xn+5 + Xn+3yn+4xn+5 yan+1yn+2)

Y 1
= yn (1+ yan+lyn+2 + Xn+3 yn+4xn+5 + Xn+3yn+4xn+5 (_ X ; _l))

n+3

1+ YoXnaYniz = YniaXois Yn
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_ Y
1- Yn (yn+4xn+5 - Xn+1yn+2)

= yn
olur ki {x,,y,} ¢6ziimii 6 periyotludur.

Ugiincii olarak {x ,y.} ¢oziimiiniin (3.1.3) denklem sisteminin bir ¢6ziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Lemma 3.1.1 (i) goz oniline alindiginda;

— yn+3
1 + yn+3xn+4 yn+5

n+6

X,
- (1+ yn+3Xn+4 yn+5)(1_ Xn yn+1xn+2)

-1
=X, (1+ YiraXnra Ynes = X0 Yo Xniz = YnaaXnia YnisXn yn+1Xn+2)

Xn

n*

=X, (1+ YniaXnraYnes = X0 YnaaXni2 = YneaXnsa Yous (1_

n+3

_ X,
1+ Xnia YnisXn = X0 Yo Xns2

_ X,
1+ X, (Xn+4 Ynis — yn+lxn+2)

=X

n

Lemma 3.1.1 (ii) gbz 6niine alindiginda;

Xn+3

yn+6 =
1- Xni3YniaXnis

_ Yn
(1 - Xn+3 yn+4 Xn+5)(1+ yn Xn+l yn+2)

A
=Y, (1 Yo Xna Yoz — XoiaYneaXnis — XniaYnia Xois Yo X Yoso )

Yn -
=Y (1+ YnXoi1Yni2 = XniaYniaXnis = Xnia3YniaXnis (X_ _1)) !

n+3
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1+ YoXnaYniz = YniaXois Yn

_ Yn
1- Yn (yn+4xn+5 - Xn+1yn+2)

= yn
olur ki {x,,y,} ¢6ziimii 6 periyotludur.

Dordiincii olarak {x,,y,} ¢Ozlimiiniin (3.1.4) denklem sisteminin bir ¢6ziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Lemma 3.1.1 (i) g6z Oniine alindiginda;

— yn+3
1- yn+3 Xn+4 yn+5

n+6

X
- (1_ YniaXnia yn+5)(1+ X, yn+lxn+2)

1
=X, (1_ YniaXniaYoes T X0 Y Xoi2 = YoeaXnia Ynis Xy yn+lxn+2)

X
— n -1
=X, (1_ YiiaXneaYnes T X Yo Xni2 = YniaXnia yn+5( _1))

n+3

X

n

1- XoiaYnisXn + X Yo Xni

X

n

1- X, (Xn+4 Yois — yn+1Xn+2)

=X

n

Lemma 3.1.1 (ii) gbz 6niine alindiginda;

Xn +3

yn+6 =
1 + Xn+3 yn+4 Xn+5

_ Yo
(1 + Xn+3 yn+4 Xn+5)(1 - yn Xn+l yn+2)

=]
=Y, (1 ~YoXniaYnee T X3 YneaXnis = XniaYnia Xois Yo Xna Yos2 )
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yn -1
= yn (1_ yn Xn+1yn+2 + Xn+3yn+4xn+5 - Xn+3 yn+4Xn+5 1_X_))

n+3

1- YnXni1Yni2 T YoraXois Yn

_ Yh
1+ Yn (yn+4 Xnss — Xn+1yn+2)

= yn
olur ki {x,,y,} ¢6ziimii 6 periyotlu olup ispat biter.

Asagidaki teoremler (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) ve (3.1.4) denklem sistemlerinin
¢Oziimlerini acik bir sekilde gostermektedir.

Teorem 3.1.2. y,=a,y,=b,y,=¢X =d,X,=6eX,=1 baslangic sartlar1 reel
sayllar olmak tizere (3.1.1) denklem sisteminin ¢oziimii {x,,Yy,} olsun. fbd =1 ve

cea=1 olmak tlizere (3.1.1) denklem sisteminin biitiin ¢6zlimleri asagidaki gibidir:
n>0 igin

c f

Xy = ———— ) Yo = ———
o 1_cea Yon:1 fod —1

Xsn.o =0(fd -1) , v,,., =e(cea—1)

d
Xenes =71 Yonez = (3.1.5)

1-cea fbd -1
Xenia = T'1 Yona =C
Xsns =€, Yonis =D
Xenie =0, Yons =@  (Ozkan; Kurbanli, 2013).

Ispat:
Ispat1 tiimevarimla yapalim. (3.1.5) esitliklerinden; n=0 igin;

C f

% " 1_cea’ h= fod —1

X, =b(fbd -1) , y, =e(cea—1)
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a d

X, = s =
*“T-cea' 7* fod 1
X,=f,y,=c

X; =€, Ys=b

X, =d, y,=2a

esitlikleri elde edilir.

Simdi (3.1.5) esitliklerinin pozitif bir n=N tamsayisi igin saglandigini kabul edelim.
Bu durumda;

X ———C Y, ——f
6N+1 — ]_—Cea v YeN+1 fbd _1
X6N+2 = b( fbd _l) ’ y5N+2 = e(cea—l)

a d

X =—, = —
6N +3 1—Cea y6N+3 fbd _1

Xons+a = f, Yenia =C
Xen+s = €1 Yonss =b
Xon+6 = d, Yonsie =2

esitlikleri vardir. Iterasyona devam edildiginde;

c f
XeN+7 =_@ v Yons7 :m

Xen+g = b(fod -1) , Yonie = e(cea-1)

a d

Xen-+9 :@, Yen-o :m

XeN+10 = f, Yeni0 =C
Xens11 =€y Yonin = b

Xens12 = d, Yensz =@

esitlikleri elde edilir ki (3.1.5) esitlikleri n= N +1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat
biter.
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Teorem 3.1.3. y,=a,y,=b,y,=cXx=d,x,=6Xx,="f baslangic sartlar1 reel
sayilar olmak iizere (3.1.2) denklem sisteminin ¢oziimii {X,,y,} olsun. fbd =-1 ve

cea #—1 olmak {izere (3.1.2) denklem sisteminin biitiin ¢ozlimleri asagidaki gibidir:
n>0 i¢in

c f
X = 7 __ Ml Taa A
" 1+ cea Yon:1 fod +1

X..., =—b(fbd +1) , .., = —e(cea+1)

a d
X

_a 4 3.6
3 14cea Yon-a fod +1 (3.1.6)

Xonsa = T Yonua =C

Xonis =€ Yenus =D

Xenis =0, Yons =@  (Ozkan; Kurbanli, 2013).

Ispat:

Ispat1 tiimevarimla yapalim. (3.1.6) esitliklerinden; n=0 igin

c . f
lecea' 7' fod+1

X:L:_

X, =—b(fbd +1) , y, =—e(cea+1)

w___a __d
8 3 fbd +1

lecea
X,=f,y,=cC
X; =€, Y. =b
X, =d, y,=2a
esitlikleri elde edilir.

Simdi (3.1.6) esitliklerinin pozitif bir n=N tamsayisi i¢in saglandigin1 kabul edelim.
Bu durumda;

C f
X, =——, . e
NI 14 cea Yo fod +1

Xonsz = —0(fod +1) , Y., =—e(cea+1)
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a d

X =, . = ——
oN*3 T 1+4cea Yonss fbd +1

Xon+a = f, Yensa =C
Xen+s = €1 Yonus =b
Xon+6 = d, Yensie =2

esitlikleri vardir. Iterasyona devam edildiginde;

Cc f
X, =, + e
N 1+cea Yon-7 fod +1

Xonss = —D(fbd +1) , Yey.e =—€(CEa+1)

a d

X -, + = ——
oN* T 14cea Yon-o fbd +1

XeN+10 = f, Yens10 =C
Xons11 = €1 Yonon = b

Xons12 = d, Yensz =@

esitlikleri elde edilir ki (3.1.6) esitlikleri n=N +1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat
biter.

Teorem 3.14. y,=a,y,=b,y,=cX =d,X,=6X,=1f baslangic sartlar1 reel
sayilar olmak tizere (3.1.3) denklem sisteminin ¢oziimi {x ,y,} olsun. fbd =1 ve

cea #—1 olmak iizere (3.1.3) denklem sisteminin biitiin ¢éziimleri asagidaki gibidir:
n>0 icin

« -_C Yo = f
" 14cea ™ 1-fbd

Xonip =D(A— fbd) , Ys,., =€(l+cea)

a d

L V. 3.1.7
"+~ T cea’ 2™ 1- fbd (3.1.7)

Xonsa = f, Yonia =C

X6n+5 = e’ y6n+5 = b
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Xonis =0+ Yonie =@
Ispat:
Ispat1 tiimevarimla yapalim. (3.1.7) esitliklerinden; n=0 igin

. cC B f
" 1+cea’ hE1o fbd

X

X, =b(1— fbd) , y, =e(l+cea)

. a _d
1+cea’ y3—1_ fbd

X3

X, =f,y,=c
X; =€, Y. =b
X, =d, ys=2a

esitlikleri elde edilir.

Simdi (3.1.7) esitliklerinin pozitif bir n=N tamsayisi i¢in saglandigini kabul edelim.
Bu durumda;

w __GC Vs = f
N1 14cea T M 1- fhd
Xonro =D(@A—fbd) , Yey., =€(1+cea)

d
X =—), N = —_
*N* T 1+cea Yons =1 tpd

Xonta = f, Yenia =C
Xenis = €1 Yonss =b

Xonso =0\ Yonig =2
esitlikleri vardir. Iterasyona devam edildiginde;

C f

Xy = ——— s Yoy = ———
7 T T cea | Y™ T - fod

Xon+g = b(l_ fbd) v Yonig = e(1+cea)
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a d

X =, =
N9 14 cea Yon-o 1— fbd

XeN+10 = f, Yeni0 =C
Xens11 =€ Yonin = b

Xens12 = d, Yensz =@

esitlikleri elde edilir ki (3.1.7) esitlikleri n= N +1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat
biter.

Teorem 3.1.5. y,=a,y,=b,y,=cX =d,X,=6X,=1f baslangic sartlar1 reel
sayilar olmak tizere (3.1.4) denklem sisteminin ¢6ziimii {X,,y,} olsun. fbd =—-1 ve

cea=1 olmak iizere (3.1.4) denklem sisteminin biitiin ¢6zlimleri asagidaki gibidir:
n>0 icin

« -_C Yo = f
0 1_cea ' 7™ 1+ fhd

X6n+2 = b(1+ fbd) ) y6n+2 = e(l—Cea)

a d

_ , - 3.18
X6n+3 1—Cea y6n+3 1+ fbd ( )

Xonia = f, Yenia =C

Xonis =€1 Yonis = b

Xonis =04 Yonie =@
Ispat:
Ispati tiimevarimla yapalim. (3.1.8) esitliklerinden; n=0 igin

¢ _ f
"1 cea’ 11 fod

X

X, =b(1+ fbd) , y, =e(l—cea)

_a _d
“1 cea’ *T 1 fod

X3

X, =f,y,=¢C
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X; =€, Y. =b
X, =d, ys=a

esitlikleri elde edilir.

Simdi (3.1.8) esitliklerinin pozitif bir n=N tamsayis: i¢in saglandigini kabul edelim.
Bu durumda;

f
X, =—, + e —
N1 _cea Yona 1+ fbd

Xen.2 =D+ fbd) , Yy, =€(l—cea)

« __=a Vourn = d
N+ 1-cea’ "™ 1+ fbd

XoN+a = f, Yensa =C
Xen+s = €1 Yonqs =b
Xons6 = d, Yonie =@

esitlikleri vardir. Iterasyona devam edildiginde;

X o=—Cc __r
N 7T cea | YN T 14 fod
Xonsg = b(1+ fbd) v Yonig = e(l_cea)

d
X =—), N e —
*N* 1 _cea Yonss = 11 fod

Xen+10 = f, Yen+10 =C
Xons11 =€ Yonur = b

Xons12 = d, Yonsz =@

esitlikleri elde edilir ki (3.1.8) esitlikleri n=N +1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat
biter.
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3.2.U¢ Boyutlu Rasyonel Fark Denklem Sistemleri

Bu boliimde; baslangi¢ degerleri reel sayilar olan

Xn—5 + yn—5

Xyt = A 1t v 2y = ,n=01,..,(321)
-1+ YnsXn-3¥Yna -1+ Xn_s Yn-3Xna -1+ Xn_s Yn-3Xn1
n+1 = yn_s ) yn+1 = Xn_s ] Zn+1 = Xn_s + yn_s ) n = O’ 1] neny
-1- X —1-X VY. X —1-X .Y, X
yn—5 n-3 yn—l n-57n-3"n-1 n-57n-3"n-1
(3.2.2)
X X -+
n+1=¢ ’yn+1=n—751 n+1:M—m'n:0’l""' (3.2.3)
1+y X .y 1-X .y .X 1-X .y X
n-5"n-3Jn-1 n-57n-3""n-1 n-5Jn-3"n-1
1- Yn-s5Xa-3¥na 1+ X 5YnaXna 1+ X5 Yn-3Xn1
(3.2.4)

rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin  Ozellikleri
arastirilmistir.

Lemma 3.2.1. {X.,Y,,2,} (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) ya da (3.2.4) denklem sistemlerinden

herhangi birinin ¢6ziimii ise; N > -2 i¢in asagidakiler dogrudur:

(I) Xn+3yn+5 = yn—3xn—1
(”) yn+3Xn+5 = Xn—3yn—1

Ispat:

(1) ik olarak {x,,y.,z } ¢oziimiiniin (3.2.1) denklem sisteminin bir ¢dziimii
oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

yn—3 Xn—l
-1+ Yn-aXn-1Yna -1+ X1 Y Xnes

Xn+3 yn+5 =

1
(_1 + yn—3 Xn—l yn+1)(_1+ Xn—l yn+1Xn+3)

= yn—3 Xn—l

ynf?) -1
yn—3 n—l[( yn—3 n—1yn+1)( n-1 yn+1 (—1+ ynfgxn,lynﬂ))]

1
= X _1+ X b
Yos n—l[( Yn-s n—lyn+1) (_1+ yn_SXn_lyn+1)]

=YX
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olur.
Ikinci olarak {x,y.,z,} ¢dziimiiniin (3.2.2) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

yn—3 anl
-1- YnsXiaYna -1- Xn-1YniXnis

Xn+3 yn+5 =

1
= Yns X
e (_1_ yn—3xn—1yn+1)(_1_ Xn—lyn+lxn+3)

Yn 3 s

Yns n—l[( Yn3Xoa yn+1)( n-1Yn (_1_ yn_BXn_lyn+1)

1

]71
(_1 — YnsXia yn+l)

=Yns Xn—l[(_l ~YosXoa yn+1)

=YX
olur.

Ugiincii olarak {x_, V. ,z,} ¢dziimiiniin (3.2.3) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

yn—3 Xn—l
1+ YnaXn1Yna 1- Xn-1YniaXnis

Xn+3 yn+5 =

1
(l+ yn—3 Xn—l yn+1)(l_ Xn—l yn+1xn+3)

= yn—3 Xn—l

yn—3 -1
)
(1 + yn—s Xn—l yn+1)

=Yns Xn—l[(1+ Yn-aXna yn+1)(l_ Xo1Yna

1
(1+ yn—BXn—l yn+1)

= yn—3Xn—l[(l+ YnsXna yn+l) ]_1

=YX
olur.

Dordiincti olarak {X,,V,,z,} ¢Oziimiiniin (3.2.4) denklem sisteminin bir ¢oziimii

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

yn—3 Xn—l
1- yn—3Xn—1yn+l 1+ Xn—1yn+1xn+3

Xn+3 yn+5 =
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1

= YnaXno
s (l_ yn—3Xn—1yn+1)(1+ Xn—lyn+1Xn+3)

yn—3 -1
_ x [(1— X 1+Xx
yn—3 n—1[( yn—3 n—ly”+l)( n_1yn+1 (1_ yn73xn—1yn+1))]

1

Yn-s n—l[( Yn-s n_1yn+l) (1— yn73xnflyn+l)

]71

= yn—3Xn—l

olur.

(ii) 1k olarak {x,y,,z,} ¢Oziimiiniin (3.2.1) denklem sisteminin bir ¢dziimii
oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

X y
n-3 -1
yn+3X +5

-1+ X3 YnaXnu -1+ Yn-1Xn1Ynes

1
=X 3Yn-
$In (—1+ Xn—3 ynflxml)(_l_'_ yn—1Xn+lyn+3)

X —
- X”*3ynfl[(_1+ Xn73yn—1xn+1)(_1+ ynflanr:L (_1+ X ni; X ))] !
n-37n-1" n+1

1

= Xn—3yn—1[(_1+ X3 ynilerl) (_1+ Xo_3Yn X )
n-37n-1"n+1

]-1

=Xy-3¥Yna

olur.

Ikinci olarak {X_,y.,z } ¢oziimiiniin (3.2.2) denklem sisteminin bir ¢6ziimii oldugunu
kabul edelim. Bu durumda,

X y
n—-3 1
yn+3 Xn+5

-1- X—3YnaXnu -1- YnaXni1Ynis

1
= Xp-3Yn
e (_1_ Xn-3 yn—1Xn+1)(_l_ Yn1Xnn yn+3)

X —
= Xns ynfl[(_l_ Xn-3 yn—1Xn+1)(_1_ Yn1Xn (_1— X n_; X ))] !
n-3Jn-1"n+1

1
(_1_ Xn—3 yn—1Xn+1)

=X 3 yn—l[(_l_ X3 yn—1Xn+l)

]—l
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=X,3¥Yna

olur.
Ugiincii olarak {x_, Y. ,z,} ¢dziimiiniin (3.2.3) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu
kabul edelim. Bu durumda,

Xn—3 yn—l
1- Xn-3Yn-1Xns1 1+ YnaXniYnes

yn+3 Xn+5 =

1
(1_ Xn—3 yn—lxn+1)(1+ yn—1Xn+1yn+3)

= Xn—3 yn—l

X p—
= Xn3 yn_l[(l_ Xn-3 yn—1Xn+1)(l+ YnaXoa (1— X n;; X ))] !
n-37n-1""n+1

1
(1 —Xn3 yn—1Xn+l)

]71

=X 3 yn—l[(l — X3 yn—lxn+1)

=Xy-3¥Yna

olur.

Dordiincti olarak {X,,V,,z,} ¢0Oziimiiniin (3.2.4) denklem sisteminin bir ¢Oziimii

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

Xn—3 yn—l
1+ Xn—3 yn—lxn+1 1- yn—1Xn+1yn+3

yn+3 Xn+5 =

1
(1+ Xi_3 yn—lxn+1)(1_ YnaXnn yn+3)

= Xn—3 yn—l

X —
- Xn_3 yn—l[(1+ Xn—3 yn—lxn+1)(l_ yn—lxn+1 (1+ X n;/3 X ))] !
n-37n-1" n+1

1
(1 + Xn—3 yn—lxn+1)

]—1

=X 3 yn—l[(l + X3 yn—an+1)

= Xn3Yna
olur ki ispat biter.

Teorem 3.2.1. {X.,V,,Z,} (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) ya da (3.2.4) denklem sistemlerinden

herhangi birinin bir ¢6ziimii ise; {X,,Y,,z,} 12 periyotludur.
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ispat:

Her n>0 i¢in X ., =X, , Yoo =Y, V€ Z,.;, = Z, oldugunu gdstermemiz gerekir.

[k olarak {Xx,,Y,,2,} ¢Oziimiiniin (3.2.1) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Lemma 3.2.1 (i) gbz Oniine alindiginda; n > -5 i¢in

yn+6
-1+ Yni6Xnr8 Yns10

X =

X,
- (_1+ yn+6xn+8 yn+10)(_1+ Xn yn+2xn+4)

-1
=X, (1_ YoreXnis Ynr1o = X0 YnsoXnia T YnieXnis YnaoXn Ynez Xn+4)

X -1
=X, (1_ Yni6Xnig Yni0 — X0 Yni2Xnia T YieXnss yn+lo( . +1))

n+6

X

n

1+ Xnig Yni1o%n = X0 Yni2Xnia

X

n

1+ X, (Xn+8 Yoo~ yn+2Xn+4)

=X

n

elde edilir.

Lemma 3.2.1 (ii) gbz oniine alindiginda; n>-5 i¢in

n+6

-1+ Xn+6 YnrsXni10

Yoo =

_ Y
(_1 + Xn+6 yn+8 Xn+10)(_1 + yn Xn+2 yn+4)

A
=Y, (1_ YnXoi2Ynea = Xnie YnisXni10 1 Xnie YnisXnio YnXni2 yn+4)

yn -1
=Y (1_ Yo Xni2Ynea = Xnie YnrsXnao T Xnve YnieXnit0 ( X + 1))

n+6

_ Y
1- YnXoi2Ynia T YnXoi10Ynes
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_ Y
1+ Yn (yn+8Xn+10 — Xni2 yn+4)

= yn
elde edilir.

X1, =X, Ve Y ., =Y, oldugunu da gdz oniine alarak; n>0 ig¢in

Xn+6 + yn+6
-1+ Xn+6 YnigXni10

Zn+12 -

— Xn—6 + yn—6
-1+ Xn—6 Yn-a%Xn—2

=Zn

olur ki {x,,y,,z,} ¢6ziimii 12 periyotludur.

Ikinci olarak {x,y.,z } ¢6ziimiiniin (3.2.2) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Lemma 3.2.1 (1) gbz oniline alindiginda; n>-5 i¢in

yn+6
-1- yn+6 Xn+8 yn+10

Xn 2~

X,
- (_1 ~ Yni6%ns8 Y10 ) (_1 X Y2 Xn+4)

-1
= Xn (1+ yn+6 Xn+8 yn+10 + Xn yn+2 Xn+4 + yn+6xn+8 yn+10 Xn yn+2 Xn+4)

= X
n -1
X0 (L+ Y6 Xnis Ynsto + X YoioXnia + YareXnig Yoo (————1))

n+6

X

n

1- Xni8 Yni0%n T X YnioXosa

Xn

1- X (Xn+8 Yoo — yn+2xn+4)

=X

elde edilir.
Lemma 3.2.1 (ii) gbz Oniine alindiginda; n>-5 igin
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Xn+6

-1- Xo16 YnigXni10

Yoo =

_ Yn
(_1 ~ X6 YnssXni10 ) (_1 — Yo Xni2 yn+4)

-1
= yn (1+ yn Xn+2 yn+4 + Xn+6 yn+8 Xn+10 + Xn+6 yn+8 Xn+10 yn Xn+2 yn+4)

Y 1
=Y, (1+ YoXni2Ynia T Xoi6 YnisXnio + Xnie YnisXnio (_ X . _l))

n+6

_ Yy
1+ YoXni2Ynia = YnXni10Yns

_ Yn
1- Yn (yn+8xn+10 —Xni2 yn+4)

=V,
elde edilir.

X. .10 =X, V& Y., = Y,oldugunu da gbz oniine alarak; n>0 i¢in

Xn+6 + yn+6
-1- Xn+6 YneXns10

Zn+12 =

— Xn—6 + yn—6
-1- Xn_6 Yn-aXn_2

olur ki {x,,y,,z,} ¢6ziimii 12 periyotludur.

Ugiincii olarak {x_, Y. ,z,} ¢dziimiiniin (3.2.3) denklem sisteminin bir ¢dziimii oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

Lemma 3.2.1 (i) g6z oniline alindiginda; n > -5 i¢in

yn+6
1+ yn+6xn+8 yn+10

N2 =

X
- (1+ Yni6Xn+8Yns10 )(1_ X0 Y2 Xn+4)

-1
=X, (1+ Yni6Xnrg Yni10 — X0 Yni2Xnia = YnesXnis Ynia0%n Yos2 Xn+4)
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Xn

n"

= Xn (1+ yn+6 Xn+8 yn+10 - Xn yn+2 Xn+4 - yn+6 Xn+8 yn+lO (1_

n+6

Xn

1+ Xnig Yni10%n = X0 Yni2Xnia

X

n

1+ Xn (Xn+8 yn+10 - yn+2xn+4)

=X

n

elde edilir.

Lemma 3.2.1 (i1) gbz oniline alindiginda; n> -5 i¢in

Xn+6
1- Xos6 yn+8 X410

Y2 =

_ Yn
(1_ Xn+6 YnrgXni10 )(1+ YnXni2 yn+4)

-1
=Y, (1+ YnXor2Ynia = Xnie YnrsXn0 — Xnre YnreXnia0 Yn Xns2 yn+4)

Y 1
=Y (1+ YnXni2Ynia = Xoi6 Ynis X0 — Xnse YnssXnia0 ( X . _1))

n+6

_ Y,
1+ YoXni2Ynea = YnXoi10Ynes

_ Yn
1- Yn (yn+8xn+10 —Xni2 yn+4)

=V,
elde edilir.

X, =X, V& Y., =Y, oldugunu da goz oniine alarak; n>0 i¢in

Xn+6 + yn+6

L2 =
1- Xn+6 YnisXni10

— Xn—6 + yn—6
1- Xn_6 Yn-a%n_2

37



olur ki {x,,V,,z,} ¢oziimii 12 periyotludur.

Dordiincti olarak {X,,V,,z,} ¢Oziimiiniin (3.2.4) denklem sisteminin bir ¢oziimii

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

Lemma 3.2.1 (i) gz Oniine alindiginda; n>-5 igin

yn+6
1- Yn+6%ns8 Ynio

X2 =

X
- (1_ yn+6xn+8 yn+10)(1+ Xn yn+2xn+4)

-1
=X, (1_ YoreXnis Ynr1o T X0 Yoo Xnia = YnieXnis YnaoXn Ynez Xn+4)

X -1
=X, (1_ Yni6Xnrg Yni10 T X0 YnioXnia = YnieXnss yn+10( . _1))

n+6

Xn

1- Xni8 Yni10%n T X YnioXnsa

X

n

1- X, (Xn+8 Yoo — yn+2Xn+4)

:Xn

elde edilir.

Lemma 3.2.1 (ii) gbz Oniine alindiginda; n > -5 i¢in

n+6

1+ Xn+6 yn+8 Xn+10

Y2 =

_ Y
(1+ Xn+6 yn+8 Xn+10 )(l_ yn Xn+2 yn+4)

A
=Y, (1_ YnXoi2Ynea T Xoi6 YnisXni10 — Xnie YnesXniao YnXniz yn+4)

Yo \w-t
=Y (1_ YoXni2Ynea T Xoi6 YnisXni10 — Xnve YniaXni10 1-—== ))

n+6

_ Y
1- YnXoi2Ynia T YnXoi10Ynes
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_ Y
1+ Yn (yn+8Xn+10 — Xni2 yn+4)

= yn
elde edilir.

X..1o =X, V& Y., =Y, oldugunu da goz Oniine alarak; n>0 i¢in

Xn+6 + yn+6
l+ Xn+6 yn+8xn+10

Zn+12 -

— Xn—6 + yn—6
1+ Xn—6 yn—4 Xn—2

=z

n

olur ki {x,,y,,z,} ¢oziimii 12 periyotlu olup ispat biter.

Asagidaki teoremler (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) denklem sistemlerinin
¢Ozlimlerini acik bir sekilde géstermektedir.

Teorem 3.22. x,=a, X,=b, x;=c, x,=d, x,=¢e, X,=f, y.=k,y,=I,
y,=m, y,=n,Yy,=p, Y,=r baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere (3.2.1)
denklem sisteminin ¢ozimil {X,,y,,z,} olsun. y X,y , #1, Xy X, #1, y X,Y,#1
ve X,Y,X, #1 olmak lizere (3.2.1) denklem sisteminin biitiin ¢oziimleri asagidaki
gibidir: n>0 igin

“« K Yoy o = a ; _a+k
12n+1 kcp_l’ 12n+1 ame_l’ 12n+1 ame—l

I b b+l

X =T = Z =

12n+2 Idr _1 y12n+2 bnf _1 12n+2 bnf _1
X12n-¢—3 = m(ame _1) ' y12n+3 = C(ka _1) ) Z12r1+3 = (C + m)(ka _1)
Xionsa = n(bnf 1), Yionia = d(ldr-1), Zipnia = (d +n)(ldr -1)

X _ p y _ 5] _ €e+p
12n+5 ka—l’ 12n+5 ame_l’ 12n+5 ame—l

r f f+r
_ , - Sz = — 325
X12n+6 Idr—l y12n+6 bnf _1 12n+6 bnf _1 ( )
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Xionsz =&y Yioner = k, Zipnr = k +aM

(ame-1)
mm=bym%ﬂ,%mznmgﬁg%
Xionio =Cs Yionsg =My Zpppg =M+ c%
Xine1 = €1 Yionar = Py Zignun = P+ %

(Idr -1)

Xioni2 = f, Yoo =1 Zigpgp =1+ (bnf —1)

Ispat:

Ispat1 tiimevarimla yapalim. (3.2.5) esitliklerinden; n =0 igin

« - k y, = a - a+k
' kep-1'"' ame-1""" ame-1

MR IRV S -Ed
? ldr-1'"? bnf-1"" bnf-1

X; =m(ame—1), y,=c(kcp—-1), z; =(c+m)(kcp—-1)

X, =n(bnf -1), y, =d(ldr-1), z, =(d +n)(ldr-1)

wo P&, _etp

* kep—1'"° ame-1""° ame-1

w " o f - f+r

*“ldr—1" 7 “bnf-1' ® bnf -1
(kep-1)

X,=a, y,=k, z,=k+a

L =a,y, . =D
(Idr-1)

X, =b, y,=1, z,=1+D

® Ve s (bnf —1)
(kep-1)

X =C, Yg=M, Zg=mM+C—"——~

° Yo ° (ame—1)
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Xo=0d, Yo=n, zm:n+dM

(bnf —1)

kc
Xpn=€ Yu=p, ;= p+e((ampe 1))

Idr -1
X,=F,y,=r, 212=r+f((bnf—1))

esitlikleri elde edilir.

Simdi (3.2.5) esitliklerinin pozitif bir n =N tamsayisi i¢in saglandigini kabul edelim.
Bu durumda;

« k Vot = a _a+k
12N+1 kcp_l’ 12N+1 ame_l’ 12N+1 ame-—1
I b b+l

Xions2 = |dl’——1’ Yionsz = m v Ligng2 = m
Xionss = m(ame _l) v Yionis = C(ka _1) v Liogngs = (C + m)(ka _l)

XioNta = n(bnf _1) v Yionia = d(|dl’ _1) v LigNea = (d + n)(ldr _1)

« _p y e _e+p
12N+5 kcp_l’ 12N +5 ame_l' 12N +5 ame—l
r f f+r

X246 :Idr——l’ Yion+e :m’ Zion+6 :m

Xionss =00 Yionis =10 Ziowg =1+ ((ll(:;_—ll))

Xipno =Cs Yignse =M, Zipg = m+c%
T =
Xioniar =€ Yionan = Py Zpnn = P e%
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(Idr-1)
(bnf —1)

Xions12 = f, Yionuaz =Ty Zipnge =1

esitlikleri vardir. Iterasyona devam edildiginde;

K a a+k
Xions1s = m' Yioniz = Ma Zionz = m
! b b+1

Xions1a = Idr——l’ Yioni1a = m1 Zipnsia = m
XioNs15 = m(ame _1) v Yionns = C(ka _1) v Lionaas = (C + m)(ka _1)

Xionaae = N(ONF 1), Yoy 06 =d(ldr=1), 7,46 =(d +n)(Idr —1)

« _p y e , _e+p
12N +17 kcp_l’ 12N +17 ame_l’ 12N +17 ame—l
r f f+r

Xonate =g Ty Yienaas = Bans Ty

=
Xiona20 = By Yionszo =1 Zionazo = b%

Xioni22 =0 Yionize =M Zioyzp =N+ %
v = Yo P T = P
Xoneoe = T Yionsos =15 Zigwio =T+ %

esitlikleri elde edilir ki (3.2.5) esitlikleri n =N +1 i¢in de dogru olur. Bdylece ispat
biter.

Teorem 3.23. x,=a, Xx,=b, x;=c, x,=d, x,=¢, X,=f, y.=k,y,=I,
y,=m, y,=n, Yy, ,=p, Y,=r baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere (3.2.2)
denklem sisteminin ¢oziimi {X,,Y,,z,} olsun. y . X,y,#-1, X y.x,=#-1,
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Y XLYo#=-1 ve X,Y,X #—1 olmak iizere (3.2.2) denklem sisteminin biitiin

¢Oziimleri agsagidaki gibidir: n >0 icin

_k Yoy o = a , __a+ k
X12n+1 - 11— ka 1 J12n+1 —l— ame v S12n41 _1_ ame
I b b+l

X =), =—, ya =
12n+2 _1_ Idr y12n+2 _1_ bnf 12n+2 _1_ bnf

X12n+3 = m(_l_ ame) ’ y12n+3 = C(_l_ kcp) ’ 212n+3 = (C + m)(_l— ka)

X12n+4 = n(_l_ bnf )1 y12n+4 =d (_1_ Idr) y 212n+4 = (d + n)(_l_ Idr)
o, =P e _e+p
tnts — T kep » Yanes T T T o fenss _1__ame
r f f+r
Xioni6 = 7 1= = Iy = 3.2.6
2046 = T g Y12me T T g 206 T (3:26)
-1-kc
Xigniz =@y Yigniy =K, Zppp; =K+ aﬁ
—1-Idr
Xionig = b, Yionis = l, Zipnig = I+ bﬁ
(—1—kep)
Xiono =Cy Yiong =My Zypp9 =M+ Cm
—1-Idr
Xionao = d, Yionso =My Zigpgo =N+ ﬁ
-1-kc
Xions11 =€ Yion1 = Py Zppn = P+ eﬁ
(=1-1dr)

Xioniaz = £0 Vionao =T Zppue =T+ (—=1—bnf)

Ispat:
Ispat1 tiimevarimla yapalim. (3.2.6) esitliklerinden; n =0 icin

“« - K a - a+k
1_—1—kcp’yl

 1—ame’ ' —1—ame
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| b , _ b+l
Y= T 2T T ot

2 1-ldr
X, =m(-1—-ame), y, =c(-1-kecp), z, =(c+m)(-1—-kcp)

X, =n(-1-bnf), y, =d(-1—Idr), z, =(d +n)(-1—Idr)

N RV L I
® _1-kep' 7° -l-ame’' ° —l-ame
w o T - f . f+r
°= T 1dr’ ’* " Z1—bnf ' " —1—bnf
(—1—kep)
X, =a, Yy, =k, z,=k+a—~
! ¥ ! (-~1—ame)
(-1-1Idr)
X.=b, y.=I, zz=l+b——-=
=0 Vo ° (-1-bnf)
(—1—kep)

Xg=C, Yg=M, 2z, :m+c(—1—ame)

—1-Idr
Xo=0d, Yo =n, Zlo:n"'dﬁ

X, =€, V,=p, Z —p+e—(_1_ka)
11 ! 11 1 =11 (_1_ame)

—1-—Idr
X12=f, y12=r, 212:r+fﬁ

esitlikleri elde edilir.
Simdi (3.2.6) esitliklerinin pozitif bir n =N tamsayisi i¢in saglandigin1 kabul edelim

Bu durumda;
k a a+k
XN = —l——ka’ Yiona = m’ Loy = m
b b+1

|
X s ——— =T Z e ——
12N +2 _1_ Idr y12N+2 _1_ bnf 12N +2 _1_ bnf

X12N+3 = m(—l—ame) ) y12N+3 = C(_l_ ka) ) z12N+3 = (C + m)(_l_ ka)

XioN+a = n(-1-bnf), Yionsa = d(-1-Idr), Ziones = (d +n)(-1—1dr)
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X _ p y _ € 7 e+ p
12N+5 —1—ka’ 12N+5 1—ame’ 12N+5 _1—_ame

« T Yoo = f , 4
12N +6 —l—ldr 1 12N +6 —1—bnf ' 12N +6 —1—bnf

Xions =@, Yioner =K, Zipy =K %
Xionis =0y Yionis =1 Zionis =1 +b%
Xianvo =€y Yionse =M, Zipy g = m+c%
Xoniao =0y Yioniao =Ny Ziowiao =N %
Xanm =€ Yo = P Ziow = P e%

(-1-1dr)
Xionie = T Yione =10 Zpna, =1+ (—1-bnf)

esitlikleri vardir. Iterasyona devam edildiginde;

k a a+k
XNz = —l——ka’ Yionss = _1_—ame’ Zipnsis = _1_—ame
| b b+1

:—’ :—’ Z =
X12N+14 —l—ldr y12N+14 _1_bnf 12N +14 —1—bnf

XioN+115 = m(-1-ame), Yionis = c(-1-kep), Zionsas = (c+m)(-1-kep)

XioN+16 = n(_l_ bnf ) v Yioniie = d (—1— |dl’) v Lonwe = (d + n)(—l— Idr)

p e e+p

=, y =—, Z = —_—
X12N+l7 —1—kcp 12N+17 _1_ame 12N+17 _1_ame

« _r - f . _ far
12N +18 11— Idr ! y12N+18 - —1—bnf ' TI2N+18 T —1—bnf

a (—1—kcp)

Xionsae = @5 Yionsae =K Zigniae =K (-1—ame)
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(~1—1dr)

Kanso =01 Yo =1 Ziwn =140 TS

Xioni21 =€ Yionizr =My Zigyipn =M %

Xian+23 = €1 Yionios = Py Zionis = P e%
 Ciotan

Xionios = T o Yionios =10 Ziniaa =T+ (-1-bnf)

esitlikleri elde edilir ki (3.2.6) esitlikleri n =N +1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat
biter.

Teorem 3.24. x,=a, X,=b, x;=c, x,=d, x,=¢e, X,=f, y.=k,y,=I,
y,=m, y,=n, y,=p, Y,=r baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere (3.2.3)
denklem sisteminin ¢6zimi {X,,y,,z,} olsun. y X,y,#-1, X, y,x,#1,
Y X,Y, #—1Vve X,Y ,X, #1 olmak iizere (3.2.3) denklem sisteminin biitiin ¢ozlimleri

asagidaki gibidir: n >0 igin

« 3 y . a _a+k
12n+1 l+ ka 1 J12n+1l 1_ ame 1 =12n+1 1_ ame
| b b+l

X =—), =—— 7 — -1
12n+2 1+ Idr y12n+2 1_ bnf 12n+2 1_ bnf
Xionis =ML —ame), Y,,,., =c@+kep), z,,,., = (c+m)(L+kep)

Xionia =NA=bnf), y,. ., =d@+Idr), z,..,=(d+n)d+Idr)

N V. _e+p
12n+5 1+ ka 1 J12n+5 1_ ame 1 T12n+5 1_ ame
f f+r
_ vy = g, =T 3.2.7
X12n+6 1+ Idr y12n+6 1_ bnf 12n+6 1_ bnf ( )

(1+kep)
Xioni7 =84 Yionsz =K Zpppy =k +@ (1—ame)
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(1+1dr)

Xi2n8 =D Yionie =1 Zippg =1+D b}

Xionss =Cy Yionie =M, Zppn.g =M+ c%

Xiona1 = €1 Yiznos = Py Ziggsy = p+e%
(L+1dr)

Xions1p = f, Yionie =1y Zigpgp =1 (1_ bnf)

Ispat:

Ispat1 tiimevarimla yapalim. (3.2.7) esitliklerinden; n =0 i¢in

« = K Vi = a Z_a+k
' l+kep’ Tt 1-ame’ ' 1-ame

b byl
2= 1 dr 2 T 1bnf 2T 1= bnf

X, =m(l—ame), y, =c(l+kecp), z; =(c+m)(1+kecp)

x, =n(l—bnf), y, =d(L+1dr), z,=(d +n)L+Idr)

p € Z_e+p

*"1ikep’ 5T "ame’ © " 1—ame

« — r Y. = f , f+r
® 14ldr’ 7% 1-bnf’' " 1-—bnf
(L+kep)
X,=a, Yy, =k, z;,=k+a——+=
7 Y7 7 (1—ame)
(1+1dr)
Xx.=b, y.=1, z.=1+Db
e =P Yo =l B =R )
Xo=C, Yg=mM, 29:m+cM
(1—ame)
1+ Idr
Xo=0d, ¥o=n, Zl°:n+d((1—bnf))
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(1+kep)

Xi=€, Yu=p, ;= p+e(1—ame)

1+Idr
X12:f’y12=r5212:r+fw
esitlikleri elde edilir.

Simdi (3.2.7) esitliklerinin pozitif bir n=N tamsayis1 i¢in saglandigini kabul edelim.
Bu durumda;

k a a+k
X12N+1:m1y12N+l:m’ 12N+l:m
I b b+1

X =, =, Z e
12N+2 = 7 1y Yions2 1—bnf ' “2N2 =1 _pnf
Xionsg =ML—ame), Y,y =C(1+Kep), z,y,5 =(c+m)(L+kep)

Xionea =NE@A=bNF), y, , =d@+I1dr), z,,,,=(d+n)1+Idr)

« _p y e , _e+p
12N +5 1+ka 1 12N+5 1_ame 1 S12N+5 1_ame
r f f+r

X246 ZW’ Yion+e :m’ Zion+6 :m

Xiona7 =85 Yionar =Ko Zipy g =K a%
Xionie =00 Yiones =1y Zionis = %
Xiona1 = €5 Yionen = P Zignas = P %

esitlikleri vardir. Iterasyona devam edildiginde;
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k a a+k

Xions1s = 1+ kC_p » Yionis = 1—ame’ Zipnsis = 1—ame

I b b+l

Xions1a = Toidr’ Yionua = T_bnf Zipnsa = T-bnf

Xionaas = M@ —ame), Yi,y.4s =CL+Kep), z,y,45 = (C+m)(1+kep)

Xionaae =NA=bNf), YN 06 =d@+1dr), 7,6 =(d +n)(1+1dr)

y _p y e _e+p
12N +17 1+ ka ' 12N+17 1_ame 1 S12N+17 1_ame
r f f+r

Xionig = m’ Yionss = m’ Zipnaag = m

Xionsao =85 Yionsae =Ko Ziniae = +a%
Xions20 =00 Yionsao =11 Zignizo =1 +b%

Xions2t = Co Yionsor =My Zipy o =M+ c%
Xionazo = Ay Yionszs =Ny Zpnape =N+ %
Xionszs =€ Yionsos = Py Zionsos = P %
Xionsoa = T o Yionioa =V Zonioa = %

esitlikleri elde edilir ki (3.2.7) esitlikleri n =N +1 i¢in de dogru olur. Béylece ispat
biter.

Teorem 3.25. x,=a, Xx,=b, x;=c, x,=d, x,=e, X,=f, y.=k,y,=I,
y,=m, y,=n, y,=p, Y,=r baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere (3.2.4)
denklem sisteminin ¢dziimi  {X,,V,,Zz,} olsun. 'y X,y,#1, X y.,x,#-1,

Y X,Y, #1 ve XY ,X, #—1 olmak iizere (3.2.4) denklem sisteminin biitiin ¢dzlimleri

asagidaki gibidir: n >0 igin
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k a a+k

Xzt = 7 Yina = 7 Donn =7
12n+1 1_ ka 12n+1 1+ ame 12n+1 1+ ame

o b bl
12n+2 1_ |dl" 1 J12n+2 1+ bnf 1 T12n+2 1+ bnf

X12n+3 - m(1+ ame) y12n+3 - C(l ka) Z12n+3 (C + m)(l ka)

XlZn+4 = n(1+ bnf ) ) y12n+4 =d (1_ Idr) ) Z12n-¢—4 = (d + n)(l_ Idr)

. __b __ ¢ _ &P
12045 = 1 e Yizvs =1 ame” 25~ 14 ame
r f f+r
y __r S S 3.2.8
12046 = 1 1qr Yi2ns6 1+bnf | 2" T 14 pnf ( )
1-kc
Xizni7 =84 Yionig =K Zipnus = ((1+ ampe))
(l Idr)
Xionis =00 Yionie =1 Zipnig = (1+bnf)
(1—kep)
Xionsg =Cs Yionig =My Zyppg =M+C (1+ame)
1-Idr
Xioni0 =0 Yionio =Ny Zipgo =N+ ((1+ bnf))
1-kc
X12n+ll €, y12n+1l p Z12n-¢—1l p € ((1+ ampe))
(l Idr)

X =f,y =r, z =r+
12n+12 12n+12 12n+12 (1+ bnf )

Ispat:
Ispat1 tiimevarimla yapalim. (3.2.8) esitliklerinden; n =0 icin

k a a+k
z

X, = , Y, = , =
' 1-kep T T ame’ 2T 1 ame

. | . - b Z_b+|
2 1-1Idr'”® 1+bnf’ "* 1+bnf
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X, =m(l+ame), y, =c(l—kep), z; =(c+m)(1-kecp)

x, =n(l+bnf), y, =d(1-1dr), z,=(d +n)L—Idr)

_p e , _&tp
* 1—kep' 5= Trame’ © " 1+ ame
w =T Y. = f . f+r
° 1-1dr’ 7® 1+bnf’ ° 1+bnf

(1—kep)
X,=a, y,=k, z,=k+a-—=
! Yz A (1+ame)
(1—1Idr)
X, =b, y, =1, z,=1+Db
® Vs s (1+bnf)
(1—kep)
X,=C, Yo=M, Z,=mM+C——=
i Yo ° (1+ame)
1-Idr
Xo=0d, Yy, =n, 210:n+dm
(1—kep)
X, =€, Y,=pP, Z,=p+te—-=
11 yll p 11 p (1+ame)
(2—1dr)
=f, =r,z,=r+f
X12 ylZ 12 (1+bnf)

esitlikleri elde edilir.

Simdi (3.2.8) esitliklerinin pozitif bir N =N tamsayisi i¢in saglandigini kabul edelim.
Bu durumda;

“« k Voros = a _a+k
12N+1 1—ka ? J12N+1 1+ame b TI2N+L 1+ame
I b b+l

X =, =—, Z e ——
12N +2 1—|d|’ y12N+2 1+bnf 12N +2 1+bnf

Xones =M +ame), Y,y 3 =Ccl—kep), z,y,; =(c+m)(1-kep)
Xionea =NA+DNE), Yy, =d(@-1dr), z,,,,=(d+n)1-Idr)

p e e+ p
Xionys = 1—kep v Yionss = 1+ame’ 12N+5 — 1+ ame
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. T Virees = f . _ f+r
12N +6 1_Idr’ 12N+6 1+bnf ' TI2N+6 1+ bnf

1-kc
Xoner =y Yiongs = k v LigNer = +aﬁ
(1—1dr)
Xionse =By Yione =10 Zipng =1+ bm
1-kc
Xione =€y Yionwe =My Zipyie = m+Cﬁ
1-Idr
X12N+10 = d ’ y12N+10 =N, 212N+10 =N+ W
(1—kep)
Xionsa1 =€ Yionsr = Py Zionan = P em
(1-Idr)

Xions2 = f, Yionnz =Ty Zipngp =1+ (1+bnf)

esitlikleri vardir. Iterasyona devam edildiginde;

k a a+k
Xions3 = » Yions = v Lionas =
1-kep 1+ame 1+ame
| b b+1

X =, =—, ya e ——
12N +14 1—Idr y12N+14 1+bnf 12N +14 1+bnf

Xionaas = MA+ame), Yooy s =C(L—kep), z,y .45 = (C+m)(1—kecp)

Xionogs = NEA+DNF), Vo0 =d@=1dr), z,y.. = (d +n)(1-1dr)

p e e+ p
Xionsa7 = 1—kep v Yionar = 1+ame’ Zipnar = 1+ame
r f f+r

X =, =—, Z e ——
12N +18 1—Idr y12N+18 1+bnf 12N +18 1+bnf

(1—kep)
Xions19 =@ Yioniag = k, Zipns19 = k+a (1+ame)

(1—1dr)
Xions20 =00 Yionszo =11 Zigniszo =1+ (1+bnf)
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(1—kep)

Xions21 = Co Yionsor =My Zypyypy =MA+C (1+ame)

(1-Idr)
XNtz = d, Yionsoz =M Zipnae =N+

(1+bnf )

o (1—kep)

Xions23 = €1 Yionios = Py Zignis = P (1+ame)

(1—Idr)
(1+bnf)

XioNsoa = f, Yionioa =1y Zipnios =

esitlikleri elde edilir ki (3.2.8) esitlikleri n =N +1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat
biter.
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4. UYGULAMALAR

Bu béliimde 3. boliimde incelenmis olan denklem sistemlerinin bazi 6zel ¢oziimleri
Microsoft Office Excell 2010 paket programi kullanilarak elde edilmistir. Bu ¢6ziimler
cizelgeler ve sekiller ile verilmistir. Sekillerdeki kesikli degerler dogrular yardimiyla
birlestirilmistir.

Ornek 4.1. Yo=1, y,=2, y,=6, Xx,=-1, x,=-2, X, =-3 baslangi¢ sartlar1

reel sayilar olmak tizere; (3.1.1) fark denklem sisteminin ¢6ziimii asagidaki Cizelge 4.1.
ve Sekil 4.1. ile verilmistir.

Cizelge 4.1. (3.1.1) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan y, =1, y, =2, y, =6,

X, =—1, X, =—2, X, =—3 baslangic sartlar1 altindaki ¢ozlimii

n Xn Yn

1 -0,46154 -0,6

2 10 26

3 0,2 0,076923
4 0,410526 0,135747
5 -88,4 -14,6154
6 -0,05263 -0,05882
7 -0,46154 -0,6

8 10 26

9 0,2 0,076923
10 0,410526 0,135747
11 -88,4 -14,6154
12 -0,05263 -0,05882
13 -0,46154 -0,6
14 10 26

15 0,2 0,076923
16 0,410526 0,135747
17 -88,4 -14,6154
18 -0,05263 -0,05882
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Sekil 4.1. (3.1.1) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan y, =1, y , =2, y, =6,

X, =—1, X; =-2, X, =-3 baslangic sartlar1 altindaki ¢ozlimiiniin grafigi

Ornek 4.2. Yo=1, ¥y,=2, y,=3, X,=-1, x,=-2, X, =-3 baslangi¢ sartlari

reel sayilar olmak tizere; (3.1.2) fark denklem sisteminin ¢ozliimii asagidaki Cizelge 4.2.
ve Sekil 4.2. ile verilmistir.

Cizelge 4.2. (3.1.2) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan y, =1, y , =2, y, =3,

X, =—1, X, =-2, X, =-3 baslangig sartlar1 altindaki ¢dztiimii

n Xn In

1 0,6 0,428571
2 -14 -10

3 -0,14286 -0,2

4 -0,19481 -0,32308
5 18,57143 30,8

6 0,090909 0,076923
7 0,6 0,428571
8 -14 -10

9 -0,14286 -0,2
10 -0,19481 -0,32308
11 18,57143 30,8
12 0,090909 0,076923
13 0,6 0,428571
14 -14 -10

15 -0,14286 -0,2
16 -0,19481 -0,32308
17 18,57143 30,8
18 0,090909 0,076923
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Sekil 4.2. (3.1.2) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan y,=1, y,=2, y,=3,

X, =—1, X; =-2, X, =-3 baslangic sartlar1 altindaki ¢ozlimiiniin grafigi

Ornek 4.3. Yo=1, y,=2, y,=6, X,=-1, x,=-2, X, =-3 baslangi¢ sartlar1

reel sayilar olmak tizere; (3.1.3) fark denklem sisteminin ¢6ziimii asagidaki Cizelge 4.3.
ve Sekil 4.3. ile verilmistir.

Cizelge 4.3. (3.1.3) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan y, =1, y , =2, y, =6,
X, =—-1, X, =-2, X, =-3 baslangic sartlar1 altindaki ¢6ziimii

n Xn In
1 -0,54545 0,6
2 -10 22
3 0,142857 -0,07692
4 0,410526 -0,20096
5 59,71429 -14,6154
6 -0,05263 0,052632
7 -0,54545 0,6
8 -10 22
9 0,142857 -0,07692
10 0,410526 -0,20096
11 59,71429 -14,6154
12 -0,05263 0,052632
13 -0,54545 0,6
14 -10 22
15 0,142857 -0,07692
16 0,410526 -0,20096
17 59,71429 -14,6154
18 -0,05263 0,052632
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Sekil 4.3. (3.1.3) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan y,=1, y,=2, y,=6,
X, =—1, X; =-2, X, =-3 baslangic sartlar1 altindaki ¢ozlimiiniin grafigi

Ornek 4.4. Yo=—-1,y,=1,y,=2, X,=-2,5, X, =-2, X, =-3 baslangi¢ sartlar1

reel sayilar olmak tizere; (3.1.4) fark denklem sisteminin ¢6ziimii asagidaki Cizelge 4.4.
ve Sekil 4.4. ile verilmistir.

Cizelge 4.4. (3.1.4) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan y,=-1, y , =1, y, =2,
X, =—2,5, X, =—-2, X, =-3 baslangic sartlar1 altindaki ¢oztimii

n xn yn

1 -0,66667 -0,35294
2 8,5 6

3 0,153846 -0,5

4 0,705882 -1,73333
5 2,307692 -4,25
6 1 0,4

7 -0,66667 -0,35294
8 8,5 6

9 0,153846 -05
10 0,705882 -1,73333
11 2,307692 -4,25
12 1 0,4

13 -0,66667 -0,35294
14 8,5 6

15 0,153846 -0,5
16 0,705882 -1,73333
17 2,307692 -4,25
18 1 04
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Sekil 4.4. (3.1.4) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan y,=-1, y , =1, y,=2,

X, =—2,5, X, =—2, X, =—3 baslangic sartlar1 altindaki ¢dziimiiniin grafigi

Ornek 45. x,=-1, x,=-2, X,=-3, X,=-4, x,=-5 , X,=-6, y.=6,
y,=5, y,=4,y,=3, y,=2, Y,=1 baslangi¢ sartlar1 reel sayilar olmak {izere;
(3.2.1) fark denklem sisteminin ¢oziimii asagidaki Cizelge 4.5. ve Sekil 4.5. ile
verilmistir.

Cizelge 4.5. (3.2.1) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan X ,=-1, x,=-2,
X;=-3, X,=—4, x,=-5, x,=-6, y.=6, y,=5, y,=4, y,=3, y,=2,
Y, =1 baslangi¢ sartlar: altindaki ¢oziimii

n Xn In Zn
1 -0,16216 -0,05263 0,263158
2 -0,23810 -0,05714 0,085714
3 76 111 -37
4 105 84 21
5 -0,05405 -0,26316 -0,15789
6 -0,04762 -0,17143 -0,14286
7 -1 6 7,947368
8 -2 5 6,2
9 -3 4 9,842105
10 -4 3 54
11 -5 2 11,73684
12 -6 1 4,6
13 -0,16216 -0,05263 0,263158
14 -0,23810 -0,05714 0,085714
15 76 111 -37
16 105 84 21
17 -0,05405 -0,26316 -0,15789
18 -0,04762 -0,17143 -0,14286
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19 -1 6 7,947368
20 -2 5 6,2
21 -3 4 9,842105
22 -4 3 5,4
23 -5 2 11,73684
24 -6 1 4.6
25 -0,16216 -0,05263 0,263158
26 -0,23810 -0,05714 0,085714
27 76 111 -37
28 105 84 21
29 -0,05405 -0,26316 -0,15789
30 -0,04762 -0,17143 -0,14286
31 -1 6 7,947368
32 -2 5 6,2
33 -3 4 9,842105
34 -4 3 54
35 -5 2 11,73684
36 -6 1 4.6
120,00000
100,00000 —\
80,00000
60,00000 +— \
\ e X(n)
40,00000 +—
\ y(n)
20,00000 +—
\ =—7(n)
0,00000 ~+=mr—— —
1—\3 5 7 9 1113%% 17 19 21 23 2597 29 31 33 35
-20,00000
-40,00000
-60,00000

Sekil 4.5. (3.2.1) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan X ; =—1,X,=-2, X , =-3,

X, =4, X4=-3, %=-6, y;=6, y,=5, y3=4, y,=3, y,=2, y,=1

baslangi¢ sartlar altindaki ¢6ziimiiniin grafigi

Ornek 4.6. x,=-1, x,=-2, Xx,=-3, X,=-4, x,=-5 , X,=-6, y,=6,

y,=5, y,=4,y,=3, y,=2, Y,=1 baslangi¢ sartlar1 reel sayilar olmak lizere;

(3.2.2) fark denklem sisteminin ¢oziimii asagidaki Cizelge 4.6. ve Sekil 4.6. ile
verilmistir.
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Cizelge 4.6. (3.2.2) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan x,=-1, X ,=-2,
X;=—3, X,=—4, x,=-5, x,=—6, y. =6, y,=5, y,=4, y,=3, y,=2,

Y, =1 baslangi¢ sartlar1 altindaki ¢6ziimi

n Xn In Zn

1 0,171429 0,04 -1,16

2 0,263158 0,054054 -0,08108
3 -20 -105 35

4 -111 -76 -19

5 0,057143 1 0,6

6 0,052632 0,162162 0,135135
7 -0,2 6 74

8 -2 5 6,027027
9 -3 4 25

10 -4 3 5,054054
11 -5 2 37

12 -6 1 4,081081
13 0,171429 0,04 -1,16
14 0,263158 0,054054 -0,08108
15 -20 -105 35

16 -111 -76 -19

17 0,057143 1 0,6

18 0,052632 0,162162 0,135135
19 -0,2 6 7,4
20 -2 5 6,027027
21 -3 4 25
22 -4 3 5,054054
23 -5 2 37
24 -6 1 4,081081
25 0,171429 0,04 -1,16
26 0,263158 0,054054 -0,08108
27 -20 -105 35

28 -111 -76 -19

29 0,057143 1 0,6

30 0,052632 0,162162 0,135135
31 -0,2 6 7,4

32 -2 5 6,027027
33 -3 4 25

34 -4 3 5,054054
35 -5 2 37

36 -6 1 4,081081
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Sekil 4.6. (3.2.2) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan X ; =-1,x , =-2, X, =-3,
X,=—4, x,=-5, X,=—6, y.,=6, y,=5, y,=4, y,=3, y,=2, y,=1

baslangig sartlar1 altindaki ¢6ziimiiniin grafigi

Ornek 4.7. x,=-1, x,=-2, X,=-3, X,=-4, x,=-5 , X, =-6, y.=6,
y,=5,y,=4,y,=3, y,=2, Y,=1 baslangi¢ sartlar1 reel sayilar olmak {izere;
(3.2.3) fark denklem sisteminin ¢oziimii asagidaki Cizelge 4.7. ve Sekil 4.7. ile
verilmistir.

Cizelge 4.7. (3.2.3) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan X, =-1, x,=-2,
X;=-3, X,=—4, x,=-5, x,=-6, y.=6, y,=5, y,=4, y,=3, y,=2,
Y, =1 baslangi¢ sartlar: altindaki ¢oziimii

n Xn In Zn

1 -0,17143 0,052632 -0,26316
2 -0,26316 0,057143 -0,08571
3 -76 105 -35

4 -105 76 19

5 -0,05714 0,263158 0,157895
6 -0,05263 0,171429 0,142857
7 -1 6 4,157895
8 -2 5 3,914286
9 -3 4 -1,52632
10 -4 3 0,828571
11 -5 2 -7,21053
12 -6 1 -2,25714
13 -0,17143 0,052632 -0,26316
14 -0,26316 0,057143 -0,08571
15 -76 105 -35

16 -105 76 19

17 -0,05714 0,263158 0,157895
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18 -0,05263 0,171429 0,142857
19 -1 6 4,157895
20 -2 5 3,914286
21 -3 4 -1,52632
22 -4 3 0,828571
23 -5 2 -7,21053
24 -6 1 -2,25714
25 -0,17143 0,052632 -0,26316
26 -0,26316 0,057143 -0,08571
27 -76 105 -35

28 -105 76 19

29 -0,05714 0,263158 0,157895
30 -0,05263 0,171429 0,142857
31 -1 6 4,157895
32 -2 5 3,914286
33 -3 4 -1,52632
34 4 3 0,828571
35 -5 2 -7,21053
36 -6 1 -2,25714

150
100
50 +—— - -
——x(n)

0 T T @—‘ y(n)
]—.'V 7 9 11 13 7 19 21 23 25 29 31 33 35

=—2(n)
-50
-100 \j \J \J

-150

Sekil 4.7. (3.2.3) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan X ; =—1,X,=-2, X , =-3,
X_2 =—4, X_1=_5 1 Xo =_6’ y—5:61 y—4 =51 y—3:4! y—2 :31 y—1=2’ y0:1

baslangi¢ sartlar1 altindaki ¢oziimiiniin grafigi

Ornek 4.8. x,=-1, x,=-2, X,=-3, X,=—4, x,=-5 , X,=-6, y.=6,
y,=5, y,=4,y,=3, y,=2, Y,=1 baslangi¢ sartlar1 reel sayilar olmak {izere;

(3.2.4) fark denklem sisteminin ¢oziimii asagidaki Cizelge 4.8. ve Sekil 4.8. ile
verilmistir.
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Cizelge 4.8. (3.2.4) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan x,=-1, X ,=-2,
X;=—3, X,=—4, x,=-5, x,=—6, y. =6, y,=5, y,=4, y,=3, y,=2,

Y, =1 baslangi¢ sartlar1 altindaki ¢6ziimi

n Xn In Zn

1 0,162162 -0,04762 0,238095
2 0,238095 -0,05405 0,081081
3 84 -111 37

4 111 -84 -21

5 0,054054 -0,2381 -0,14286
6 0,047619 -0,16216 -0,13514
7 -1 6 4,238095
8 -2 5 3,864865
9 -3 4 -1,28571
10 -4 3 0,72973
11 -5 2 -6,80952
12 -6 1 -2,40541
13 0,162162 -0,04762 0,238095
14 0,238095 -0,05405 0,081081
15 84 -111 37
16 111 -84 -21
17 0,054054 -0,2381 -0,14286
18 0,047619 -0,16216 -0,13514
19 -1 6 4,238095
20 -2 5 3,864865
21 -3 4 -1,28571
22 -4 3 0,72973
23 -5 2 -6,80952
24 -6 1 -2,40541
25 0,162162 -0,04762 0,238095
26 0,238095 -0,05405 0,081081
27 84 -111 37
28 111 -84 -21
29 0,054054 -0,2381 -0,14286
30 0,047619 -0,16216 -0,13514
31 -1 6 4,238095
32 -2 5 3,864865
33 -3 4 -1,28571
34 -4 3 0,72973
35 -5 2 -6,80952
36 -6 1 -2,40541
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Sekil 4.8. (3.2.4) Fark denklem sisteminin reel sayilar olan X ; =—1,X, =-2, X , =-3,
X, =4, x,=-5 , X,=—6, y.=6, y,=5, y,=4, y,=3, y,=2, y,=1

baslangig sartlar1 altindaki ¢6ziimiiniin grafigi

64



SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada; iki boyutlu

Yo Xo
1 =  You=——————,n=01..,
+1+ yn—ZXn—lyn +1+ Xn—2 yn—lxn
rasyonel fark denklem sistemi ile ii¢ boyutlu
Yns X5 X5 1 Yns
T - Yha T . ,znﬂ:_l_” S n=01,..,
+1+ yn—SXn—3yn—1 +4+ Xn—5yn—3xn—l +1+ Xn—Syn—3Xn—1

rasyonel fark denklem sisteminin ¢ozlimleri elde edilip ¢oziimlerin periyodikligi
incelenmistir.

Bu tezde incelenen rasyonel fark denklem sistemlerine benzer tipte denklem sistemleri
tanimlanip ¢éziimleri ve ¢ozlimlerin 6zellikleri incelenebilir.
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