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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BAZI GRUP VE MONOID YAPILARI iCIN KARAR VERME PROBLEMLERI
VE BUYUME SERILERI

Esra KIRMIZI CETINALP

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog¢. Dr. Eylem GUZEL KARPUZ
Haziran, 2016, 66 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, tezin i¢indeki temel konular ile
ilgili genel bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde, ilk olarak grup, monoid ve yar1 gruplarin
sunuslar ile ilgili hatirlatmalar yapilmis ve grup genislemeleri iizerinde genel bilgiler
kisaca verilmistir. Daha sonra, karar verme problemleri ile ilgili bilgi verilip, kelime
probleminin ¢6ziimiinde Onemli bir metot olan yeniden yazma sisteminden
bahsedilmistir. Son olarak ise, sonsuz cebirsel yapilar lizerinde 6nemli bir ¢aligma alani
olan biiylime serilerine yer verilmistir.

Ugiincii boliimde, gapraz ¢arpim ve onun cebirsel 6zellikleri ile ilgili bilgiler verilmistir.
Bir sonraki asamada ise, sonlu ve sonsuz gruplarin kombinasyonu ile olusturulan dort
grup sunusunun monoid sunuslari disiiniilerek ¢apraz ¢arpim igin tam yeniden yazma
sistemi elde edilip elemanlarimin normal formunun yapist belirlenmistir. Daha sonra
elde edilen normal formlar kullanilarak bu yapilar i¢in biiylime serileri hesaplanmstir.

Dordiincli boliimde, yeni bir ¢arpim, iki-yanli ¢apraz carpim, tanimlanmis ve bu
carpimin hangi kosullar altinda grup tanimladigi belirtilmistir. Ayrica sonlu devirli
gruplar {izerinde bu yeni ¢arpimin sunusu diisiiniilerek yeniden yazma sistemi, normal
formu ve biiylime serileri elde edilmistir.

Son boliimde, 6nceki boliimlerde elde edilen sonuglarin bir degerlendirmesi yapilmaistir.

Anahtar Sézciikler: Capraz Carpim, iki-Yanli Capraz Carpim, Sunus, Yeniden Yazma
Sistemi, Normal Form, Kelime Problemi, Biiyiime Serileri.



ABSTRACT

Ms Thesis

DECISION PROBLEMS AND GROWTH SERIES FOR SOME GROUP AND
MONOID CONSTRUCTIONS

ESRA KIRMIZI CETINALP

Karamanoglu Mehmetbey University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Eylem GUZEL KARPUZ
June, 2016, 66 pages

This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, it has been given general
information about topics of this thesis. In the second chapter, firstly, it has been recalled
group, monoid and semigroup presentations and then given some information on group
extensions. Later, it has been given information on decision problems and discussed
complete rewriting system which is one of the important method in solvability of the
word problem. Finally, it has been informed about growth series which is one of the
important work field on infinite algebraic structures.

In Chapter 3, it has been given some information about crossed product and its algebraic
properties. Then, by considering monoid presentations of four group presentations
which created with combination of finite and infinite groups, it has been obtained
complete rewriting system and determined the structure of the normal form of its
elements. Later, by using these obtained normal forms, it has been computed growth
series of these products.

In Chapter 4, it has been defined a new product, called two-sided crossed product, and
then given necessary and sufficient conditions for this new product to be a group.
Moreover, by considering presentation of this new product of finite cyclic groups, it has
been obtained complete rewriting system, normal form and growth series.

In the last chapter, the results which are obtained from previous chapters have been
summarized.

Key Words: Crossed Product, Two-Sided Crossed Product, Presentation, Rewriting
System, Normal Form, Word Problem, Growth Series.
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1. GIRIS

Birlestirilmis grup ve yar1 grup teori, temel olarak sunuslar {izerine kurulmustur. Bu
alanlarda calisan cebirciler, genel olarak asagida verilen ii¢ sorunun cevabi iizerine
yogunlagmislardir. Bunlardan ilki, verilen bir cebirsel yapimnin ya da elde edilen yeni
yapilarin sunusunu bulmaktir. Elde edilen sunuslar sayesinde sadece iizerinde
calistigimiz cebirsel yap1 hakkinda bilgi sahibi olmayip ayni zamanda bu sunuslari
kullanarak bu yapilar iizerinde tanimlanan bazi 6zel problemlerin ¢éziimlerinde de genis
bir kullanim alanina sahip olunmaktadir. Boylece sunuslar elde edilerek bir¢ok agik
probleme 151k tutulmaktadir. Ikincisi verilen bir grup, monoid veya yar1 gruptan yeni bir
cebirsel yapi elde etmek, yani yeni ¢carpimlar tanimlayarak var olan yapiy1 yeni yapilara
genigletmektir. Son olarak, sunusu bilinen cebirsel yapilarin cebirsel 6zelliklerinin
incelenmesidir. Tezimizde genel olarak birlestirilmis grup teorideki problemlerin son
ikisine, yani yeni bir cebirsel yap1 elde edilmesi ve bu cebirsel yapinin belli

ozelliklerinin incelenmesi lizerine yeni caligmalar yapilmistir.

Grup genislemesinin temelini olusturan direkt ve yari-direkt carpimin genellemesi olan
capraz ¢arpim gruplarda (monoid, yarigrup), Lie (Rudkovskii, 1997), Hopf (Carbani ve
ark., 2010) ve C”-cebirlerinde (Grundling ve Neeb, 2014), halkalarda (Abuhlail, 2005),
topolojik uzayda, vb... alanlarda 6nemli bir kullanim alanina sahiptir. Capraz ¢arpimin
bu kadar onemli olmasi, bu carpim ile herhangi carpimin birlestirilmesi sonucu
olusturulan yeni cebirsel yapinin 6zellikleri nedir yada bu ¢arpimi kapsayan daha genis
cebirsel yapilar olusturulabilir mi? sorularini glindeme getirmektedir. (Emin ve ark.,
2013) daki calismada, yazarlar Schiitzenberger carpim ile ¢apraz carpimi birlestirerek,
elde edilen cebirsel yapinin monoid oldugunu gdstermis ve bu monoidin sunusunu
bularak cebirsel dzelliklerini incelemislerdir. ikinci soruya cevap olarak, tezde, ¢apraz
carpim ve birgok yeni carpimi kapsayan yeni bir cebirsel yap1 elde edilmistir. Bu yeni
carpimin sunusu bulunarak, cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Bu yeni carpim direkt,
yar1 direkt, ¢apraz ¢arpim, knit ¢arpim, twisted ¢arpimi iceren genis kapsamli ¢arpim
oldugundan, bu konuda galisan cebircilere 151k tutmasi ve yapilan galismalara yeni bir

bakis acis1 kazandirilmasi planlanilmastir.

Birlestirilmis grup ve yari grup teoride olduk¢a 6nemli bir ¢calisma alani olusturan karar

verme problemlerinin, geometrik grup teorisi ve son yillarda da teorik bilgisayar bilimi



ve formal dil teorisi ile olan iligkileri dnem kazanan konular arasindadir. Tezimizin ana
konularindan biri olan kelime problemi, 1911 yilinda Max Dehn tarafindan ortaya atilan
lic temel karar verme problemlerinden biridir. Bu problem, iizerinde calistigimiz
cebirsel yapmin iirete¢ elemanlariyla olusturulan iki kelimenin birbirine esit olup
olmadigini arastiran bir algoritmanin varligi problemidir. Bu problemlerin hangi grup,
monoid ve yart grup smiflart ig¢in ¢oziilebilir, hangileri i¢in c¢oziilemez oldugu
yoniindeki calismalar olduk¢a oOnemlidir. Tezimizde tanimlanan cebirsel yapilarin
kelime probleminin ¢oziilebilir oldugunun gosterilmesi, bu gruplarin siiflandirilmasi

agisindan dnemlidir.

Sonsuz gruplarin yapisinin ¢alisilmasi olduk¢a zor oldugundan, sonsuz gruplarin
yapisini inceleyen uzun bir tarih vardir. Biiyiime serileri de bunlardan biridir. Biiylime
serisi, tireteg kiimesi verildiginde n uzunluklu elemanlarin sayisin1 hesaplayan ve bunu
resmi (formal) gili¢ serilerine doniistiiren yapidir. Biiyiime serilerinde uzunluk yerine,
Cayley graflarin agirliklarina gore elde edilen hesaplama ile de jeodezik biiylime islemi
olusmustur. Bridson ve ark. jeodezik (en kisa yol) bilyiimeye sahip gruplarin biiylime
¢esidini incelemislerdir. Bu ¢alismalara ek olarak, biiytime serileri ve jeodezik biiyiime
serilerinin genellestirilmesi olan tam biiyiime serisi (Nuzunluktaki elemanlarin
toplamindan olusturularak elde edilen biiylime serisi) ve operatdr biiylime serisi
(elemanlar1 operatorlerden alinarak elde edilen biiyiime serisi) elde edilmistir. Uzerinde
caligilan cebirsel yapilarin  biiylime serilerinin elde edilmesi bu yapilarin
smiflandirilmast agisindan onemlidir. Takebayashi (Takebayashi, 2003, 2005, 2006)
nolu caligmalarda A™, AW Al AGD \Weyl  gruplarmin  biiyiime ~ serisini
hesaplamistir. Yar1 gruplar i¢in (Grigorchuk, 1988; Shneerson ve Easdown, 1996),
graflar i¢cin (Trofimov, 1985), otomata ve dil i¢in (Rozenberg ve Salomaa, 1980;
Grigorchuk, 1988), C”-cebiri igin (Kirchberg ve G. Vaillant, 1992), geometrik gruplar
icin (Grigorchuk ve Kurchanov, 1993) ve matematigin diger alanlarinda da (Milnor,
1968) biiytime serileri ile ilgili yapilan ¢alismalardan bazilaridir. Tezimizin son ana
konularindan biri olan biiylime serileri, ¢apraz ve iki-yanl capraz ¢arpim ic¢in yeniden
yazma sistemi metodu kullanilarak hesaplanmigtir. Boylece yapilan siniflandirmalara bu

yapilarin bilylime serileri de eklenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Giris

Bu boliim, genel olarak, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan materyallerin daha
iyi anlasilabilmesi i¢in gerekli olan temel bilgilerden olugmustur. Bu materyaller ile
ilgili daha detayli bilgiler (Lyndon ve Schupp, 1977; Book, 1987; Rotman, 1988;
Cohen, 1989; Johnson, 1990; Book ve Otto, 1993; Parkes ve Thomas, 2000; Karpuz
2006, 2009) gibi kaynaklardan elde edilebilir.

2. 2. Sunuslar

Birlestirilmis grup ve yar1 grup teoride ¢ok dnemli bir yere sahip olan sunuslar, cebirsel
problemlerin ¢6ziimiinde kolaylik saglamaktadir. Sunuslar, sadece iizerinde g¢alisilan
cebirsel yapiin elemanlart hakkinda bilgi sahibi olmak ve grubun genel bir
karakterizasyonunu yapmak i¢in degil, ayn1 zamanda bu yapilar iizerinde tanimlanan
bazi 6zel problemlerin ¢oziimlerinde kullanilmasi acisindan da genis bir kullanim
alanina sahiptir. Tezin bu alt boliimiinde diger boliimlere hazirlik saglamasi agisindan
oncelikle grup ve monoid sunuglari daha sonra ise yar1 grup sunusu hakkinda kisaca

bilgi verilmistir.
2. 2. 1. Serbest Grup

X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime ile X<>X"' (xeX) eslesmesinden

— kiimesini tanimlayalim ve T=XuUX™ . X* kiimesinin her
ararlanarak X' k tamimlayal X*=XuUX™tolsun. X* k h

bir elemanina harf denir. Burada, neN, X € X, § =11 ve 1<i<n olmak iizere

X X2 oo X (2.1)

n

ifadesine X {izerinde bir kelime denir ve w ile gosterilir. W kelimesinin baglangig
harfi Ww) ile gosterilip, burada (W) =X dir. Benzer sekilde bitis harfi t(w) ile
gosterilip, (2.1) deki kelimenin bitis harfi z(w) = x> dir. Ozel olarak n = 0 ise bos
kelime elde edilir ve 1,, ile gosterilir. (2.1) deki gibi bos olmayan bir kelime (n>0) igin,
her &; = +1 oluyorsa w kelimesine pozitif kelime denir. Ayrica (2.1) deki w kelimesinin

tersi x_“x % ...x;* kelimesi olarak tanimlanir ve W™ olarak gosterilir.



(2.1) de verilen w kelimesinin uzunlugu, W igindeki harflerin sayisi olarak tanimlanir,

ayrica W kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu da Z|gi| olarak hesaplanir

X; =X

ve bunlar sirasiyla 1(w) ve | (w) ile gosterilir.

X kiimesi tizerinde verilen iki kelime w ve u olsun. w ve u kelimelerinin ¢arpimini,
w kelimesinin arkasina u kelimesini getirip yan yana yazarak elde ederiz ve bu ¢arpim

Wu ile ifade edilir. Verilen bu ¢arpim altinda kelimeler {izerinde asagidaki sekilde

islemler tanimlanabilir.

(I) £ =+1 olmak iizere, herhangi bir kelime iginde X°x ¢iftleri varsa, bu ¢iftler silinir.

Yapilan bu isleme indirgeme islemi denir.

(D! e=+lolmak iizere, herhangi bir kelimeye x*x* seklindeki ters harf ciftleri

eklenebilir. Bu isleme de kelime tizerinde ekleme islemi denir.

X kiimesi iizerindeki iki kelime W vew olsun. Eger bu kelimelerden biri digerine
yukaridaki (I) ve (I islemlerinin sonlu sayidaki uygulamasiyla elde ediliyorsa, bu iki
kelimeye serbest olarak esit denir ve bu w~w ile gosterilir. Aslinda ~ olarak
gosterilen serbest olarak esitlik, bir denklik bagintisidir. Dolayisiyla herhangi bir w
kelimesini igeren serbest denklik smifi [w] ile gosterilir. Eger X kiimesi tizerindeki
tim kelimelerin serbest denklik smiflarinin kiimesini F(X) ile gosterirsek, F(X)

tizerindeki carpma islemi
[w][u] =[wu]

olarak tanimlanir ve bu ¢arpma islemi iyi tanimlidir (Rotman, 1984). Bu ¢arpma islemi
altinda F(X) bir grup olusturur ve olusan bu gruba X kiimesi tizerindeki serbest grup

denir.

X kiimesi iizerinde alman U, v ve W kelimeleri icin W =uwv esitligi varsa bu durumda
w kelimesine w kelimesinin alt kelimesi denir. X kiimesi iizerindeki bir kelime,
X% (X, € X, & ==1) harf ¢iftini icermiyorsa bu kelimeye indirgenmis kelime denir.
Buna ek olarak, (2.1) deki gibi bir kelime igin x;* = X, * ise bu kelimeye devirsel

indirgenmis kelime denir.



Serbest gruplarin birgok 6zelligi mevcuttur. Bunlardan biri de sonsuz gruplarda gegerli
olan Evrensel Déniisiim Ozelligi (U.M.P.) dir. Bu 6zellige gore, G herhangi bir grup

olmak iizere, ¢ : X — G bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢:F(X) —G bi¢iminde

tek bir homomorfizma mevcuttur.

Asagidaki teorem, bir sonraki alt boliimde verecegimiz grup sunuslarinin elde edilmesi

agisindan dnemlidir.

2. 2. 1. Teorem (Normal Form Teoremi)(Cohen, 1989): Her bir denklik sinifi tek bir

indirgenmis kelime igerir.

2. 2. 2. Grup Sunuslari

X direteg kiimesi ve R ise X kiimesi iizerindeki devirsel indirgenmis kelimelerden

olusan bostan farkli bir kiime (baginti kelimelerinin kiimesi) olsun. Bu durumda

p=(XiR)

ikilisine bir grup sunusu denir. X veR kiimelerinin her ikisi de sonlu ise % sunusu

sonludur denir.

X kiimesindeki kelimeler tizerinde, yukaridaki (I) ve (I)'1 islemlerine ek olarak asagidaki
islemleri kullanarak, ¢ sunusu ile bir grup tanimlariz. Bunun igin X kiimesi {izerinde

bir kelime w olsun.

(1) w kelimesi r° (r eR, £ =+1) seklinde bir alt kelime igeriyorsa bu alt kelimeyi

sileriz.
(1" w kelimesi i¢inde herhangi bir yere r° (r € R, & = £1)) alt kelimesini ekleriz.

X kiimesi tizerinde iki kelime W, ve W, olsun. Eger W, kelimesiw, kelimesinden
sonlu sayida (I)*', (I1)*' islemleri ile elde edilebiliyor ise, W, ve w,kelimelerine

sunusuna bagli olarak denk kelimeler denir ve bu denklik W, =, W, ile gosterilir.



Buradaki =~ , bagntist X {izerindeki biitiin kelimelerin kiimesi tizerinde bir denklik
bagmtisidir. Ayrica W kelimesini igeren denklik simifi [w], ile ifade edilirse, bu

denklik sinifi izerindeki ¢arpma iglemi
[Wl] © [W2 ],@ = [W1W2 ]gg

seklinde tanimlanir ve bu ¢arpma isleminin iyi tanimli oldugu kolayca gosterilebilir. Bu

carpma islemi altinda, tiim denklik siniflarmin kiimesi bir grup olusturur. Bu grup

G() ile gosterilip, G($) grubunun birim elemant [1], ile ifade edilir. Eger G =G(g)

ise G grubu ¢ ile sunuluyor denir. Eger G=G(g) ise G grubu ¢ ile sunuluyor (ya
da ¢ sunusunun temsil ettigi grup G dir) denir. Simdi N = {[r] : re R} kiimesini

grubun normal kapanis1 olarak tanimlarsak, asagidaki teorem elde edilir.
2.2.2. Teorem:

G(p)=zF(X)/N
dir.

Ispat: ¢ sunusunun temsil ettigi G(p) grubu ve X kiimesi i¢in,

yo: X — G(p)
X [x],

doniisiimiinii tanimlayalim. Evrensel Déniisiim Ozelligi geregi, bu doniisiimiin

genislemesi olan
v F(X) — G(p)
W] - [w],

bi¢iminde bir tek homomorfizma vardir ve de y | x = yo (y nin X tizerindeki kisitlanig1)
dir. Burada y homomorfizmas:1 ortendir. Ayrica Kery = N dir. Dolayisiyla 1.

[zomorfizma Teoremi geregi

G(p) = F(X)/N



bulunur. m

2. 2. 3. Ornek: X kiimesi iizerindeki serbest grubun sunusu p=(X;) seklindedir.

Burada dikkat edilirse bagint1 kelimelerinin kiimesi R bos kiimedir.

2. 2. 3. Monoid Sunuslari

M  bir monoid ve A da bu monoidin iirete¢ kiimesi olmak tizere, A* kiimesi A
iirete¢ kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin kiimesi

olarak tanimlanir. Bununla beraber monoidler ic¢in tamimlanan kelimeler ise

A=A U {1} kiimesinden alinir.

2. 2. 4. Tamm: A Dbostan farkli bir kiime (iirete¢ kiimesi) ve U < A'x A" olacak

sekilde U alt kiimesi, bagint1 kelimelerinin bir kiimesi olsun. Bu durumda,
ou =[A;U]

ikilisine bir monoid sunusu denir. Gruplarda oldugu gibi A ve U kiimelerinin her

ikisi de sonlu ise ¢\ sunusu da sonludur.

2.2.5. Teorem: M bir monoid, A da M igin bir iirete¢ kiimesi ve p, A" kiimesi iizerinde

U bagint1 kiimesini igeren en kiigiik kongriians olsun. Bu durumda
M=z=A/p

dir.

Ispat: ¢,, sunusunun temsil ettigi M monoidi ve A iirete¢ kiimesi igin,

¢p:A>M
x—=[x], (xeA)

doniistimiinii tanimlayalim. Bu doniisiim

$:A"—>M
[w] = [w],,



seklinde tek bir orten homomorfizmaya genisletilebilir. Ayrica Kerg=N dir.

Dolayistyla 1. izomorfizma Teoremi geregi
M=A"/p

bulunur. m

2. 2. 6. Ornek : 3 -rankl1 Cin monoidinin sunusu asagida verilmistir.

Pwm, =[X0 %0 Xs 7 XgXoXy = XXXy, XXX =X Xe Xy, XXXy = XXXy, XoXpXp = XXXy,

XX Xy = XXXy, XoXo Xy = XX Ko s XXXy = KXo Xgy XgXgX, = X3X1X3]

2. 2. 4. Yar1 Grup Sunuslar:

Yar1 grup ve yari grup sunuslari, grup ve monoid cebirsel yapilarina gore caligilmasi
daha zor yapilardir. Yart grup sunuslarinda genel olarak iki tip problem vardir.
Bunlarda ilki, verilen bir yar1 grubun sunusunu bulmak, digeri ise verilen bir sunus
tarafindan temsil edilen yari1 grubu elde etmektir. Bu yar1 grubun belirlenmesinden
sonra bu yart grubun birgok cebirsel 6zellige sahip olup olmamasi da yar1 grup teoride
calisilan onemli bir konudur. Bu konu hakkinda detayli bilgilere (Clifford ve Preston,
1967; Ruskuc, 1996) kaynaklarindan ulasilabilir.

2. 2. 7. Tamm: A bostan farkli bir kiime (irete¢ kiimesi) ve Rc< A" x A" kiimesi,
u,ve A" ic¢in (u,v)eR (ki bu genellikle u=v seklinde gosterilir) elemanlarindan
olusan bir baginti  kiimesi  olsun. Bu durumda A={a,a,..,a,} Ve

R={u, =V,....,u, =V, } igin,

n

s =[A;R]=[a,,...a, ; U =V;,....,Uu, =V, |

ikilisine bir yari grup sunusu denir. Eger A kiimesi sonlu ise g sunusunun temsil

ettigi yar1 gruba sonlu tirete¢lidir denir. A ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise

sunusunun temsil ettigi yar1 gruba sonlu sunumludur denir.



2. 2. 8. Teorem: S bir yar1 grup, A kiimesi S i¢in bir lireteg¢ kiimesi ve p, A" kiimesi

tizerinde R bagint1 kiimesini i¢eren en kii¢iik kongriians olsun. Bu durumda
S=A"/p

dir.

Ispat: 2.2.2. ve 2.2.5. Teoremlerin ispatina benzer sekilde gosterilebilir.

2.2.9. Ornek:

1.[a; a® = a ] sunusunun temsil ettigi yar1 grup {a} ile iiretilen tekil yar1 gruptur.

2.[a;a™" =a"] sunusunun temsil ettigi yar1 gruba n+r-1 mertebeli devirli (monojenik)

yart grup denir.

Not: Her yart grup sunusu ayni zamanda bir monoid sunusu haline getirilebilir.
Ornegin [A ; R] sunusunun temsil ettigi yari grup S olsun. Bu yar1 gruba birim eleman
eklenerek [A ; R] sunusunun temsil ettigi bir monoid elde edilir. Eger S yar1 grubu e€
A" ile temsil edilen bir birim eleman igeriyorsa bu durumda [A ; R, e = 1] sunusu S igin

bir monoid sunusu olacaktir.
Simdi [B ; Q] sunusunun temsil ettigi monoidi M olarak alalim. O halde
[B,e;:Q ,e’=e eb=he=b (beB)]

sunusu M i¢in bir yar1 grup sunusudur. (Burada Q bagintt kiimesi Q baginti
kiimesindeki w = 1 formundaki her bir bagintinin w = e bagintisiyla yer degistirildigi bir

kiimedir).
Bununla birlikte < A ; R > sunusunun temsil ettigi grup G iken,
[A,A': R aat=a'a=1(acA)]

sunusu G i¢in bir monoid sunusudur. (Burada Al= {a'l; a€A} kiimesi A dan farkli ama

A nin elemanlar1 ile bire-bir eslemeli yeni bir kiimedir).

2. 2. 10. Ornek: 7Z,= <X; x? :l> Ve Z,= <y; y® :l> sunuglarina sahip iki devirli
grubu goz 6niine alalim. Z, xZ, direkt carpim grubunun sunusu
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<x,y X =1y =1 xy= yx>
bi¢imindedir. Bu grubun monoid sunusu
<x, VXY xe =1Lyl =L xy=yx, XX =x"x=1 yy'=yy :1>

iken yar1 grup sunusu ise,

<x, y,xyte;x’=e, y3 =e, Xy=Yyx, xx'=x"x=e, yy'=y'y=¢e e’ =e¢,

Xe=ex=X, ye=ey=y)

bigimindedir.

2. 3. Grup Genislemeleri

Cebirde, sonlu ve sonsuz gruplarin smiflandirilmas1 ¢ogu arastirmacinin {izerinde
calistig1 bir konudur. Verilen gruplar kullanilarak yeni bir grup insa edilmesi olay1 da,
siiflandirma g¢aligmalarinin bu yeni gruplar lizerinde uygulanmasi, aragtirmacilara ek
bir ¢alisma alani olusturmustur. Grup genisleme teorisi O. Holder ve O. Schreier
tarafindan gelistirilirken, bu teorinin homolojik uygulamas: S. Eilenberg ve S. MacLane
tarafindan ilk olarak literatiire kazandirilmistir. Genisleme teorisinin amaglarindan biri,
normal alt grup ve bolim grubu kullanilarak nasil yeni bir grup elde edilebilir onu
gostermektir. Genisleme teorisi ¢ok kapsamli ve genis bir konudur. Fakat, burada
sadece tezimizin diger boliimlerinde gerekli olacak temel tanim ve sonuglar verilecektir.
Bu konu hakkinda ek bilgilere (Magnus ve ark.,1976; Ates ve Cevik, 2009; Ates, 2009;
Rudkovskii, 1997) kaynaklarindan ulasilabilir. Ayrica, grup genislemesi ile ilgili olarak
bir diger calismayada (Cevik, 2001) makalesi verilebilir. Bu g¢alismada, gruplarin

merkezi genislemesine yer verilmistir.

2. 3. 1. Tamm (Cevik, 2012): N<G ve G/N=H sartlarim saglayan N ve H

gruplari varsa, G ye N ’in H ile olan grup genislemesi denir.

Verilen bu genisleme tanimi, gruplar arasindaki doniisiimler yardimiyla, asagidaki

sekilde de ifade edilebilir.
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N, G ve H gruplar olmak iizere,

o oy o3 ay

1>N->G-o>H-L (2.2)

seklinde tanimlanan grup homomorfizmalarin1 géz Oniine alalim. Her 1<i <4 i¢in
Im(e;) =ker(er,,,) sarti saglaniyor ise (2.2) ile verilen yapiya kisa tam dizi denir. Bu
sekildeki bir kisa tam dizi i¢in, N <G ve G/N = H kosullar1 saglaniyor ise, G

grubuna N nin H grubuyla olan genislemesi adi verilir. (2.2) deki kisa tam dizi

kavrami, gruplarin sayisini artirarak tam diziler elde edilir.

Asagida knit, yar1 direkt carpim ve birlestirilmis serbest ¢carpim hakkinda kisaca bilgi

verilmistir.
2. 3. 2. Tammm (Ates ve Cevik, 2009): N ve H herhangi iki grup ve neN, heH
i¢in,

LN — Aut(H) a:H — Aut(N)

n— g, h—e,

ve

homomorfizma olsunlar. H grubunun N ile knit carpimi, G =N (5 H,
(n, h)(n,,h,) = (n105r& (n,), B, (h)h,)

islemi ile tanimli N xH kiimesidir. Bu c¢arpimin birimi (1,1) eleman1 ve (n,h)

elemaninimn tersi ise (n,h)™ = (e, (™), 8. (h™)) dir.

2. 3. 3. Teorem (Ates ve Cevik, 2009): N ve H gruplan sirasiyla @, =(X;R) ve
@, =(Y;S) sunuslar ile temsil edilsinler (X NY =&). Bu durumda K grubunun N

grubu ile knit ¢garpiminin sunusu

©=(X,Y;R,S,T)

bi¢imindedir. Burada T kiimesi (y,x) e HxN igin (yX,(y.X)(Y*)) big¢imindedir.

(Brin, 2005) calismasinda, knit ¢arpim, Zappa-Szep adi altinda monoid ve yar1 gruplar

i¢in calisilmistir.
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Bilindigi gibi yar1 direkt ¢arpim gruplar1 6nemli bir genisleme tiiriidiir. Herhangi iki
grubun yar direkt carpimi, ¢arpanlardan en az birinin ¢arpim igerisinde normal olmasini

gerektirir ve gruplarin direkt carpimin bir genellemesidir.

2.3.4. Tammm: N ve H iki monoid ve her ne N igin,

0:N—>End(H), n—6,(neN),1~id

End(H)

bi¢iminde tanimli bir homomorfizma olsun. Buna gére ne N ve he H olmak iizere,

almacak her(n, h) sirali gifti igin,

(n,h)(n’,h) :(nn',en‘ (h)h')

carpimimi tammladigimizda, yukaridaki islemi saglayan (n,h) seklindeki siraln ikili

elemanlarin olusturdugu G kiimesine, H ‘nin N ile olan yar1 direkt ¢arpimi denir ve

G =H x, N seklinde gosterilir.

2. 3. 5. Teorem (Cevik, 2003): Hve N monoidleri sirasiyla g, =(Y;S) ve

©n =(X,R) sunuslan ile temsil edilsin. Bu durumda G=Hx, N yan direkt

¢arpiminin sunusu
9s =(X.Y; RS, yx=x6,(y) (xe X,yeY))
bi¢imindedir.

2. 3. 6. Tamm (Lyndon ve Schupp, 1977): A=(a,a,,...a, R,R,,...R) Ve
B=<bl,b2,...,bm;Sl,Sz,...,St> sunuslart ile verilen A ve B gruplarim diisiinelim.

Ayrica H < A ve K < B 6zalt gruplar ve 8: H — K izomorfizma olsun. Buna gore,
A*, B:<al,...,ah,bl,...,bm; R,..R.S,....5,H :H(H)>

sunusu ile verilen G=A*,B grubunaA ve B gruplarimin H grubu K grubuna

birlestirilerek elde edilen birlestirilmis serbest grubu denir.

Simdi biiyiime serilerini hesaplanirken kullandigimiz bazi tanimlar1 asagida verelim.
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2. 3. 7. Tamm: Sirasiyla S, ve S iireteg¢ kiimeleri ile tretilen A ve G gruplar
verilmis olsun. Eger a: A—G doniisimi icin a(S,)cS; sarti saglaniyor ise
a:(AS,)—>(G,S;) iftlerin doniigiimii bir homomorfizmadir. Ozel olarak, «

monomorfizma alinirsa, « ’ya iceren denir.

Eger VaeT ve teT igin, Il (a(a))=I1,(a)+I;(t) kosulunu saglayan G ’nin
mod (x(A)) ya gore sag koset temsilci kiimesi T varsa, igeren doniisiim « ’ya kabul

edilebilir denir.

2. 4. Karar Verme Problemleri

Karar verme problemleri, 1911 yilinda Alman matematik¢i Max Dehn tarafindan
literatiire kazandirilmistir. Elemanlar ve gruplar hakkinda ¢esitli sorular1 cevaplayan bir
algoritmanin (veya metodun) varligi problemine karar verme problemleri denir. Eger
verilen bir problemi ¢6zmek igin bir algoritma (veya metot) varsa bu karar verme
problemine ¢oziilebilir, boyle bir algoritma yoksa o zaman da bu karar verme
problemine ¢oziilemez denir. Kelime, eslenik ve izomorfizma problemi olmak iizere
asagida tanimlanan ti¢ temel karar verme problemi mevcuttur. Bu konu hakkinda detayli
bilgilere (Miller, 1992) den ulasilabilir.

Kelime Problemi: G sonlu sunuslu bir grup olsun. G nin iretegleri ile olusturulan

keyfi bir w kelimesinin bu grubun birimine esit olup olmadigna karar veren bir

algoritmanin varliginin aragtirtimasi problemidir (bkz. Sekil 2.1).

w = 1 ise “evet”

/'

we (XUxt)” ——» | Metod

B # 1g ise “hayir”
Sekil 2.1

Burada w sembolii ile X iirete¢ kiimesindeki elemanlar ve bunlarin terslerinden de
olusan bir kelimeyi gosterelim. Eger w kelimesi grubun birimini veriyorsa cevabimiz

“evet”, grubun birimini vermiyorsa cevabimiz “hayir” dir. Bu sekilde bir metod veya
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algoritma bulunabilirse bu sonlu sunumlu G grubu igin kelime problemi ¢oziilebilirdir

denir.

Asagida kelime problemi ¢oziilebilir olan bazi grup ornekleri verilmistir.

¢ Sonlu tiiretilen lineer gruplar, ¢ Sonlu tiretilen metabelian gruplar,
e Sonlu {iiretilen nilpotent gruplar, e Polycyclic gruplar,
e Aritmetik gruplar, ¢ Sonlu sunumlu Hopfian gruplar.

Eslenik Problemi: G sonlu sunuslu bir grup olsun. G grubunun iretegleri ile

olusturulan keyfi u ve v kelimelerinin G nin eslenik elemanlar1 olup olmadigina karar

veren bir algoritmanin varliginin arastirtlmasi problemidir (bkz. Sekil 2.2).

u ile v eslenik ise “evet”

/

u, ve (XUX?)'——»| Metod

T uilev eslenik degil ise “hayir”

Sekil 2.2

izomorfizma Problemi: Sonlu sunusa sahip herhangi iki grubun birbirine izomorf olup

olmadigina karar veren bir algoritmanin var olup olmamasi problemidir (bkz. Sekil 2.3).

G=H ise “evet”

GveHgrup ——» | Metod

T G & H ise “hayir”
Sekil 2.3

Birlestirilmis grup ve yari grup teori konusunda c¢alisan bir¢gok matematik¢i, bu
problemlerin her birisiyle ayr1 ayr1 ilgilenip bazilarimin  yeni uzantilarmi
(genellestirilmis kelime problemi veya iiyelik problemi) elde etmislerdir. Ayrica

gruplar iizerideki kuvvet ve mertebe problemleri de son yillarda 6nem kazanan yapilar
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arasindadir. Bu problemlerin 6zellikle kelime ve eslenik problemleriyle olan iliskileri

literatiirde mevcuttur.

Sonlu sunuslu herhangi bir grup i¢in eslenik probleminin c¢oziilebilirligi kelime
probleminin ¢oziilebilirligini gerektirmektedir. Ancak bu durumun tersi dogru degildir.
Yani kelime problemi ¢oziilebilen fakat eslenik problemi ¢oziilemeyen grup 6rnekleri

mevcuttur.

2. 5. Pozitif Kelimeler i¢in Yeniden Yazma Sistemi

Matematikte kullanilan esitlikler kavrami, sembolik cebirde, yiiksek program dillerinde,
yapay zekada ve bir¢ok alanda kullanilan 6nemli yapilardir. Yeniden yazma sistemi ise
esitliklerle ugragsmada kullanilan ¢ok gii¢lii bir metottur. Yonlii esitlik olarak da
adlandirabilecegimiz yeniden yazma sistemi, esitliklerin tek yonlii olarak, esitlikler ile

yer degistirmesi sonucu olusan kurallar biitiinlidiir. Yeniden yazma sisteminin,
e Pozitif kelime yeniden yazma sistemi

e Terim yeniden yazma sistemi

e Graf yeniden yazma sistemi

e Paralel yeniden yazma sistemi

e Sonsuz yeniden yazma sistemi

e Yiiksek mertebe yeniden yazma sistemi

bazi alt dallaridir. Tezimizin bu alt boliimiinde, 6zellikle monoid ve yar1 gruplardaki
kelime problemleri i¢in temel bir metot olan pozitif kelime yeniden yazma sistemini
ayrintili olarak inceleyecegiz. Bu durumu daha ayrintili incelemek i¢in ilk olarak gerekli
tanimlar1 verelim. Bu konu hakkinda detayli bilgilere (Book, 1987; Book ve Otto, 1993;
Sims, 1994) den ulasilabilir.

Sonlu bir X alfabesi i¢in, X bu alfabedeki harflerden olusan biitiin kelimelerin
kiimesi ve A bos kelime olsun. X iizerindeki yeniden yazma kurali aslinda

(I,r) e X *xX * seklindeki sirali ¢iftlerdir. Bu kural | — r seklinde gosterilir. Buradaki
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| kelimesi sol yan, r kelimesi ise sag yan diye adlandirilir. Yeniden yazma sistemi X
iizerindeki yeniden yazma kurallarinin bir kiimesidir ve bu sistem R ile gosterilir. X~

kiimesindeki kelimeler arasindaki bu bagint (—> I‘) icin asagidaki kural tanimlanir:

X tzerindeki u ve v pozitif kelimeler olmak tizere, U—;V olmasi igin gerek ve

yeter kosul X,y e X" ve (I,r) eR igin u=xly ve V=Xry olmasidir.

2. 5. 1. Tamm (Book ve Otto, 1993): Bir ue X" kelimesi igin U—>, V olacak sekilde
bir ve X~ kelimesi varsa bu u kelimesine indirgenir kelime denir. Aksi durumda ise
(yani u—; volacak bicimde bir v kelimesi yoksa) bu u kelimesine indirgenemez
kelime denir.

2. 5. 2. Onerme (Book ve Otto, 1993): —g bagmtisinin yansimali, gecismeli kapanisi

olan — g kuraly, aslinda R tarafindan iiretilen bir indirgeme bagntisidur.

2. 5. 3. Tammm (Book ve Otto, 1993): u,ve X icin eger u— gV bagintis1 varsa ve vV

kelimesi indirgenemez ise, bu v kelimesine u kelimesinin normal formu denir.

2. 5. 4. Tammm (Book ve Otto, 1993): Bu —g bagmtisinin yansimali, simetrik ve
gecismeli kapanisi, ki bunu or ile gosterelim, R tarafindan {iretilen bir Thue
kongriianstir. Birwe X kelimesi i¢in W nin kongriians smifi {u€ X" | u— rw } olup,
bu denklik smifi [W]g ile gosterilir. Ayrica X /< g biitiin kongriians smiflarinin

kiimesini gosterir. U ve V kelimelerinin kongriians siniflarimin ¢arpimi
[u]; [Vl =[uv],

seklindedir. Bu carpma islemi birlesme 6zelligini saglar ve [l]Rbirim elemandir.

Béylece X /<> g bir monoid ve [X ; R] cifti bir monoid sunusudur. Bu sunustaki tireteg

kiimesi X sonlu ise bu monoide sonlu tirete¢li monoid, hem X hem de R sonlu ise o

zaman bu monoide sonlu sunumlu monoid denir.

Bir R yeniden yazma sistemi i¢in kelime problemi, verilen u ve Vv kelimeleri igin

u <—>*RV nin saglanip-saglanmamasidir. Yani bu iki kelimenin, belli bir kural altinda
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birbirine denk olup olmamasinin incelenmesidir. Bunun i¢in Oncelikle bazi tanimlari

verelim.
R yeniden yazma sistemi olsun.
2.5.5. Tamm:
I) R sistemi igin kelimeler arasinda
Uy—R U2—R U3—R...

seklinde sonsuz bir zincir yoksa, bu yeniden yazma sistemine Noetherian ya da sona

ermis denir.
I1) R sisteminden alinacak biitiin u, v, we X" kelimeleri i¢in
u— rV Ve u— rW iken v—'rz ve w— rz

olacak sekilde bir ze X~ kelimesi varsa, bu yeniden yazma sistemine elmas kurali

(confluent) denir.
2.5.5. Tanim’a ek olarak, verilen bir sistemden yeni 6zellikler de tiiretilebilir.

2. 5. 6. Tamim (Book ve Otto, 1993): Hem Noetherian hem de confluent 6zelliklerini

saglayan yeniden yazma sistemine tam (complete ya da convergent) denir.

2. 5. 7. Teorem (Book ve Otto, 1993): Eger R yeniden yazma sistemi tam ise, bu
sistem igindeki her bir kelime tek bir normal forma sahip oldugundan, bu R yeniden

yazma sisteminin ¢oziilebilir kelime problemine sahip oldugu belirtilmistir.

2.5.7. Teorem’in ispatinda diislince tarzimiz, verilen sistem tam oldugu i¢in kelimelerin
sonlu sayida adimla bagka kelimelere indirgendigi ve indirgenen bu kelimelerin de
birbirine esit oldugu seklindedir. Eger indirgenen bu kelimeler birbirine esit olmasaydi,
bu durumda bir kelime farkli iki sekilde ifade edilemeyeceginden, bu sistem i¢in kelime

problemi ¢6ziilemez olurdu.

Bir [X ; R] sunusunun yeniden yazma sisteminin tam oldugunu gostermek i¢in asagidaki

iki adim uygulanir.
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1. Adim: Yeniden yazma sisteminin sona ermis oldugunu géstermektir. Bunun igin X
daki kelimeler arasinda bir takim indirgeme siralamasi olmasi gerekir (uzunluk, agirlik,

soldan sozliik siralama, uzunluk ve soldan sozliik siralamasi gibi).

2. Adim: Yeniden yazma sisteminin confluent oldugunu gostermektir. Bunun igin ise
bilitlin kritik ¢iftlerin ¢oziilebilmesi gerekir. Buradaki kritik ¢ift ile anlatilmak istenen; U,
v, w, p ve q kelimeleri X™ da olmak iizere uv = p ve vw = q (v bos kelimeden farklr)
bagintilarindan elde edilen {pw, uq} kelime c¢iftleridir. Bu {pw, uq} kritik ciftin
coziilebilir olmas: demek ise, pw— g z Ve ug— g z olacak sekilde bir ze X

kelimesinin elde edilebilir olmasi demektir.

2. 6. Biiyiime Serileri

Herhangi bir alfabede 7 uzunlukludan az ka¢ tane kelime bulunabilir sorusunu
diisiinelim. Bu soruyu ¢ok biiyiik kelimeler ve farkli alfabeler diisiinerek kelimelerin
uzunluklarinin dagilimmi gelistirmek miimkiindiir. Farkli dilleri diisiinerek biiyiimeler
karsilagtirilabilir ve kelimelerin dagilimi calisilarak dil hakkinda ne gibi 6zellikler
kesfedilebilir ¢ikarilabilir. Bu soruyu sonsuz gruplar iizerinde diistindiiglimiizde biiyiime
serileri olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Biiylime serilerinin elde edilmesi {izerinde

calistigimiz yapilarin siiflandirilmasi agisindan 6nemlidir.

Son yillarda, bircok yazar tarafindan bazi 6zel gruplar ve grup carpimlart (direkt
carpim, serbest carpim, birlestirilmis serbest ¢arpim, wreath g¢arpim) i¢in biliylime
serileri hesaplanmigtir. Bizim amacimiz ise, tezin 3. ve 4. bolimlerinde ¢apraz ve iki-
yanli capraz ¢arpimlarin biiylime serilerini hesaplamaktir. Bunu yapmak icin, bu alt
boliimde, biiylime serileri ile ilgili temel tanim ve sonuglar1 verelim. Bu konu hakkinda
detayl bilgiler i¢in (Edjvet ve Johnson, 1992; Harpe, 2000; Grigorchuk ve Harpe, 2001;
Mann, 2011) kaynaklarina bakilabilir.

2. 6. 1. Tamim (Scott, 2007): G sonlu sunumlu grup ve S ={s;%,s,",...,s.'} yar1 grup

irete¢ kiimesi olsun. Bir geG igin, g| ile g elemanmin S iirete¢ kiimesine gore

uzunlugunu gdstersin ve |g|=inf{k|g =s;s,..5,, 5, €S, i=12,...,k} olsun.
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f(0)=a,=1ve f(n)=a, =#{g eG| lg|=n, nzl}

bi¢iminde tammlanan f :Nw{0} - N fonksiyonuna G grubunun biiyiime fonksiyonu

ve ,B(G,S;z):Zanz” serisine de G grubunun bilyiime serisi denir. Burada a,
0

dizisinin B(G,S;z) iirete¢ fonksiyonu, tam katsayili formal kuvvet serilerinin Z[[z]]

halkasmin bir elemanidir.

Asagida bazi 6zel gruplar icin biiylime serileri verilmistir. Diger 6zel gruplarin biiyliime

serileri i¢in (Harpe, 2000; Scott, 2007) kaynaklarindan detayl bilgiler bulunabilir.

o S= {1} tiretecli N mertebeli devirli grubun biiyiime serisi;

n=2m ¢iftise; B(Z,,S;z) =1+2z2+22° +..+ 22" + 2"
n=2m+1tekise; B(Z,,S;2) =1+2z+22% +..+22"" +2z" bigimindedir.

e S = {1} iirete¢ kiimesi ile birlikte sonsuz mertebeli devirli grubun biiyiime serisi;

o0

B(Z,S;;7) =1+422+27° +..+ 22" +...=1+ > 27" :iJr—Z
k=1 —Z

bi¢imindedir.
e S, = {2, 3} iireteg kiimesi ile birlikte sonsuz mertebeli devirli grubun biiylime serisi;

1+3z+42*-27°
1-z

(Z,S,:7)=1+42+82° +6(2° +z* +..) =
2

bi¢imindedir. Gergekten, 1 uzunluklu 4 kelime, 2 uzunluklu 8 kelime, k>3 igin 6 (
+(3k —2), £(3k —1) ve +3k formunda) kelime vardir (Scott, 2007).

e S={12),(273),..,(n=1n)} irete¢ kiimesi ile birlikte S, simetrik grubunun

bliylime serisi;

B(S,,3:2) :ﬁ(1+2+22+...+ z")
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bigimindedir.

1 00 1 00
e S=|1 1 0|veT=|0 1 O |iiretec elemanlar ile birlikte
0 01 011

1 0
H=<:k 1
m |

= O O

k,I,me Z} Heisenberg grubun biiyiime serisi;

1+z+42%+112° +82* +212° +62° +92" + 2°

pH.S.2)= A—2) (Lt 2+ )1+ 22)

bigimindedir (Harpe, 2000).

Bunlara ek olarak, literatiirde Coxeter gruplarin, ylizey gruplarin ve Fuchsian gruplarin
(Floyd ve Plotnik, 1987), Heisenberg ve Nil gruplarin
(Benson, 1983; Shapiro, 1989), hiperbolik gruplarin (Cannon, 1984; Grigorchuk ve
Nagnibeda, 1997) gibi bircok 6zel gruplarin biiyime fonksiyonlarinin ve biiyiime

Serilerinin hesaplandigi ¢alismalar bulunmaktadir.

2. 6. 1. Biiyiime Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri
G grubu n iretecli ve sonlu bir S kiimesi tarafindan tretilsin.
1) Uzunluk islemi simetrik ve alt toplamsaldir:

V7.7, €G igin L (r ) =L (7) ve L(n7,) =L0) +L (7).
2) Biiyiime fonksiyonu alt ¢arpimsaldir:
B(G,S;k +k,) < B(G,S;k)+ B(G,S;k,) (ki k, eN).
3) Biiyiime fonksiyonu n-rankli serbest grubun biiylime serisi ile iistten sinirlidir:
L(G,S;k)<2n(2n-1)**, (k >1).

4) G sonsuz bir grup ise, bitylime serisi 3(G, S;k) kesinlikle artandir.
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2. 6. 2. Grup Carpimlar1 Uzerinde Biiyiime Serileri

Biiylime serilerini hesaplamak kimi cebirsel yapilar i¢in kolay iken, kimisini
hesaplamak ¢ok fazla zaman kaybina neden olmaktadir ve belli bir algoritma ihtiyaci
duyulmaktadir. Bu sebeple biiyiime serileri {izerinde, grup c¢arpimlart i¢in kurallar
bulunarak bu adimlarin kisa siirede yapilmasi ve kolaylastirilmasi saglanmistir. Asagida
direkt ¢arpim, serbest ¢arpim ve birlestirilmis serbest carpim i¢in sonuglar verilmistir.
Bu carpimlara ek olarak, wreath (¢elenk) carpimin biiyiime serisi i¢in (Johnson, 1991),
HNN-genislemesinin biiylime serisi i¢in (Chiswell, 1994) kaynaklardan detayl1 bilgiler

alinabilir.

Sirastyla sonlu S; ve S, kiimeleri tarafindan iretilen G, ve G, gruplarini diigiinelim.

I- Direkt Carpim icin Biiyiime Serisi

2. 6. 2. Teorem (Scott, 2007): S =(S,x{1}) U({1}xS,) iirete¢ kiimesi ile iretilen
G=G,xG, direkt carpmmin biyime serisi; f(G,S;z)=£(G,S,;z) 5(G,,S,;7)

bigimindedir.

I1- Serbest Carpim icin Biiyiime Serisi

2. 6. 3. Teorem (Scott, 2007): S =S,US,iirete¢ kiimesi ile tretilen G =G, *G,

B(G,,5,;2)5(G;,, S5, 2)
1=(B(G,5::2) -D(B(G;, S,:2) - 1)

serbest carpimin biiyime serisi; (G, S;z) =

bi¢imindedir.

I11- Birlestirilmis Serbest Carpim icin Biiyiime Serisi

2. 6. 4. Teorem (Scott, 2007): (G;,S;) = (G.,S,) ve (G;,S;) = (G,,S,) kabul edilebilir
grup olsun. S=35,US, iirete¢ kiimesi ile birlikte G=G,*; G, birlestirilmis serbest

1 1 1

¢arpimin biiyiime serisi; = 4 _
B(G,S;z) p(G,S;2) p(G,,S,;z) B(G,,S;;2)

bi¢imindedir.
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C, ve C; iki devirli grubu diisiinerek grup ¢arpimlarinin bilyiime serilerini kisa yoldan

hesaplayalim.

2. 6. 5. Ornek: C, = <X; x* :l> ve C, = <y; y° :1> iki devirli grubun biiyiime serileri

sirastyla & (z) =1+3z ve B (z) =1+5zdir. O halde,
C, xCq direkt carpim . . (2) = A, (2) B, (2) = (1+32)(1+52),

B, (1) B, (2) _ (L+32)(1+52)
1- (B, (2)-D(p, (2)-1) 1-157°

C, *C; serbest carpim . ¢, (2) =

C, *¢, C birlestirilmis serbest ¢arpim

1 1 1 (1+39)+57)(+7)
IBC4(Z) ,Bcs(z) ﬂcz(z)_ 1+2z-77°

ﬂc4*c2 Co (Z) =

biiylime serilerine sahiptir.

2. 6. 3. Biiyiime Serilerinde Denklik

Uzerinde ¢alisilan cebirsel yapida iirete¢ kiimelerinin degismesi, biiyiime serilerin de
degismesine sebep olmaktadir. Boylece, biiyiime serilerinin {irete¢ kiimesine gore
degisiklik gostermesi, biliylime serilerde denklik bagimtilarin olugmasini saglamistir.
Biiytime serilerinde denklik bagintisinin varhigi ise denklik smiflarmin varligim
diistindiirmiistiir. Boylece, elde edilen denklik simiflari kullanilarak biliyiime ¢esitleri
elde edilmistir. Bu konu hakkinda daha detayl bilgilere (Harpe, 2000; Scott, 2007)

kaynaklarindan ulasilabilir.

2. 6. 6. Tammm (Scott, 2007): Her d >1, ¢>0 sayilari i¢in biiyiime islemleri arasinda
S, (k) <d B,(ck) kosulu saglaniyor ise [, biiyiime islemi £, biiyiime isleminden daha
baskindir denir. Ve S, < f, ile gosterilir. Eger biiyiime islemleri arasinda S, < f, ve
B, < B, kosullarinin her ikisi de saglaniyor ise 3, ve p,biiyiime iglemleri birbirine

denktir denir ve S, = f3, ile gosterilir.
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2. 6. 7. Onerme (Scott, 2007): G sonlu iiretecli bir grup olsun. Eger G grubu, hem
S hemde T kiimeleri tarafindan {iretiliyor ise, bu liretegler kiimesi ile elde edilen

biiyiime islemleri denktir. Yani; A(G,S;k) =~ £(G,T;k)dir. Bu biiyiime islemlerinin
denklik siiflari ise [ B(G;k)]bigiminde gdsterilip, bu denklik smniflart iirete¢ kiimesine
degil gruba baghdir.

2. 6. 8. Tanum (Scott, 2007): Sonlu S kiimesi ile iiretilen G grubunun biiyiime serisi
P(G,S;k) verilmis olsun. w(G, S) :ll(im sup&/B(G, S;k) degerine (G, S) nin par¢asal

biiyiime orani denir.

2. 6. 9. Tammm (Scott, 2007): Sonlu iiretegli sonsuz G grubunun biiyiime islemlerinin
denklik siiflarina G grubunun biiyiime ¢esidi denir. Biitiin sonlu gruplar ayni biiyiime
¢esidine sahiptir. Her G grubu igin biiyiime ¢esidi grubun herhangi bir {ireteg

kiimesinden farkli ve bagimsizdir.

Parcasal, polinom ve orta seviyeli bliylime olmak iizere 3 farkli biiyiime ¢esidi vardir.
Bu biiytime ¢esitlerinin tanimlari, biiylime serisi ve pargasal biiyiime orani kullanilarak

asagida verildigi gibi iki farkli bi¢imde tanimlanabilir.

2. 6. 10. Tamim (Scott, 2007): Sonlu S kiimesi tarafindan tiretilen G grubu ve biiylime
islemi B(G, S;k) verilmis olsun. G grubuna,

i) Eger W(G, S) >1 ise par¢asal (exponential) biiyiime,
i) W(G, S) =1 ise alt-parcasal (subexponential) biiyiime,
i) Her d >0 i¢in, S(G,S;k) <k® ise polinom (polynomial) biiyiime denir.

Iv) Alt-pargasal biiyiime ve polinom biiyiime degil ise orta seviyeli (intermediate)

biiyiime denir.

2. 6. 11. Tamim (Scott, 2007): Sonlu S kiimesi tarafindan tiretilen G grubu ve biiyiime
islemi (G, S; k) verilmis olsun. Eger SB(G,S;k) biiyiime islemi iizerinde,

)3c>0 ve v>1 icin B(G,S;k)>cv* sarti saglamiyor ise G grubuna parcasal

(exponential) biiyiime,
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i)3c>0 ve d=>1 icin B(G,S;k)<ck® sarti saglaniyor ise G grubuna polinom

(polynomial) biiyiime,

i) G grubu pargasal ve polinom biiyiimeye sahip degilse, G grubuna orta seviyeli

(intermediate) biiyiime denir.
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3. CAPRAZ (CROSSED) CARPIM

A. L. Agore, 2008 yilinda G. Militaru ile, 2010 yilinda D. Fratila ile birlikte ¢apraz
carpimi gruplar iizerinde c¢alismis ve bu carpimin grup oldugunu ispatlamislardir.
Ayrica bilesenleri devirli gruplar alarak bu gruplarin ¢apraz ¢arpimlarinin sunuslarini
elde etmislerdir. Tezin bu boliimiinde, devirli gruplar i¢in elde edilen ¢apraz carpimlarin
sunuslart kullanilarak her bir yapinin yeniden yazma sistemi olusturulacaktir. Daha
sonra bu yapilarin, elemanlarinin normal formunun yapisi belirlenip kelime probleminin
coziilebilir oldugu gosterilecektir. Son olarak ise, elde edilen normal formlar

kullanilarak her bir yapr i¢in biiylime serileri hesaplanacaktir.

Bu boliimiin 3.3. ve 3.4. Alt Bolimlerinde elde edilen sonuclar (Karpuz ve Cetinalp,
2016) ¢alismasinda “Growth Series of Crossed and Two-Sided Crossed Products of
Cyclic Groups” basgligi altinda toplanmustir.

3. 1. Normal Capraz Carpim

3. 1. 1. Tamm (Agore, 2008): H ve G iki grup olmak iizere, herhangi g,9,,9,9, €G

ve heH i¢in «:G — Aut(H), g—=>gp>_ h ve f :GxG —H doniigimleri
9>, (9, >, N)=1(9,,9,)(8,9, >, ") F(9,,9,)" (3.1)

f (gl’ gz) f (91921 gs) = (gl >, f (921 gs)) f (91’ gzga) (3.2)
kosullarint saghiyorsa, bu durumda Hve G gruplarinin capraz (crossed) sistemi

(H,G,a, f) bicimindeki bir sirali dortliidiir.

Eger VgeG igin f(1,1)=f(1,g)=f(g9,)=1ise, (H,G,a, f)capraz sistemi normal
(normalized) ¢apraz sistem olarak adlandmlir. (H,G,e, f)¢apraz sistemi ile birlikte

H ve G ’nin ¢apraz carpimi H #' G ile gosterilip

(hI’ 91)(h21 gz) = (h].'(gl >, hz) f (91’ gz): glg2) (3-3)

carpimi ile tanimlanan H xG  kiimesidir.

Capraz ¢arpimin cebirsel 6zellikleri ile ilgili 6nemli bir sonu¢ asagida verilmistir. Bu

sonucun detayli ispat1 (Agore, 2008) makalesinde bulunabilir.
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3. 1. 2. Teorem (Agore, 2008): (H,G,q, f )normal gapraz sistemi verilmis olsun.
vVheH ve geG igin (3.3) ile verilen ¢arpim altinda H#' G, birimi (1,1) ve ters
elemani (h,g) ™" =(f(g7™",9) g <, h™, g™) olan bir grup olusturur.

Iki grubun capraz carprminin « Ve f 'nin aldig1 degerlere gore elde edilen sonuglar

asagida verilmistir.

3. 1. 3. Sonu¢ (Agore, 2008): H ve G herhangi iki grup ve  ve f asikar doniistimler

olsun. O halde gapraz carpim H#' G, H ile G 'nin direkt garpimudir.

3. 1. 4. Sonug (Agore, 2008): H ve G herhangi iki grup ve f asikar doniisiim olsun.

O halde gapraz carpim H #' G, H ile G 'nin yar direkt ¢arpimudir.

3. 1. 5. Sonu¢ (Agore, 2008): H ve G herhangi iki grup ve « asikar doniistim olsun.
Eger herhangi g,,9, 9, €G igin,

Im(f) = Z(H) ve f(gl’gz)f(glg2793): f(gz’gs)f(gl’gzgs)

kosullar1 saglaniyor ise g¢apraz c¢arpim H#LG, H ile G’nin twisted ¢arpimidir.

Vh,h,eH ve g,,0, €G icin twisted garpim (h, g,)(h,,9,) = (hh,f(g;,9,),9,9,)

carpimt ile grup tanimlamaktadir.

3. 2. Devirli Gruplarin Capraz Carpiminin Sunuslari
Tezin bu alt bdliimiinde, sonlu ve sonsuz devirli gruplar kullanilarak (Agore, 2010)
¢aligmasinda bulunan C #'C_, C #! C,, C, #' C ve C,, #! C,, sapraz carpimlarinin

sunuslar verilecektir. Bu sunuslar ile ilgili detayli bilgi (Agore, 2008) ve (Agore, 2010)

makalelerinde bulunabilir.
C, = <a ;a” =1> ve C, = <b ;b =1> sonlu devirli grup sunuslari ve C, =(g; ) sonsuz

devirli grup sunusu olsun.
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3.2. 1. Teorem (Agore, 2010): C_#' C_ tipindeki devirli iki grubun ¢apraz carpimimnin

sunusu
C,#,C,=(ab;a"=1, b"=a', b'ab=a’) (3.4)
bi¢imindedir. Burada i, j €{0,1,2,...,n—1}, i.(j—1) =0(modn) ve j" =1(modn) dir.

3. 1. 2. Teorem (Agore, 2010): C #! C, tipindeki devirli iki grubun ¢apraz ¢arpiminin

sunusu
C,#/C,=(a,g;a"=1, g'ag=a') (3.5)
bigimindedir. Burada (t,n)=1 ve teZ dir.

3.1.3. Teorem (Agore, 2010): C, #' C_ tipindeki devirli iki grubun gapraz ¢arpiminin

sunusu
C,#,C,=(gh;gh=hg, h"=g") (3.6)
bi¢cimindedir. Burada t € Z dir.

3. 1. 4. Teorem (Agore, 2010): C, #! C,, tipindeki devirli iki grubun capraz

g:arplmmm sunusu
Cy, #. C,, =(0,,05: 0,9, = 9,0,) (3.7)

bigimindedir.

3. 3. Devirli Gruplarin Capraz Carpiminin Yeniden Yazma Sistemi

Verilen bir [X;R] monoid sunusunun kelime probleminin ¢oziilebilir olmasi igin
yeniden yazma sisteminin tam oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. Bunun i¢in de iki
adim uygulanir. Bunlardan ilki bu sistemin sona ermis (Noetherian) oldugunu
gostermektir.  Ikinci adim ise bu yeniden yazma sisteminin confluent oldugunu
gostermektir. Bu iki adimi uygulayarak devirli gruplarin ¢apraz ¢arpimlarinin monoid

sunuslarmin tam oldugu gosterilecektir.
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Bu alt boliimde, yeniden yazma kurallari elde edilirken kelimeler ilk 6nce uzunluklarina
gore karsilagtirilsin. Yani, uzunlugu biiyiik olan kelime digerinden daha biiyiiktiir.
Kelimelerin uzunluklarinin esit olmasi durumunda ise, grubun monoid sunusunun

irete¢ elemanlar1 arasinda olusturulan siralama dikkate alinir. Ayrica, (i) ve ()

yeniden yazma kurallarindaki bagintilar1 gostermek iizere, bu bagintilarin kesiserek
cakisan kelimeleri (i) (j) notasyonu ile, igererek cakisan kelimeleri ise (i) (])

notasyonu ile gosterilsin.

3.3.1. C #' C_ Tipindeki Devirli ki Grubun Capraz Carpim

(3.4) sunusu ile verilen C #' C_ tipindeki devirli iki grubun ¢apraz ¢arpiminin monoid
sunusu

(aba?b*;a"=1, b"=a', b'ab=a’, aa*=1, a'a=1, bb* =1, b'b=1) (3.8)
bicimindedir. Yeniden yazma kurallarin1 olusturmak i¢in iiretecler arasinda

a>a’>b>b™" biciminde bir siralama segelim. Bu siralama kullanilarak asagidaki

onemli sonug elde edilir.

3.3.1. Teorem: C # C, tipindeki devirli iki grubun ¢apraz ¢arpiminin (3.8) ile verilen

monoid sunusunun tam yeniden yazma sistemi asagidaki bagintilardan olusmaktadir.

1. Durum : n<m olsun.

ej=1ve 0<i<n-1 igin,

Ha"—1, 2)b" »a', 3ab—ba, 4aa’ -1 5a'a—1, )bb' -1 7)b b1

e2<j<n-1ve 0<i<n-1 igin,

a"—12)b" —a', 3)ba’ »ab, 4daa' -1 5ala—>]
6)bb™* -1, 7)b'o—1, 8)ab—ba'.

2. Durum : m<n olsun.

e j=1 ve 0<i<m-1 igin,
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)a" -1, 2)b" —»a', 3)ab—ba, 4aa’ -1, 5)a‘a—1, 6)bb* -1, 7)bh 1.

e j=1ve m<i<n-1igin,

Da" -1, 2)a' »b™, 3ab—ba, 4aa’ -1, 5a'a—1, 6)bb* —>1, 7)b'h 1.

e2< j<n-1ve 0<i<m-1 igin,

Da" -1 2)b" »a', 3ba’ »ab, 4aa’ -1 5a‘a—l 6)bb*>1 7)bb—o1.

e2<j<n-1ve m<i<n-1 igin,

Da"—1 2)a —b", 3)ba' »ab, 4)aa'—>1 5)a’‘a—l
6)bb™ -1, 7)b'b—1, 8)ab" —>b"a.

Ispat: Yeniden yazma kurallarindaki iiretecler arasinda a>a* >b>b™ biciminde bir
siralama oldugundan, kelimelerin ayni indirgendigi kelimeleri sonlu sayida adimla elde
ederiz. BOylece, sistemin tam olmasi i¢in ilk sart olan Noetherian 6zelligi her iki durum
icin saglanmis olur. Simdi confluent 6zelliginin saglandigini gdstermek i¢in yeniden

yazma kurallarinin sol yanlarina bakalim ve ¢akisan biitiin kelimeleri ele alalim.

e 1. durumda j=1 ve 0<i<n-1 ile 2. durumda j=1 ve0<i<m-1 igin, yeniden

yazma kurallarinin biitiin ¢cakisan kelimeleri ve kritik ¢iftleri;

WA@): a™, (a,a) W) (3): ab, (a""ba,b)
W @): aa’, @ a?) (2)~(2): b™, (a'b,ba’)
2)(6): b, (@b, b™) (3)N(2): ab™, (bab™, aa')
(3)(6): abb™, (bab™*,a) 4 N(5): aa'a, (a,a)
G)N@1): a'a", (@ a?) (5)(3): aab, (aba,b)
G)n(4): a*aa™, (ata?) (6)(7): bbb, (b,b)

(N A(Q2): b ", (o™, ba) (7)A(6): bbb, (b™,b™)

29



bi¢imindedir. Yukaridaki biitiin kritik g¢iftler cakisan kelimeye bagli olarak sonlu
adimda aynmi kelimeye indirgendiginden ¢oziilebilirdir. Bunlardan biri 6rnek olarak

asagida gosterilmistir.

(3)(2): ab™, (bab™* aa')

. |bab™* —b%*ab™? »b"a—>a'a—>a'"

ab™ >4 -

aa' »>a'""

¢ 1. durumda 2<j<n-1ve 0<i<n-1 ile2. durumda 2<j<n-1ve0<i<m-1

icin, yeniden yazma kurallarinin biitiin ¢akisan kelimeleri ve kritik ¢iftleri;

DN@: a", (aa) DN(4): a"a’ (@ "a")

W) (®): a', (a"'ba',b) (2)~(2): b™, (ab,ba’)

(2)n(3): b"a’, (a'a’,b™ab) (2)~(6): b™b*, (ab,b™?)

(3~ (0): ba", (aba""’,b) (3N (4): ba'a™, (ba'*,aba?)
(3)(8): ba'b, (ba''ba',ab?) (i) (3)(8): ba'b, (aba"b,b%a’) (i > j)
#HNG): aa’a, (aa) G)N@: a'a",(@"a")

B)n(4): ataa’, (ata™) (5)(8): a’a'b, (@b, aba')
(6)\(7): bbb, (b,b) ()~ (2): b, (o™, ba)
(7)"(3): bbal, (a’,b*ab) (7)"(6): bbb, (b™,b™)

)N (2): ab", (ba'b™*,a'a') () (3): aba’, (ba'a’,a'ab)

(8)n(6): a'bb™, (ba'b*,a")

bigimindedir. Yukaridaki biitiin kritik ¢iftler sonlu adimda c¢oziilebilirdir. Bunlardan

ikisi 6rnek olarak asagida gésterilmistir.
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(3)~(8): ba’b(j>i), (ba'ba',ab?),
. ba''ba' —ba'a'ba’ — aba'ba' — a'ba’ — ba'
ba'b —» _ .
ab> >b —a'b —ba'
(3)~(8): bab(i > j), (aba' 'b,b%a'),
. aba''b —» aba'a'b — aba 'a'b — aba'ba' — ab
ba'b —» _ _
b’a' >ba! — ab
¢ 2. durumda j=1 ve m<i<n-1 igin, yeniden yazma kurallarinin biitiin ¢akisan

kelimeleri ve kritik c¢iftleri;

DN@: a", (aa) DN(@): a", @"b"1

W (3): ab, (a"ba,b) M @4): a'a?, (@"a?)
@u@): a", (b"a™" 1) 2)n(2): a*, (ab",b"a)
(2)~(@3): a'b, (b"b,a" *ba) 2)n(@): aa’, (@ b"a)
(3 (6): abb™, (bab™, a) 4)(5): aa'a, (a,a)
G)N@1): a'a", @ a?) G)n(2): a'a', (@",a’")
(5)(3): aab, (aba,b) B)n(4): ataa™, (ata™)
(6)(7): bbb, (b,b) (7)A(6): bbb, (b™,b)

bi¢imindedir. Yukaridaki biitiin kritik ¢iftler cakisan kelimeye bagli olarak sonlu

adimda ayn1 kelimeye indirgendiginden ¢oziilebilirdir.

e 2.durumda 2< j<n-1ve m<i<n-1 i¢in, yeniden yazma kurallarinin biitiin

cakisan kelimeleri ve kritik ¢iftleri;
MN@): a"™, (a,a) Mu(@): a", (@',

MN(@4): a"a™, (@ at) DN (8): a"b™, (a"b"a,b™)
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@u: a", (b"a"" 1)

(2)N(4): aa™, (@, b"a™)
3)N(): ba", (aba"’,b)

3N (2): ba', (aba™,bb") (i > j)
3N (8): balb™, (ha'b™a,abb™)
G)N@): a'a", (@*a?)
G)N(4): ataa™, (a*,a?)
(6)N\(7): bbb, (b,b)

(7)A(6): bbb, (b, b )

2)n(2): a*, (ab",b"a)

(2)~(8): ab", (a"b"a,b™b™)
(3N (2): ba’, (ba"b", ab) (j > i)
(3N (4): bala™, (aba,ba’™?)
4)(5): aa'a, (a,a)

B)N(2): a'a', (@ ,a’b")
(5)(8): a'ab™, (a'b"a,b™)
(7)"(3): bbal, (bab,a’)

(8)n(3): ab™a’, (b"aa’, ab™ab)

(8)(6): ab™, (b"ab*, ab™?)

bi¢imindedir. Yukaridaki biitiin kritik g¢iftler cakisan kelimeye bagli olarak sonlu
adimda ayni kelimeye indirgendiginden ¢dziilebilirdir. Bu cakisan kelimelerden biri

ornek olarak agagida gosterilmistir.

(8)(3): ab™a’, (b™aa’,ab™ab),
b"aa! —»b"a!* »a"b"a’? ->b"a"*a*! —»b™ab

ab™a' -
ab™'ab — a?ab™'ab —b™"ab

C.#' C_ tipindeki sonlu iki devirli grubun gapraz ¢arpimimin yeniden yazma sistemi

Noetherian ve confluent oldugundan tamdir. m

3. 3. 1. Teorem’de belirtilen durum ve kosullar altinda C_ #' C_ tipindeki sonlu iki

devirli grubun ¢apraz ¢arpiminin elemanlarinin normal formu ile ilgili asagidaki sonug

elde edilmistir.

3.3.2.Sonug: ueC, # C_ kelimesinin normal formu C(u) asagidaki forma sahiptir.
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1.Durum: n<m olsun. Bu durumda
e j=1ve 0<i<n-1igin, Cu)=b*a' (0<k<m-1, 0<l<n-1) dir.

e2<j<n-1ve 0<i<n-1igin,

C(u) =a“b*ab"..a“b" (0<k,<n-1(1<e<s), 0<l,<m-1(1<5<s), seN) dir.

2. Durum: m<n olsun. Bu durumda

e j=1ve 0<i<m-1icin, C(u)=b"a’ (0<k<m-1 0<lI<n-1) dir.

e j=1ve m<i<n-1igin, C(u)=b"a' (kez, 0<I<i-1) dir.

e2<j<n-1ve 0<i<m-1 igin,

C(u)=a“b"a'h"..ab" (0<k <n-1(l<e<s), 0<l,<m-1(1<5<s), seN) dir.
e2<j<n-1ve m<i<n-1igin, C(u)=b"a"b*a"..b*a"

(k eZ, 0<k <m-1(2<e<s), 0<l,<j-1(1<5<s), seN) dir.

f o e . o s 1.
3.3.2. C #,C, Tipindeki Devirli Iki Grubun Capraz Carpimi

(3.5) ile verilen C_#' C, tipindeki devirli iki grubun ¢apraz g¢arpimimin monoid sunusu
(a,g.atgt;a"=1, glag=a',aa’=1,a'a=1 g9 =19"'g=1) (3.9)

bicimindedir. Yeniden yazma kurallarindaki iiretegler arasinda g>g'>a>a™

bi¢iminde bir siralama segelim. Bu siralama kullanilarak bu boliimiin asagidaki bir diger

onemli sonucu elde edilir.

3.3.3. Teorem: C #' C, tipindeki devirli iki grubun ¢apraz ¢arpiminin (3.9) ile verilen
monoid sunusunun tam yeniden yazma sistemi
a"—1, 2)ga' —»ag, 3aa' -1 4a‘a—l 599" -1 6)glg—ol

bagintilarindan olugmaktadir. Burada (t,n) =1 ve te Z dir.

ispat: Yeniden yazma kurallaridaki iiretegler arasmnda g >g ™ >a>a" bigiminde bir

siralama oldugundan, ¢akisan kelimelerin indirgendigi kelimeleri sonlu sayida adimla
elde ederiz. Boylece, yeniden yazma sistemi Noetherian 6zelligini saglamis olur.

Yeniden yazma kurallarinin biitiin ¢akisan kelimeleri ve kritik ¢iftleri;
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MN@: a™, (a,a) MN@B): a"a™’, (@ ah)

2n@®: ga", (aga"",9) (2N (3): gaa™, (aga™, ga"™")
(3)N(4): aa'a, (a,a) @n@O: a'a", (@ a)
4n@E):a’aa’,(@a"a”’) (5)(6): 9979, (9.9)
(6)n(2): g'ga’, (g 'ag,a) 6N () 9799, (37.97)

bicimindedir. Biitiin kritik ¢iftler ¢cakisan kelimeye bagli olarak sonlu adimda aym

kelimeye indirgendiginden confluent ozelligi saglanmaktadir. Dolayisiyla C_ #! C,

tipindeki iki devirli grubun capraz ¢arpiminin yeniden yazma sistemi Noetherian ve

confluent oldugundan tamdir.m

3. 3. 3. Teorem’de belirtilen kosullar altinda C_ #' C, tipindeki iki devirli grubun ¢apraz

carpiminin elemanlarinin normal formu ile ilgili asagidaki sonug elde edilmistir.

3.3.4.Sonug: ueC, #, C, kelimesinin normal formu C(u)
C(u)=a“g"a*g"-..a%“g"

bigimindedir. Burada 0<k <n-1, 0<k <t-1(2<&<s), |;eZ(1<5<s) dir.

3.3.3.C, #' C_ Tipindeki iki Devirli Grubun Capraz Carpim
- - f . . . . .o . . .
(3.6) ile verilen C #, C_ tipindeki devirli iki grubun ¢apraz ¢arpiminin monoid sunusu

(g,hg™h™*;gh=hg, h"=g', gg™*=1, g™ 'g=1, hh™* =1, h*h=1) (3.10)

bigimindedir. Yeniden yazma kurallarindaki iireteler arasinda g>g~>h>h™

biciminde bir siralama segelim. Bu siralama kullanilarak asagidaki 6énemli sonug elde

edilir.
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3. 3. 5. Teorem: C, #' C_ tipindeki devirli iki grubun gapraz ¢arprmmin (3.10) ile
verilen monoid sunusunun tam yeniden yazma sistemi asagidaki bagintilardan
olusmaktadir.

el<t<n igin,

Hgh—hg, 2)h"—>g', 3)gg" —1, 49)g'g—1 5hh*—>1 6)h*h—1l.

et>n igin,
Hgh—hg, 2)g'—>h", 3)gg'—>1 4)g'g—1 5hh'—>1 6)h'h->1l

ispat: Yeniden yazma kurallarindaki iiretegler arasinda g > g~ >h>h™ bigiminde bir
siralama oldugundan, ¢akisan kelimelerin indirgendigi kelimeleri sonlu sayida adimla
elde ederiz. Boylece, yeniden yazma sistemi Noetherian 6zelligini saglamis olur.
Sistemin confluent 6zelligini sagladigini gostermek i¢in t ile n sayisinin degerlerine

gore ¢akisan biitiin kelimeleri ele alalim.

e 1<t <n i¢in yeniden yazma kurallarinin biitiin ¢akisan kelimeleri ve kritik ¢iftleri;

DN (2): gh", (hgh™*, gg") @) (5): ghh™, (hgh™, )
(2)N(2): h™, (g'h,hg") (2N (5): h"h™, (g'h™,h™)
(3N (4): 9979.(9,9) (4N (@): g7gh, (ghg, h)
#n: 97997 (g7,97) (5)N(6): hhh, (h,h)

6N (2): h™h", (™ h™g') (6)N(5): h™hh™, (h™,h™)

et>n icin yeniden yazma kurallarinin biitiin cakisan kelimeleri ve kritik ciftleri;

)N (5): ghh™, (hgh™, g) (2N (@®): g'h, (g""hg,h"h)
2n(2): g™, (h"g, gh") 2n@): g'g7 (9"h"g™)
(3" 4): 9979.(9,9) @ (@): g7gh, (97g,h)
@n(2):9g7g' (g7, g™h") @n@): 97997 (97.97)
(5)(6): hh*h, (h,h) 6)(5): h*hh, (hE h?)
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bicimindedir. Biitiin kritik ciftler cakisan kelimeye bagli olarak sonlu adimda ayni

kelimeye indirgendiginden confluent 6zelligi saglanmaktadir. Boylece C, #' C

tipindeki iki devirli grubun ¢apraz carpimin yeniden yazma sistemi tamdir. m

3. 3. 5. Teorem’de belirtilen kosullar altinda C, #' C_tipindeki iki devirli grubun gapraz

carpiminin elemanlarinin normal formu ile ilgili asagidaki sonug elde edilmistir.

3.3.6. Sonug: ueC #' C, (I<t<n) ile u eC, #! C_ (t>n) kelimelerinin normal
formu sirastyla C(u) ile C(u) asagidaki forma sahiptir.

C(u)=h*g' (0<k<n-1, te?.

Cu)=h*g' (0<t<n-1 ke2.

3.3.4.C, #; C,, Tipindeki Iki Devirli Grubun Capraz Carpim

(3.7) ile verilen C, #' C,, tipindeki iki devirli grubun gapraz ¢arpimmnin monoid
sunusu

(0,,0,,0.5.0," 0.9, =0,0;, 6,6, ' =1, 0,'0, =1, 9,0, ' =1, g,'9,=1)  (3.11)
bicimindedir. Yeniden yazma kurallarindaki iiretegler arasmmda @, >g;'>gd, >0,

biciminde bir siralama segelim. Bu siralama kullanilarak asagidaki 6énemli sonug elde

edilir.

3. 3. 7. Teorem: C, #, C tipindeki devirli iki grubun ¢apraz ¢arpimimnin (3.11) ile

verilen monoid sunusunun tam yeniden yazma sistemi asagidaki bagintilardan

olusmaktadir.

19,9, 9,0, 200" '—>1 309,09 —>L 40,9, —1 59,9, >1

ispat: Yeniden yazma kurallarindaki iiretegler arasinda g, >g;" >g, >, biciminde

bir siralama oldugundan, cakisan kelimelerin indirgendigi kelimeleri sonlu sayida
adimla elde ederiz. Boylece, yeniden yazma sistemi Noetherian 6zelligini saglamis

olur. Cakisan biitiin kelimeler ve kritik ciftler ise;
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MN4): 6,9,9," (9,99, 9,) 2n®3): 9,9,79,. (9, 9)
BN 9,79,9,.(9,'9,9,".9,) @ N(@): 9,79,9, 7 (9,7.9,7)

4)N(5): 9,9, "9, (9,.9,) G)N(4): 9,'9,9," (9,"9,")

bicimindedir. Biitliin kritik c¢iftler ¢akisan kelimeye bagli olarak sonlu adimda ayni
kelimeye indirgendiginden confluent ozelligi saglanir. Boylece C, #! C,, tipindeki iki

devirli grubun ¢apraz ¢arpiminin yeniden yazma sistemi tamdir.m

, . f .. o . q-
3. 3. 7. Teorem’de verilen C,, #. C,, tipindeki iki devirli grubun gapraz ¢arpiminin

elemanlarinin normal formu ile ilgili asagidaki sonug elde edilmistir.

3.3.8.Sonug: ueC, # C,, kelimesinin normal formu C(u) asagidaki forma sahiptir

C(u)= gzkgll k, 1 €2).

3.3.2., 3.3.4,, 3.3.6.ve 3. 3. 8. Sonuglarda verilen normal form yapilar1 kullanilarak
f f f f .. . “ g .. .
c#,C, C#,C,, C#,C, ve C, #, C, tipindeki devirli gruplar i¢cin kelime

probleminin ¢oziilebilirligi ile ilgili asagidaki sonug verilmistir.

3.3.9. Sonug: C #,C,, C #,C,, C,#,C ve C, #, C_ tipindeki devirli gruplar

icin kelime problemi ¢oziilebilirdir.

3. 4. Devirli Gruplarin Capraz Carpiminin Biiyiime Serileri

Bu alt boliimde sirasiyla C #/ C_, C #' G, C #' C. ve C, #' C,, tipindeki devirli
gruplarin 3. 3. alt boliimde elde edilen normal form yapilar1 kullanilarak biiytime serileri

hesaplanmistir. Bilylime serisi, segilen iirete¢ kiimesine gore farklilik gosterdiginden

burada N ve M mertebeli sonlu grubun biiylime serileri sirasiyla 1+(n-1)z ve
1+ (m—1)z olarak alinacaktir.

3. 3. 2. Sonugta verilen normal form yapis1 kullanilarak asagidaki sonug elde edilmistir.

3. 4. 1. Teorem: C(u) normal formuna sahip C #' C_ tipindeki gapraz carpimin
biiyiime serisi S(z) asagidaki forma sahiptir.
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1. Durum: n<m olsun.
ej=1ve 0<i<n-1igin, B(z) =1+(M+n—2)z+(MN—m—n+1)z>%

1

e2<j<n-1ve 0<i<n-1 igin, ﬁ(z):(Z_m_n)z+(m+n—mn—1)22'

2. Durum: m<n olsun.
ej=1ve 0<i<m-1igin, B(z)=1+(M+n—-2)z+(MNn—m—n+1)z>

1+iz+(i-1)z?

e j=1ve m<i<n-ligin, B(z)= 1

1
(2-m-n)z+(M+n—-mn-1)z

e2<j<n-1ve 0<i<m-1igin, B(z)= -

e2< j<n-1ve m<i<n-1igin,

1+ jz+(j-17°
(2-j-m)z+(2j-2m- jm=3)z*—(j+m— jm-1)z°

p(2) =

Ispat: Her bir durum icin biiyiime serilerini ayr1 ayr1 hesaplayalim.

e 1. durumda j=1,0<i<n-1ve?2 durumda j=1, 0<i<m-1 igin,

3. 3. 2. Sonugta verildigi gibi C(u)=b‘a’ (O<k<m-1 0<I<n-1)formu
bigimindedir. Bu normal formun p(z) biiylime serisi her bir kelimenin biiyiime

serilerinin ayrt ayr1 c¢arpimi olarak hesaplanabilir (Scott, 2007). Yani, p(z),
b“(0<k<m-1) ve a' (0<I<n-1)formundaki kelimelerin biiyiime serilerinin
carpimina esittir. Swrastyla, S; :{b,bz,...,bm} ve S, ={a, az,...,a”} irete¢ kiimeleri ile
birlikte b*(0<k<m-1) ve a (0<l<n-1)formundaki kelimelerin biiyiime serileri
1+(m-1)z ve 1+(n-1zdir. Buradan, S US, iirete¢ kiimesi ile birlikte, 3(z)

biliylime serisi
L(2) =1+ (M-D)2)1+(n-Dz) =1+ (M+n-2)z+(mMn—m-n+1)z?
elde edilir.
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e 1.durumda 2<j<n-1, 0<i<n-1ve 2 durumda 2<j<n-1, 0<i<m-ligin,
3. 3. 2. Sonugta verildigi gibi C(u)=a%“b"a*b"...a“b" formu bicimindedir. Burada,

0<k <n-1(1<e<s) ve 0<l;<m-11<6<s) dir. Bu normal formun biiyiime

serisi
. 1
B(2) = gol[(1+ (m-1)z)A+(n-1)2)] = 1-[A+(M-D2)A+(n-1)2)]
B 1
~(2-m-n)z+(m+n-mn-1)z°
dir.

e 2. durumda j=1 vem<i<n-1 igin, 3. 3. 2. Sonugta verildigi gibi normal form

C(u)=b*a' (kez, 0<l<i-1) formu bigimindedir. Siras1 ile, b*(keZ) ve

k=0

a' (0<1<i-1) formundaki kelimelerin biiyiime serileri (1+22k] ve 1+(i—-1)z dir.

Oyleyse,

1+2 Cl+iz+(i-1)2?

ﬁ(Z):(Ej(l-F(l—l)Z)— 1_2

bigimindedir.

e 2. durumda 2< j<n-1vem<i<n-1 i¢in 3. 3. 2. Sonugta verildigi gibi normal
form C(u)=b“a"b“a"..b%a" bicimindedir. Burada, k, €7 0<k <m-1(2<g<s)
ve 0<I, < j—1(1<5<s)dir. Sirastyla, b (k, € Z), a"b*a"..b% (0<k, <m-1

(2<e<s), 0<Il,<j-1(1<5<s-1) ve a“(0<I <j-—1) formundaki kelimelerin

biiyiime serileri [1+i2kj ,Z[(1+(j -1)2)A+(m-1)2)]" ve 1+(j-1)z dir. Boylece

k=0 t>0

p(2) = (1+i22kJ(Z[(l+(i D)L+ (M- A+ (] —1)Z)j

(1+z @+(j-D2)
_(1—2]1—[(1+(j—1)z)(1+(m—1)z)]

B 1+ jz+(j-1)z?

T (2-j-mz+2j-2m- jm=3)z>—(j+m- jm-1)z°

elde edilir.m
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3. 3. 4. Sonugta verilen normal form yapis1 kullanilarak agagidaki sonug elde edilmistir.

3. 4. 2. Teorem: C(u) normal formuna sahip C, #' C, tipindeki ¢apraz carpimin

1+nz+(n-1)z*

biiyiime serisi £(z) = 2 (D7

bi¢imindedir.

Ispat: 3.3. 4. Sonugta verildigi gibiu € C, #. C_ kelimesinin normal formu
C(u)=a“g"a®g"..a“g" (0<k <n-1, 0<k <t-1(2<e<s), l;eZ1<5<s))
formu bigimindedir. Bu normal formun (z) biiyiime serisi her bir kelimenin biiyiime

serilerinin ayrt ayr1 c¢arpimi olarak hesaplanabilir (Scott, 2007). Yani, p(z),
a“(0<k,<n-1), g'a%g".a“(0<k <t-1(2<e<s), l;eZ1<5<s-1)) ve
g (l s €7) formundaki kelimelerin biiyiime serilerinin ayri1 ayr1 carpimina esittir.
Sirastyla, a“(0<k <n-1), g‘ag"..a“ (O <k <t-1(2<e<s)l;eZ(1<6< S—l))

ve @“(l;€7)  formundaki kelimelerin  biiyiime  serileri,  1+(n—1)z,

Zl:(l-i- (t —1)2)(]1'-_i_—§)}t ve (l+i2kj dir. Boylece, £(z) biiylime serisi

t>0 k=0

B(z2)=(1+(n-1)z)

1 1+zj_1+nz+(n—1)z2

elde edilir.m

3. 3. 6. Sonugta verilen normal form yapis1 kullanilarak agagidaki sonug elde edilmistir.

3. 4. 3. Teorem: C(u) ve C(u) normal formlarina sahip C, #' C_tipindeki capraz
carpim i¢in biiyiime serileri sirasiyla B(z) ve g'(z) asagidaki forma sahiptir.

1+nz+(n-1z°
1-z '

B(@)=p(2)=

Ispat: 3. 3. 6. Sonugta verildigi gibi ueC #,C, (I1<t<n)ile ueC #,C, (t=n)
kelimelerinin  normal formu swasiyla C(u)=h*g' (0<k<n-1, teZ) ve
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C(u)=h*g" (0<t<n-1, keZ) formu bigimindedir. ilk olarak C(u) formu igin
biiylime serisini hesaplayalim. Bu normal formun £(z) biiyiime serisi bu formdaki her
bir kelimenin biiylime serilerinin ayr1 ayr1 ¢arpimi alinarak hesaplanabilir (Scott, 2007).

Yani, B(z), h*(0<k<n-1) ve g'(te?) formundaki kelimelerin biiyiime serilerinin

ayri ayrl carpimina esittir. Swasiyla, h*(0<k<n-1) ve g'(te? formundaki

kelimelerin biiyiime serileri, 1+ (n-1)z ve (1+22"j bicimindedir. Boylece, £(z)

k=0

biliylime serisi

B(2) :(1+(n—1)z)(1+—zj

elde edilir. Son olarak C'(u) formu icin biiyiime serisini hesaplayalim. Bu normal
formun f'(z) biiyiime serisi de, h“ (ke ?) ve g'(0<t<n-1) formundaki kelimelerin

biiyiime serilerinin ¢arpimma esittir. Sirasiyla, h*(ke?Z ve g'(0<t<n-1)

formundaki kelimelerin biiylime serileri (1+22k] ve 1+(n—1)z bi¢iminde olacagi
k=0

i¢in, S (2) bityiime serisi

. 1+z
B (2) :(Ej(lﬂn -1)z)

seklinde elde edilir.m
3. 3. 8. Sonugta verilen normal form yapis1 kullanilarak asagidaki sonug elde edilmistir.

3. 4. 4. Teorem: C(u) normal formuna sahip C, #! C,, tipindeki ¢apraz ¢arpimin

2
biiyiime serisi 3(z) =G+—Zj bigimindedir.

Ispat: 3. 3. 8. Sonucta verildigi gibi UECgl#L C,, kelimesinin normal formu

C(u)=9,“g, (k| €Z)bigimindedir. Bu normal formun A(z) biiyiime serisi normal

formdaki her bir kelimenin biiylime serilerinin ayr1 ayri ¢arpimi alinarak elde edilir
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(Scott, 2007). gi(ke? ve g,(leZ) formundaki kelimelerin biiyiime serileri

[1+ Zij bigiminde oldugundan, £(z) biiyiime serisi de
k=0

1+2Y
B(2) =(Ej

seklinde elde edilir.m
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4. IKI-YANLI CAPRAZ (TWO-SIDED CROSSED) CARPIM

Bu boliimde; direkt, yar1 direkt, knit ve ¢apraz ¢arpimin genellemesi olan ve bir¢cok
carpimi igeren yeni bir ¢arpim, iki-yanli c¢apraz carpim, tanimlanacaktir. Bu yeni
carpimin hangi kosullar altinda grup oldugu incelecek ve grup olabilmesi ic¢in belli
kosullar verilecektir. Daha sonra, devirli gruplar i¢in iki-yanli ¢apraz ¢arpimin sunusu
elde edilecektir. Elde edilen bu sunug kullanilarak yeniden yazma sistemi olusturulacak
ve elemanlarin normal formunun yapisi belirlenecektir. Son olarak ise, iki-yanl ¢apraz

carpimin elemanlarinin normal formu kullanilarak biiytime serileri hesaplanacaktir.

Bu boliimiin 4.1., 4.2. ve 4.3. Alt Bolimlerinde elde edilen sonuglar (Cetinalp ve ark.,
2016) caligmasinda “Two-Sided Crossed Products of Groups” basligi altinda
toplanmustir. 4.4. Alt Boliimiinde elde edilen sonuglar ise (Karpuz ve Cetinalp, 2016)
“Growth Series of Crossed and Two-Sided Crossed Products of Cyclic Groups”

calismasinda yer almaktadir.

4. 1. Normal iki-Yanh Capraz Carpim

Capraz ¢arpimin iki yonlii diisiiniilmesi ile elde edilen yeni ¢arpimin (iki-yanl ¢apraz

carpimin) tanimi asagida verilmistir.

4.1.1Tammm: Hve G iki grup olmak iizere, herhangi h, h,,h, e H ve g eG igin

a:G — Aut(H), a" ‘H—> Aut(G)} 4.1)
f:GxG—>H, fiHxH>G

déniisiimleri (3.1) ve (3.2) kosullarma ek olarak ;
he (b g)="f(hh)hh> g)f (h,h)” (4.2)
f(h,h)f (hh,h)=(h > f(h, )T (h,hh) (4.3)

kosullarini sagliyorsa, H ve G gruplarinin iki-yanli ¢apraz (crossed) ¢arpimi denir. Bu

carpim H #L; G ile gosterilip,
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(v, 9)(h,, 9,) = (h(9, >, 1) (91, 9,), (e g,) T ()
carpimi ile tanimlanan H xG kiimesidir. Burada, eger

f(es:9)=T(9.85) = T (&.8) =6, ve e, h)=1f(he,)="1(e.e,)=¢
ise bu ¢arpima iki-yanli normal ¢apraz ¢arpim denir. Iki—yanl normal ¢apraz carpim,
normal c¢apraz carpim gibi her zaman grup olmayabilir. Bu ¢arpimin grup

tanimlayabilmesi i¢in asagidaki sonug verilmistir.

4.1.2. Teorem: Hve G iki grup olmak iizere herhangi h,h,,he HVe g,,9,,9eG

i¢in (4.1)’de verilen dontistimler,

gil'(hl [>a' g) f (hl' hz) € Kera (44)

h71(91 >, h)f(g,,9,) € Kera (4.5)

kosullarini sagliyor ise ikKi-yanl normal ¢apraz ¢arpim H #(LL G bir gruptur.
Ispat : (4.4) ve (4.5) kosullar1 altinda grup 6zelliklerinin saglandigini gosterelim.

eVh,h,heHVe Vg,g,, geGicinkeyfi (h,q,), (h,,9,), (h,,0,) e H #;; G alalim.

Sol carpim

[(h, ) (M, 91 (s, 95) = (h(9, >, 1) T(91,9.), 9(h >, g) T (W, hy)(h, 95)

=((h(9,>, h) F(9,, 9D((G-(h > 9,) F (M) >, b)) F(g,.(h > g,) f (h,h,),g,),
(9-(h >, 9,) F (h, )N (9, >, h) F(9,,9,)) >, 95) T (h(9, >, 1) T(94,9,),19))
= ((hh,)(9,9, >, ) (9,9, 95).(9,9,)(hh, > . g5) f (hhy,hy)) ((4.4) ve (4.5) den)

ve sag carpim

(h. 9y) [(h,, 9,)(h,, 9,)1 = (hy, 9,)(h, (9, >, h,) T(9,.9.), 9,(h, > . ;) f (h,,h,))
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= (h(g, >, (h,(9, >, h) F(9,,95)) F(9,,9,(h, > g3) f (hy,hy)),
g (h > (g,(h, > g5) F (h,,h)) f (h,h,(g, >, 1) T(g,,0,)))

= (h(9, >, h,)(9, >, (9, >, h))(9, >, T(9,.9,)) F (9, 9,(h, > . g,) f'(h,,hy)),
g (h >, g)h > (hy > g ))(h > f(h,h)f(h,h(g, >, h) (9, 05))

= (h(9,>, ) F(9,,9,)(9,9, >, ) F(9,,9,)7(9, >, F(9,.95) F(9,,9,(h, > . 95) F (hy,hy)),
g (h >, 9,)F (h,h)(hh > go) f(h,h) 7 (h > f(hy, hy) f (h,hy(g, >, ) (9, 9,))

= (hh, (9,9, >, hy) F(9,,9,) (9, >, F(9,,95)) f(9,,9,95), ((4.4) ve (4.5) den)
6:9,(hh, > - g,) f (h,h) " (h > . f(h,h))f (h,hyhy))
= ((hh,)(9,9, >, 1) £(0,0,,95).(9,9,)(hh, > . g,) f (hhy, hy)) ((3.2) ve (4.3) den)

bicimindedir. Her iki esitlikten birlesme 6zelliginin saglandigi goziikmektedir.
ee, Ve € sirastyla HveG gruplarimin birim elemanlar ve (h,g)eH #;L G olsun.
Bu durumda

(h, g)(eH 'ee) = (h(9 > eH) f (gvee)a g(h > eG) f I(hveH))
:(heH’g eG):(h:g)

(e.e5)(h.9) = (e, (es >, h) (&5, 9). s (e, >, g)f I(eH .h))
=(e.h.e:9)=(hg)

dir. O halde; (e, ,€;) iki-yanl ¢apraz ¢arpimin sag ve sol birim elemanidir.
«Son olarak (h,g)eH #L; G elemaninin tersini bulalim. Oyleyse, (h,g)" = (h', g')
i¢in

(h,9)(h,g) =(ey.65)=(h(g>, h)f(g,9), g(h>_ g)f (h,h))=(e, &)
=h(gr>,h)f(g,9)=e, ve g(h>_ g)f (hh)=¢
g=h">.g7*f(h,h™) ve h=g*>, h"f(g,g7)

esitlikleri elde edilir. Boylece birlesme, birim ve ters eleman 6zellikleri saglandigindan

dolay1 iki-yanli normal ¢apraz ¢arpim bir grup tanimlar. m
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Capraz ¢arpim grup genislemesinin ¢alisilmast ile ortaya ¢ikmistir. Asagida verilen

sonug ile iki taraftan ¢apraz ¢arpimin genisleme ile olan iligkisi verilmistir.

4. 1. 3. Sonug: Hve G herhangi iki grup ve (H,G, e, f)ve (G, H, «, f')iki ¢apraz

sistem olsun. Oyleyse;

iG

15H5>H#G5G-1 ve 15G-5G# HoH -1

bir tam dizidir. Burada VheH, g eGigin i,(h)=(h1), i;(9)=(9.), 75(h,g)=09

ve 7z, (g,h)=hdir. (H# G, i,, 7 )ve (G #: H, iy, 7,)capraz sistemleri sirasiyla

H 'nin G ile ve G ’nin H ile olan genislemeleridir.

4.1. 2. Teoremin sonuglar1 @, o, f ve f déniisiimlerinin aldig1 degerlere gore asagida

verilmigtir.
4.1.4.Sonuc: (H,G, a, f) ve (G, H, a, f) iki ¢apraz sistem olsun. Bu durumda,

) a,a,f vef asikar doniisiimler olsun. O halde iki-yanl ¢apraz ¢arpim H #;’;: G,

H ile G ’nin direkt carpimidir.

i) f ve f asikar doniisiimler olsun. O halde iki-yanli ¢apraz ¢arpim H #;; G, H ile

G ’nin knit carpimidir.
4.1.5.Sonuc: (H,G, e, f) ve (G, H, a, f)iki capraz sistem olsun. Bu durumda,

) a(a), fvef asikar doniisiimler olsun. O halde iki-yanli ¢apraz carpim H #;; G,
H ’nin G ile (G ’nin H ile) yari-direkt ¢arpimudir.

i) o (a) ve f (f) asikar doniisiimler olsun. O halde iki-yanl ¢apraz carpim H #;; G,
H ’nin G ile (G ’nin H ile) ¢apraz carpimidir.

iii) f (f)asikar doniisiim olsun. O halde iki-yanl gapraz carpim H #L; G, H’nin G

ile (G’nin Hile) yari-direkt ile capraz ¢arpimin birlesimidir. Bu yeni cebirsel yap1

vh,h, e HVeg,,g, G icin 4. 1. 2. Teorem’de verilen kosullar altinda
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(h, 9))(hy. 9,) = (.9, >, 1) (9, G2), 9u.(hy > - G,))
(91’ hl)(QZ’ hz) = (gl'(hl > gz) f (hl’ h2)1 hl'(gl >, hz))

carpimlari ile bir grup tanimlar.

4.1. 6. Sonug: wh,h, h,eHVe g,,g,, g,eGicin (H,G,a, f) ve (G,H, o, f)iki

capraz sistem
Im(f)cz(H), f(9,,9,)f(9,9,.9:)=f(9,,9:)f(9,,9,9,)

Im(f)cZ(G), f(h,h)f (hh,h)=f(h,h)f (h,hh)
kosullarini sagliyor olsun. Bu durumda,
i) a,a ve f (f) asikar doniisiimler olsun. O halde iki-yanl ¢apraz ¢arpim H #;; G,
H ’nin G ile (G ’nin H ile) twisted carpimidir.
ii) o ve o asikar doniisiimler olsun. O halde iki-yanli ¢apraz carpim H #;:;: G, Hve

G ’'nin iki-yanli twisted carpimidir. Bu yeni carpmm Hx' G ile Gx' H twisted
carpimlarin birlesimidir. iki-yanli twisted ¢arpim, vh,h,eH Ve vg,, g, G i¢in 4. 1.

2. Teorem’de verilen kosullar altinda

(hu gl)(hz’ gz) = (h.th f (91’ gz)’ 0,9, f (hu hz))
(9,,h)(9,, h,) =(9,9, f (h,h,), hh, f(g,,9,))

carpimlari ile bir grup tanimlar.

iii) o (a) asikar doniisiim olsun. O halde iki-yanli ¢apraz ¢arpim H #;; G, H’ninG

ile (G’nin Hile) twisted ile ¢apraz ¢arpimin birlesimidir. Bu yeni cebirsel yapi

vh,h, e HVevg,,g, G i¢in 4. 1. 2. Teorem’de verilen kosullar altinda,

(h 60)(n,. 9,) = (M(9, >, 1) F(91, 9). 9,0, F (1)
(9,,h)(9,, h,) =(9,.(h, > 9,)f (hl’ h,), hh, f(9:,9,))

carpimlari ile bir grup tanimlar.
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4. 2. Devirli Gruplar icin Iki-Yanh Capraz Carpim

Bu alt boliimde, iki devirli grubun iki-yanli ¢apraz ¢arpiminin sunusu elde edilecektir.

Bu sunus elde edilirken temel olarak asagidaki sonugtan faydalanilmistir.
4.2. 1. Teorem (Agore, 2008): Herhangi bir E grubu i¢cin H <E normal alt grubu ve
G = E/H béliim grubu olsun. Oyleyse o :G — Aut(H) ve f :GxG — H doniisiimleri

icin, (H,G, &, f) normal ¢apraz sistemdir ve E=H #; G dur.

Bu alt bolim ve bundan sonraki alt boliimlerde, C, ve C sirasiyla @ ve b tarafindan

tiretilen N ve M mertebeli devirli gruplar olarak alinacaktir.

4. 2. 2. Teorem: Sonlu bir E grubunun, iki-yanli normal ¢apraz ¢arpim C, #L; C

m

grubuna izomorf olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, E grubunun a ve b tarafindan

iretilmesi ve

a"=b%, b"=a", ba=a'b" (4.5)
bagmntilarina sahip olmasidir. Burada

1<|j|<n, i(j,-)=0(modn), j=1(modn)

1<|j,|<m, i,(j,~D)=0(modm), j; =1(modm)
dir.

Ispat: Varsayahm ki E, ve E, gruplar sirasiyla C #' C_ ve C, #L. C, capraz
carpimlarma  izomorf olsun. O haldle, C ,<E ve E/C =C, dir.
C, = <a; a" =1>§ E, oldugundan E /C ={C,,bC,,...b"™'C.} ve b"eC, olacak
bigimde en az bir b € E; vardir. Yani, 0<i, <n-1 igin,

bm — ail (46)

dir. Ayrica, C, < E, oldugundan, b™abeC, dir. Yani, 0< j, <n—ligin,
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b*ab=ak (4.7)
esitligi elde edilir.
Benzer adim uygulanarak, C <JE, ve E,/C_ =C_ oldugundan, 0<i,, j, <m-1 igin,

a" =b'" ve a'ba=b" elde edilir. (4.6) ve (4.7)’deki bagntilar kullanilarak,

b'a"b=b'b"b=b"=a"ve blab=a"" = a'sP =1 ye i,(j,—1)=0(modn)

elde edilir. Bu da bize, b™ab™ —a“aa =a ve a' =(blab)* =bla’b=b?ab’
esitligini verir. Tiimevarim uygulayarak, b "ab" =a¥ = a=a’ = j"=0(modn)
elde edilir. Benzer adim diger ¢arpim ig¢in de yapilirsa, i,(j,—1)=0(modm) ve

j5 =0(mod m) elde edilir.

S, (1S|jl| <n-1) ve ¢, (1£|j2| <m-1) swrasiyla C,. ve C_ devirli gruplarmin
otomorfizmalart olsun. Burada, a® =a ve b” =b oldugu i¢in b Aut(C ) ve
ar> Aut(C.) déniisiimleri vardir. «:C_ — Aut(C,), b 5}? ve a :C — Aut(C, ),
am go?z biciminde tanimlanan doniisiimlerin homomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlar 0] =1. ve @] =1 olmasidir. Bu ise bize, a iireteci ile birlikte, 5] ve 1.
doniisiimlerinin esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun 5;? [a]=[a] olmasin1 verir.
Benzer sekilde, b iireteci ile birlikte, (p?2 ve 1. donistimlerinin esit olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul go?z [b]=[b] dir. Bu sonuglar diisiiniilerek, ba =a*b* esitligi elde edilir.

Tersine, varsayalim ki (4.5) ile verilen bagmtilar saglanmis olsun. C, <E ve C <E,
oldugunu yani, her XeE,0<t<n-1 ve yeE,, 0<I<m-1 i¢in xa'x eC, ve
yb'y™" eC_oldugunu gosterdigimizde ispati tamamlamis oluruz. X€E, ve yeE,
oldugundan X=xX,..x Ve Yy=Y,Y,..y, biciminde secebiliriz. Burada, kk,eN,
Xsl E{a,a_llbiz’b—iz} (OSSlSkl, 0<i, Sm—l) ve xsz E{b,b_l’ail,a_il}

(0<s, <k, 0<i;<n-1) dir.  Buradan, XaX =XX..Xa% .X'X'  ve
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yo'y* =yy,..y, by, 'y elde edilir. Direkt hesaplamalarla xa'x™eC, ve

yb'y*eC_den C, <E, ve C, <E, durumlan elde edilir.

Benzer sekilde, E, ve E, gruplarin her elemani sirasiyla aPb* ve bM™a®

(P, P,,0,,0, €Z) bigiminde yazilir. Bu da bize,

E|=|E,|=mn ve |E,/C,|=n,
|E1/ Cn| =Mm  oldugunu  verir.  Béylece, E/C,={C, ,bC,,...b"'C} ve
E,/C,={C,,aC,,..,a"'C_ }dir. Yani, E, ve E, gruplari sirastyla C, ve C, normal
alt gruplarina sahiptir. Sonu¢ olarak, 4. 2. 1. Teoremden (C ,C, , a,f) ve

(C...C,.a, ') capraz sistemleri vardir 8yleki, E, =C # C_ve E,=C_ #L: C, dir.m
4. 2. 2. Teoremin sonuglari, i, I,, J, Ve ], ’nin aldig1 degerlere gore asagida verilmistir.

4. 2. 3. Sonug: Iki-yanl gapraz ¢arpimin C, #;’; C, sunusu
<a,b - a"=b", b"=a", ba= ajlbj2> verilmis olsun. i, =i, =0 oldugunu kabul

edelim.

1) Egerj, =j,=1 lise, C, #;:; C, capraz carpim C, ve C devirli gruplarin direkt
carpimidir.

2) Egerj, =1 ve j,>0 ise, C, #L; C, capraz carpim C ’in C_ ile yar1 direkt
carpimudir.

3) Egerj,=1 ve j >0 ise, C, #;; C, capraz carpim C_ ’in C_ ile yari direkt
carpimidir.

4) Eger |j1|,|j2|>0 ise, C, #L; C, capraz ¢arpim C_  ve C, devirli gruplarinin knit

carpimidir.

4. 2. 4. Sonug: Iki-yanl ¢apraz ¢arpimin C_ #;’; C, sunusu

< a,b; a"=b%, b"=a", ba= ajlbj2> verilmis olsun. i, =0 oldugunu kabul edelim.

1) Egerj,=],=1 ise, C, #L; C,, capraz carpim C_’in C, ile twisted ¢arpimudir.
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2) Egerj, =1 ve j,>1lise, C, #;*;f C,, capraz ¢arpim C_’in C ile ¢apraz ¢arpimudir.

3) Eger i,>0 ise, C, #L’:C capraz ¢arpum C ’in C  ile yari direkt capraz

m

carpimidir.

4.2.5. Sonug: Iki-yanli ¢apraz garpimin C, #;'; C_ sunusu

m

<a,b - a"=b?, b"=a", ba= ajlbjz> verilmis olsun.

1) Bgerj,=j,=1 ise, C, #;; C, capraz ¢arpim C ve C, ’nin iki-yanh twisted
carpimidir.

2) Eger j =1 ise, C, #;; C,, capraz ¢arpim C_ ’in C, ile twisted ¢apraz ¢arpimidir.

3) Egerj,=1ise, C, #L; C,, capraz ¢arpim C, ’in C ile twisted ¢apraz ¢arpimidir.

4. 3. Devirli Gruplar i¢in iki-Yanh Capraz Carpimlarda Yeniden Yazma Sistemi

Bu alt boliimde, devirli gruplar igin iki-yanli ¢apraz c¢arpimin monoid sunusu
kullanilarak yeniden yazma sistemi elde edilecektir. Daha sonra, bu carpimin
elemanlarinin normal formu olusturulup kelime probleminin ¢oziilebilir oldugu

gosterilecektir.

Devirli gruplar i¢in C, #L; C._ iki-yanli c¢apraz c¢arpimmin monoid sunusu

< a,b,at,b?’ a"=b?, b"=a", ba=ab®, aat=a’a=1 bbt=b"b :1> (4.8)
bigimindedir. Burada 1<|j|<n, 1<|j,/]<m, i(j,-)=0(modn), j"=1(modn),
I,(J,-1)=0(modm) ve j; =1(modm)dir. Yeniden yazma kurallarini olustururken

(4.8) sunusunda verilen iiretecler arasinda a>a'>b>b™ bi¢ciminde bir siralama

secelim. Bu siralama kullanilarak asagidaki dnemli sonug elde edilir.

4. 3. 1. Teorem: C, #;':C iki-yanli ¢apraz c¢arpiminin (4.8) ile verilen monoid

m

sunusunun tam yeniden yazma sistemi asagidaki bagintilardan olugsmaktadir.
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1. Durum: n=m olsun.

e 0<i<m<n igin,

)a" —»>b%, 2)b" »a", 3)a'b* —ba, 4)ab* —b"a, 5)a"b— ba",
6)aa’ —»1, 7)a‘a—1, 8bb'—>1, 9b'b—>1.

e M<i<n igin,

)a"—>b?, 2)a—b™, 3)atb: —»ba, 4)ab? —»b"a, 5)ab™ —b"a,
6)aa”’ —>1, 7)a'a—1, 8)bb' -1, 9b'b—>1.

2. Durum: m>n olsun.
e 0<i, <n<m igin,

)a"—b?, 2)b" —>a", 3)atb: —ba, 4)ab? —b"a, 5)ab —»ba*,
6)aa’ —»1, 7)a'a—1, 8bb'—>1, 9b'b—>1.

e N <i,<m igin,

)bz —»a", 2)b™" >a"', 3)atb” »ba, 4)a"h—>ba", 5) a'b—ba",
6)aa”’ —>1, 7)a'a—1, 8)bb' -1, 9Yb'b—>1.

Ispat: Yeniden yazma kurallarindaki iiretegler arasinda a>a* >b>b™ bigiminde bir
siralama oldugundan, c¢akisan kelimelerin indirgendigi kelimeleri sonlu sayida adimla
elde ederiz. Boylece, yeniden yazma sistemi Noetherian’dir. Simdi sistemin confluent
ozelligini sagladigimi gostermek i¢in yeniden yazma kurallarinin sol yanlarina bakalim

ve biitiin ¢akisan kelimeleri ele alalim.

el. durumda O<i<m<n ile 2. durumda O<i,<n<m i¢in, yeniden yazma

kurallarinin biitiin ¢akisan kelimeleri ve kritik ciftleri;

MA@ a™, (ab",bxa) M (@3): a'b*, (a" *ba,b*b*)
() (4): abt, (a"ba, b b") M (5): a'b, (@ *ba",b*h)

W (E): a'a’?, (@™ b a?) (2)N(2): b™, (a"b,ba*)
(2)~(8): b, (a*b,b™?) (3)(2): ab™, (bab™ =, akak)
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(AN (4): atb?, (bab 2, atp-a) (3)uU(4): ab:, (a*'b2ab’ ™ ba)

(3)U(5): ab, (ah"bath’* ba) (3)N(8): ath"h?, (bab™,akbl)
ve

(4 (2): ab™, (b"ab™ ", aa") (4)~(8): ab*b™, (b=ab™,ab"?)
(5)(2): a"b™, (ba*b™*, a*a") (5)N(3): a'b*, (ba*b**,a* ba)
(5)N(4): atb®, (ba'b*,a" ‘" a) (5)(8): a'bb™, (ba*b ™, a*b=a)
6)(7): aa'a, (a,a) (7A@ a'a’, (@ a'h?)
(7)n(3): a*atb®, (a* b=, a'ba) (7)~(5): a'a'b, (a*'b,a ba*)
(7)n(6): a*aa™’, (ata™) (8)(9): bbb, (b,b)

©)N(): b", (b bak) ©)N(@): bbb, (b bY)

bicimindedir. Sonlu adimda yukaridaki biitiin kritik ¢iftler ¢oziilebilirdir. Bunlardan

bazilar1 asagida gosterilmistir.

1)~ (3):a"b%, (a" kba,bb*),
. a" hba — b%a ba — a ba — ba
a'bh > 4 .
blzbjz BN bjz N ahblz RN ba
U (G): ab*, (ak ™ ba*b” ™, ba),
. [a"™"ba"b=* — alba'b’ — atb’ba* — baba"
ahbJZ _) . )
ba — a"bab — baba"
(5) A (2) : ailbm, (bailbm—ly ailah)’
i m {bailbm_l —ba"a"
ab" —»

a"a" — a"a"b — a"ba" — baa"

e1. durumda m<i<n igin, yeniden yazma kurallarinin biitiin ¢akisan kelimeleri ve

kritik ciftleri;
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M N(@: a™, (ab®,b2a) M) (2): a", (@""b™,b")

M (@3): a'b*, (a" *ba,b*b*) ) (4): abt, (a"ba, b b")
M (E): ab", (@"b"a,bb") M (E): a'a?, (@™ b a?)
2)N(@): a", (b"a"" b¥) 2~ (2): a*", (ab",b"a)
(2)N(3): a*b*, (a* *ba,b"™*) (2)~(4): a'b¥, (@ *b=a,b"")
(2)~(5): a*b™, (3 *b"a,b"o") 2)~(6): aa’, (b"a,a*?)
@)uU(2): abk, (b"a* bk, ba) (3)N(4): akb, (bab" =, akh=a)
3)uU(4): atb®, (a* b ab”* ba) (3N (5): a*b", (a*'b"a,bab™ *)
(3)(8): atbb?, (bab™,akbk ) (4)N(8): ab®b?, (b=ab™,ab"")
ve

(5)U(4): ab™, (b-ab™*,b"a) (5)(8): ab™*, (b"abt, ab™?)
6)(7): aaa, (a,a) (7A@ a'a", (@ a'h?)
(7NN (): a'at, (@ a’b") (7)n(3): a*atb®, (a* b=, a'ba)
(7)"(4): a*a™, (a"*b,a'ba") (7)"(5): a'a'h, (3, a *ba*)
(7)"(6): a'aa’, (ata™t) (8)(9): bbb, (b,b)

9~ (@®): bbb, (b,bY)

bicimindedir. Sonlu adimda yukaridaki biitiin kritik ¢iftler ¢oziilebilirdir.

¢2. durumda n <i,< m igin, yeniden yazma kurallarinin biitiin ¢akisan kelimeleri ve

kritik ciftleri;
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DN @): b, (a'b,ba") MA(): b, (ah™*,a")

M (@): beb ™, (@', b=?) @~ (@D): b", (b""a",a")
2)N(2): b™, (a*b,ba*) 2)~(@®): b™*, (a"b*,b™?)
@)uU): a*b®, (akb**a",ba) 3)N(1): a'bt, (aka" bab" %)
(3N (2): a*b", (bab™*,akak) @)uU(E): atb, (a**ba*b**,ba)
(3)N(8): a*b b, (bab™,akb=?) (4 A(@1): a'b?, (ba'b=*,a"a")
4 (2): ab™, (ba"o™,a"a") (4~ (3): a'®, (ba'b**,a" +ba)
(4)U(5): a'b, (@™ *ba*,ba") (4)n(@): abb™, (ba'b,a")

ve

(B)N(1): atb®, (ba'b"*,a"a") (5)(2): a"b™, (ba*b™, a*a")
(5)N(3): a'b*, (ba"b*,a" tha) (5)(8): a'bb™, (batb,a%)
6)(7): aa'a, (a,a) (7)n(3): a*atb®, (a* b, a 'ba)
(7)~(4): a’a', (@™, aba") (7)~(5): a'a'b, (a*'b,a ba*)
(7)n(6): a*aa™’, (ata™t) (8)(9): bbb, (b,b)

©)N(@): blb%, (b= ba") ©)N(2): b", (b bak)

9N (@8): bbb, (b, b ™)

bi¢imindedir. Sonlu adimda yukaridaki biitiin kritik ciftler ¢dziilebilirdir. Iki-yanl
capraz ¢arpimin C_ #;L C,, yeniden yazma sistemi Noetherian ve confluent oldugundan

tamdir. =
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4. 3. 1. Teorem’de belirtilen kosullar altinda iki-yanli ¢apraz ¢arpiminC, #;; C,

elemanlarinin normal formu ile ilgili asagidaki sonug elde edilmistir.

4. 3. 2. Sonug¢: Sirasiyla, 0<i<m<n, m<i<n, O0<i,<n<m V€ n<i,<m
araliklarma karsihk gelen u, u,, u;, u, €eC, #L; C, kelimelerinin normal formlari
C(u,), C(u,), C(u,), C(u,) asagidaki formlara sahiptir.

e C(u) =b“a"ba".b“a" (0<k <m-1,0<I <i—-1(1<5<s),0<k, <i,—1(2<e<5s)).
eC(u,) =b“a"b*a®..b*a" (0<I,<j -1(1<5<s),0<k, <i,—-1(1<e&<s)).

eC(u,) =b“a"b*ea"..b%a" (0<k, <m-1,0<I,<i -1(1<5<s),0<k, <i,-1(2<&<5s)).
eC(u,) =bkaba®..b%a" (0<I, <i,-1(1<5<s-1),0<k, <i,-1(l<e<s),l 7).

4. 3. 1. Teorem ve 4. 3. 2. Sonug¢’tan faydalanarak bir diger dnemli sonu¢ asagida

verilmigtir.

4. 3. 3. Sonug: Iki-yanl gapraz garpim C, #;’;: C,, i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir.

4. 4. Devirli Gruplar i¢in iki-Yanh Capraz Carpimlarda Biiyiime Serileri

Bu alt boliimde, 4. 3 alt boliimde elde edilen iki-yanl ¢apraz ¢arpimin normal formlari

kullanilarak biiylime serileri hesaplanacaktir.

4. 3. 2. Sonugta verilen normal form yapis1 kullanilarak asagidaki sonug elde edilmistir.
4. 4. 1. Teorem: iki-yanli gapraz carpimin C, #L'; C, biiyiime serileri asagida

verilmistir.

1+ (m-1)z)A+(1,-1)z)

s W) iein A= e G -ng] O
y _ 1 |
w2 G o Gna]

A+ (Mm-1)z)A+ (1, -Dz)
1-[@+ (i, -Dz)(1+ (i, ~1)2)]

*C(u;) icin, B;(2) =
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@+ (i, - z)(1+2)
(Z-D)[ (i, +i,—2)z+ (i, ~1)(i, ~1)2* |

*C(u,) icin, S,(z) =

Ispat: 0<i<m<n, m<i<n, 0<i,<n<m Ve n<i,<m araliklarma karsihk gelen
normal formlar sirasiyla C(u;), C(u,), C(u,) ve C(u,) olan iki-yanl ¢apraz ¢arpimin

C, #;; C,, biiylime serilerini ayr1 ayr1 hesaplayalim.

e ik olarak, 0< p<m<n V& 0<i,<n<m araliklarm diisiinelim. 4. 3. 2. Sonucta
verildigi gibi bu araliklar altinda normal form C(u,)=C(u,)=b“a"b%a"..b*a"
yapisindadir.  Burada, 0<k <m-1 0<I;<i-1 (I<s<s)ve 0<k, <i,-1

(2 <& <s)dir. Bu normal formun biiyiime serisi /£ (z) = £;(z), normal formadaki her
kelimenin biiyliime serilerinin ayr1 ayri ¢arpimi alinarak hesaplanabilir (Scott, 2007).
Yani, £(2)=p5(2) biiyiime  serisi b“ (0<k <m-1), a'b*a®..b'*

(0<l;<ij-1(@<6<s-1), 0<k, <i,-1(2<&<s)) ve a“ (0<I <i —1) kelime
formlarinin  bilylime serilerinin ayr1 ayr1 carpimma esittir. b“ (0<k <m-1) ve
a" (0<I, <i, —1) formundaki kelimelerin biiyiime serisi sirasiyla 1+(m-1)z ve
1+(i,—1)z bigimindedir. Diger taraftan, a"b'¢a®..b“ (0<I;<i—1(1<5<s-1),

0<k, <i,-1 (2<&<%)) formundaki kelimenin  biiylime serisi ise,

D [@+(0 -1)z)@+ (i, —1)2)]I dir. Béylece, bityiime serisi 5,(z) = 5,(2),

>0

B(2) = B(2) = L+ (m=1)2) X[ (1+ (i, ~) )L+ (i, ~D2) | L+ (i, —D2)

B (1+(m—l)z_)(1+(il—l)z)
1[G, ~D)2) L+ (i, ~1)Z)]

bi¢imindedir.
e $Simdi, m<i<n aralhigma karsihk gelen 4. 3. 2. Sonugta verilen
C(u,) =b“a"b*a"..b“a" normal formunu diisiinerek biiyiime serisini hesaplayalim.

Burada, 0<I;<j -1 (1<8<s) ve 0<k <i,—1(1<e<s) dir. Bu normal formun

biliylime serisi
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. H t 1
ﬂz(z):;[(H(IZ—l)Z)(1+(Jl—1)Z)] :1_[(1+(i -Dz)1+(j,-1)2)]

bigimindedir.

e« Son olarak, n<i,<m araligmna karsihk gelen 4. 3. 2. Sonucta verilen
C(u,) =b“a"b*a"..b“a" normal formunu diisiinerek biiyiime serisini hesaplayalim.
Burada, 0<I;<i -1 (1<6<s-1), 0<k <i,-1 (1<e<s) ve Il eZ dir

b“ (0<k, <i,—1) ve a" (I, €Z) formundaki kelimelerin bilyiime serisi sirasiyla
1+(,-)z e [1+22kj bicimindedir.  Diger taraftan, a'b*a"..b*
k=0

0=<l;<iL-1(1<o<s-1), 0<k, <i,—1 (2<¢<8)) formundaki kelimenin bilyiime

serisi ise, D _[(@+ (i, ~D) )1+ (i, —1)2)]t dir. Boylece, f3,(z) biiylime serisi

t>0

B.(2) = @+ (i, ~D2) > [+ (i, ~)2)A+ (i, ~)z)| (1+ z]

= 1-7
~ 1+ (i, -12)(1+2)
(@-D[ (i, +i, -2z + (i, ~D)(i, ~1)2° |

bi¢imindedir. m
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5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tezde elde edilen yeni sonuglar 3. Bolimiin 3. 3. ve 3. 4 Alt Bolumleri ile 4.

Boliimde bulunmaktadir. Bu sonuglar asagida verilmistir.

3. 3. Alt Boliimde, sonlu ve sonsuz devirli gruplar kullanilarak elde edilen capraz
carpimlarin, tam yeniden yazma sistemi olusturulup, bu c¢arpimlarin her birinin
elemanlarinin normal formu elde edilmistir. Bdylece, bu ¢apraz ¢arpimlar i¢in kelime
probleminin ¢dzilebilir oldugu gosterilmistir. 3. 4. alt boliimde ise, elde ettigimiz
capraz carpimlarin normal formlarindan faydalanarak, bu ¢arpimlar i¢in biiyiime serileri

hesaplanmustir.

4. Boliimde; direkt, yar1 direkt, capraz c¢arpimi kapsayan yeni bir c¢arpim, iki-yanl
capraz c¢arpim, tanimlanmig ve bu carpimin hangi kosullar altinda grup 6zelligini
sagladigi incelenmistir. Daha sonra, sonlu devirli gruplar diisiiniilerek, bu yeni ¢arpimin
sunusu elde edilmistir. Bu sunus kullanilarak bu yeni ¢arpim i¢in tam yeniden yazma
sistemi elde edilmis ve bu ¢arpimin elemanlarinin normal formunun yapisi
belirlenmistir. Boylece kelime probleminin ¢oziilebilirligi elde edilmistir. Bu boliimde
yapilan ¢alismalar, SCIE kapsamindaki bir dergi olan Filomat’ta “Two-Sided Crossed
Products of Groups” bagligi ile 2016 yilinda basilmistir. 4. Bolimde ayrica bu yeni
carpimin normal formu kullanilarak biiyltime serileri hesaplanmistir. Bu biiyiime serileri
ile 3. 3 ve 3. 4 alt bolimlerde elde edilen yeni sonuglar ise, SCIE kapsamindaki bir
dergiye “Growth Series of Crossed and Two-Sided Crossed Products of Cyclic

Groups” baslig1 ile sunulmustur.
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