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1. GIRIS

R, =RU{-o0} olmak iizere a,beR,,, i¢in R ,,~ de tamimlanan a®b=max{a,b}

ve a®b=a+b islemlerine gore bir cebirsel yapi olan (R__,®,®) yari halka yapis

max !

maksimum toplam cebiri olarak isimlendirilmektedir. (R, ,®,®) cebiri, matematigin

cogu alaninda yer alan idempotent yar1 halkalardan biridir. Maksimum toplam cebiri
islemlerinin birlesmeli ve degismeli olmas1 ayrica dagilma 6zelliklerini saglamasi ile
alisilmis cebirdeki ilgiyi gormiis bir cebirdir.

(R...® Q) cebiri kombinatorik, optimizasyon, matematiksel fizik ve cebirsel

max !
geometri gibi bilimin bir ¢ok alaninda uygulama alanina sahiptir. Ayrica bu cebir artik
glinimiizde kontrol teoride, makine programlamada, endistriyel sistemlerde,
telekominikasyon aglarinda, paralel isleme sistemlerinde ve trafik kontroliinde ¢ok sik

kullanim alanlarina sahiptir.

Adi1 gecen alanlarda uygulamalardan elde edilen bir ¢ok denklem aligilmis cebirde lineer
olmayan denklemler olarak karsimiza ¢ikarken aymi denklemler bu cebirde
olusturulduklarinda lineer olmaktadir. Bu durum ¢ogu alanlarda bu cebirin tercihinin

birincil sebebi olarak goriilmektedir.

Klasik lineer cebirde kullanilan ¢cogu teorem ve teknikler, maksimum lineer cebirinde
de aym sekilde yer alabilmektedir. Bu da maksimum cebirinin tercihi i¢in ikinci sebep

olarak kabul edilmektedir.

Shutter (2000), Gaubert (1997) ve Litvinov vd. (2001) maksimum cebirinin kontrol
teoride, makine programlamada, endiistriyel sistemlerde, telekominikasyon aglarinda,

paralel isletme sistemlerinde ve trafik kontroliinde kullanimlarina deginmislerdir.

Bu tez ¢aligmasinda, maksimum toplam cebiri iizerine literatiirde yer alan bazi temel
tanimlar, teoremler, 6zellikler ve kavramlar verilmekte, literatiirde yer alan bilgilerin bir
derlemesi olarak, bu cebirde olusturulan denklemler ve denklem sistemleri,
cozlimlerinin varlhigi, tekligi ve sonsuz coklukta olmalari yoniinden irdelenmekte,
maksimum toplam cebirinde bazi 6zel say1 dizilerinin elemanlar1 ile olusturulan devirli

matrislerin bazi normlart matematiksel islemlerle hesaplanmaktadir.



1. 1. Maksimum Toplam Cebiri

Tezin bu boliimii, maksimum toplam cebiri lizerine tezde kullanilan temel tanimlar,
kavramlar ve 6zelliklerin verildigi ve genellikle Cuninghame-Green (1979), Butkovic
(1994) ve Andersen (2002) tarafindan yazilan literatiir kaynaklarindan faydalanilarak

olusturulan bir derleme niteligi tagimaktadir.

Maximum toplam cebiri; R, =R U{-o} olmak iizere X,y e R icin,

XDy = max(X, )

X®Yy=X+Yy
seklinde tamimlanan reel sayilardaki standart toplam ve carpim operatorleri yerine
sirastyla maksimum ve standart toplama operatdrlerinin kullanildig: cebirsel bir yapidir.
(R o ©, ®) cebirsel yapisina maksimum toplam cebiri denir (Andersen, 2002; Giirsoy,

max !

2013).
Calismada, maksimum toplam cebiri M-T cebiri olarak isimlendirilecektir.

z =—oo olarak secilirse, her xeR,_ icin X®Z=X olmaktadir. Béylece maksimum

cebirinin toplamsal birimi "—co" olarak belirlenmektedir. Maksimum olarak tanimlanan

@® operatorii birlesmeli ve degismelidir. Bundan dolayr (R, ,®) cebirsel yapisi

max !

degismeli yar1 gruptur. X€ R icin toplamsal ters yalmz ve ancak X elemaninin —oo

secilmesiyle saglandigindan dolay1 (R ,®) cebirsel yapist grup degildir (Andersen,

2002; Giirsoy 2013 ).

abeR,  icin a®x=b denklemini irdeleyelim. a®x=b"nin ¢éziimi x=b ise
yalniz ve ancak a<b i¢in saglanir. Egera=Db ise X ¢oziimii b’ye esit ya da daha
kiiciiktiir. Son olarak a>b ise a®x=Db denkleminin ¢oziimii yoktur ( Andersen,
2002; Glirsoy 2013 ). a®x=Db denkleminin ¢6ziimiiniin X=—o0 ‘a esit olmasi i¢in a
elemani yalnizca "—oo" olarak segilebilir. Ayrica ad®a=a ozelligi her zaman

saglandig i¢in R, kiimesinde @ operatril altinda biitiin elemanlar idempotenttir.

(R,...®) cebirsel yapisi degismeli grup olmadigr igin (R, ,®D,®) degismeli halka

ozelligi gosteremez. Ancak (R __,®,®) degismeli yar1 halkadir ( Gaubert, 1997).

max !



Andersen (2002) tarafindan sunulan tezde yer alan asagidaki teoremde (R __,A&,®)

max !

yapisinin bazi temel cebirsel 6zellikleri sunulmaktadir.

Teorem1.1. 1. (R __,®,®) yapisinda asagidaki dnermeler dogrudur. ,

max !

i.(R, ,®) degismeli yar1 gruptur.

max !

i. (R, ®) birlesmeli ve degismelidir.

max !

iii. R, yapismin ¢arpimsal birimi vardur.
iv. X,¥,zeR_, i¢in,

I®(XPY)=(z®X)®(z®Y) ve (XBY)®z=(x®2)D(Y®12)
biciminde R, ’da ® isleminin ® islemi iizerine dagilma 6zelligi vardir.
v. XeR__, icin,

(-0 ® X =0 = X® ()

biciminde R, ’da toplama isleminin birim elemani olan —o ¢arpma islemi altinda
yutan elemandir.

Ispat x,y,zeR__ olsun.

. (R

@®) yapisimn degismeli yar1 grup oldugu daha 6nce gosterildi.

ii. R~ dacarpma islemi tanimindan
X(Y®2)=x+(y+2)=(X+Yy)+z2=(X®Yy)®Z

ve

X®Y=X+y=y+X=y®X

ozelliklerine ulagilir ki, (R, ,®) yapisinin birlesmeli ve degismeli oldugu sonucuna

varilir.



iii. Her xe R __ i¢cin, X®0=x+0=0+x=0®x olup 0 ¢arpimsal birimdir.

max

iv. R, da ® ve ® iglemleri hatirlanirsa,

2@ (X®Y)=z+max(x,y) =max(z+X,z2+y)=(z®x)D(z®Y)
ve
(X®Y)®z=max(X,y)+z=max(Xx+z,y+2)=(x®2) D (y®1z)

elde edilir ki, R__’da ® isleminin @ islemi iizerine dagilma &zelliginin oldugu

sonucuna ulasilir.

v. R’ da ® isleminden,
X ® (—0) = X+ (—0) = —©

olarak elde edilir. Boylece, R ’da toplama isleminin birim elemani olan —o ¢arpma

islemi altinda yutan elemandir.

M-T cebirinde kuvvet alma islemi, reel sayilardaki skalerle carpma islemine benzer ve

asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tannm 1.1.1 aeR__ ve ne 7" olsun. a elemaninin n. kuvveti

a"—a®a®a®..®a=a+a+a+..+a=n.a

n tane n tane

olarak tanimlanir ( Andersen, 2002).

Teorem1.1.2 x,yeZ" ve aeR _ icin (R ,®,®) yapisinda,

a*®a’=a" ve (@") =a"’
seklinde tistel 6zellikler vardir ( Andersen, 2002).
Ispat x,yeZ" ve aeR__, icin,

a*®a’=x.a+y.a=(x+y).a=a"" ve (@) =(x.a)) =x.y.a=a"*’



sonuclarina ulasilir.
1. 2. Maksimum Toplam Matris Cebiri

Bu bolimde, M-T matris cebirinde bazi temel tanim, kavram ve Ozellikler

verilmektedir. Elemanlar1 R, kiimesinden olan mxn tipindeki matrisler kiimesi i¢in

RO gosterimi kullanilmaktadir.

Ilk olarak, M-T matris cebirinde matrislerin toplami ve bir skaler ile bir matrisin

carpimi tanimlar verilmektedir.

Tanmm 1. 2. 1. A:[aij] , Bz[bij]m _eRyyVve ceR,, Olmak iizere, A ve B

mxn

matrislerinin toplami,
A®B=[a; ®hb; | = max(a;,b;) ]
bigiminde ve ¢ skaleri ile A matrisinin ¢arpimi,
cC®A=[c®a;|=[c+a; |=[a+c]=A®cC
bigiminde tanimlanir ( Andersen, 2002; Butkovic ,2010 ).

Tamm 1. 2. 2. A=[a, |eRTP ve B=[b, |eR) icin, A®B=C=[c, |eRD:

carpim matrisi, elemanlari

Gj :(ail®b1j)®(ai2 ®b2j)®'"®(ain ®bnj) :m?x(aik +bkj)

bigiminde tanimli R"" de bir matristir ( Andersen, 2002; Butkovic, 2010 ).

max

N 9 7 2 3
Ornek 1.2. 1. A= {O 6} ve B =[5 J olsun. Ave B matrislerinin toplamu,

A@)B:{géz 7@3}:{max(9,2) max(?,B)}:F 7}

0®5 6®1| |max(0,5) max(6,1)| |5 6

seklinde bir matris, Ave B matrislerinin ¢arpimi



A®B:{9 7}@{2 3}_{(9@2)@(7@5) (9@3)@(7@1)}:{12 12}

0 6| |5 1| |(0®2)B((6®5 (03)B(6®Y| |11 7

seklinde bir matris ve A matrisinin ¢=5 skaleri ile ¢arpimi,

5®9 5®7 5+9 5+7| |14 12
4|50 s08"|5.0 5.6/ 1]

5&0 5®6 5+0 5+6 5 11
seklinde bir matris olur.

Teorem 1. 2. 1. (R,..,®,®) yar halkasi iizerinde matris garpiminin birlesme 6zelligi

max !

vardir ( Andersen, 2002).

Ispat1.2.1. A= [aij ] eR™ B= [bjk] eRyP ve C=[c,]e Ry matrisleri igin, M-

max ! max max

T matris cebirinde matrislerin ¢arpma isleminin hatirlanmasi ile

(A®B)®C = max ((m}ax(aij + bjk))+ Cy ) = mgx(aij +by +¢y)
esitligi ve benzer olarak

A®(B®C)= m;ax(aij +(m|§><(b,-k +C, ))) = rqix(qj +by +¢y)
esitligi elde edilir. Boylece,

A®(B®C)=(A®B)®C

sonucuna ulasilir ki, M-T matris cebirinde matrislerde ¢arpma isleminin birlesme

ozelliginin varligi kanitlanmis olur.
(R, ..®,®) vyart halkas1 iizerinde matris carpimimin degisme ozelligi yoktur.

Matrislerde carpma isleminin degisme oOzelliginin olmadig1 asagidaki Ornekte

gosterilmektedir.

. 3 6 30 22 o
Ornek 1. 2. 2. A= , B= e R¢ . matrisleri igin,
5 4 5 0

ron-fs Jeft o5 ¢

oon ) 02 e 2]

ve



seklindedir. Boylece AQB = B® A oldugu goriiliir.
1. 3. Maksimum Toplam Matris Cebirinde Denklem Sistemlerinin Coziimii

Bu boliim; Cuninghame-Green (1979), Butkovic (1994) ve Andersen (2002) tarafindan

yazilan kaynaklar kullamlarak, AeR"", xeR™ ve beR™ i¢in, M-T matris

max ! max

cebirinde

A®x=Db
seklindeki matris denkleminin ¢ozliimii lizerine bazi irdelemelerin yer aldigi derleme
niteligindedir ve M-T matris cebirinde lineer denklem sistemlerin ¢dziimleri {izerine

temel bilgiler igermektedir.

A®x=Db sistemi igin Ac R, xeR"® ve beR™ biciminde tanimlanan matrisler

max ax
acik olarak
X by
all aln
. . . XZ _ 2
A=| : S , X=| . ve b=| |
aml a‘mn mxn X
N /nx1 N/ nx1

seklinde yazilirlar ve buradan,

& Ay, Ay, X b,

aZl a‘22 a‘23"'a‘2n

AR®X=bhe

a.a.,a...a X bn

ml m2 m3°"" U 'mn n
sistemi elde edilir. Sistem, denklemler olarak
(2, ®x)®(a, ®x,)®..® (8, ®x%,)=h
(2, ®X) ® (a ®X2)(-_B---€T')(a2n ®X,)=b,
(2, ®x%)®(a, ®X,)®..8(a,, ®X ) =bh,

(a'ml ® Xl)é(amz ® X2) C—_D(__D (amn ® Xn) = bm

seklinde yazilir ve bu denklem sisteminin ¢6ziimii .



max{(an + X:L)’ (a12 + Xz)’----' (a:I.n + Xn)}: bl
max{(azl + Xl)’ (azz + Xz),----, (aZn + Xn)}: bz

max{(8g; +X,), (8, +%,), - (85, +X,)} =Dy

max{(a,, + %), (@, +X,),.....(a,, + X,)}=b,,
sistemin ¢oziimilyle miimkiindiir. Bu sistemde b girdilerinden bazilarinin -co oldugu
durumlar1 disiinelim. Genelligi kaybetmeden sonlu b girdilerini ilk basa yazarak

denklemler asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir.

& 8y Ay G X b,
Ay Ay Ay e Ay, X, bz
&y B, Ay ... By ® x, |=|Db,
Qg1 Qg Qa3 Ryiap X —0
aml am2 am3 amn X” -

seklindeki standart denklem sisteminden,

max{(a, +%) . (B, +%) o o (@, +%)} =D
max{(a21+x1) (B %) (a2n+xn)}:b2

max{(ak1+x1) (@ TX) (akn+xn)}:bk

max {(ak+l,l +%), (@10 + %), (B + Xn)} =—®©

max{(a, +%) , @, +%) s, @y +X)}=—0

seklinde denklemler iretilir. Burada &1+ 8y j =~ gibi olan degiskenleri yeniden

gruplandirilirsa,
| X by
A A :
— — — | — — ® XI — bk
—0o0 Ve —00 | XI +1 —00
| A : :
—00 e —00 | Xn —00

sistemi elde edilir. A, matrisinin mertebesi K x| olarak bulunur. Simdi,



tanimlansin. Boylece, A® X=Db denklem sisteminin ¢6ziimiiniin olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul A ® x=b denklem sisteminin X' ¢oziimiiniin olmasidir. Sonug olarak,

vektorli yazilir. Bu nedenle, A®x=Db sisteminin ¢oziilebilmesi igin sonsuz b
girdilerinin sistemdeki sonlu b' girdilerine indirgenmesiyle saglanir. Eger maksimum
toplam denklem sistemlerinin ¢6ziimii varsa,
a;+X <b
esitsizliklerini saglarlar. Sisteme bir ¢6ziim aramak igin X vektoriiniin her bileseni ayri
ayn diisiiniiliir. Ornegin, X vektdriiniin birinci bileseni X dikkate alinirsa
a,+x<b;i={12--,m}
seklindeki esitsizlikler yazilir. Boylece her bir i degeri i¢in
X < b. — &

olup asagidaki sistem X, i¢in bir iist sinir olur.

X <b —ay
X1Sb2_a21
Xlgbm_aml

Eger bu esitsizlik sisteminin bir ¢dziimii varsa
X <min {(bl _all)' (bz _a21)! s (bm _aml)}
esitsizligine ulagihr. X, bilinmeyenini ¢ézmek i¢in verilen bu y®énteme benzer olarak

Xy, Xg,..., X, Dilinmeyenleri i¢in de benzer ¢oziim yontemi izlenir. Bu nedenle X

vektoriiniin bilesenleri i¢in



X = min{(bl _a11)’ (bz _a21)1---’ (bm _a'ml)}
X, <min {bl _aiz)' (bz _azz)v---'(bm _amz)}

X <min {bl - ain)! (bz - aZn)’ e (bm - amn)}
esitsizlik sistemi yazilir. A® X =Db sisteminin ¢6ziimii igin bu simirlar X' vektortiniin

bilesenleri ile tanimlanirsa,

olmak uzere

X '= min{(bl_au)f (b, —ay), ..., (b, _aml)}
X, '=min{(b, —a,), (h,-a,), ..., (b, —a,,)}

Xq '=min {(bl _aln)’ (bz _aZn)’ > 0 (bm _amn)}
sistemi elde edilir.
Simdi bu tipteki denklem sistemlerinin ¢éziimiinii kolaylastirmak i¢in, aykirilik matrisi

olarak isimlendirilen

bl_all bl_au bl_aln
DA,b _ bz _.a21 bz _.azz bz _.aZn
bm _aml bm _am2 bm _amn

seklinde D,, matrisi tammlanmaktadir. Burada dikkat edilmesi gereken durum, D,

matrisi X, vektorlerinin st sinirlari alinarak olusturulmus bir matristir. Ayrica X;'

bilesenleri ise aykirilik matrisinin siitunlarinin minimumu alinarak olusturulmuslardir

(Andersen, 2002).

3 1 4 X, 5
Ornek 1. 3. 1. A=|4 7 7[,x=|X,|,b=|9| seklinde verilmek iizere A®xXx=b
6 3 1 X,

denklem sisteminin ¢oziimiinii bulalim.

Sistemin ¢dziimii i¢in 6ncelikle aykirilik matrisi olan D, , matrisini olusturalim.
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bl_a12: = bz_a22:9_7:2 3 — 8y =
b —a,=5-4=1 b,—a,;=9-7=2 b, —a,, =6-1=
olup,
2 4 1
D,,=|5 2 2
0 3 5

seklinde elde edilir. D,, matrisinin siitun vektdrlerinin minimumunu almirsa, X;'
bilesenleri

X,'=min(2,5,0) =0

X, '=min(4,2,3) =2

X;'=min(,2,5) =1
degerlerini alirlar. Buradan, x'=(0, 2,1)" vektoriine ulasilir. Gergekten bu vektdriin

denklem sistemini saglayip saglamadigi arastirilirsa,

3 1 4 0 max(3,3,5) 5
A®x=|4 7 7 |®|2|=| max(4,9,8) |=|9|=b
6 3 10 1 max(6,5, 2) 6

esitligi elde edilir ki, x'=(0,2,1)" denklem sisteminin tek ¢ziimidiir.

6 9 7 X, 12
Ornek 1. 3. 2. A={4 1 2|,x=|x,|,b=| 4 | olmak iizere A®x=Db denklem
5 6 8 X, 8

sisteminin ¢6ziimiinii arastiralim.

Sistemin ¢oziimii i¢in dncelikle aykirilik matrisi olan D, matrisini olugturalim.
b-a,=6 b,-a,=0 by-a;=3

b1_312:3 bz_a-22:3 b3—6132=2
bl_a13=5 bz_a23:2 ba_a33:0

olup
6 3 5
D,,=|0 3 2
320
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seklinde elde edilir. Buradan, x'=(0,2,0)" olur. Bu vektdriin sistemin ¢oziimii olup

olmadigini aragtirilirsa,

6 9 7 0 11
A®x=4 1 2|®|2|=|4|=b
5 6 8 0 8

durumu ortaya ¢ikar. Boylece X'=(0,2,0)" vektoriiniin denklem sistemini saglamadig

ve dolayisiyla sitem i¢in bir ¢oziim olmadigi goriiliir.

9 2 8 X, 13
Ornek 1. 3. 3. A={4 6 2|,x=|X,|,b=|8 | olmak iizere A®x=Db denklem
3 56 X 7
sisteminin ¢0ziimii arastiralim.
Verilere gore
4 11 5
D,,=|4 2 ve X'=
4

olarak bulunur. Buradan,

9 2 8 4 13

A®x=(4 6 2|®2|=|8 |=b

3 56 1 7
bulunur ki, x' denklem sisteminin bir ¢6zliimii olur. Ayn1 zamanda bu denklem sistemi
icin farkli ¢oziimler de mevcuttur. Herhangi bir x = {X: x=(4,a,b)" ;a<2veb Sl}
vektori A®X=Db denklem sisteminin bir ¢oziimii olur. Yani denklem sisteminin
sonsuz ¢oziimii vardir.
A®X=Db denklem sisteminde ¢oziimlerin sayisini tahmin etmek i¢in indirgenmis fark

matrisi olarak isimlendirilen
r,=1;d; =min(d.,)
Ab =

r = 0; diger durumlarda
bi¢iminde R,, matrisi tanimlanmaktadir.

Bu tanimlamaya gore 1.3.1-3 ornekleri i¢in aykirilik matrisleri ve indirgenmis fark

matrisleri agagidaki tabloda verilmektedir.
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Ornek 1. 3. 1. 2 4 1} 0 01

Sistem tek ¢oziime sahiptir. D,p =| 5 Rap = 1
0 100
Ornek 1. 3. 2. 6 3 5 0 0
Sistemin ¢oziimii yoktur. D,y=|0 3 2 R,,=/1 0 0
3 0 0 1
Ornek 1. 3. 3. 4 11 5 100
Sistem sonsuz ¢dziime sahiptir. | Dy, =| 4 2 6 Ryp=1 10
4 2 1 111

M-T cebirinde denklem sisteminin ¢oziimii olmasi igin x; <b, —a; esitsizlik sisteminin

¢Oziimii olmas1 gerektigini tekrar hatirlanirsa bu esitsizlik sistemini esitlikler sistemine
¢evirmek amaciyla A® X =b denklem sistemindeki her satir esitsizliginin esitlik olmasi

gerekir. Yani D,, matrisinin her satirinda en az bir adet minimum olmalidir. Buradan
R,, indirgenmis fark matrisinin tanimi geregince her satirinda en az bir tane “1” girdisi
olmalidir. Bu diisiinceye odaklanilirsa, Ornek 1. 3. 3.” de “R,, matrisinin sifir satiri

olup sistemin ¢ozlimii yoktur.” sonucu ¢ikarilir.

Andersen (2002) tarafindan yazilan tezde yer alan asagidaki teorem, R, indirgenmis

fark matrisinden A®Xx=Db sisteminin ¢éziimiiniin olmamasi veya ¢oziimii lizerine

yorumlar yapabilmeyi saglamaktadir.

nx1
max

Teorem 1. 3. 1. Ae R} herhangi bir matris ve be R

o elemanlar1 sonlu girdiler olan

bir vektdr olmak iizere (R, ,®,®) yar halkasinda A®Xx=b sistemi i¢in asagidaki

max ?
onermeler dogrudur.
a. Eger indirgenmis fark matrisinin sifir satir1 varsa, sistemin ¢éziimii yoktur.
b. Eger indirgenmis fark matrisinin her satirinda en az bir tane minimum varsa, yani

R,, matrisinin her satirinda "1" varsa, sistemin ¢dziimii X" olur.

Ispat. AcR"" herhangi bir matris ve be R elemanlari sonlu girdiler olan bir

max

vektor olsun.
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a. R,, matrisinde "k" satir1 sifir satir1 olarak tanimlansin. Farz edelim ki, A®X =D
denklem sisteminin ¢6ziimii de X olsun. Buradan

% <min(h —a;) <b —a,
olur. Boylece her j bileseni i¢in X; +a,; <b, olur. Buradan X, esitsizlik sisteminin k-

inc1 denklemi saglanmaz. O halde X, A® X =b sisteminin ¢dziimii olamaz.
b. Farz edelim ki, x' sistemin bir ¢6ziimii olmasin. Eger X' ¢6zliim olsayd: her j ve k
bilesenleri i¢in
X j < bk - akj
esitsizligi yazilir ve buradan da max(a, +X'j) <h, esitsizligine ulasilirdi. Ancak bu
j

sistemde X' ¢oziim olmadigi igin  max(a, +X'J.)<bk seklindedir. Buradan
J

X'J- <min(b, —a;) olur. Bu esitsizlik ise, R,, matrisinin k-mnc1 satirinda minimum
bulunmamasi yani bu satirda "1" girdisinin olmamas1 anlamina gelir. Bu bir ¢eliskidir.
Bu nedenle x', A® x=b denklem sisteminin bir ¢oziimii olur.

A®x=Db denklem sisteminin kag¢ tane ¢dziime sahip oldugunu bulmak icin R,,
matrisindeki sabit girdiler tanimlanmaktadr.

Tamim 1. 3. 1. R,, ’nin herhangi bir satirindaki 1; bulundugu satirda baska bir 1 girdisi

yoksa veya bulundugu siitun 1 siitunu ise sabitlenmis degisken girdisi olarak
adlandirilir. Digerleri ise sabitlenmemis degisken girdisidir (Andersen, 2002).

1.3.1-3 &meklerinde verilen sistemlerin ¢oziimleri, R,, matrislerindeki sabitlenmis

degisken girdilerine gore asagida yorumlanmaktadir.

Ornek 1. 3. 1. Ornek 1. 3. 2. Ornek 1.3.3
0 0 000 00
Rap=| 0 [1] 0 Ryp=[1 0 0 Ry=|l] 1 0
0 0 011 11

Omek 1. 3. 1.‘de R,, matrisine gdre sifir satir1 olmayip sistemin ¢oziimii vardir ve

ayrica bu matrisin biitin “1” girdileri sabitlenmis degisken girdisidir. Yani A®X=Db
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denklem sisteminin ¢oziimiinde biitiin X, X,, X, bilesenleri sabit degerler olacaktir. Bu
nedenle sistemin tek ¢ozimii vardir.

Omek 1. 3. 3.¢ de R,, matrsinde birinci satir denkleminde X, bileseni sabitlenmis olup

X, =4 tiir. Ancak ikinci satir denkleminde sistem ¢dziimii i¢in X, =4 sabitlenmis girdi

olmasina ragmen X, =2 sabitlenmemis girdidir. Yani X, =4 i¢in X, <2 oldugu siirece
satir denklemlerinin ¢oziimii miimkiin olacaktir. Benzer sekilde tigiincii satir denklemi
icin X, =4 ile sabitlenip X, <2 ve X, <1 degiskenleri parametreye bagli olacagindan
A®x=Db denklem sisteminin sonsuz ¢oziimii olacaktir.

Andersen (2002) tarafindan yazilan tezde yer alan agagidaki teorem, R, indirgenmis

fark matrisinden tespit edilen sabitlenmis degisken girdilerine gore A®Xx=b

sisteminin ¢0ziim sayilar1 izerine yorumlar yapabilmeyi saglamaktadir.

nx1
max

Teorem 1. 3. 2. AeRT; herhangi bir matris ve b e R

o elemanlari sonlu girdiler olan

bir vektor olmak iizere (R . ,®,®) yar halkasinda A® Xx=b sistemi i¢in asagidaki

max !
onermeler dogrudur.

a. R,, indirgenmis fark matrisinin her siitununda yalmzca bir tane sabitlenmis girdi

varsa, sistemin tek ¢6ziimii vardir.

b. R,, indirgenmis fark matrisinde sabitlenmemis girdi varsa, sistemin sonsuz ¢oziimii

vardir.

nx1
max

Ispat. AcR™" herhangi bir matris ve beR"™ sonlu girdili bir vektér olmak iizere

(R, ,®,®) yari halkasinda A® X =b sistemi dikkate alinsin.

max ?

a. Eger R,, matrisinin her siitununda tek bir tane "1" girdisi varsa, bunlar sabitlenmis

degisken girdisidir ve higbir siitunda sabitlenmemis girdi bulunmaz. Bu nedenle biitiin x
bilesenleri sabittir ve denklem sisteminin tek ¢oziimii vardir.

b. R,,” de r sabitlenmemis degisken girdisi olmak iizere, X, A®x=b denklem
sisteminin ¢dziimii olsun. Buradan r, ; sabitlenmemis degisken girdisi oldugundan R,
matrisinin j-inci stitununda sabitlenmis girdi bulunmaz. Bdylece X; bileseni icin satir

denklemini bozmayacak sekilde parametreye bagl sonsuz ¢6ziim olacaktir.
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1. 4. Maksimum Toplam Cebirinde Ozdegerler — Ozvektorler

Bu boliimde, Karp (1978), Cuninghame-Green (1979), Butkovic (1994) ve Bapat ve
ark. (1995) kaynaklarindan faydalanilarak M-T cebirinde matrislerin 6zdegerleri ve
Ozvektorleri lizerine literatiirde var olan temel tanim, kavram ve oOzellikler

verilmektedir.

Tamm 1. 4. 1. Késeler 1,2, ...,n olmak {lizere eger Ae R[] matrisinde a; #—oo ise i’
den;’ye a; agirlikl yol vardir denir.

Iy, Iy, ..., | farkli koseler olmak {izere j=1, 2, .., k=1 icin i,” den i,

> e giden yaylar
bir yol olusturur. Bir yolun agirlig1 ise bu yaylarin agirliklart toplami alinarak bulunur.

Her koseden baska bir koseye yol varsa yonlendirilmis D, grafi giiclii baghdir. Eger

D, giiclii bagl ise A matrisi indirgenemezdir.

Ornek 1. 4. 1.
4 5 —w

a. A=|—0 1 7 |olsun. A matrisinin yonlendirilmis grafi D,
6 —o 8

bi¢iminde olusturulur. D, yo6nlendirilmis grafinda her késeden baska bir koseye yol
oldugu i¢in bu graf giiclii bagl olup A matrisi indirgenemezdir.

1 2 4
b. B=| -0 3 6 | matrisiiginise Dy grafi

—0 —00 —00
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seklinde olup V; kosesinden baska bir kdseye yol olmadigi i¢in bu yonlendirilmis graf

giiclii bagh degildir. Dolayisiyla A matrisi indirgenebilir matristir.

Tamm 1. 4. 2. i,i,,...,i, farkli koseler olmak tizere i, > 1,, I, > l,,...,1, =1, dizisi o

deviri olarak tanimlanir.

o deviri bir koseden baslar ve aym kosede biter. Aym anda birden fazla kdseden
baslamaz.

o:i— j—..—i bir dongii olmak iizere matrisler icin de benzer bir devir
belirtilmektedir. Ae RT-: ve a; € A olmak lizere o:q;,a,,...,a; A matrisinde bir
devirdir.

Tanmm 1. 4. 3. Bir devirdeki yaylarin sayist o devrin uzunlugu olarak adlandirilir ve |
ile gosterilir.

Her o devriigin | <n seklindedir. Giiglii bagh graflarda ise her kosede en az bir devir
olusur. Ornek 1. 4. 1.” de Vv, késesi i¢in V, =V, =V, —V, bir devir olup bu devir 3
uzunlukludur.

Tanimm 1. 4. 4. D, yonlendirilmis grafinda uzunlugu 1 olan devirler diigiim olarak

adlandirilir.
Ornek 1. 4. 1.¢ de,

1
OO
Va2 V3

olup v;, V,, v, devirleri diigtimlerdir.
Tammm 1. 4. 5. o deviri i¢in yay uzunlugu agirliklarinin toplami ortalama olarak

adlandirilir ve M (o) ile gosterilir.

Tamm 1. 4. 6. AcR]’ matrisi i¢in o;,0,,..,0, devirleri farkli devirler olsun.
,u(A)zm?XI\/I(O') ifadesine maksimum ortalama deviri denir. Maksimum ortalama
devirine esit olan devire sahip grafa kritik graf denir.

Tanmm 1. 4. 7. AR} olsun. 1eR, i¢in, A®x=A®x maksimum toplam matris
denkleminin ¢6ziimii olan (A, X) ¢iftine ise A matrisinin 0z ¢ifti denir.

Teorem 1. 4. 1. AeR]? matrisinin 6z ¢ifti (4,X) ve ceR olsun. Bu durumda

(4,c®X) *de A matrisinin 6z iftidir.
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Ispat 1. 4. 1. Kabul edelim ki AeR™" matrisi, 6z cifti (4,x) olan indirgenemez bir

matris olsun. Bu durumda A® x =A® x olur. Degisme ve birlesme 6zelliklerinden
C®(A®X)=Cc®(1®X)
(A®X)®Cc=(1®Xx)®C
AR®(X®C)=A®(x®C)
AR(C®X)=A®(c®X)
esitlikleri yazabiliriz. Buradan goriilecegi tizere (4,C®X) ¢ifti, A matrisinin 6z ¢ifti
olur.

Teorem 1. 4. 2. AR} en az bir devire sahip olan bir matris ve k,meR  olsun.

Bu durumda,

a. A matrisinin k sonlu 6zdegerine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul —k ® A
matrisinin 6zdegerinin 0 olmasidir.

b. #(A) =m olmasi i¢in gerek ve yeter kosul u4(—-m® A)=0 olmasidur.

onermeleri dogrudur.

Ispat1.4.2. AeR™  xeR" ve k,meR, olmak iizere,

max !

a. —k ® A matrisinin 0z ¢ifti (0, x) olsun. Buradan,

&y —k g,k (X X
(-k®A)®Xx=00x <| o ® =0
a,—-k - a,-k X X

max (8, —K+X, a, K+, -, a, —K+X,) =%

max (a, —k+x, a,—kK+X,, -, a,, —K+X,) =X

_k®max (a11+X11 a12+X21...l a1n+Xn) :X1
—k®max (a,, +X, a,+X,, "+, a,+X,)=X,

max (a11+X1’ Ay + Xy, 0y a1n+xn):k®xl

max (a,, +X, &, +X,, ==+, &, +X,)=K®X,

S ARX=k®xX
olarak bulunur.

b. #(A)=m ve B=—m® A olsun. D, grafimin tanimi geregince bu graftaki bir yayin
agirhgr D, grafindaki yay agirhgindan m kadar azaltilma yapilarak olusturulmustur.
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Yani b; =a; —m olur. A matrisi lizerinde tamimli o, :a;,a

7 -,a; deviri I uzunluklu

ke
bir devir olmak iizere , D, grafindaki maksimum devirli ortalama,

Cha et A
,Ll(A)=aIJ Jkl i -m

seklindedir. Buradan hareketle,
bjk e b

oz =b ,

ij?
olmak iizere B matrisi iizerinde benzer bir dongii,

u(B):b'j +bjk;u...+b*i _ (8 —m)+(ajk_r|n)+...+(a*i_m)

a;+ay +--+a; ml
B) = A
1(B) | |

4(B) = (A -m=0

olarak bulunur.

Teorem 1. 4. 3. AeR}> en az bir devire sahip olsun. A’'nin (4,X) ozgifti i¢in A

sonludur.
Ispat 1. 4. 3. Genelligi bozmadan Teorem 1. 4. 2. geregince A4’ nin maksimum devirli

ortalamasi 0 olsun. Bu durum A’nin 6zdegerinin 0 olmasi i¢in yeterli bir durumdur.
D,, A’nin yonlendirilmis grafi, X ise i. inci girisi D,’ da en biiyiik agilikli yolun
baglangi¢c noktast olan bir vektor olsun. Eger D,’ da i ile baglayan yol yok ise bu

durumda X, =—oo olur. A® x matrisi,

a; &, X max(au+xl,a12+x2,---,a1n+xn
Do, Dl = :
a, - a X max(a,, + X, &,, + X,,*++, 8, + X

nn n 1 nn n

bigiminde olup bu matrisin herhangi bir j bileseni, ml?x(aik +X,) formundadir. Simdi
ise a; +X, toplami i¢in bazi durumlari ele alalim. Eger a;, =-o ise a; +X, =-00<X,

olur. a; #—oo ise yani j” den k’ ya yol varsa bu durumda X, bileseni i¢in k* dan

baslayan yol ¢ olsun.
o
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¢ = ] > K olmak iizere j> den baslayan bir yola ve dongiiye sahiptir. Her devir pozitif

olmayan ortalamaya sahip oldugundan ¢', Xx. i¢in en biyiikk agirhklidir. Boylece

j
a; +X <x; olur. Buradan m;ax(ajk+xk)sxj oldugu gosterilmis olur. Simdi X;
bileseni icin D, daki j ‘den baslayan en biiyiik agirlikli yolu f olarak segelim. f;

j—>m ise B, mkosesinden baslar.

) £ .
gy
f.ﬂ.n:‘_/\

Bu durumda g ’mnagirhgr x; =a,, + 4 <a;, +X, < mlgdx(ajk +X,) olur. Boylece A’nin

ozvektorii olan X ‘e karsilik gelen 6zdeger 0 olarak bulunur. Indirgenemez bir matrisin
her kosesi devir kosesi oldugundan ve en az bir devire sahip olan matrisin 6zdegerleri
sonlu olacagindan indirgenemez bir matriste biitiin 6zdegerler sonludur.

Teorem 1. 4. 4. Ae R} indirgenemez bir matris olsun. A matrisinin 6zdegeri tek ve
sonlu olup A= u(A) dir.

Ispat 1. 4. 4. AcR”" indirgenemez matris ve D, A’nin ydnlendirilmis grafi olsun. A
sonlu olmak flizere (4,X) A matrisinin 6z ¢ifti ise bu durumda A®X=A1®Xx 0z
denklemini saglar. Ilk olarak X vektdriiniin sonlu oldugunu gosterelim.

Farz edelim ki X’in baz1 girdileri —oo olsun. Bu durumda x vektériinii X, X,,--+, X, sonlu

ve diger | tane girdi —o olacak sekilde yeniden diizenlersek,

X

X,

elde edilir. O halde, n—k =1 olur. Ayrica A®x=A®x denkleminin saglanmasi i¢in
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formunda olmasi gerekmektedir. —oo blogu ise Ixk tipindedir. Eger A matrisi bu
formda olmazsa x vektoriinde —oo bilesenleri olamaz. A indirgenemez bir matris oldugu
icin herhangi bir j kosesinden baska bir i kosesine yol olmak zorundadir. Ancak
yukaridaki A matrisini g6z Oniine alirsak k’dan daha biiyiik indislere sahip olan koseleri
diistindiigiimiizde bu koselerden k> dan kiigiik indislere sahip koselere yol yoktur. Bu da
A matrisinin indirgenemez olmasi ile ¢elisir. Bu celiski X vektdriiniin baz1 bilesenlerinin
—oo olmasindan kaynaklanmistir. Dolayisiyla X sonlu olmak zorundadir. Simdi A

matrisinin A x=A®x 6zdenklemini ¢dziimleyelim. Oz denklemden,

&, &, - &, X X
Ay 3, Ay, ® X, —1® X,
anl a‘n2 e ann Xn Xn

max(ay, + X, 8, + X,, -+, 8, + X,) =4+ X
max(ay, + X, 8, + Xy, 5,8, + X, ) =4+ X,
max(a,, + X, &, + Xy, -, 8, +X,) =A+X,
sistemi elde edilir. D, iizerinde |<n uzunlugundaki herhangi bir dongiiyli dikkate
alalim. Genelligi bozmadan kdseler yeniden numaralandirilsin. Devir
oV, >V, >V, >V, veya 0., D> ay > —>a,
seklinde olsun. Simdi bu dongiiyii kullanarak,

a, +X <A+X
Ay + X SA+X,

Ay +X SA+X,

esitsizlik sistemini ele alalim. Eger bu esitsizlikleri alt alta toplarsak,

an+){+a23+/><{+---+akl+/){£ﬂ+/%+l+/x{+---+ﬂ+ 4
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a,ta,+ -+, < A+A+A+-+A=I1-1

| tane (d6ngul uzunlugu kadar)

a, +ay,+-+a
I

M(o)<A

klg/’i

olarak bulunur. A matrisinden sectigimiz keyfi bir dongii icin yukaridaki esitsizligi
yazabildigimizden g(A)<A olur. A®x=A®Xx denkleminde herhangi bir satir
denklemi

max(a, + X, &, +X,, -, &, + X, ) =A+X
seklindedir. Yani herhangi bir j bileseni i¢in

g +X;=A+X%
olur. A matrisi gii¢lii bagh oldugundan (indirgenemez matris) her kdseden baska bir
koseye yol vardir. Bu nedenle her kdse bir dongiiye sahiptir. Buradan,

a; +X; = A+X

aj t X =A+X,

Ay +X =A+X
esitlikler yazilir ki, bu esitlikler toplanirsa,

a; +ay +--+a; =14
oy tay e tay

e

A

=M(o) < u(A)

elde edilir. Boylece A = u(A) olarak bulunur.

Asagidaki ornekte bir indirgenemez matrisinin 6zdeger ve 6zvektorii bulunacaktir.

1 1 -
Ornek 1.4.2. A=|-o - 3 | seklinde indirgenemez A matrisinin dzdeger ve
2 - -—©

Ozvektoriinii bulalim. A’nin yonlendirilmis grafi,
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bigiminde olup, buradan,

o, =28, =1
1+3+2
3

olmak tizere A= u(A)=2 olarak bulunur. Simdi A matrisinin A =2 6zdegerine karsilik

2

O, =8,,8,385 =

gelen 6zvektoriinii bulalim. Boylece,

1 1 —o
-0 -0 3 |®X=2®0X
2 —o -

denkleminden

max(l+ X, 1+ X,,—0+X;) =2+ X,
max(—oo + X, =0+ X,,3+ X;) =2+ X,
Max(2+ X, =0+ X,, =00+ X;) = 2+ X,

olup bu esitliklerde X, =0 kabul edilsin. O halde x, =1 vex, =0 olarak bulunur. Yani
A matrisinin 6zvektori Ce R icin X=c® (0,1, 0)" bi¢imindedir.
Ornek 1. 4. 3. Birden fazla 6zdegere sahip olan

2 3 —w
B=| 3 2 —»

-0 - 4

matrisin 6zvektoriinii bulalim. B matrisinin yonlendirilmis grafi D, asagidaki gibidir.

3
3
2

2
4

S,

D; yonlendirilmis grafina gére o dongiileri,

oy =a,; =2
0,=8y=2

3+3
O'3=6112a21=7=3
o,=a,=4
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seklinde olup buradan A matrisinin A =4 icin 6zvektori (—o0,—0,0)" olur. 1=3

6zdegeri igin ise 6zvektor X = (1,1,—0)" bigimindedir.
1. 5. Maksimum Toplam Cebirinde Simetriklestirme

Konveksiyonel cebir ve maksimum toplam cebiri arasindaki dnemli farklardan birisi R,

’de @ islemine gore ters eleman 6zelliginin olmamasidir. X,Y, € R, olmak iizere, ters

eleman tanim1 geregince

X@y, =e<>X =y

X

olmalidir. Burada Yy, = ¢ segilirse ve X@ 'y, =max(x,Y,) esitligini kullanarak
X® g =max(x,&) # &

olur ki, & isleminin etkisiz elemant olan ¢’nun ters eleman 6zelligini saglamadigi
goriilir. Buradan genel olarak X®@Yy, =&=Yy, ®X olacak sekilde bir Yy, elemam
olmadigini séyleyebiliriz. Ters eleman 6zelligi saglanmadigr i¢in R, cebirsel yapisi
grup degildir. Bu nedenle maksimum toplam cebirinde simetriklestirme ¢esidi olan S,

kiimesini tammlanmustir ( F. Bacelli ve ark. , 1992).

R, temel toplama ve ¢carpma operatorleri altinda negatif olmayan reel fonksiyonlarin

bir kiimesiydi. Benzer sekilde S, ayni operatorler altinda reel fonksiyonlarin bir

max
kiimesidir. Bu genisletme yardimiyla N’den Z’ ye tanimli bir fonksiyonu
karsilastirilabilir ( Schutter, 1996).

@ operatorii idempotenttir ve ae R icin,
a®a=a

ozelligi saglandig: icin ve biitiin idempotent gruplar trivial gruba indirgenebildiginden
konveksiyonel simetriklestirme tekniklerini kullanamayiz. Ancak ters elemanlar yerine
7> den N ’ye tammli bir yapinin elemanlar1 olan denge elemanlarinin kullanildig: bir

metod ile simetriklestirme miimkiindiir ( Baccelli ve ark. ; Gaubert, 1992 ).
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Tanmm 1. 5. 1. ® ve ® operatorleri altinda P, =R_xR_ seklinde taniml1 bir yap1

&

olsun. Bu takdirde, (X,y) ve (w,z) € P, olmak iizere,

Xy)®(w,2)=(X®w,yDz)
XYW, 2)=(XOWDBYR®Z,X®zDYyRW)

seklindedir ( Schutter, 1996).

Buradan P.’de, © operatoriiniin degismeli, birlesmeli ve idempotent oldugu aciktir.
Ciinkii bu kiimenin elemanlar1 R, den alinmistir ve R,’ de @ operatorii altinda
elemanlarin bu ozellikleri sagladigi biliniyor. Ayrica P.” de @ isleminin etkisiz

eleman1 (g,¢) dir.

Yukaridaki tanim geregince P.’ de ® operatorii degisme, birlesme ve @ operatori
lizerine dagilma o6zelligini saglar. Ayrica ® isleminin birim eleman (0,&) ve yutan
elemani ise (&,¢) elemanidir. Boylece (P.,®,®) cebirsel yapist kapalilik, birlesme,

birim eleman o6zelliklerini sagladigindan ve elemanlar1 ikililer oldugundan bu yapi

dioidtir. Aym zamanda bu yap1 ikililer cebiri olarak bilinmektedir ( Schutter, 1996).

Tamm 1.5.2. u=(x,y) € P olsun. u’nun maksimum mutlak sinir1 |u| ., olmak tizere
ul, =x®y

seklindedir ( Schutter, 1996).

Tamm 1. 5. 3. P, kiimesi tizerinde,
O, =(¥,X) ve u" =u®(@u) = (x,Y) @(y,%) = (u], Ju,)

olmak iizere, © operatoriine maksimum cebirsel minimum operatéri ve (.)°
operatoriine ise denge operatorii denir ( Schutter, 1996).

Onerme 1. 5. 1. u,ve P icin,

i.u*=(Qu) =",
i UV =(uU®v),
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iii. ©(Gu)=u,

iv. OU®V)=(Gu)®(OVv),

V.O(U®V)=(Gu)®v,

ozellikleri dogrudur ( Schutter, 1996).

Son ii¢ 6zellik geregince ;
uevV=u®d(OVv)

€Y ¢

esitligi yazilabilir. Buradan © operatoriiniin 6zelliklerinin konveksiyonel cebirdeki

operatoriiniin 6zelliklerine benzedigi sdylenebilir.

Maksimum cebirsel operatorleri arasinda islem Onceligi siralamasi yapilacak olursa
maksimum cebirsel toplam operatdrii maksimum cebirsel minimum operatdriinden 6nce

gelir.

Konveksiyonel cebirde xe R igin x—x =0 ifadesi her zaman gecerlidir. Ancak ikililer
cebirinde ueP. icin uQU=U"#(g,&) seklindedir. u=(g,&) olmadik¢a bu ifade

yutan elemana esit olamaz ( Schutter, 1996).
Tammm 1. 5. 4. u=(X,y) ve v=(W,Zz) olmak lizere u,ve P, olsun. Eger,
X®z=ydWwW
ise u denktir v denir ve uVv seklinde ifade edilir.
Ayrica,
@) =u = (ul, o, )¥(z.)
seklindedir.
Denge bagintis1 V ; doniislii ve simetriktir ancak gegisli degildir ( Schutter, 1996).
Ornek 1.5.1. u=(3,2) , v=(3,3) ve z=(2,3) icin,
3®2=2®3 esitliginden uVu,
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3®3=2@3 esitliginden uVv,
3®2=3®3 esitliginden vVu,
3®3=3®2 esitliginden vVz,
sonuglarina ulasilir. Ancak
3@®3#2®2 esitliginden UWZ

olur. Buradan uVv iken vVu saglanir. Yani simetriklik 6zelligi vardir. Ancak uvv ve

VVz iken UXZ oldugundan gegisme 6zelligi saglanmaz. Gegisme 6zelligi her zaman

saglanmadigi i¢cin denge bagintisina denklik bagintis1 diyemeyiz.

Tanmm 1. 5. 5. (X,Y), (W, z) € P. olmak iizere,

(X Y)V(W,2); x#y,W#z

(X’ y)ﬂ(W, Z) N {(X, y) = (W, Z) diger

bagintisina £ bagntisi denir ( Schutter, 1996).

[ bagintis1 bir denklik bagintisidir. S tarafindan olusturulan ii¢ ¢esit deklik sinifi,

i. Maksimum Pozitif Siifi: (W, —o0) = {(w,x) P, [x<w},

ii. Maksimum Negatif Smift: (—oo, W) = {(X, W) € P, |X < W} :

jii. Denk Smif: (w,w) ={(w,w)eP.},

biciminde tamimlanir. (&,€) ise maksimum sifir sinifi olarak adlandirilir. Simdi bu

bagint1 iizerinden boliim kiimesi olan S =P, 4 kiimesinden bahsedelim.

Siex = (5,®D,®) cebirsel yapisinin degismeli dioid oldugundan bahsetmistik. Bu yapiya

maksimum cebirinde simetriklestirilmis dioid veya simetriklestirilmis maksimum

toplam cebiri denir ( Schutter, 1996).
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Tanm 1. 5. 6. weR,_ olmak iizere, S® ile gosterilen (w,—o0) ile iliskili kiimeye
maksimum pozitif kiimesi, S¢ ile gosterilen {OW‘WE S®} ile iligkili kiimeye

maksimum negatif kiimesi ve S° ={W' We S®} kiimesine ise denklik kiimesi denir.

Vv D . . . . ve . . - .
SY =S5%US® kiimesine ise iz kiimesi denir. Ayrica & = (g,&) simfina maksimum sifir

smift denir ( Schutter, 1996).
1. 6. Maksimum Toplam Matris Cebirinde Matris Normlar1

Bu boliimde, Horn ve Johnson (1985) ve Golub ve Van Loan (1989) tarafindan yazilan
kaynaklardan faydalanilarak M-T cebirinde matris normlar1 lizerine literatiirde var olan

temel tanim, kavram ve 6zellikler verilmektedir.

Tamm 1. 6. 1. a€S" icin maksimum cebirsel norm,
n
lal, =Dlail,
i=1
ve AeS™" icin maksimum cebirsel norm,

m n
|4, = DDlay,

=
seklindedir.
Onerme 1.6.1. ¢S, aeS" ve AeS™" olmak iizere,
e ®a, =|a|, ®[a],
ve
o ® Al =lal, ®]A,
esitlikleri dogrudur.

Tamm 1. 6. 2. a€S" olmak iizere maksimum toplam matris cebirinde p-norm,
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1
p

n p ®
ol ~( DRl
seklinde tanimlanir.

Tamm 1. 6. 3. AeS™" olmak iizere maksimum toplam matris cebirinde Frobenius

normu,

1

®2
m n ®2
oL - Sl
i=l j=1
seklinde tanimlanir.

Tamm 1. 6. 4. A S™" olmak lizere maksimum toplam matris cebirinde p-normu,

1

1Al - [éé\au \z“j

i=1l j=1

seklinde tanimlanir.

29



2. MAKSIMUM CEBIRINDE BAZI OZEL MATRISLERIN NORMLARI VE
SART SAYILARI iCIN SINIRLAR

Bu boliimde, literatiirde yer alan bazi 6zel say1 dizilerinin tanimlari verilmekte, M-T
matris cebirinde bu say1 dizileri ile olusturulan devirli (sirkulant) matrislerin bazi

normlar1 hesaplanmaktadir.

Tanmm 2. 1. s>0 ve t#0 tamsayilan i¢in baslangic kosullarn F,=0, F =1 ve

yineleme iliskisi

I:n+2 :S'F

n+1 +t ’ I:n *
bigiminde olan {F,},., say1 dizisine genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi denir.

(s,t) ikilisinin farkli degerleri igin {F. },., dizisinden elde edilen bazi onemli say1

dizileri tablo ile,

(s,1) F Genel Gosterim
L1 Fibonacci Say1 Dizisi {f.}.
(2,1) | Pell Say1 Dizisi {P.}so
@2 Jacobsthal Say1 Dizisi {intso
(3,—2) | Mersenne Say1 Dizisi {m.}..0

seklinde verilir.

Tanmm 2. 2. s>0 ve t#0 tamsayilan igin baslangi¢c kosullann L,=0,L, =s ve

yineleme iliskisi
Lo =8 La+t-L

bigiminde olan {L,},., say1 dizisine genellestirilmis Lucas say1 dizisi denir.
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(s,t) ikilisinin farkli degerleri igin {L.},., dizisinden elde edilen bazi onemli say1

dizileri tablo ile,

(s,0) L, Genel Gosterim
1) Lucas Say1 Dizisi {.}.0
(2, Pell —Lucas Sayi Dizisi {P.}..o

(L,2) | Jacobsthal-Lucas Say1 Dizisi | {J }

(3,—2) | Fermat Say1 Dizisi {F.}so

seklinde verilir.
2. 1. Fibonacci Matrisinin Maksimum Cebirsel Matris Normlari

Shen ve Cen (2010) Klasik lineer cebirde Fibonacci sayilari ile olusturulan devirli
(sirkulant) matrislerin normlarin1 arastirmiglardir. Bu bolimde ise benzer olarak,
Maksimum toplam cebirinde Fibonacci sayilari ile olusturulan devirli (sirkulant)

matrislerin normlar1 hesaplanmaktadir.

{f.}.., Klasik Fibonacci sayr dizisinin n-inci terimi f  olmak {izere

n

f =(f,, f,..., f,;) €S" icin f vektoriiniin maksimum cebirsel vektér normu

n-1
1, =D,
:|f0|®®|fl|®@m®|fnfl|@
=f,ef@--@f
=max{fy, f,,--, f,}

= fn—l

olarak hesaplanir. f; = f_ .. 1<1, ] <N, olmak iizere

fo £ fos
fn— f o fn_ nxn
F=(f)ia= :1 :0 . :2 €S
LR fo
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seklinde tanimlanan F Fibonacci devirli matrisinin maksimum cebirsel matris normu

IF ]l _(JD@‘f ‘@

i=1 j=1

:@(fil@fiz ®"'@fin)

= 6_? max(fil’fiZ (A ’fin)

= max(fn'flz 'f13' t ’fln) ® max(le’fzz ’f23! t 'fzn) ®---® max(fnl’fnZ’fnS' "' ’fnn)
= fn—l @ fn—l @ '“ @ fn—l = maX( fn—l’ fn—l’ T fn—l)
= fn—l

olarak bulunur. f +1 =2.f , Ozdesligi dikkate alimarak F matrisinin maksimum

cebirsel Frobenius (Euclidean) normu,

FI =i |

-&(” @lfl” ©-- @,

= @max(f& fS, - %)

i1 i1 *hi2 ) n
=max(f& £, £ ) omax(fS £, 1)@ @max(f® 8, %)
=max(f,® fo, & f, -, f,®f )@ @max(f,®f,f,®f,, -, f,®f)
=max(2.f_,2.f -, 2.f )=2.f
=f +1,

®°F . . e
olarak bulunur. ||F||_" Fibonacci matrisinin p-normu,

Fi (&S00 ]

:[G?J@l‘f

®P
Ile

=€"a(f®p ®f ®--0f)

:C_B max(p. fiy, p. i+, p. 1)

=max(p.F, ,, p.F, - p.F)
=p.F.
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olarak bulunur.
2. 2. Lucas Matrisinin Maksimum Cebirsel Matris Normlari

Shen ve Cen (2010) klasik lineer cebirde Lucas sayilari ile olusturulan devirli
(sirkulant) matrislerin normlarin1 arastirmiglardir. Bu bolimde ise benzer olarak,
Maksimum toplam cebirinde Lucas sayilari ile olusturulan devirli (sirkulant) matrislerin

normlar1 hesaplanmaktadir.

{l.}.., Lucas say1 dizisinin n-inci terimi | olmak tzere I=(l,,1,...,1 ,)eS" igin |

vektoriiniin maksimum cebirsel normu,

n-1
M, =D,

i=0
= |I0|® ®|Il|® ®"'@|In—l|®
=1,®0L®---8l_,

e S™ olmak tizere L Lucas devirli

6:_) |1®I|2@ ®I|n)

C-DZmaX(Illi 2" ’Iin)
=max(ly, 1,1, )@ max( 1,1, ,)®---®max(l,1,,---1,)

= maX(|n_1, In—l’ Y In—l)
= In—l
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olarak bulunur. L matrisinin maksimum cebirsel Frobenius (Euclidean) normu ise,

- S |

i=1 j=1

=(®®‘Iu : j
i=1 j=1! "1®
=O(I,[" @1, @@,
i=1
- Dmax(ly 17 1)
:max(lfi ,IS o ,Ifj )@max(li ,I2®2, . ,|§Z)@---@max(|§1 ,I,j@z, . ,If’;)

=max(l, ®1,,L, ®1,---,1 , ® ) ®---@max(l, ®1,1,®1,,--,1, ®I,)
=max(2.ly,2.1,---,21 ,)®---®max(2l,2l,,---,2l,)

=max(2l,,,21 ;.21 ;)

=21,

e . . ®P
bigiminde hesaplanir. Lucas matrisinin ||L||_ p-normu,

max(l, + 1, +---+1, - L+, +-+1))

p tane p tane

i=1

= @maX( p'lil' p'IiZ’“.! p'lin)

= max( p-|11’ p-llzr"" p-lin)('B"'@max( p'lnl’ p-lnzy"" p'lnn)
= max( p'ln—l’ p"n—l’" ] p'ln—l)
= p'ln—l

olarak bulunur.
2. 3. Pell Matrisinin Maksimum Cebirsel Matris Normlari

Bueno ve Taganap (2014) klasik lineer cebirde Pell sayilar1 ile olusturulan devirli

(sirkulant) matrislerin normlarin1 arastirmiglardir. Bu bolimde ise benzer olarak,
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Maksimum toplam cebirinde Pell sayilar1 ile olusturulan devirli (sirkulant) matrislerin

normlar1 hesaplanmaktadir.
{P.}.0 Pell say1 dizisinin n-inci terimi p, olmak tizere p=(p,, P,,--s P,4) €S"

vektriinin maksimum cebirsel vektor normu,
n-1
ol =Dlpi,

n-1
=Opl, =|pl, ®[p, ©--@[p,.,
=, ®p,® @ p,,
= max { Pg, Pr, " Poaf
=Py

Po Pp o Poa

olarak hesaplanir. P = p?’l 90 p”,’z e S™" Pell matrisinin maksimum cebirsel

P p, - Py

matris normu

D= 1®=

n
6:_)1‘ pii‘@

]

[Pl

n
@‘pij‘ea

i=1 j=1

1}
S e

—@(pu@ pi2®"'® pin)

:g-?lmax(pil' Pizses pin)

= MaxX(Pyy, Prpr+ Pug) @ MaX(Pyys Py 1 Pp) @+~ @ MaAX(Prys Py Prg)
= MaX(Py, Py, Poa) @ MaX(Py g, Posoy Pyp) @+ @ Max(py, Py, Po)
= maX( Prr Prs s pn—l)

= Pna

biminde hesaplanir. P matrisinin maksimum cebirsel Frobenius (Euclidean) normu ise,
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P, = © D, j

(S8

SD|n, |,
:@(|pil|® ®|pi2|®2 ®"'®|pin|®2)

i=1

:émax[pul+ Pig s Pin pan

=max(2.py;, 2.Ppps 1 2.P;) D - @ Max(2. Py 2. Pogs s 2-Prn)
=max(2.py, 2.py, 1 2. Py ;) @~ @ Max(2.py, 2.9+, 2. )
=max(2.p, ;,2.Py s+ 2Py y)

=2.p,4

. e g ®P
olarak bulunur. Pell matrisinin ||P||_ p-normu,

@ n on &P
I ~( S8 |
n on &P
-1 opt 0y
@lmax(p|1+ Pt Py Py + P+ F Pyy)
p tane p tane
=D max(p.py, PPz P-Piy)
= Max(pP- Py, P-Pizs*+*s P-Pin) @ MaX(P-Pay, P-Pagy s P-Pay) -+ @ MAX(P- Py, P-Przs =" P-Prn)
= maX( p'pn—l’ p'pn—l’“'1 p'pn—l)
=pP,
seklinde hesaplanur.

2. 4. Pell-Lucas Matrisinin Maksimum Cebirsel Matris Normlari

Bueno ve Taganap (2014) klasik lineer cebirde Pell-Lucas sayilari ile olusturulan devirli

(sirkulant) matrislerin normlarimi aragtirmiglardir. Bu bolimde ise benzer olarak,
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Maksimum toplam cebirinde Pell-Lucas sayilari ile olusturulan devirli (sirkulant)

matrislerin normlar1 hesaplanmaktadir.

P }., Pell-Lucas say1 dizisinin n-inci terimi P, olmak iizere P=(P,R,...,P,_,) e S"
nJdn>0 0r'1 n-1

n

vektoriniun maksimum cebirsel vektor normu,

:max(Pll,Plz.~- i) ®MaX(Pyy, Py, Pyy) @+ @ MaX(Py, By, -+, By)
=ma ( 3 _1)®maX(Pn—1’P0"", n-2)®"'®max( 1 2""'P0)
= Mmax (P l'P 11 "!Pnfl)

:Pn—l

I:)0 Pi Pn—l
Po n-2

olarak bulunur. & = e S™  Pell-Lucas matrisinin matrisin

maksimum cebirsel matris normu,

[Pl =

i=1 j—l‘ ‘@

il

(F,®F,®--®F,)

i=1

Il
@:
(—D:

1]
LN

j

N
N

BTN

max(P,,P,,---,P,)

= in
=m x( 1 By By @ max(Ryy, Py, oo Ry ) @ - @max (P, Py, P
=max(R, R, B ) ®max(R , R, B, ) ®---®@max(P, P, -+, R)
=max(P,_,,P,,--.P.,)

— Pn—l
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bigiminde hesaplanir. Pell-Lucas matrisinin maksimum cebirsel Frobenius (Euclidean)

normu,
@2 n n ®?
IIE. - S8R |
B n n ®2
(8]

=max(2.P,,2.B,,--,2.R,)®---®max(2.P,,2.P,,,---,2.P,,)
=max(2.F,,2.R,---,2.P,)®---®@max(2.P,2.P,,---,2.F,))
=max(2.P,,,2.P _,,---,2.P, ,)

n-1?7 n
=2.P

seklinde hesaplamir Pell-Lucas matrisinin maksimum p- normu,

=@max(p.Py, p.R,,+, p.Py)
= max(p'Pll’ p'PIZ"“’ me)EB(‘DmaX(anl, p'PnZ’”'! p'Pnn)

=max(p.P,_,, p-P,,-, p-Pp,,)
= p'Pn—l

olarak hesaplanir.

38



2. 5. Jacobsthal Matrisin Maksimum Cebirsel Matris Normlari

Koger (2007) klasik lineer cebirde Jacobsthal sayilari ile olusturulan bazi devirli
(sitkulant) matrislerin normlarim arastirmistir. Bu boliimde ise benzer olarak,
maksimum toplam cebirinde Jacobsthal sayilari ile olusturulan devirli (sirkulant)

matrislerin normlar1 hesaplanmaktadir.

{J.}.0 Jakobsthal say1 dizisinin n-inci terimi j, olmak tizere j=(jy, jy»e- Joq) €S"

vektoriniun maksimum cebirsel vektor normu,

n-1
Jill, =Blil
n-1
:@“J@
:|j0|@®|jl|@®”.®|jnfl|@
= jo69 j1®"'('B jn—l

Zmax{jm jl""' jn—l}

= jn—l
jo j1 jn—l
bigiminde hesaplanir. J = ba o ez | g gakobsthal matrisinin maksimum
jl jz jo

cebirsel matris normu,
nn .
191, = @1@1‘]”‘@

(Jna(%\ju .

i=1 j=1

=

=(j, @ j;, @ )
:@maX(jil, jiza"" jin)

=MaX(Jygs Jigr s Jin) @ MAX(J1s Jor 75 J20) @@ MAX(Jiy, Jog s Jun)
= gy s 3 2) @My Jorees ) @ BMAX(ly, oo o)
= maX(jml’ jn—l""i jn—l)

= Jn—l
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seklinde hesaplanir. olarak bulunur. J matrisinin maksimum cebirsel Frobenius

(Euclidean) normu,

bIE (%L

:®(|ji1|® @|ji2|®2 @"'@|jin|®2)

Iéjenah.,

i=1

=G_)maXLju‘*' jili"" jin + jm}

i=1 [ —_—

2 tane 2 tane

=max(2.j,,,2. J1p0 1 2.Jiy) @ @ Max(2. i, 2. Jopo s 24 Jin)
=max(2.j,,2.J;,-+,2.J, 1) @---D®max(2.j,2.J,,-++,2.]p)
=max(2.j, 4,20, 0: "1 2], 1)

= 2'jn—l

olarak elde edilir- J mMatrisinin maksimum cebirsel p- normu,

IzlmaX(J|l+J|1+ +J|l1 . ’jin+jin+"'+jin)

p tane p tane
=i(;91max(p.jil, p-jiz!"" me)
:max(p-j111 p-jlz""v p'jin)®'“®max(p'jnl’ p-jnz""’ p'jnn)

= maX( p'jn—l' p-jn_l," Yy p'jn—l)
= p'jn—l

bi¢ciminde elde edilir.
2. 6. Jacobsthal-Lucas Matrisinin Maksimum Cebirsel Matris Normlari

Koger (2007) klasik lineer cebirde Jacobsthal-Lucas sayilari ile olusturulan bazi devirli

(sirkulant) matrislerin normlarim arastirmistir. Bu boliimde ise benzer olarak,
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maksimum toplam cebirinde Jacobsthal-Lucas sayilari ile olusturulan devirli (sirkulant)

matrislerin normlar1 hesaplanmaktadir.

{J.}.0 Jacobsthal say1 dizisinin n-inci terimi J, olmak tizere J =(J,,J,,...,J,,)€S"

vektoriinun cebirsel vektor normu,

n-1
9], =Dl
n-1
=i@|‘]i|®

0
:|JO|@ @|J1|@ @-.-@|Jn71|®
=J,®J,®---DJ
=max{Jg, ;- 4}
=J .

Jo ‘]1 ‘]n—l

I ]
N | 4 "2 1€ S™" seklindeki Jacobsthal-Lucas devirli matrisinin

J 3, -,

aX(‘]l’ i2r"" "]in)
aX(‘]ll’lev"'vJln)@max(‘lzp‘]22"""]2n)®"'@max(‘]n1"]nz"" J )

1 nn

=max(Jy, ;- I )@max(d, 1, Jg, o+ J,,) @ -@max(J,, J,, -0+, )

=max(J, ;,J, 1 d.,)
:‘]n—l

I
3

seklinde hesaplanir. Jakobsthal-Lucas matrisinin  maksimum cebirsel Frobenius

(Euclidean) normu,
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Ve ~(&Sh )

al

o8k

®2
— JJ@

O(j3." @[ ®-)3,["

i=1

- ®max Jy+3y, 3+,
i=1 %,_/
2 tane 2 tane

=max(2.J,;,2.3,,-+,2.3;,) ®---@max(2.J ;,2.3,,,---,2.3,,)
=max(2.J,,2.3,,---,2.,,,)®---®max(2.J,,2.J,,---,2.3,)
=max(2.J,,,2.3, ,,---,2.3,,)

=200

olarak bulunur. Jacobsthal-Lucas devirli matrisinin maksimum cebirsel p — normu,

Vi -(ShiL )
(4900
i=1 j=1
@(Jf (‘D‘]S (‘B"'@‘]S )
Gn') aX(‘]I1+‘Ji1+“'+‘Ji1’“"‘]in+‘]in+“'+‘]in)
—_—

N
[N

p tane b tane
- i(—;Dlmax(p.\]il, pd e pd,)
=max(p.dy, Pdpy,, e Pdy, ) @@ max(p.d,y, Pdo,y s PI)

= maX( p"]n—11 p"]n—l’ T p"]ﬂ*l)
= p"]n—l

seklinde hesaplanir.

2. 7. Fermat Matrisinin Maksimum Cebirsel Matris Normlari

{F.},.o Fermat say1 dizisinin n-inci terimi F, olmak tizere F=(F,F,...,F, ,)eS"

n

vektoriniin maksimum cebirsel vektor normu,
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n-1
IFll, = DIF,
=[Fl, ®[R|, ®-@[F_],
:@max(':u":iz’ " |n)

—max( 117 12' ’ )@maX(szFzz’ ’ an)@ @max( n1 n2' T nn)
= max(F, ) @ max(F - F,)®---@max(F,F,,---, F)

" n -1 n 1’
—maX( n-1? n 17 n—l)
= Fn—l
I:o I:1 Fn—l
: . _ I:n—l 0 n-2 nxn 9 H S H
seklindedir. F=| . “leS Fermat devirli matrisinin maksimum
Fl Fz Fo
cebirsel matris normu,
Fl, -©®lF,
:@(Fi1®Fi2®"'®Fin)
_®maX( |1’ |2’ T m)
—max( 117 121 : )@max( 211 22’ : FZn)® @max( nls n2’ " nn)
:max( " n1)®max( nlv T nfz)@"'@max( 17 2""’Fo)
= max(F n-1 nl’ i n—l)
= Fn—l

olarak bulunur. F matrisinin maksimum cebirsel Frobenius (Euclidean) normu,

IFE. (1A |

n

-O(F" oF,[ @0l ")

i=1

i=1

—émax(F,ﬁF -k, +F,

2tane 2tane

=max(2.F,,2.F,---,2F ) ®---@max(2.F,2.F,,---,2.F)
=max(2.F_,2.F, -,2.Fn_1)

=2F
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bigiminde elde edilir. F matrisinin maksimum cebirsel p- normu,

FE - %1R |

-O(F oF) @ eF)

©- -

ax(Fil"’Fi1+"'+Filv""Fin+Fin+"'+Fin)

p tane p tane

1]
4N

=D max(p.F, p-Fy. o pFy)

= max(p 111 p'FlZ’“'1 p'Fin)@“'®maX(p'Fnl’ p-Fnz""v p-an)
= max(p n-1! p. F T p'Fn—l)
= p'Fn—l

seklindedir.

2. 8. Mersenne Matrisinin Maksimum Cebirsel Matris Normlari

{m.}., Mersenne say1 dizisinin n-inci  terimi m olmak

n

m=(m,,m,...m,,)eS" vektdriiniin maksimum cebirsel vektdr normu,

n-1
m]l, =Dm,
:|m0|® ®|m1|® ®'“®|mn—l|@
= max(moiml"“’mn—l)

uzere

=m,
seklindedir.
mO ml mn—l
mn—l mO n-2 nxn vl icini H H
M=| ) eS Mersenne devirli matrisinin maksimum cebirsel
ml m2 mO

matris normu,
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n n
IM], =@@‘mij‘

i=1 j=1 @

n

:@(mu@miz ©---om,)

n
:g‘:Dlmax(mil,miz,---,mm)

= max(m,, m,,---,m, ) ® max(m,,,m,,,---,m, ) ®---®&max(m,, m,,,---,m,,)
=max(m,,m;,---,m,_ ;) ®max(m,,,my,---,m_ ,)®D---®max(m,m,,---,m,)
=max(m,_,,m, ,,---,m, ;)

:mn—l

olarak elde edilir. M matrisinin maksimum cebirsel Frobenius (Euclidean) normu,

=@ max| m +m_ ,---,m_+m_
—
2 tane 2 tane
=max(2.m,,2.m,,---,2.m, ) ®---@max(2.m,,2.m_,,---,2.m,,)
=max(2.my,2.m,---,2.m ) ®---®max(2.m;,2.m,,---,2.m,)
=max(2.m,,,2m_ ,,---,2.m_,)
=2m, ,

olarak bulunur. M matrisinin maksimum cebirsel p- normu,

®° L
”M”@ =iEi?max(mil"'mi1+"""mil""'min‘Hnin""“"‘min)

p tane p tane

= maX( P-My_y, P-My gy p'mn—l) =pm.,

seklindedir.
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3. SONUC VE TARTISMA

Tezde, maksimum toplam cebiri iizerine literatiirde yer alan bazi temel tanimlar,
teoremler, Ozellikler ve kavramlar verildi. Daha sonra literatiirde yer alan bilgilerin bir
derlemesi olarak, bu cebirde olusturulan denklemler ve denklem sistemleri,

¢coziimlerinin varligy, tekligi ve sonsuz ¢oklukta olmalar1 yoniinden irdelendi.

Klasik lineer cebirde bazi 6zel sayi1 dizilerinin elemanlar1 ile olusturulan devirli
matrislerin bazi normlarinin hesaplanmalar ile ilgili literatiirde oldukga fazla bilimsel
calisma yer almaktadir. Benzer diisiinceler ile, maksimum toplam cebirinde baz1 6zel
say1 dizilerinin elemanlari ile olusturulan devirli matrislerin baz1 normlar1 elemanter

matematiksel islemlerle hesaplanda.

Maksimum toplam cebirinde bazi 6zel sayi dizilerinin elemanlar1 ile olusturulan
Toeplitz, Hankel, Vandermonde gibi matrislerin bazi normlarimin hesaplanmalari

iizerine ¢aligmalar ayrica yapilabilir.
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