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1. GIRIS

Karmasik sayilarin ii¢ boyutlu uzaya genislemesi olan kuterniyonlar ilk defa Irlanda’l1
matematik¢i Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) tarafindan tanimlanmustir. 20. yy
a kadar tlizerine yapilan ¢alismalar ¢ok sinirli iken bugiinlerde kuaterniyonlar {izerinde
cebir, geometri, kuantum fizigi, jeositatik ve analiz problemlerine olan ilgi artmistir.
Kuaterniyonlar teorisi Hamilton’dan sonra gelistirilmis, dual ve split kuaterniyonlar
tiiretilmis ve bunlarla ilgili de birgok ¢alisma yapilmistir ( Nurkan ve Giiven, 2014;
Halic1, 2015; Akyigit, Késal ve Tosun, 2013; Flaut ve Shpakivskyi, 2013; Ozdemir,
2009; Kula, 2007).

Yine son yillarda yapilan bircok caligmada Fibonacci, Lucas ve Pell say1 dizileri
kullanilarak tanimlanan kuaterniyonlar ile ilgili yeni 6zellikler ve sonuglar elde edilmistir
(Iyer, 1969; Cimen ve Ipek, 2015; Halic1, 2012; Liana ve Wloch, 2015).

Halici (2012), Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in bazi 6zellikleri ve Binet formiiliinii
vermis ayrica kuaterniyonlar i¢in bazi toplam formiilleri elde etmistir.

Horadam, (1974), Sawmy, (1973), lakin; (1977), Flaut ve Shpakivsky, (2013) genelles-
tirilmis Fibonacci kuaterniyon ve bazi 6zelliklerine deginmislerdir.

Iyer (1969), Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 ile bunlar arasindaki iliskiyi vermis ve
genellestirilmis Fibonacci sayilarinin baz1 6zelliklerini elde etmistir.

Polatli ve Kesim (2015), Binet formiilii kullanarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlar1 i¢in yeni toplam formiilleri elde etmislerdir.

Cimen ve Ipek (2015), Pell ve Pell-Lucas sayilarina benzer yapida olan yeni Pell ve Pell-
Lucas kuaterniyon sayi dizisi i¢in sistematik bir inceleme yapmislardir. Toplam ve Binet
formiillerini i¢eren ¢esitli sonuglar elde emislerdir.

Bu tezde kuaterniyonlarin genel 6zellikleri verilmekte Fibonacci, Lucas, Pell dizileri ile
tanimlanan bazi kuaterniyon sayi dizileri tanimlanmakta ve bu kuaterniyon sayilari i¢in

baz1 6zdeslikler ve formiiller verilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde kuaterniyonlar tanimlanmakta, 1,7, j,k birimleri i¢in ¢arpim kurallart ve
carpim tablosu sunulmakta, kuaterniyonun modiili, eslenigi ve tersi, kuaterniyonlarin
esitligi, toplami ve carpimi gibi kuaterniyonlar iizerine tez i¢in gerekli olan ve literatiirde
yer alan temel tanimlar, kavramlar ve 6zellikler verilmektedir.
Tamm 2.1:
iP=j=k=-1veij=—ji=k, jk=—kj=i, ki=—ik=j 2.1
kosulunu saglayan 1,7, j,k birimleri ve a ,b ,c ,d € R skalerleri igin;
qg=a+bi+cj+dk 2.2)
seklinde tanimli sayilara reel kuaterniyon veya kisaca kuaterniyon denir. Bu sayilardan

olusan kiime H ile gosterilir ve kuaterniyonlar kiimesi olarak isimlendirilir (Hamilton,

1843).
{1, i,J ,k} birimleri i¢in ¢arpim kurali Ingiliz matematik¢i Arthur Cayley tarafindan

insa edilmis olan asagidaki tablo ile ifade edilebilir.

Cizelge 2.1. {1, i,j ,k} birimleri i¢in Cayley ¢arpim tablosu

Carpim tablosundan,
ij=k, jk=i, ki=j ve ji=—k, ki=—i, ik=—j
esitlikleri yazilir ki, kuaterniyonlardaki bu ¢arpma islemi iizerinde degisme 6zelliginin
olmadig1 goriiliir.
q=a+bi+¢ +dk kuaterniyonu, reel kismi1 S, =a ve vektdrel kismi V,=bi+cj+dk

olacak sekilde iki kisma aynlir ve ¢ kuaterniyonu i¢in g =S, +V, yazilir. Bir

kuaterniyon sadece vektorel kisstmdan olusuyorsa saf kuaterniyon olarak adlandirilir.



Ornek 2.1: g=3+4i-2j+k kuaterniyonunun reel kismi S, =3 ve vektorel kismi

V,=4i—-2j+k seklinde ifade edilir.
Tamm 2.2: p=qa +bi+cj+dk ve g=a,+b,i+c,j+d,k kuaterniyonlar i¢in p = ¢

esitligi a,=a,, b,=b,, ¢,=c, ve d,=d, ile tanimlanir (Horadam, 1963).
Tamm 2.2’ de p=q ise §, =S, ve Vp = Vq seklinde olacag agiktir.
Tamm 2.3: Toplamsal ve ¢arpimsal birim kuaterniyonlar sirasiyla,
0+0i+0+0k=0, vel+0i+0,/+0k=1, 2.3)
seklinde tanimlanirlar.

Tamm 2.4: p=q +bi+c j+dk ve gq=a,+bji+c,j+d,k reel kuaterniyonlarinin
toplami ve farki;

p¥q=(S,%5,)+(V, %) 2.4)
seklinde ve 4 €R olmak lizere Ap carpimu,
/Ipz(/ial)+(/1b1)i+(/1q)j+(/1dl)k 2.5)
seklinde tanimlanir (Morais J.P., Georgiev S. ve Wolfgang S, 2010).
Tamm 2.5: p=a +bi+c j+dk Ve g=a,+b,i+c,j+d,k reel kuaterniyonlarmin
carpimi;
pq=aa,+abji+ac,j+ad,k+ba,i—-bb, +bc,k—-bd,j 2.6)
+qa,j—cbk—cc,+cd,i+dak+db,j—dci-dd,
seklinde tanimlanir.
pq carpimi i¢in (2.6) ile verilen sonuca,
pq = (al +bi+cj+ dlk)(a2 +bi+c,j+ dzk)
=a,a, + a,bji+a.c, j+ad,k +ba,i+bb,i’ +bc,ij +bd,ik
+ea,j+eb, ji+cc, i +od,jk+dak+dbki+dcki+ddk’
seklindeki dagilma 6zelliginden ve Cayley ¢carpim tablosundan faydalanilarak ulasilabilir.
Teorem 2.1: p,geH ve AR igin,

i. p¥q=p7Fq, (2.7)
ii. p=p, (2.8)
iii. A1p =Ap, (2.9)
iv. gp=7p7, (2.10)
v. peR< p=p, (2.11)



vi. p saf kuaterniyon < p = —; (2.12)
seklindeki 6zellikler dogrudur (Morais J.P., Georgiev S. ve Wolfgang S, 2010).

Bir kompleks sayinin eslenigi tanimina benzer olarak, g =a+bi+¢j +dk kuaterniyonu-
nun eslenigi olan kuaterniyon g =a—bi—cj —dk seklinde ifade edilir.

p =a+bi+cj+dk kuaterniyonu ve bu kuaterniyonun eslenigi olan p nin toplamu, farki

VE ¢arpimi;
p+Dp=(a+bi+c¢j+dk)+(a—bi—c¢j—dk)=2a, (2.13)
p-p=(a+bi+c+dk)—(a—bi—cj—dk)=2bi+2cj+2dk, (2.14)
pp = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) —a’+b*+c* +d? (2.15)
seklinde elde edilir.

Her p, g, reH i¢in, p+g=qg+p esitligi vardir ve buradan toplama isleminin
degismeli oldugu, p+(g+r)= ( p+ q) + 7 esitligi vardir ve buradan toplama isleminin
birlesmeli oldugu sonuglarina varilir. Ayrica, p(q+r)= pg+ pr ile (p+q)r=pg+qr

seklinde carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri

de mevcuttur.

Tamm 2.6: ¢ = a+bi +¢j +dk kuaterniyonunun modiilii, |¢| = Ja® +b* +c* +d* seklin-

de tanimlanir ve | p| =1 ise p ye birim kuaterniyon denir (Morais J.P., Georgiev S. ve
Wolfgang S, 2010).

qq = |q|2 oldugu bilgisinden ¢ 'qg =q~' |q|2 elde edilir ve buradan ¢ kuaterniyonunun

modiilii ve eslenigi kullanilarak ¢ ’nun tersi iz = ¢~ biciminde elde edilmis olur.
q

g’ 'nun tersi i¢in diger bir yol ise, kuaterniyon ile tersinin ¢arpiminin pp ' = p'p =1,
olmasindan faydalanmaktir.

Teorem 2.2: p, g kuaterniyonlari igin,

. - 2

i. pp=pp=|p, (2.16)
ii. |pq|=|pllal. 2.17)
. 4P
iii. p#0, igin p —|—2, (2.18)

P




iv. [p|=]-pl=|pl. (2.19)

V. p,q #0, i¢in (pq)_1 =q'p”! (2.20)
ozellikleri vardir (Morais J.P., Georgiev S. ve Wolfgang S, 2010).



3. BAZI KUATERNIYON SAYI DiZiLERI

3.1. Fibonacci ve Lucas Kuaterniyonlari

Tamm 3.1.1: F, = 0, F, =1 olmak lizere n > ligin,

F

n+l

=F

n—1

+F (3.1.1)

seklinde taniml1 sayilara Fibonacci sayilar1 denir (Koshy, 2001).

Tanim 3.1.2: L, =2,L =1 olmak iizere n >1igin,

L,=L, +L,, (3.1.2)
seklinde taniml1 sayilara Lucas sayilar1 denir (Koshy, 2001).
Asagidaki tablo bazi n degerlerine gore £, ve L, sayilarini vermektedir.
N [0/1]2|3[4 |5 (6 |7 |8 |9 |10
F |O]1]|1]2/3]5 (8 [13|21]|34]|55
L, 121|347 |11|18/29/47|76]|123
Cizelge 3.1.1. i1k 10 Fibonacci ve Lucas sayisin1 veren tablo
(3.1.1) ve (3.1.2) ile verilen yineleme ilislerinin karekteristik denklemleri:
x=x+1 (3.1.3)

+/5 1-/5

ile verilir. Bu karekteristik denklemin kokleri, o ZIT ve f= 5 olarak elde

edilir. Burada, o+ =1, a—-f = J5 ve af =—1 esitlikleri vardir (Koshy, 2001).
Tezin kalan kisminda @ ve £ sembolleri bu degerler i¢in kullanilacaktir.
Teorem 3.1.1: n>1iken F, ve L, i¢in,
F=9"P | o (3.1.4)
a-p
seklindeki formiiller dogrudur. 3.1.4 formiilleri Binet formiilleri olarak isimlendirilir

(Koshy, 2001).




Ornek 3.1.1: F, =1 ve L, = 4 oldugu bilinmektedir.

Boylece,

' _(a=p)(a+p)
a-p

=a+pf=1

ve
Li=a’+p =(a+ﬂ)(a2 +p° —aﬂ)z(a+ﬂ)((a +,B)2 —3a,8)= 4
esitlikleri ile 3.1.4’deki Binet formiilleri 7, ve L, i¢in dogrulanir.

Tamm 3.1.3: Swrasiyla F, ve L, sirasiyla n. Fibonacci ve Lucas sayilar1 olmak tizere,

n. Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar sirasiyla,

Q,=F, +iF +kF, (Horadam, 1963) 3.1.5)

n+l + an+2
Ve
K, =L, +iL,  +jL, ,+kL (Iyer, 1969) (3.1.6)

n+l n+3

seklilde tanimlanir.

Tamm 3.1.4: O, ve K, sirasiyla n. Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar olmak tizere bu

kuaterniyonlarin eslenigi olan Q ve Ez kuaterniyonlari;

Q_nan_iFrH—l
Kn :Ln _iLrH—l _JL

- jF ., —kF .,
J n+2 kLn+3 (3.1.7)

n+2 n+3

seklinde tanimlanir (Horadam, 1963).

Tamm 3.1.5: 9, ve K,, n. Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar olmak tizere bu

kuaterniyonlarin normlari,

Qn :\/E12+Fn2+1+F;12+2+E12+3 (318)
|Kn = \/an + Lfnl + L?HZ + Li+3

seklindedir (Horadam, 1963).
Onerme 3.1.1: n, m, p €N olmak iizere F, ve L, sayilar1 asagidaki ozellikleri saglar

(Koshy, 2001).

1. E12 +F;lz+1 =Fys (3.1.9)

ii. F',—-F' =F,, (3.1.10)
iii. L’~F’=4F _F, ., (3.1.11)
iv. L’+L  =5F,.,, (3.1.12)



v. L’=L, +2(-1), (3.1.13)

vii F,+F_ =L, (3.1.14)
vil. L +L ,=5F, (3.1.15)
viii. F +F, _,=3F,_,, (3.1.16)
iX' FmLm+p = F'2m+p +(_1)m+1 F;;’ (3‘1‘17)
x. F,L.=F, +(-1)"F, (3.1.18)
. 1 m+1 3 1 19
xi. F,F, . =§(L2m+p+(—1) L,). (3.1.19)

Lemma 3.1.1:
Fibonacci kuaterniyonlar i¢in asagidaki yeni esitlikler elde edilmistir (Halic1, 2012).

i. 0 +0, =2F, (3.1.20)
i. 0;=2F0,-0,0,, (3.1.21)
iii. 0.0, = iFfH =3F, . (3.1.22)
Ispat: -
i Q,=F, +iF  + jF , +kF, ;
Ve

0, =F,~iF,, = jF,, ~kF,,,

olmak izere;
0,+0, =(F,+ B + jB5 + kB )+(F,— B - jBL - kB
=2F
sonucuna varilir.
i. 0 =2F —Q. 8zdesligi kullamlarak,

0’=00,=0,2F,-0,)=2F0,-0,0,
elde edilir.
ii. Onerme 3.1.1 den,

2 2
F:1 +F:’l+1 _F;n+1’
Ve
Fn +Fn+4 =3'F‘n+2’

oldugu dikkate alinirsa;



0,0, Z:W F +F. +F,,+F.,=F +F,

n+l n+2 n+3 (n+2)

=3F.

243
0zdesligi elde edilir.

Iwana ve Wloch, (2016) tarafindan Teorem 3.1 de Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari igin
bazi formiiller sunulmustur. Benzer sekilde asagidaki teoremde Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlari i¢in verilen formiiller bu tez ¢alismasinda elde edilmistir.

Teorem 3.1.2: n>0 igin, asagidaki formiiller dogrudur.

(l+\/§}2"(15+6\/§)+(1_2\/§j2n (15_6\/5)

2 (3.1.23)
_ : , 1.

Qn

2 2

Qn'

spat: x> —x—1=0 Kkarekteristik denkleminin kokleri olan ave f i¢in; a+ =1,

K

n

. =5

(3.1.24)

a—pf=-/5ve aff=—1ve F, Fibonacci sayis1 ve L, , Lucas sayisi i¢in Binet formiilii:

F = o P , L, =a" + " oldugu hatirlansin.
a-p
=F +F +F,+F,

_ 0!” _ﬂn 2 . an+1 _ﬂnﬂ 2 . an+2 ﬁ n+2 . an+3 _ﬂn+3 2
a-p a-p a-p a-p

(A [T 4T




1 (1e5Y" (15 Y (1=45 ) (1-45 "
5l 2 L2 2 |l T2
1+\/§ 2n+2 1+\/§ n+l

|
2 =5 5

|

|

1+\/§ 2n+4 1+\/§ n+2

2 2

1+\/§ 2n+6 1+\/§ n+3

2 2

e[ ]

(1) # () (1) (1)
iy ke ienl

1++/5
2

JM(15+6\/§)+(1_\/§T (15-645)

2
B 5
formili elde edilir.
2
"' Kn = an +L§l+1 +Lr21+2 + Lfl+3

2

z(an +ﬁn)2 +(an+1 +ﬂn+l )2 +(an+2 +ﬁn+2 )2 +(an+3+ﬂn+3)
:aZn +2anﬂn +ﬂ2n +a2(n+1) _2anﬁn +ﬂ2(n+1)

+a2(n+2) + 2anﬂn +ﬂ2(n+2) + aZ(n+3) _2anﬂn +ﬂ2(n+3)

B 5(a2n _zanﬂn +ﬂ2n . aZ(nJrl) +2anﬂn +ﬂ2(n+1)
5 5

aZ(n+2) _2anﬂn +ﬁ2(n+2) . a2(n+3) +2anﬂn +,B2(n+3)j

+
5 5
B an _ﬂn 2 . an+1 _ﬂnJrl 2 . an+2 _ﬂn+2 2 . an+3 _ﬂn+3 2
J5 J5 J5 J5
=5l0 [
oldugu elde edilir.
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Teorem 3.1.3: @ = 1+ia + ja’ +ka® ve f=1+if+ jf* +kf3* olmak iizere n>0 iken

n. Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in Binet formiilii:

i.Q = %(ga” -Bp"). (3.1.25)
ii. K, =aa"+Bp". (3.1.26)

seklinde verilir (Halic1, 2010).

Ispat: n>0 olsun. Bu durumda,

i. @0, +0,., = a(F, +iF,, + jF, +kF, ;) + F,, +iF, + jF, +kE,,,
ve
a"=aF, +F,
oldugundan;
a0,+0,,=a"a (3.1.27)

sonucuna ulasilir. Benzer sekilde;

PO, +0,,=p"B (3.1.28)
oldugu goriiliir. Burada (3.1.27) ve (3.1.28) taraf tarafa ¢ikarilirsa;

Qa-P=a"a-p"p

esitliginden,
a'a-p'p
0,=— "~
a-f
elde edilir. Daha sonra o — f = J5 oldugu dikkate alinirsa n. Fibonacci kuaterniyonu
i¢in,
1
Q,=—7=aa" - pp"
1 (a5
esitligi elde edilir.

ii. K, i¢in Binet formiilii;

a'a+p' f=(a+p0,+20,,=0,+20,, =K,
seklinde elde edilir.
Halic1 (2010) tarafindan Fibonacci kuaterniyon igin Cassini 6zdesligi Fibonacci

kuaterniyon matriste timevarim kullanilarak elde edilmistir. Bu tezde Binet formiilii

11



kullanilarak verilen asagidaki teorem ile Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar i¢in Cassini

0zdesligi sunulmaktadir.
Teorem 3.1.4: (Cassini Ozdesligi) o =1+ia+ jo’+ka’ ve S=1+if+ B’ +kf’

olmak tizere Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari i¢in,

-1)"
D) 0,0, -0, = %[(az +)af+(f +1)pa. (3.1.29)
i) KK, —K,=(-1)"[(a’ +1)ap+(B* +1) Ba |. (3.1.30)
0zdeslikleri dogrudur.

Ispat: n>0 icin,

QIQ

. ala-p g\ a" a1 p a-p"p
(A fwapy)

(a |:a2n
~a”"d’ +a'Blaf+a'f pa- BB ]

IS

2 an+1 nlaﬂ ﬂnﬂ 111ﬂa+ﬂ2n£2

I: _a™ laﬂ B 1ﬂa+anﬁngé+a"ﬂnég]
:%[—(o/ +1)af-(p° +1)£Q]
=%<a2+l>g/_f+<ﬂz +1)pe]

K. K, ~K>=(a""a+p" p)a " a+p B)~(a"a+p"B)
("' g ap+a" B pa—a' B af-a" B Ba ]
=(ap)" [’ ap+ B pa-apap-appa]
(-)"[’ap+p pa+ap+pa]

=(-1)" [(1+a )gé+(1+ﬂ )ég].

Asagidaki teorem ile Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar ig¢in Catalan 06zdesligi

1l.

sunulmaktadir.

Teorem 3.1.5: (Catalan Ozdesligi) Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 i¢in asagidaki

0zdeslikler dogrudur.

) 0°-0,.0., =i[(ﬁ2f +(-1) Jap+(a” +(-1) ) e, (3.131)

12



i) K, =K, K, = (=) (@ =(-1) )ap+ (5 ~(-1) ) pe . (3.1.32)

=m[a’ﬂrég+a’ﬂrg£+,6’2’gé+a2’£g}

:(_1) _r[(ﬁ2’+(—1)r)g,6’+(a +(- ))ﬂa}

s Vd
ﬁ)an ~K._ K. z(anngﬂnﬁ)? _(awngﬂwé)(awngﬂwé)
[a'B"ap+a"B pa-a"™ B af+a"’ " pa]
(-1)" [aﬁaﬁ+aﬂﬂa a’apf+ B ,b’a]
(1) (@ ~(=1) e+ (B ~(-1) ) e |

Asagidaki teorem ile Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar i¢in Vajda 6zdesligi sunulmak-

tadir.

Teorem 3.1.6: (Vajda Ozdesligi) Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar i¢in asagidaki

0zdeslikler dogrudur.
i) Qn+iQn+j - QnQn+i+j = (_l)n {(IBZH - alﬂ] )gé ;_ (OCH] _ a]ﬂl )éQ] 5 (3-1.33)
i) KK, ~KK.., = (-1)](aB - )ap+(a'p ~a")pa]. (3.1.34)

Ispat:

i) Qn+iQn+j_QnQ”H+j:( i_ﬁ éJ[a i-? é]

Q




— 2n+ivj 2 n+i pntj ] i 2n+i+j 2)
(a_ﬁ)z[(a o ~a" B af-a B pat B

_(612n+i+jg2 _anﬂn+i+jgé_an+i+jﬁn£c_¥+ﬂ2n+i+j£2 ):|

:é[_anﬂ' n+jgé_an+jﬂn+iég+anﬂn+i+jgé+an+i+jﬂnégi|
=§[Qé’(—a +++++ T+a"p ”)+£g( a"™' g +a™ B )}
(ap)’

_(ang+ﬂn£)(an+i+jg+ﬂn+i+jé)
:[ VB afra B Ba—a B a - B B g]
(@) (5 -5 )ap (' F o) pe]
- (o~ g )]
Asagidaki teorem ile Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar igin D’Ocagne ozdesligi

sunulmaktadir.

Teorem 3.1.7: (D’Ocagne Ozdesligi) Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 i¢in asagidaki

0zdeslikler dogrudur.
-1)
b 0,0..-00., = 5) (g v )ape(am w7 ) pa].  (3135)
i) K, K, ~K,K,,=(-1)" [( B+ af+(am + pr) gg] . (3.1.36)
Ispat:
) ~ amg_ﬂmé anﬂg_ﬂnﬂé ~ ang_ﬂné am+12_ﬂm+1£
00,00, -[TIAL| D) (o0 g (o)
1 2 2
— - am+n+lg _amﬁnﬂglg_anﬂﬂm ,BQ‘*',BmMHﬂ
(a—ﬂ) [( — — — )

_(0{7’1+n+1a2 _anﬂm+laﬂ_aln+lﬂnﬂa+ﬂm+n+lﬁ2 ):|
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:%[_amﬁnﬂgé_anﬂﬁmég_i_anﬁmﬂgé_’_amﬂﬂnég:'

:%[Qé(_amﬂnﬂ +anﬁm+l)+£g(_an+lﬂm +anz+1/8n )j|

L[ (p - plap (e - a) pa]
:%[(ﬂmnﬂ +am—n—l)gé+(0{m—n+1 +ﬁm*’1*1)£g:|_

ii. K, K, —-KK, = (amg+ﬁmé)(a”“g+,B”“é’)—(a"g+,B”£)(a’"”g+ﬁm“é)

:[amﬂnﬂgé+an+lﬂmég_anﬂmﬂgé_amﬂﬂnégj
=(_1)n+1 [(leﬂm +am—n—l)gé+(am—n+l +ﬂm—n—l)£gi|‘

Asagidaki teoremde O, fibonacci kuaterniyonu i¢in iireteg¢ fonksiyonu sunulmaktadir.

Teorem 3.1.8: O, Fibonacci kuaterniyonunun G(x,?) = z O, (x)t" trete¢ fonksiyonu;
n=0
G(x’t):t+z+]§t+tl);k(t+2) (3.1.37)

seklinde ifade edilir (Halic1, 2010).

Ispat: 0 Fibonacci kuaterniyonunun
G(x,1)=Y. O,(x)t" (3.1.38)
n=0

iireteg fonksiyonunu dikkate alalim. Halict (2010) tarafindan ¢G(x,7) ve t°G(x,t)
esitliklerini kullanarak tirete¢ fonksiyonu elde etmistir. Bu tezde 6zgiin ¢6ziim i¢in Q,

icin Binet formiilii kullanilarak,

G =3 0,1

_ 1 g(l—ﬂt)—é(l—at))

a-p 1—¢t—¢>

1 [a-B+[-ala+p)+pa+p)|i+(ac—pp)

a-p 1—¢t-¢

15



1 Q—E{(Qa—éﬁ)_(g_ﬁ)}t

:a—,B 1—t-1*
:Qo+(Q1 _Qo)t
1—t—1¢

esitligine ulagilmigtir. Burada;
O, =F+FEi+F,j+Fk=i+j+2k (3.1.39)
Q =F+Fi+Fj+Fk=1+i+2j+3k o

oldugundan,

Oy +(0 -0yt t+i+jlt+D)+k(t+2)
l—t—1> 1—t—1

Gxt) =Y 0, (x)t" =

ireteg fonksiyonu elde edilir.
Fibonacci kuaterniyon igin iirete¢ fonksiyon Halic1 (2010) tarafindan verilmistir. Benzer

sekilde asagidaki teoremde K, Lucas kuaterniyon i¢in iirete¢ fonksiyon sunulmaktadir.

Teorem 3.1.9: K Lucas kuaterniyonunun K(x,?) = ZKn (x)t" iireteg¢ fonksiyonu;

n=0
24+t +(1+2¢t)i+ jB+1t)+k(4+3¢
K(x,f) = (1+20)i + ¢ _ ) Hk(4+30) (3.1.40)
1—¢—1¢
seklinde ifade edilir.
Ispat: K, Lucas kuaterniyonunun,
K(x,0)=Y K, (x)" (3.1.41)
n=0

tirete¢ fonksiyonunu dikkate alalim. X, i¢in Binet formiilii kullanilarak;

K(x,t)= i K, (x)t"

Il

"

N
Ne——

l-at 1-pt
(a(l-pt)+p(1-at)
- 1—1—¢

a+p+|(aa+pp)-(a+p)(a+ )]

l—t—¢*
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K, +(K, +K, )t
o 1-t-7

esitligine ulasilir. Burada;
K, =L +Li+L,j+Lk=2+i+3j+4k
0T RIS g (3.1.42)
K =L+Li+Lj+Lk=1+3i+4j+7k

oldugundan,

Ko+ (K + Kyt 2+t+(1+2t)i+ jG+1)+k(4+31)
1-t-£2 1—t—1

K(x,t)= iKn ()" =

elde edilir.

Asagidaki teoremde Q, ., fibonacci kuaterniyonu i¢in tireteg¢ fonksiyonu sunulmaktadir.

Teorem 3.1.10: m,n e Z i¢in Q,  Fibonacci kuaterniyonunun G(x,?) = Z 0,.,(x)x"

n=0

tirete¢ fonksiyonu,

Z o = Lt ¥ (3.1.43)

l-x—x°
seklinde verilir (Halic1, 2010).

Ispat: 0 Fibonacci kuaterniyonunun,

G(x,t)= i 0,.,(x)x" (3.1.44)

tireteg fonksiyonunu dikkate alalim. Q icin Binet formiiliinii kullanarak asagidaki

m+n

esitligi yazabiliriz:

So..x-$[E 2

n=0 n=0 (04
I & n m n
nno(‘m (ax) - Bp (ﬁx))
_ 1 [ aa"  pp”
_a—ﬂ l-ax 1-px

_ 1 aa" (1- px)-pp" (l—ax)]
a-p (I-ax)(1- px)

1 (aa" —aa" fx—pp" + BB "ax
a-p 1-(a+B)x+apx’
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I ( aa” - pp" ~(aa™ - pp" )aﬂx]

:a—ﬂ 1-(a+p)x+apfx’
Burada, > —t—1=0 karekteristik denkleminin kokleri olan o ve S igin,
i ) l Qam_ﬂﬂm'i'(gam_l_ﬂ m—l)x
X = = — —
per a-f l-x—x°
— Qm + Qm—lx
1—x—x
elde edilir.

Asagidaki teoremde K, ,, Lucas kuaterniyon icin iirete¢ fonksiyon sunulmaktadir.

n

Teorem 3.1.11: m,neZ igin K, Lucas kuaterniyonunun K(x,r)=>» K, (x)x"

n

n=0
tirete¢ fonksiyonu,
K, ¥ = % (3.1.45)
n=0 AT
seklinde elde edilir.

Ispat: K Fibonacci kuaterniyonunun,

K(x,0)=Y K, (x)x"
n=0
tirete¢ fonksiyonunu dikkate alalm. K,  icin Binet formiiliinii kullanarak asagidaki
esitligi yazabiliriz:

o0 0
ZKm+nxn — Z(Qanﬁn + ﬂm+n )xn
n=0

0

3
Il

s

(aa” (ax)' +pp" (Bx)')
aa”  PBB" ]

f=1

n=

42
l-ax 1-px

B gam(l—ﬂx)+£,b’”’(1—ax)

- (l—ax)(l—ﬂx)

B aa" —aa" px+ pp" - pp"ax
1—(a+ f)x+apx’

(aa"+pp" ~(aa"" +BB"" ) apx
- 1-(a+p)x+apfx’
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2

{c_wt’" +pp" —(ga’”‘l +é,8’"'1)x

l-x—x

Km + Km—l'x

l—-x—x°

Teorem 3.1.12: n>0 i¢in asagidaki toplam formiilleri dogrudur (Halic1, 2010).

i) Z(’:jQ =0, (3.1.46)

i) Z(’:]Q -1y =(-1)' 0, (3.1.47)

Ispat:

1) n>0 i¢in,

a ve B, t*—t—1=0 Xkarakteristik denkleminin kokleri oldugundan o’ =a+1 ve

B’ = p +1 olup buradan,

502 ey |25 000

i=0 \ ! a—
— Q aZn _ é ﬂ2”
a-p a-p
= QZn

sonucuna ulasilir.

o83 =)o

o\ ) a-p
s s
=ﬁ[(1—a)”}%[(l—ﬂ)”]
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e ACRNEer (SIS

esitliginde o” —a =1 esitliginden o —1=a™' ve p>—p =1 esitliginden f—1=p"

elde edilir. Buradan,

a [(_l)na,n} B [(—1)” ﬂn}:(_l)n{ga" _ﬁﬂ”}z(_l)n 0

a-p a-p
sonucuna ulasilir.

Halic1 (2010) tarafindan verilen Fibonacci kuaterniyonun toplam formiillerine benzer
sekilde asagidaki teoremde Lucas kuaterniyon icin asagidaki toplam formiileri elde
edilmistir.

Teorem 3.1.13: n>0 i¢in K, Lucas kuaterniyonu igin,

i Z(’ZJK -K,, (3.1.48)

ii) Z(’ZJK (1) =(-1)' K, (3.1.49)

toplam formiilleri verilir.

Ispat:

/. (n) .
i i=0
=a(l+a) +p(1+8)
esitliginde @® =a+1 ve f? = g +1 olarak almirsa,

i(?jKi :g(l+a)n +é’(l+,8)" =aa” +é’,82” =K,,

i=0 \ !

0zdesligi elde edilir.

n n ; n n ; ; ;
RN
1) = =



=a| (1) (a=1)' |+ | (1) (5-1) |
a’—a =1 esitliginden a —1=a™ ve pB?- B =1esitliginden f—1= " ifadeleri son
denklemde yazilirsa,
a| () @ |+ (1) B = (1) (a5 = (-] K.,
sonucu elde edilir.

Tanim 3.1.6:

Qz Ql 2 Q3 Q2 n Qn+1 Qn
—Q = 0 =0,=| 2 2. 0" =0, = 3.1.50
0=0 (Ql QJQ ¢ (Qz QJ g=a (Qn Q,,_J (3-1:30)

seklinde tanimlanan matrise Fibonacci kuaterniyon matrisi denir (Halic1, 2010).

Teorem 3.1.15: O kuaterniyonu i¢in asagidaki 6zdeslikler dogrudur (Halic1, 2010).

0) 0" =0, =(-1)'(=F, +iF,,, = jF,., +kF,,;) (3.1.51)

n

iy 0" +0" =2(-1)"F, (3.1.52)

F +jF ,; n tek
il +kF ; ncift

n+l n

iif) %(Q” +07)= { (3.1.53)

Ispat:

i) n=1 icin,

. o, 0, _ _ 2
0,= (Q—l Q_zj =0,=0,0, (Q—l)

=(F,+F i+ Fj+Fk)(Fy+ Fi+Fj+Fk)—(F,+Fji+Fj+Fk)
=(—1+z‘+k)(i+j+2k)—(1+j+k)2

=(1—i+2j-3k)
=(F —FEi+Fj-Fk)

elde edilen 6nerme n =1 i¢in dogrudur. n =k i¢in dogru olmak lizere n =k +1 i¢in dogru

oldugunu gosterelim:

_ O, 0O,
et = [Q—k—l Q-k—zj

— [Q—kﬂ —Ohn Qyn— Q_kj
Q—k+1 - Q_k Q_k - Q_k_l
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) (=F,, +iF, — jF, +kF,
V)" [~(F_ +F)+i(F,+F

n+1

(5 %)
=(-
(-
(-

n+2

( n+1 n+2)+k(F +F

n+l n+2) ( 1) ( F+1Fn+l F +qu+3)
—J

n+2 n+3

k+1 Q_ + _
= 1) ( F,, +iF,,, - E1+3+kE1+4 ( - ‘ j

oldugu elde edilir.
i) 0" =(=1)"(=F, +iF,, = jF, . +F,;)
olup buradan,

0" = (1) (=F, =iF,,, + jF,., ~ kF,;)
olmak {izere taraf tarafa toplama ile;

0" +0 7" =(=1) (=F, +iF,, = jF,, +kF, ) +(=1)' (-F
:2(_1)n+1F

n

0zdesligine ulasilir.
i) 0" =(=1)" (=F, +iF,., = JF, , +kF,.;)
o (F +iF,, + El+2+kF;’l+3)

kuaterniyonlar1 i¢in, # tek ise;

(Q Q”)— —(F, +iF,,, + jF,., +kF, )~ (=F, +iF,

n+2 n+l
1 . .
= 5(21;;1 + 2.]E1+2) = Fn +.]F;:+2
ve n gift ise,
ntl

%(Q"+Q") ;(F +iF,, + jF, ., + kF, )+ (~F, +iF,

n+3

;(217 +2KkF,,, ) =iF,,, +kF

0zdeslikleri elde edilir.
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3.2 Pell ve Pell-Lucas Kuaterniyonlari

Tamm 3.2.1: p =1, p, =2 olmak lizere n >3 igin,

pn = 2pn—l + pn—2 (3-2.1)
seklinde taniml1 sayilara Pell sayilar1 denir (Horadam, 1971).
Tamm 3.2.2: ¢, =1,¢, =3 olmak iizere n = 3i¢in,

q9,=29,,+4,, 3.2.2)
seklinde tanimli sayilara Pell-Lucas sayilar1 denir (Horadam, 1971).

Asagidaki tabloda baz1 n degerleri i¢in Pell ve Pell-Lucas sayilar1 verilmektedir.

n [1]2[3]4[5/6[ 7819 [10
p (125 1 2/ 7 1| 4| 98 23

g, (13|71 4] 9 2 5| 13| 33

Cizelge 3.2.1. 11k 10 Pell ve Pell-Lucas sayilarimi veren tablo

(3.2.1) ve (3.2.2) ile verilen yineleme iliskilerinin karekteristik denklemleri:

x*=2x+1 (3.2.3)
ile verilir. Bu karekteristik denklemin kokleri, y = 1++/2 ve §=1-+/2 olarak elde
edilir. Burada, y+0=2, y-6= 242 ve 76 =—1 oldugu aciktir (ipek ve Cimen, 2015).
Tezin kalan kisminda » ve & sembolleri bu degerler i¢in kullanilacaktir.
Tanim 3.2.3: n>1 iken p, ve ¢, i¢in Binet formiilii:
Y 5" Y5

Pyt

seklindedir (Horadam, 1971).

(3.2.4)

pn:

Ornek 3.2.1: p, =12 ve ¢, = 7 oldugu bilinmektedir. Ayrica,

= _(7=8)(r'+3)

Pmm s T y—0
=(r+0)| (r+6) -2
=2(2°+2)=12

ve
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8 :(7/+5)(;/2+52—7/5)

qs B B
) (7/+5)[(}/+5)2 —37/5}
- 2
=2"+3=7

esitlikleri ile (3.2.4)’de sunulan Binet formiillerinin dogrulugu bir 6rnekle gosterilmis
olur.

Onerme 3.2.1: p ve ¢ sayilar igin,

i) Pt D=4, (3.2.5)
ii) q,+4,,=2p,, 3.2.6)
i)  p,+q,=p,.> (3.2.7)
iv)  p+q =p,. (3.2.8)
V) Puit = Put =2P,5 (3.2.9)
vi) ¢ -q,,=2q, (3.2.10)
vi)  p,. D, = Do (3.2.11)
viil) g, +q =2p,,.> (3.2.12)
ix) p.,+p,,=6p,, (3.2.13)
X) Qyir 4,2 =04, (3.2.14)
xi)  p D =50 (3.2.15)
xil)  p . +p, . =2q,, (3.2.16)
xiii) 2p +4q,=q,.,> 3.2.17)

0zdeslikleri dogrudur (Koshy, 2001).

Tanim 3.2.4: p , n.Lucas sayis1 ve ¢, , n.Pell-Lucas sayis1 olmak iizere sirasiyla,
QPn = pn + pn+1i + pn+2j + pn+3k (3-2.18)
QPLn = qn + ani + qn+2j + qn+3k (3.2.19)

seklinde tanimli kuaterniyonlara Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar1 denir. (ipek ve
Cimen, 2016)

Kuaterniyonlarin eslenigi tanimindan QP, ve QPL_ kuaterniyonlarinin eslenigi sirasiyla,

Q_})n = pn _pn+1i_pn+2j _pn+3k (302-20)
Ve
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OPL, = q, = Gy = Gpiaf = Gk (3.2.21)
seklinde yazilir. Kuaterniyonlarin normlari tanimi ile QP, ve QPL, kuaterniyonlarin

normlar1 sirasiyla,

joP,

T AR (3.2.22)

Ve

=4, @+ s (3.2.23)

seklinde elde edilir (ipek ve Cimen, 2016).

loPL,

Teorem 3.2.1: n>2 i¢in asagidaki 6zdeslikler dogrudur (Ipek ve Cimen, 2016).

i. OP+QP =2p (3.2.24)
i. QPL +QPL =2q, (3.2.25)
i. OP>=2p OP —OP.OP (3.2.26)
iv. OPL’=2q OPL —OPL OPL (3.2.27)
v. OP.OP =6p, . (3.2.28)
vii OPL OPL =12p, . (3.2.29)
Ispat:

i' QPn +Q_Bz :(pn +pn+li+pn+2j+pn+3k)+(pn _pn+li_pn+2j_pn+3k)
= 21)’1

i OPL+OPL, =(q,+ 4, +4,) +4,.3K) + (4, = i =4,2] =4,5K)

= 2qn

o OR’=0F.OF =0F (2p,~OF,)=2p,QF - OF,OF,

QPL’>=QPL, QPL = QPLH.(an - QPL, ) =2q,.OPL —QPL QPL,

1v.
v. QP.QP = i p.., vednerme 3.2.1 den;
s=0
Pra* Pu = Pava
ve
Pui2t P,y = 6D,

0zdeslikleri hatirlanirsa,
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QPnQI)n :sznﬂ :pn2 +pj+l +pj+2 +pn2+3

s=0

= Panir T Panes =0P2,5
0zdesligi elde edilir.

OPL,.QPL, = q;.,
Vi. 5=0
ve Onerme 3.2.1 den,
qjﬂ + qn2 =2Psnu

oldugu hatirlanirsa,
QPLn QPLn = qu+s = 2(p2n+1 + p2n+5) = 12p2n+3
s=0

elde edilir.
Teorem 3.2.2: 1> 2 i¢in, asagidaki 6zdeslikler dogrudur (Ipek ve Cimen, 2016).

i) OP +20P,. =0P.,, (3.2.30)
") Q])n - Q])nHi 3 Q])n+2j - QPn+3k = 12qn+3 > (3°2'31)
Ispat:

I) Q})n +2Q})n+l = (pn +pn+1i+pi1+2j+pn+3k)+2(pn+l +pn+2i+pn+3j+pn+4k)

ve onerme 3.2.1den, p, +p, , =g, V€ p, +4q, = p,,, olmak lizere;

OP, +20P,, =(P, + Py + Prrd + Puisk) +2( Pt + Prr + Prsd + Poik)
= (Gt + G+ Qs + Qosk) + (P + Prsad + PoisJ + P,ik)
= Pz + Puisl + PysJ + Poisk = OF,

sonuglari elde edilir.

ii)

OP, =p,+ Pyii+ Pya)+ Pk
OP, i = Py = Pz = Puisk + DyisJ

QPn+2j = pn+2j + pn+3k - pn+4 - pn+5i
QPn+3k = pn+3k - pn+4j + pn+5i —Puss

olmak iizere,
QI)n - QI)rHli - QR1+2j - Q])nJrSk = pn + pn+2 + pn+4 + pn+6
ve onerme 3.2.1den, p, ,+p, ,=6p, V€ p,., +p,, =2q, oldugundan,

QPn - QPrH—li - QPn+2j - QPn+3k =Dy T Prsa T Priot Pris
= 6pn+2 + 6pn+4 = 12qn+3
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esitligi elde edilir.
Teorem 3.2.3:n>2 i¢in, asagidaki 6zdeslikler dogrudur (Ipek ve Cimen, 2016).

i) OP+0P,=0PL,,, (3.2.32)
i) OP. -OP - OPL . (3.2.33)
iii) 20P +QPL =QPL . (3.2.34)
Ispat:

) OP =p,+p,i+P,nj+ Pk
OF, = Dot Paa + D5 J + Pysk
ve onerme 3.2.1den p, + p, , =¢, olmak lizere;
OP, + P, =( Py + Dyi+ P + Prsk) F (Do + P+ Py + i)
=G0 +9,0i+q,5] + 4,k =0OPL,,
oldugu gortiliir.

ii) Onerme 3.2.1den, p +gq, = p,., olmak iizere;

n+l

QPn+1 - QR! - (pn+l its pn+2i + pn+3j + pn+4k) _(pn + pn+1i + pn+2j + pn+3k)
= qn + qn+1i + qn+2j + qn+3k = QPLn
elde edilir.

iii) Onerme 3.2.1den 2 p +g¢, = q,,, olmak iizere;

n+l

2QB’! +QPLn = 2(pn +pn+li+pn+2j+pn+3k)+(qn +qn+1i+qn+2j+ qn+3k)

= an + qn+2i + qn+3j + qn+4k = QPLnJrl

elde edilir.
Teorem 3.2.4: y =1+iy+ jy’ +ky’ ve § =1+i6+ j6° + k& olmak iizere ve n>1 iken
n. Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari i¢in,

yOP, +OF_ =7"y
ve

6QF, +QF,_=06"9
ozdeslikleri elde edilir. Burada y ve &, x°—2x—1=0 karekteristik polinomunun
kokleridir (Ipek ve Cimen, 2016).

Ispat: y" =yp +p,, ve y"=yp,+p,, olmak iizere ve n>1 iken,
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YOP, + OP, , =y (P, + Poit Dyird + Dyisk) +(D,y + D+ PriJ + P, 1K)
=(rPu+ 2y ) (7 Du + 2+ (Y Prir ¥ D) T+ (Y P+ Paia ) K
g
=7/”(1+7i+72j+}/3k)
=y"y

elde edilir. Benzer sekilde;

SOP, + 0P, | =8P, + Dot + Pyr + Dk )+ (s + P+ PrtJ + P,k)
= (6P, + Py )*(0Pui+2,)i+(ODys + 2ot ) +(ODys + Poir )
="+ 8"+ 8"+ 5"k
=5" (1+6i+5"j+5k)
=5"5

oldugu gortiliir.

Teorem 3.2.5: ¢ =1 +ia+ ja’ +ka’ ve £=1+i,8+jﬂ2+kﬂ3 olmak tizere n>1 iken

n. Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari i¢in Binet formiilii:

5"
)y op=lL"°°% (3.2.35)
y—0
"+ 5"
iy opL :MT_ (3.2.36)

seklinde verilir (Ipek ve Cimen, 2015).
Ispat:
) yOF,+OF_ =7"y
SOP, +QP,,=5"5
olmak tiizere 6zdeslikler taraf tarafa ¢ikarilinca;

yOF, =60k, =y"y=5"9d

esitliginden,
"y—0"0
op -T2
y—0
elde edilir.

ii) yOF,+OF_ =7"y

OQF, +0OF, ,=46"3
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olmak {izere 6zdeslikler taraf tarafa toplaninca;
V7 +8"3=(y+05)0P,+20F,,
elde edilir. y+6=2 degeri yerine yazilip QP, +QP,, =QPL,, oldugu goz Oniine
alinirsa,
y'y+06"6=2(0F,+0F,,)=20PL,
oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.6: n>1 i¢in, asagidaki formiiller dogrudur (Liana ve Wloch, 2016).

(L+J§)M(120+84J§)+(L—J§)M(120—84J§)

I |or| = n (3.2.37)
I |oPL,[" =8|or| (3.2.38)
Ispat:

x* —2x—1=0 karekteristik denkleminin kokleri olan y ve & igin;

joP,

2:pn2+pn+12+pn+22+pn+32

n__gn 2 n+l _ on+l 2 n+2 _ on+2 2 n+3 _ on+3 2
A O Rl A N A O )
y=9o y=o0 y=o0 y—o

{W)”(1&)”}2{(”@)»1“(1 ﬁ),m}z

22 242

{(”ﬁ)m ~(1-42)" ] +{(uﬁ)’“” (1-va)” J
22 o
(

1+\/§)2n+2 —2(1+\/5)’Hl (l—x/i)’Hl +(1—x/5)2n+2
8

+

8
(1+\/§)2n+6 _2(1+\/§)n+3 (1_\/5)"+3 +(1_\/§)2n+6

8
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(1+\/5)2n [1+(1+\/5)2 +(1+\/§)4+(1+\/§)6}

8
i 2[(_1);1 +(_1)n+1 +(_1)n+2 +(_1)n+3j|
8
1) [1+{14 (1<) +(3)
’ 8

(1+J§)2"(1zo+84\/§)+(1—ﬁ)2"(120—84\/5)

formili elde edilir.

. 2 2 2 2 2,
. |OPL| =4+, +4,, +4,.;

_ (7/” + 5" )2 +(}/n+l +5n+1 )2 +(7n+2 +5n+2 )2 +(}/n+3 +é~n+3 )2

— 7/2n +27/n5n +52n +7/2(n+1) _27/11511 + 52(n+1)
+7/2(n+2) + 27/n5n + 52(n+2) + 7/2(n+3) _27/n5n + 52(n+3)

B 8(727[ r Zynén + 5211 N 7/2(n+1) + 27n5n + 52(n+1)

8 8

8 8
B 7/}'1 _571 2 . ]/n+l _5n+1 2 N 7/n+2 _5n+2 2 . ]/n+3 _5n+3 2
202 242 22 22

oldugu elde edilir.

.\ 7/2(n+2) —2a"S5" +52(n+2) .\ }/2(;1+3) +27/n5n +§2(n+3)j

Asagidaki teoremde Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in Cassini 6zdesligi verilmistir.
Teorem 3.2.7: (Cassini Ozdesligi) y=1+iy+ Jr +kyive S=1+i5+ j&* +kS’ olmak

tizere Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in Cassini 6zdesligi;

) OP,,.OP, 0P =(~1)’ {(7 H)(ij;; H)QZ] (3.2.39)
ii) OPL_.OPL_,—QPL> =(1){(_y H)(ijgf H)QZ] (3.2.40)

seklinde verilir (Liana ve Wloch, 2016).
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Ispat: n>1 igin,

n+l
Y
Q n+l* QPn—l _QP112 :(

OPL

n+l

OPL

X IR
I| ]
SIEESY
:
N9
N——
7\
Y
T
NN
I ]!
|
|
s%
N———
|
VR
RS
X IR
L] ]
<
s %
N——

— (7/_15) |:7/2n7/2 yn+15n—lzé_5n+1yn—léz+52né‘2

_72nzz+7/n6nZé+]/n5néZ_§2né2:|

|:_yn+l§n1}_/é‘_5n+17/nléz+yn§nzé+yil5iié‘z:|
(r=o)
(g ( ¥ +y5)z5 ( 52+7/5)5zl
|
(7 +1)y8+(0° +1)3y }

(r=6)

-1y

n+l +5n+15 n—1 +§n—15 n +5n§ 2
_QPan:y /4 S\(rr S| [y'y+d"s
2 2 2

41|.|:7/2n7/2 +yn+15n—lzé+5n+17n—léz+52né2

_72nZZ_7né‘nzé_7n5né7_/_é‘2né2:|

_{7n+15n—lzé+§n+17n—léz_yn§nzé_yné'néz:|
- 4

=(75)"[(72‘@@:(52—75)@1

4

_(_l)n{(1+72)zé+(1+52)éz
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Asagidaki teorem ile Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar icin Catalan 06zdesligi
sunulmaktadir.

Teorem 3.2.8: (Catalan Ozdesligi) Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar1 igin asagidaki
0zdeslikler dogrudur.

57 +(-1)" yS+ v + )™ oy
i. 0P’ -0OP, 0P, =(-1)"" (o7 )" )ro{ ; 7)o (3.2.41)
(r-9)
S +(=1) s+ +(=1) oy
ii. OPL’-QPL,. OPL_ =(-1)" ( = )— 4( Y ) = (3.2.42)
Ispat:
2
]/I’l}/_é‘né yn—r}/_é‘n—rév }/n+r}/_5n+ré~
QR/:Z _QRI—V'QRer = - i = =

i ( y=o J [ y0 J( y=o ]

— (7/_15)2 |:7/2nZ2 _7n5nzé_é‘n7/néz+§2né2

_7/2117_/2 +ylz—r5n+rzé+yn+1'§n—ré7_/_62né2:|
={_7/n5n7_/é‘_5n7/né‘}_/+7/ﬂVé‘}’l"'r}_/é‘_"_?/n"'ré‘nré‘}_/]
(r=6)
ey (8% + ()" Jpa+ (7 +(-1)") 3y
(r=6)
2
yn}/+§né‘ 7/n+r7/+5n+ré~ }/n—r}/+§n—ré

ii. OPL>—-QPL _.QOPL = = - = =
v oni-on on (L8 (£ 1)

:i[yblzz +yn5nzé+5n}/néz+52né2

_7/21112 _ 7/11—r5n+rzé_ 7/n+r§n—ré7_/_ 52né2:|

_{7/r!5nzé+5n7né1_7n—r5n+rzé~_yn+r5n—réz_
- 4

- 4

(-1>"{(52r+(1)’)Zé+(f’+<l>")éz |

32



Asagidaki teorem ile Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar icin Vajda 06zdesligi
sunulmaktadir.

Teorem 3.2.9: (Vajda Ozdesligi) Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in asagidaki
0zdeslikler dogrudur.

18+ (1o )éﬂ (3.2.43)

5 —y'S)
i) OF ,OF. ,—OF.OF. ., —(—1)’[( )( o

O™ 148 YvS + 4 iS5 S
11) QPLnHQPL"*] QPL QPLn+l+j _(_l)n{( ]/ )Z_4( 7 ]/ )_Z}

(3.2.44)
Ispat: n>0 icin,
i‘ Q n+i* Q n+j QPI1'Q})}’I+i+j =

~ 7/”+[Z_5n+ié }/ Z §n+/5 7nZ_5né }/n+i+jz_5n+i+jé
oy y=5 y-6 y—6

— (7/_5)2 |:}/2n+i+jzz _7n+i§n+jZé_5n+i7n+jéZ+ 52n+i+jé2

_72,”.,'“-12 +yn§n+i+j7_/é+7/n+i+j5né}_/_§2n+i+jé2]

_li_j/n+i5n+j7_/é‘_5n+i7/n+jé‘7_/+7/n5n+i+j}_/é‘+7/n+i+j5néz:|
(r=o)
_ay |0 8oy

(r=6)

OPL,,, —OPL, OPL

n+i n+l+/ -

~ 7n+iZ+§n+ié 7/n+17/+5n+jé ynZ'i'é‘né }/n+i+jz+5n+i+jé
- 2 2 2 2

— Z|:7/2/1+1+./Z2 + 7n+l5n+_/Zé+5n+1yn+/éz+52n+t+/é2

_7/2n+i+_/'Z2 _ 7n5n+i+jzé_yn+i+./5néz_52n+i+jé2:|

ii. oPL

_|:7/n+i5n+jzé+§n+i7/n+jéz_yn5n+i+jzé_yn+i+j5néz:|
4
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(_1)” (_5i+j+7/i5.f)zé‘+(_7/i+j+]/.f5i)éz
1 .

Asagidaki teorem ile Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar i¢in D’Ocagne 06zdesligi
sunulmaktadir.

Teorem 3.2.10: (D’Ocagne Ozdesligi) Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari i¢in asagidaki
0zdeslikler dogrudur.

m-n+l _  m-n+l m-n+l _ om—n+l
G 7o)y ")y (3.2.45)
(r-0)

i) OP,0P,. —OPOP,, =(-1)’ {

5/71—n+1 + m—n+1§ 5+ m—n+1 +6m—n+1 6
ii) OPL,.QPL,,, —OPL, QPL,.  =(-1)' [( 4 )Z—4 (7 y)_g]

(3.2.46)

Ispat:n,m>0 igin,

i' Ql)mQRHI - QI)nQPmH =

y 7m7_/_5mé 7/n+lz_ 6n+1é y yllz_é‘né 7/m+1
y—0 y—0 y—0
— 1 |:7/m+n+1 7/2 _ ymé‘nﬂzé‘_ 5myn+1é}_/+ 5m+n+1é‘2

(7/_5)2 Z

_7/"1+n+17/2 +7/n5m+1zé+ 7m+15néz_5m+n+lé2:|

(_l)n [(éwnml _ j/m—nﬂé‘)

<
|
S
3
st
1%
Ne——

IR

é‘_’_(]/m—ml _5mn+17/)é‘zjl
(r=o)

ii. oPL,.OPL,, - OPL,QPL,, =

m+1

~ }/mZ'i'é‘mé 7n+lz+§n+lé }/nZ‘}'é‘né 7/m+1Z+§m+lé
- 2 2 2 2

— %[ym-#nﬂzz +7/m5n+lzé+ 5m}/n+léZ+ §m+n+lé2

n+l

_mernHZZ _ ;/né‘mﬂzé_ }/erlé'n éz_ 5m+n+lé2:|

B (_l)n (5m—n+1 +7m_n+15)Zé+(7m_n+l _i_é‘m—n+l]/)é-Z
= 2 .
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Fibonacci kuaterniyon igin lirete¢ fonksiyonun elde edilisine benzer yontemlerle bu tezde

tretilen asagidaki teoremde QP, Pell ve QPL_ Pell-Lucas kuaterniyonlari i¢in lireteg

fonksiyonlar sunulmaktadir.

Teorem 3.2.11: n e Z igin,

a) QP, Pell kuaterniyonunun P(x,t) = z OP (x)t" lireteg fonksiyonu;

n=0
P(x,t):Z+l+(2+l‘)]+§5+2t)k (3.2.47)
1-2¢t—¢
seklinde ifade edilir.
b) QPL, kuaterniyonunun L(x,?) = Z OPL (x)t" iirete¢ fonksiyonu;
n=0
t=1+(1+2)i+B+1)j+(7+3)k
L(x,t)= ( )i ;t tzj ( ) (3.2.48)

seklinde verilir.

Ispat:

a) QP, Pell kuaterniyonunun P(x,t) = Z OP (x)t" iirete¢ fonksiyonunu dikkate

n=0

alalim. QP i¢in Binet formiilii kullanilarak asagidaki esitligi yazabiliriz.

- < (yy" -85
P(x’t):ZQ”(x)tnzzizyy—; }nzyia[lz _1—é5t}

=0 -t

_ 1 (1—5f)—5( ~71)

- 1-2t -7
}/(7/+5)+§(7+5)}t+(7/}/ 55)

}/ 5 1-2t—¢

1-2¢t—¢

{ [(zr-89)-2(y-5) s
(

_OR +(QR-20R)t
1-2t-1

olur. Burada;
OF, =R +Ri+Pj+Pk=i+2j+5k
OF =R +Pi+Pj+Pk=1+2i+5j+12k

oldugundan,
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- P, P —20P )\t . .
Px.1)= Y OP.(x)" = OP, +(OP, 2Q ) :t+z+(2+z)1+§5+2z)k
n=0 1-2¢—t¢ 1-2¢—t¢

elde edilir.

b) opPL, Pell-Lucas kuaterniyonunun L(x,?) = Z OPL (x)t" irete¢ fonksiyonunu

n=0
dikkate alalim. QPL, i¢in Binet formiiliinii kullanarak;
N SIp/aRs 1 7 5
L x,t = X [n = = 2= W —=_ £ 4=
(0 ;Q"( ) Zo[ 2 } 2(1—74 1—&]

_1fz(1=6)+3(1-n1)
2 142t 12

| —

17 +3+[ -1 +8) =8y +0) |t +(yr +35)t
2 1+2¢—¢

1 r+ 8+ (rr+88)-2(r+8)]r
2 1-2¢—1°

_OPL, + (QPLl —20PL, )t
- 1-2¢ ¢

elde edilir. Burada;
OPL,=0,+0i+Q,j+0k=1+i+3j+7k
OPL =0, +0,i+0,j+Q,k=1+3i+7j+17k
olmak tizere,

: PL,+(OPL —20PL))t _ t—1+(1+1)i+(3+1)j+(7+30)k
Lo =3 opL, (o = L (QPL = 20PL)t_ 1= 1 (L40)i+ (40)j+(7:+30)
e 1-2¢ -1 127

0zdesligi elde edilir.

Asagidaki teoremde QP, ~ Pell ve QPL . Pell-Lucas kuaterniyonlar: icin iireteg
fonksiyonlar sunulmaktadir.

Teorem 3.2.12: m,n € 7Z igin,

a) QP, . Pell kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu;

Sop, x =Lt Ohx (3.2.49)
=0 1-2x—x
seklinde ifade edilir.

b) OPL, ., Pell-Lucas kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu;
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QPL -QPL x
1-2x—x*

> orL,, x"= (3.2.50)
n=0

seklinde verilir.
Ispat:

a) oP, .. Pell kuaterniyonunun P(x,t)= Z QP . (x)x" lrete¢ fonksiyonunu

n=0

dikkate alalim. QP

m+n

A

=0 n=0

7/ 57’1
Ty 7x
Buradan payda esitleme ve gerekli islemlerle,

= 1 [y =88"+ (" -85 )x
Z et 7/—5 1-2x—x"

n=0

icin Binet formiilii kullanilarak asagidaki esitligi yazabiliriz.

_OF, +0f, x
1-2x—x
0zdesligi elde edilir.
b) oprL,  Pell-Lucas kuaterniyonunun  P(x,?)= Z OPL, . (x)x" lreteg

fonksiyonunu dikkate alalim. QPL . icin Binet formiilii kullanilarak asagidaki esitligi

m+n

yazabiliriz.
0 0 Wl+ﬂ +§5m+n l 0 " .,
> op =Z == (" (rx) - 867 ()
n=0 =0 2 n=0
1{ 8" j
= = +
2{1-yx 1-0x

Buradan payda esitleme ve gerekli islemlerle,

Son e T8l

e 2 1—2x—x*
_OPL,-QPL,
1-2x—x
esitligi elde edilir.
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Teorem 3.2.13: » >1 i¢in, asagidaki 6zdeslikler dogrudur (ipek ve Cimen, 2016).
" YO+3y

a) OPL’-20P’=(-1) 5 (3.2.51)
—(y8+8y)+(8*yo+r'Sy
b) m=>1igin, QPL, >-QPL, ,.QPL, . = (— —) g = —) (3.2.52)
Ispat:
72”72 +y" 0"y S+ y" " Sy +5" 5
W) OPL}-20R} ="
yanz+7/n5nzé+yn§né‘z+52né2
4
L VO+0
=(-1I) 5
2
b) QPLszrl2 _QPLszl ‘QPL2m+3 =
. ]/2m+l]_/+52m+1é‘ 2 7/2m—17_/_52m—1é 7/2m+31_52m+3é‘
4 2 2 2
- 74m+2Z2 +7/2m+1§2m+lzé+ }/2m+152m+1éz+ 54n1+2é‘2
B 4
7/4m+2}_/2 +7/2m—152m+3zé~+ 7/2m+3§2m—1é}_/+54m+2é2
4
~(18+8y)+8*y3+7'5y
- 4
Tanim 3.2.5:
P P PL PL
QP(n)z[ OF, © ”‘J, QPL(n)=( OFL,  © ”‘j (3.2.53)
OF_, OF, OPL,, OPL,,

seklinde tanimlanan QP(n) ve QPL(n) matrislerine sirasiyla Pell ve Pell-Lucas
kuaterniyon matrisleri denir (Liana ve Wloch, 2016).

Teorem 3.2.14: n>2 iken QP(n) ve QPL(n) matrisleri i¢in asagidaki 6zdeslikler
dogrudur (Liana ve Wloch, 2016).

i)(QPn QPMJ:(QPQ QPIM2 1]" (3.2.54)
OF., OF,) QR OFR)\1 0
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ii)(QPLn QPL,HJZ(QPLQ QPLIJ.(2 1]” (3.2.55)

opL . oPL ) \oprL, oPL,)\1 0
Ispat:
1) n=2 igin,
(sz QE)_(QPz QR]
OF OF ) \OF OF

elde edilen ifade n =2 i¢in dogrudur. »n degiskeni i¢in dogru kabul ederek n+1 degiske-

ni i¢in dogru oldugunu gosterelim;

OP, OR\(2 1Y(2 1\ (0P, OP,\(2 1
o anlli o) (0 oHor, o)

20F, +0F ., OF,
(2QP,11 +0F, QPMJ

Pell kuaterniyonun tanimindan,

20P, +QP, , =2(P, +iP,, + jP,, +kP,,)+(P_, +iP, + jP,, +kP,,)

n+l n+2 n+3
= 2Pn + P;H +i( 2Pn+1 + Pn) + j(ZPnJrz + Pn+1 ) + k(2P11+3 + Pn+2)
:Pn+1 + [)n+2i+Rz+3j + Pn+4k = QP}’l+1

ve
2QPn—l +QPn—2 = Z(RH +iP, + jP,, +le+2)+(szz +iP,_ + jF, +kPn+1)
= 2Pn—1 +Pn—2 +l(2Pn +Pn—1)+j(2pn+l +R1)+k(2pn+2 +Pn+1)

=0+ Bit+ B ,j+ b,k =0F,

oldugu elde edilir.

i) n=2 icin,
OPL, QPL '\ (OPL, OPL
OPL, OPL,) |\ QPL OPL,

elde edilen ifade n =2 i¢in dogrudur. »n degiskeni i¢in dogru kabul ederek n+1 degiske-

ni i¢in dogru oldugunu gosterelim,;

OPL, OPL\(2 1Y7(2 1\ (opPL, QPL (2 1
[QPLI QPLOJ'(l 0] {1 OJZ(QPLM QPLnJ'[l Oj
20PL,+QPL,, OPL,

) KZQPL,H +0PL, , QPLnlj

Pell-Lucas kuaterniyonun tanimindan;
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20PL, +QPL, = 2(4, +iq, + jd,. +Kd,s) + (4,0 10, + jd,0 +K4,.,)
=20, + G,y + (24, +4,)+ (20,00 + 40 ) T K (24,05 + 4,2
=Gy Y42l ¥4, 5) + 4,k =OPL,
ve
20PL, \+QPL, , =2(4,.,+iq,+ jq,. +kq,., )+ (a0, +iq,., + j4, + k4.,
=24, +q,, +i(24, + 4, )+ j (24, +4,) +k(24,,, +4,.,)
=G, ¥ Gl +q,.0J + 4,5k = OPL,
oldugu gortiliir.
Teorem 3.2.15: Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlari icin asagidaki 6zdeslikler dogrudur

(Liana ve Wloch, 2016).

) OR.OP ,-0P  =(-2-2j-16k)(-1)""

i OPL,OPL, ,~OPL*, , =(16+16,+128k)(~1)""

Ispat:

OP,QP, ,-QP*, , =(OPR,.QF, - QP )(-1)"" = (-2-2,/-16k)(-1)"

)
i) QPL,QPL,_,-QPL,  =(QPL,OPL,—QPL )(-1)"" =(16+16+128k)(-1)"

2

3.3 Jakobstal ve Jakobstal-Lucas Kuaterniyonlari

Tamm 3.3.1: J, = 0,J, =1 olmak lizere n =2 i¢in,

J,=J, , +2J,, 3.3.1)
seklinde tanimli sayilara Jakobsthal sayilar1 denir (Horadam, 1988).
Tamm 3.3.2: j, =2, j, =1 olmak lizere n > 2 i¢in,

Jn = T T 2000 (3.3.2)
seklinde tanimli sayilara Jakobsthal-Lucas sayilar1 denir (Horadam, 1988).

Asagidaki tablo bazi n degerlerine gore J, ve j, sayilarini vermektedir.

n 01,2 3|4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
J, 011 |3 |5 |11]|21|43 |8 |[171|341

n

J. |2 |15 |7 (17 |31]65|127 257|511 | 1025

Cizelge 3.3.1. ilk 10 Jakobsthal ve Jakobsthal-Lucas sayisini veren tablo
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Onerme 3.1.1: n,m,r € N olmak iizere J ve j sayilari asagidaki zellikleri saglar.

1 j,+j,=3(J,,+J,)=32", (3.3.3)
2 Joa— =3 ) A1) =2 2(-1) (3.3.4)
30 Gt i =3+, )41 =2 (2 )+ 2(-1)" (3.3.5)
4 =i =3 =) =27 (27 1), (3.3.6)
5. J,+j,=2J,, (3.3.7)
6. 3J,+j,=2"", (3.3.8)
7o J, g, =Jy (3.3.9)
8. J,.j,—J,.j,=(-1)"2""J, . (3.3.10)
9. J, g+, =2] . (3.3.11)
10. J = %(2 —(-1Y’ ) (3.3.12)
11. j, =2"—(-1)". (3.3.13)

Burada sirasiyla (3.3.12) ve (3.3.13)’de verilen formiiller sirasiyla Jacobsthal ve
Jacobsthal-Lucas sayilari i¢in Binet formiiliidiir (Liana ve Wloch, 2016).

Tamm 3.3.3: n>1 olmak lizere J, ve j, sirasiyla n. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

sayilar1 olmak iizere, n. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar sirasiyla,

JO,=J, +iJ,  +jJ, ., +kJ 3.3.14)

n+2 n+3?2

‘]LQn = jn + l..jn+1 + J:jn+2 + ]g.n+3 * (3.3.15)
seklinde tanimlidir (Liana ve Wloch, 2016).
Teorem 3.3.1: n>1 ve r>1 olmak iizere Jacobsthal kuaterniyonlar i¢in asagidaki

0zdeslikler saglanir (Liana ve Wloch, 2016).
i) JO . +JO, :2”(1+2i+4j+8k), (3.3.16)

i) JO,,, -JO, = %[2 (1+2i+4+8Kk)+2(=1) (1=i+ j-k) ], (3.3.17)

iii) JQW+JQM:B2 (27 +1)(1+2i+4/+8k)-2(-1)"" (1-i+j—k)], (3.3.18)

iv) JO . -JO, =§[2” (27 =1)(1+2i+ 4 +8k)] (3.3.19)
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v) [85 27 +10.2" (-1)" +4}. (3.3.20)
Ispat:
i) JQn = Jn + iJn+1 + .]Jn+2 kJn+3

JQn+1 Jn+1 + lJn+2 + jJn+3 + kJn+4

olmak tizere 6zdeslikler taraf tarafa toplanarak,

JQ/HI + JQn (J + J ) +1 (Jn+2 + Jn+1 ) (Jn+3 + Jn+2 ) + k (Jn+4 + Jn+3 )

n+l

ifadesi elde edilir. Burada (3.3.3)’{i kullanarak,

JO,. +JO, =2"+i2"" 4 j2" 4 g2
=2"(1+2i+4/+8k)

oldugu elde edilir.

ii) JQn+1 Jn+1 + lJn+2 + .]J kJ

n+3 n+4

JQn = Jn + iJrHl + JJn+2 k‘]n+3

olmak iizere 6zdeslikler taraf tarafa ¢ikarilarak,

JQn+1 JQ ( n+l J ) + l (JVH-2 4 Jn+l ) + J (Jn+3 n+2 ) + k( n+d Jn+3 )
elde edilir ve (3.3.4)’ten,

JO,.. =0, = [2"+2( 1y }%[2”1”(_1)"”}
+j%|:2n+2+2(_1)n+2j|+k%|:2n+3+2(_1)n+3:|
2%[2’“(1+2i+4j+8k)+2(—1)”(1—i+j—k)}

oldugu gortiliir.
i) JO,,, +JO,, =(J,., +J,., ) +i(J,

n+r n+r+l

+ Jn—r+1 ) + .] (Jn+r+2 + Jn—r+2 ) + k (Jn+l r+3 Jn—r+3 )

esitliginde (3.3.5)’1 kullanarak,

JO,., ~JO, = (2’”(22’+1) 2(- 1)”")+i%(2""“(22’+1)—2(—1)”"“)
+J§(2 (2 +1)-2(-1) 2)+k§(2 (2 +1)-2(-1)"7)
%[2”"(22" 1) (1420 +4/+86) =2(<1)" (1=i+ /- k)]

oldugu elde edilir.
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iV) JQ”‘*"’ - JQV!—V = (Jn+r - Jn—r ) + i(‘]n+r+l - Jn—r+1 ) + j(']n+r+2 - Jn—r+2 ) + k (Jn+r+3 - Jn—r+3 )
esitligi ve (3.3.6)’dan,
JO. —JO = %[2 (27 —1)+a2m (27 1)+ 2 (2 1) k2" (27 - 1)]

:%2"-’(2” —1)(1+2i+4; +8k)

oldugu elde edilir.
3
= Z J;iri
i=0
olmak tizere bu esitlikte (3.3.12) binet formiilii kullanilarak,

_ %[(2" —(—1)”)2 {2 = (- )2 (2= (1) )2 (2= (1) )2}

_ 5[22" _2.27(=1y" (=) + 422 +4.2" (-1

v) [0,

/0,

+(=1)" +16.2> —8.2" (—1)" +(~1)""

+64.27 +16.2" (<1) +(=1)" |

_ 1 2n n n

—5[85.2 #1027 (<1)" +4]
0zdesligi elde edilir.

Teorem 3.3.2: n>1 ve r>1 olmak lizere Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in agagi-

daki 6zdeslikler saglanir (Liana ve Wloch, 2016).
i)y JLO,  +JLO =3.2" (1+2i+4j+8k), (3.3.21)
i) JLO,.,—JLO, =2"(1+2i+4)+8k)+2(-1)" (1-i+j—k), (3.3.22)

i)y JLO,.

+JLQ, , =[ 2" (27 +1)(1+2i+4j+8k)

=2(-1)"" (1=i+j—k) ], (3.3.23)
iv) JLO,., -JLO,  =2"" (2 —1)(1+2i+4j+8k) (3.3.24)
v) |JLO,|=85.2""+10.2"(-1)" +4. (3.3.25)

Ispat :
i) JLQn = jn + ljnH + jjn+2 + kjrﬁﬁ%
JLQn+1 = jn+l + ijn+2 + jjn+3 + kjn+4

olmak {izere iki ifade taraf tarafa toplanarak;
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JLQn+1 +JLQ/1 =(jn+1 +.jn)+i(jn+2 +jn+1)+j(jn+3 +jn+2)+k(jn+4 +.jn+3)
elde edilir. Bu denklemde (3.3.3)’{i kullanarak,
JLO

n+l

+JLO, =32"+3.2"i+3.2"2 j+3.2"k
=32"(1+2i+4/+8k)

oldugu elde edilir.
ii) JLQn =jn+l:jn+l+jjn+2+kjn+3
JLQrHl = jn+1 + ijn+2 + jjn+3 + kjn+4

olmak iizere iki ifade taraf tarafa gikarilarak;
JLQ, . =ILO, = (Jusi = Ji) +i sz = Ju) ¥ T (s = Jii2) +h (Joss = )
elde edilir. Burada (3.3.4) ten,
JLO. . ~JLO, = [2" + 2(—1)"} + i[Z”“ + 2(—1)””}
27 +2(=1)" |k 27 +2(-1) |
=| 2" (142044 +86) +2(=1)" (1=i+ j=K) |
denklemi elde edilir.

iii) JLQ,,+r + JLQn_r = (jn+r ils jn_r ) + i(jn+r+1 + jn—r+1 ) + ] (jn+r+2 + jn—r+2 ) s k (jn+r+3 + jn—r+3)

olmak iizere (3.3.5)’ten,

JLQ, +JLO, = (277 (27 +1)=2(=1)" )wi(27 (27 +1) =2(-1) )
(2 (2 ) =2 ()R k(2 (2 1) 21 )
:[2"*’(22"+1)(1+2i+4j+8k)—2(—1)””(1—i+j—k)}

elde edilir.

iV) JLQHH‘ - JLQn—r = (jn+r - jn—r ) + i(.jn+r+1 - jn—r+1 ) + .] (jn+r+2 - .jn—r+2 ) + k (jn+r+3 - jn7r+3 )
denklemi i¢in (3.3.6)’dan,

JLO., —JLO, = [2 (22 =1)+i2 " (2% =1)+ j2 2 (2% =) + k2" (27 - 1)]
=2"7 (2 ~1)(1+2i+4j+8k)
elde edilir.
w|ﬂg=iﬁi
i=0

olmak tizere (3.3.12) binet formiilii kullanilarak,
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|JLQ,

= [(2?! _(_1)n )2 +(2n+1 _(_1)n+1)2 +(2n+2 _(_1)n+2 )2 +(2n+3 _(_1)n+3 )2J
S[27 2.2 1) (1) 42 142" (1)

+(=1)" +16.2" =8.2" (—1)" +(~1)"
+64.2" +16.2" (<1)' +(-1)" |

=|85.27+102" (-1)" +4]

0zdesligi elde edilir.
Teorem 3.3.3: n>1 icin Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari i¢in asagidaki
Ozdeslikler saglanir (Liana ve Wloch, 2016).

i) JO +JLO =2.J0 (3.3.26)

wsl
i) 3J0,+JLO, =2"" (1+2i+4,+8k) (3.3.27)
Ispat:
i) JO, +JLO, =(J, +j, ) +i( Sy + ) ¥ J (S F diia )+ (S s + i)
olmak tizere (3.3.9)’dan,
JO, +JLO, =(2J,,,)+i(2J,,)+j(2J,.5)+k(2J,.,)

=2J0,.,
ifadesi elde edilir.
i) 3J0, +JLO, =(3J,+ j, ) +i (3T, + )+ F (3]0 4 J )+ K (3T, 5+ Jiis)
denklemi i¢in (3.3.8)’den,
3JQ, +JLQ, =2"" +2" 242" j 42"k

=2""(1+2i+4,/+8k)

sonucuna ulasilir.

Tanim 3.3.4:

Jo, JO, . JLO.  JLO,
JQ(n)z[JQQ” JQQJ JLQ(n)z(JLQQ JLQQJ (3.3.28)

seklinde tanimli matrislere sirasiyla Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas Kuaterniyon

matrisleri denir (Liana ve Wloch, 2016).
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Teorem 3.3.4: n>1 iken Jacobsthal Kuaterniyon matrisleri i¢in asagidaki 6zdeslik
dogrudur (Liana ve Wloch, 2016).
Jo, J Jo, Jo,\[1 17"
(0. s (o0 a1 -
JO. JO, JO, JO, J)|2 0

Ispat: n=1 icin,

JO IO (Jo, Jo\[1 1T
Jo, Jo, ) \Jo, Jo )2 0

olur. n degiskeni i¢in dogru kabul ederek n+1 degiskeni igin;

JO,.. JO,\ (Jo Jo N1 1T
JO,,, JO,.) \Jo, Jo )2 0

oldugunu gosterelim.

Jo, JO,\[1 1T (Jo Jo\[1 1771 1
Jo, Jo )2 o] \Jo, Jo |2 o] [2 0
(Jo, Jo. 1 1
\Jo,., Jo, )2 0
_(JO,+2J0,, JO,
0, +2J0, JO,,

_ JQn+l JQn

- JQn+2 JQVH—I

olup tiimevarimla 6zelligin saglandig1 goriiliir.

Teorem 3.3.5: (Cassini Ozdesligi) n>1 iken Jakobshtal ve Jakobshtal-Lucas

kuaterniyonlari i¢in Cassini 6zdesligi;

i) JO,*—JO,,.JO,  =(7-3i+3j+9%).(-2)

n-1

=(/0” -J0,.70,).(-2)"" (3.3.30)
i) JLO —JLO, JLQ, = 9.(7 -3i+3j+ 9k) .(—2)"_1 (3.3.31)
seklinde tanimlanir (Liana ve Wloch, 2016).
Ispat:
) JO, =J,+iJ, +j),,+k, >
SO n=J s i a ¥ s+,
JO,  =J,  +iJ, +jJ,  +kJ

n+2 olmak iizere;
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"]Qn2 _JQnH'JQn—l ="]r? _an+1 _an+2 _Jj+3 —J i
+J J+J J  +J J

n+2%n n+3* n+l n+4* n+2
+ i(Jn+1Jn - Jn+2Jn—1 - Jn+3']n+2 + Jn+4"]n+1 )
+ j(an+2Jn - Jlirl + Jr?+2 _Jn+3 n-1_ Jn+4']n )
+ k (3Jn"]n+3 - 2Jn+1Jn+2 - Jn+4"]n—1 )

(3.3.12) binet formiiliinii kullanarak;

1

JO?-J0,,,.JO,  =(7-3i+3+9k).(-2)"

oldugu elde edilir. Ayrica,

JO? =JQ, IOy = (Jy+idy + jJ, + k) —(J, +idy+ j, + kI ) (T +id, + jJ, + k)
=(1+z‘+3j+5k)2 —(1+3i+5/+11k) (i + j+3k)
=(7-3i+3j+9%)

oldugundan,

JO, =J0,.,J0, , = (1O} - 10,70, ).(-2)"

oldugu elde edilir.

1

11) JLQn :jn+ljn+l+jjn+2+kjn+3’
JLQrHl = jn+1 + ijn+2 + jjn+3 + kjn+4
JLQn—l = jn—l + ijn + jjn+l + kjn+2 Olmak ﬁzere;
JLO," =JLQ, 1 JLO, = Jy = Jia = Jivr = Jues ~ Juiu
+ jn+2jn + jn+3jn+1 + jn+4jn+2
+ i(jn+1jn - jn+2jn*1 - jn+3jn+2 + jn+4jn+1 )
47 (2adu = Jra® Joa = Jnsdus = i)
+ k(3jnjn+3 - 2jn+ljn+2 - jn+4jn—1 )
(3.3.13) binet formiiliinii kullanarak;
2 . . n—1
JLQ} —JLQ, , JLO, | =9.(7-3i+3/+9%k).(-2)
elde edilir.
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