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1. GIRIS

Reel sayilar, bir boyutlu olan hiper-kompleks sayilardir ve adi toplam ve ¢arpim altinda
cisim Ozelliklerini saglarlar. Kompleks sayilar ise 2 boyutlu olan hiper-kompleks
sayilardir. Kompleks sayilarda cisim ozelliklerini saglarlar. Kuaterniyonlar hem reel
sayilar hem de kompleks sayilar1 kapsayan ayn reel ve kompleks sayilar gibi bir say1
sistemidir. Kuaterniyonlarin, reel, kompleks, dual, split kuaterniyonlar olmak iizere

farkli tanimlamalar1 mevcuttur.

Kuaterniyonlar, uzaysal donmelerde ve fiziksel biiyiikliikklerin karakterlerinin
belirlenmesinde O6nemli rol oynamaktadir. Kuaterniyonlara gurup teorisinde ve
elemanter pargaciklarin siniflandirilmasinda sikga rastlanilmaktadir. Kuaterniyonlarin

grup teori uygulamalari, kontrol sistemleri ve robotik uygulamalar1 da mevcuttur.

Oktonyon cebri, 8-boyutludur ve degisme ve birlesme 6zelliklerine sahip degildir. Bu
cebir, 1843 te J. T. Graves tarafindan kesfedilmistir. Oktonyonlar 1845 te Cayley

tarafindan tekrar bulunmustur.

Gilinlimiizde oktonyonlarin, reel, kompleks, dual, split kuaterniyonlar olmak tizere farkli

tanimlamalar1 mevcuttur.

Cayley, Hamilton’un birimlerinin bir genellestirilmesi olan 8 birimin ¢arpim

bagintilarn1  saglayacak sekilde € =€, =..=€’=-1, e =¢ =1 ee,=€g =¢

Ve ee; =€ =€ (i,j,k=12,..,7) gosterir. Split oktonyonlar kiimesi ise
oktonyonlara benzer olarak degisme ve birlesme Ozelliklerinin her ikisine de sahip
olmadigint  ancak split oktonyonlarin  béleninin  sifir  olabilecegini  ve
e=1e=ie=]¢e=k e=/(¢e=[",e="(e =LKk, 86, =66 =6 Ve
ee; =—€;e =6 (i, j,k=1,2,...,7) Ozelliklerine sahip imajiner birimlerin oldugu

goriiliir.

Kuantum mekanigi, Kuantum Hall Olayi, Dalga denklemi formulasyonu, Sicim ve M-

Teorileri gibi uygulamali bilimlerde oktonyonlar ¢ok sik kullanilmaktadir.

Reel say1r dizileri ile kuaterniyonlar ve oktonyonlarin etkilesimi ile tanimlanan

kuaterniyon ve oktonyon sayilari ile ilgili bilimsel ¢alismalar olduk¢a fazladir.

1



Horadam (1961), Fibonacci kuaterniyonlarini tanimladi ve bu kuaterniyonlarin bazi

ozelliklerini elde etti.
Iyer (1969), Fibonacci sayilar1 ve Fibonacci kuaterniyonlari i¢in 6zdeslikler verdi.

Halici (2012), Fibonacci kuaterniyonlarinin bazi cebirsel oOzelliklerini arastirdi.
Fibonacci kuaterniyonlari i¢in iireteg fonksiyonlar1 ve Binet formiillerini verdi. Ayrica

Fibonacci kuaterniyonlari i¢in bazi toplam formiilleri tiretti.

Kecilioglu ve Akkus (2015) Fibonacci oktonyonlari iizerine ¢alisti. Bu oktonyonlar i¢in
iirete¢ fonksiyonlar1 ve Binet formiillerini sundu. Ayrica Fibonacci oktonyonlari

tizerine baz1 6zdeslik ve 6zellikleri verdi.

Bu tez ¢alismasinda ise; ikinci boliimde, klasik ve split kuaterniyonlar ve oktonyonlar
hakkinda tezin konusu ile ilgili olan temel tanimlar, kavramlar ve teoremler
sunulmaktadir. Ugiincii béliimde, (p,q)-Fibonacci kuaterniyonlar: ve oktonyonlar ile
ilgili olan temel tanimlar ve teoremlerden sonra split (p,q)-Fibonacci kuaterniyonlari ve
oktonyonlar1 tanimlanmakta ve g¢alisilmaktadir. Bu kuaterniyonlarin ve oktonyonlarin

bazi cebirsel ozellikleri aragtirilmaktadir.



2. KUATERNIYONLAR VE OKTONYONLAR

Bu boliimde, klasik ve split kuaterniyonlar1 ve oktonyonlar {izerine temel tanim ve

Ozelliklerin yer aldig1 tezde gerekli olan literatiir bilgisi sunulmaktadir.

2. 1. Klasik Kuaterniyonlar ve Split Kuaterniyonlari

Bu boliimde; klasik ve split kuaterniyonlarin tanimlari, {eo =1, 61,82,63} birim

elemanlar1 tizerinde kurulan carpim tablolari, bu tipteki kuaterniyonlar igin iki
kuaterniyonun toplami ve c¢arpimi, bir skaler ile bir kuaterniyonun carpimi, bir

kuaterniyonun eslenigi, tersi, normu gibi bazi temel cebirsel 6zellikler verilmektedir.

Asagida, Hamilton (1843) tarafindan kesfedilen ve giinimiizde klasik reel

kuaterniyonlar olarak bilinen kuaterniyonlarin tanimi verilmektedir.

2.1.1. Tamm: {eo =le, 62,83} elemanlar1 arasindaki ¢arpma islemi,

[T e & &
1]

1 el e2 e3
elle -1 e -6
e,lle -6 -1 ¢
& [ & e, —¢ -1

Tablo 1.1

bi¢cimindeki c¢arpim tablosu (Erdogdu, 2015) ile tanimlanmak iizere klasik reel

kuaterniyonlar kiimesi,
H={0 =08 + 018 + 0,8, + G 5 Up, 0,0 G <R, € =1, ¢ =e =e =1
seklinde tanimlanir (Hamilton, 1843).

Glniimiizde baz (birim) elemanlar1 arasindaki cebirsel islemlerin tanimlanma
bicimlerine gore farkli isimlerle bilinen kuaterniyonlar mevcuttur. Asagida, elemanlar
arasindaki toplama islemi klasik kuaterniyonlardaki gibi olan fakat baz (birim)
elemanlar1  arasindaki ¢arpma islemleri farkli olan split kuaterniyonlar

tanimlanmaktadir.



2.1.2. Tamm: {eo =le, ez,eg} elemanlar1 arasindaki ¢arpma islemi,

D|l e, e &

111 e € &

elle -1 e -6

elle, -6 1 -¢

el e € 1
Tablo 1.2

bi¢gimindeki c¢arpim tablosu (Erdogdu, 2015) ile tanimlanmak iizere split reel

kuaterniyonlar kiimesi,
H= {q = o€ +0h€ + 08, 0385 5 U100, G € R, elz =-1, eg 2822 :E‘; :1}
seklinde tanimlanir (Cockle, 1849).

P =P+ P&+ P.E,+ PL, Ve 0=0,8, +0,6 +0,8 +0.e, herhangi iki kuaterniyon
olsun. Bu taktirde, bu iki kuaterniyon arasindaki islemler klasik kuaterniyon ve split

kuaterniyon olma durumlarina gore asagidaki gibi tanimlanirlar.
qeH veya qeH igin g nun skaler kismu,

S¢=0p
ve vektorel kismi,

Vy = 08 + 0,8, + 038

seklinde tanimlanir (Nurkan ve Giiven, 2015; Akyigit ve ark, 2013). p,qe H veya

p,qeH igin p+qtoplam,

p+q=(Sp+Sq)+(Vp +Vq)
=(po+qo)e0+(p1+q1)e1+(p2+q2)e2+(p3+q3)e3

ile tanimlanir (Nurkan ve Giiven, 2015; Akyigit ve ark, 2013).

Klasik kuaterniyonlar cebiri (H+) ile split kuaterniyonlar cebiri (ﬁ+) carpma “.”



isleminin tanimina gore farkli cebirler oldugu goriilmektedir.
p,qeHigin pg ¢arpimi,

Pqg = (poqo — PGP0, — paqs)eo +( Poth + Py + P05 — psqz)el
+(Po0, + P,y + P3G, — Py0;)€, + (Peds + Psdy + Py0, — P, )E;

seklinde tanimlanir (Nurkan ve Giiven, 2015) ve p,qeH icin pq carpimi,

pq = (poqo — PG, + P4, + psqs)eo +(poq1 + P4, — P0; + psqz)el
+(Podz + P20y — PiGs + P0y)€; + (Pods + Paly — P20, + P10, )8,

seklinde tanimlanir (Akyigit ve ark, 2013). qeH veya qeH kuaterniyonlar: ve AR

sayis1 i¢cin Aq ¢arpimi,

A0 =094 =(Aq, )&, + (A0, )e +(1a,)e, +(4a;)e,
ile ve q kuaterniyonunun @ eslenigi,

0 = 0,8 — €, — 0,8, — 036,

seklinde tanimlanir (Nurkan ve Giiven, 2015; Akyigit ve ark, 2013). g€ H i¢in ||q||

normu,

ol = yaa| = ylag + + & + ]

seklinde (Nurkan ve Giiven, 2015) ve qeH igin ||q|| normu,

ol = laa = floz + o —aZ — ]

seklinde tanimlanir (Akyigit ve ark, 2013). qeH veya qeH kuaterniyonlart ve

|af| = Oigin g~* tersi,

L_ 0
2
ol

q

seklinde tanimlanir (Nurkan ve Giiven, 2015; Akyigit ve ark, 2013).
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2. 2. Klasik Oktonyonlar ve Split Oktonyonlari

Bu boliimde; klasik ve split oktonyonlarin tanimlari, {eo =le,.., 87} birim elemanlari

tizerinde kurulan ¢arpim tablolar1, bu tipteki oktonyonlar i¢in iki oktonyonun toplami ve
carpimi, bir skaler ile bir oktonyonun ¢arpimi, bir oktonyonun eslenigi, tersi, normu gibi

bazi temel cebirsel 6zellikler verilmektedir.

Asagida, Graves (1843) tarafindan verilen klasik reel oktonyonlar kiimesinin tanimi

sunulmaktadir.

2.2.1. Tamm: {eo =le,.., 67} elemanlar1 arasindaki carpma islemi,

][ 1 & e e e & & &
1|[1 ¢ e e e e e e
Eiclyr—1 4% ¢ JY ¢ d5F ¢
CGillls? ol S c JWNs -c
¥ e, dBF -c ] olEEe CHELC,
e, | S € AEF —C B i €, ¢
e || & e, & € -¢ -1 -e &g
& || € e, e & —-e ¢ -1 -¢
&||e & & € —€& —€ g -1
Tablo 1.3

bigimindeki ¢arpim tablosu (Kegilioglu ve Akkus, 2015) ile tanimlanmak tizere klasik

reel oktonyonlar kiimesi,

7
Oz{azz:ases =8, + AL + AL, +..+ AL, ; 8y,a,...,a ER}

s=0
bi¢iminde tanimlanir (Conway ve Smith, 2005).

Giliniimiizde baz (birim) elemanlar1 arasindaki cebirsel islemlerin tanimlanma
bicimlerine gore farkli isimlerle bilinen oktonyonlar mevcuttur. Asagida, elemanlar
arasindaki toplama islemi klasik kuaterniyonlardaki gibi olan fakat baz (birim)
elemanlar1 arasindaki ¢arpma islemleri farkli olan Cayley (1845) tarafindan verilen split

oktonyonlar kiimesinin tanimi sunulmaktadir.



2.2.2. Tamm: {eo =le,.., 67} elemanlar1 arasindaki ¢carpma islemi,

HIER e, © e e
1|1 ¢ e e, © e e
elleg -1 e -e -€& e -6 &
elle -6 -1 -6 € € —&
el e - -1 -e -e € ¢
elle & & 1 e e &g
el e —-e -—& -6 1 e -e
|| € e, - & —-¢€ - 1 ¢
e||& & & €& —& e - 1
Tablo 1.4

bi¢cimindeki ¢arpim tablosu (Akkus ve Kecilioglu, 2015) ile tanimlanmak tizere split

reel oktonyonlar kiimesi

= 7
Oz{a:ZaseS =a,6,+a6 +a,e, +...+a.6, ; a,,a,,...,a, eR}
s=0

bi¢iminde tanimlanir (Jafar1, 2015) .

7 7
a=ZaSeS ve b=stes herhangi iki oktonyon olsun. Bu taktirde, bu iki oktonyon
s=0 s=0

arasindaki islemler klasik oktonyon ve split oktonyon olma durumlarina gore asagidaki

gibi tanimlanirlar.

acO veya acO igin a’nin skaler kismi,

seklinde tanimlanir (Kegilioglu ve Akkus, 2015).

toplamu,

a,beO veya a,beO i¢in a+b



a+b=(S,+S,)+(V,

a

+V,)

a

ile tanimlanir (Kegilioglu ve Akkus, 2015).

Buradan klasik oktonyonlar cebiri (O,+,-) ile split oktonyonlar cebirinin ((),+,~),

(134

carpma “.” igsleminin tanimina gore farkli cebirler oldugu goriilmektedir.

a,b € O i¢in ab ¢arpimi Tablo 1.3 kullanilarak,

ab = ( Pyl — Pyh — P, — Pss = Pads = Psls — Pells — P07 )&
+(Polh + P + Polls = Pl + Pals = Pola + P s — Pslly )&
+(Polz + Po0 + Psth = Pulls + Puls — Pells + PsCly — P10 ) €,
+(Pols + Pallo + Pul; = oG + Paly = Pl + Pells — PsCls ) s
+(Polls + Pally + Pslh = PyCs + Pe — Polls + P;05 = Ps0ly )€,
+(Pols + PsCly + Pyl = Pl + Pss — Pells + P70, = P07 )€
+(Pols + Pslly + PGy = P70 + Polly = Py, + Pslis — Pals )&
+(Poty + Py + Pols — Psllp + Pylls — Pz + Polh — Pulls )€

seklinde elde edilir ve benzer olarak a,b e O icin ab carpimi da Tablo 1.4 kullanilarak,

ab = ( Py, — Pi0 = P,G, = Palls + Palls + Palls + Polls + P10 )€
+(Polh + Pullo + Po0s — PoC, + Pals = PsCls + Pelly = P10 )&,
+(Pollz + PoUo + Path = Py + Pylls — Pells + P;0s — Pl )€,
+(Pols + Pally + Py, — Pl + Pally — P10, + Pslls — Pl )€
+(Polls + Palo + PiCls = PsCh + Polls — Pellz + PsQly = P10 )€,
+(Pols + Psllo + Pslls — Pels + Pyl — Pylls + P78, — P07 )€
+(Polls + Pello + Pylly — P7lh + Puly = Polls + Psls — Palls ) &
+(Polhy + Py8o + Plls = Psllz + Pals — Pas + Pslly — PiCls )&

seklinde elde edilir. a€ O veya a e O oktonyonlar1 ve K eR sayisi icin ka garpimi,

,
ka =ka, + > ka.e,

s=1

ve a oktonyonunun a eslenigi,



seklinde tanimlanir (Kegilioglu ve Akkus, 2015). a € Oigin ||a|| normu,

7
Jall = ylaa] =, las + >_aZ
pr

seklinde ve a €O i¢in ||a|| normu,

el = yfleal J

a + 23: a’ - 27: a
s=1 s=4

seklinde tanimlanir (Kecilioglu ve Akkus, 2015). acO veya ac O oktonyonlari igin

|a]| # 0 olmak iizere a™ tersi,

1 a

a
|l

seklinde tanimlanir (Akkus ve Kecilioglu, 2015).



3. FIBONACCI KUATERNiYONLARI VE OKTONYONLARI

Bu béliimde, klasik Fibonacci, k-Fibonacci ve (p,q)-Fibonacci say1 dizilerinin tanimlari
ve bu say1 dizileri ile olusturulan klasik Fibonacci, k-Fibonacci ve (p,q)-Fibonacci
kuaterniyonlarinin ve oktonyonlarmin tanimlar1 verilmektedir. Split (p,q)-Fibonacci
kuaterniyonlar1 ve oktonyonlar1 tanimlanmakta ve bu kuaterniyonlar ve oktonyonlar

lizerine baz1 6zdeslikler elde edilmektedir.

3. 1. ( p, q) -Fibonacci Say1 Dizisi ve Ozelikleri

Bu boliimde, {Fp,q,n} . ile gosterilen (p,q)-Fibonacci say1 dizisi, q=1 ve p=keR"

ne

alinmasiyla elde edilen {Fk’n

}n . k-Fibonacci say1 dizisi ve benzer olarak k -Fibonacci
say1 dizisinde k =1 almmasiyla {F,}  Klasik Fibonacci say1 dizisi {izerine tez i¢in

gerekli olan bazi literatiir bilgileri verilmektedir.

3.1.1.Tanm: p>0, q=0 ve p*+4q>0 olacak sekilde p ve q reel sayilari igin ,

Fp,q,O =0 ! Fp,q,l =1ve I:p,q,n = pF +C|F n>2

p,q,n-1 p,q,n-2 ?

seklindeki yineleme iliskisini saglayan {F,, | , reel say1 dizisine (p.,q)-Fibonacci

PN e

say1 dizisi denir (Lee ve Asci, 2012).

Bazi (p,q)-Fibonacci sayilari asagida verilmektedir.

Foao =0, Foqr=1 Foaz =P Fras= p*+a, Fogs= p°+2pq,

Foqs =P +3p°0+0°, F o =p°+4p°q+3pg’° .

(p, q ) -Fibonacci say1 dizisinin yineleme iligkisi bir fark denklemidir ve bu denklemin

karakteristik denklemi
t* = pt+q

olup, bu denklem

10



L _Prp*+4g p= PP 4

2 2

seklinde iki farkli reel koke sahiptir. F, =0, F ;=1 baslangi¢ kosullari ile bu fark

denkleminin 6zel ¢oziimii,

olarak elde edilir. Bu formiile {vaq’n}n . dizisi i¢in Binet formiilii denir. Ayrica A ve u

kokleri i¢in,

A+u=p, A-u=+p°+4q ve Au=-q
bagntilar1 yazilir (Ipek, 2016).

Asagidaki 6nerme, {prqvn}n . dizisinin terimleri arasindaki bazi bagmtilarin yer aldigi

Ozdeslikleri igermektedir. Bu o6zdesliklerin bazilari, klasik Fibonacci sayilari ig¢in
literatiirde var olan Ozdesliklerin benzerleri olarak 6z calismalarla iiretilmis, bazi

Ozdeslikler ise var olan bilimsel ¢alismalardan direkt olarak alinarak yazilmistir.

3. 1. 1. Onermeler: p,geR" ve n,r,meN olsun. Bu durumda, asagidaki 6zdeslikler

dogrudur.
L qu q,n + szq n+l Fp,q,2n+1 )
2. pZFp’qy2n +2pqF, 420+ qu2n 2=Fo g » N22,

3

3- p p.g,2n +3p qu q,2n-1 +3pq2Fp,q,2n—2 +q3Fp,q,2n—3 = Fp,q,2n+3 ! n 2 2 '

4, Fp’q’n+l pqm+qF o.an pqm L= Fp’q’n+m , m>1, (Patel ve Ray, 2016),

5 FamFoana—FogmaFoqn = (-q)" Fognns M2nN, (Patel ve Ray, 2016),

n-r—?2
6. Fp,q,n—er,q,mr pqn :_( q) qu ros nzr )
—1
7. |:p,q,n—le,q,ml pqn __( q)
8. qum p.g.n q F p.q, m—2Fp,q,n—2 = pr,q,m+n—2 , N,Mm 2 2 '

11



9' sz,q,ml _qupz,q,n—l = pr,q,Zn ! n 21 '
10. Byt ¥ AP 1Py gns = Fogzna +(-0)", N21.

3. 1. 2. Tamm: (p,q)-Fibonacci sayr dizisinde q=1ve p=keR"' alinmasiyla

k -Fibonacci say1 dizisi {Fk,n} N

ne

Fo=0, F,=1ve F =kk ,+FK ., , nx2

yineleme bagintisi ile tanimlanir (Falcon ve Plaza, 2009).

Baz1 k — Fibonacci sayilart asagida verilmektedir.

I:k,O =0 y Fk,l =1 , Fk,2 =k , Fk,3 = k2 +1 , Fk,4 — k3 +2k ' Fk,5 — k4 +3k2 41
{Fk’n }neN dizisinin yineleme iliskisinden

2 =kz+1

karakteristik denklemi yazilir ve bu denklemin kokleri

a:k+\/k2+4 k—vk>+4

e

seklinde bulunur. {F,,} _dizisinin genel terimi

bigiminde ifade edilir. Bu formiile {F,} - dizisi i¢in Binet formiilii denir.  ve
kokleri i¢in de

a+pB=k, a-pf=\k*+4 ve a.pf=-1
bagintilar1 mevcuttur.

Asagidaki 6nerme, {F

k,n}n . dizisinin terimleri arasindaki bazi bagintilarin yer aldig

Ozdeslikleri igermektedir. Bu o6zdesliklerin bazilari, klasik Fibonacci sayilari ig¢in

12



literatiirde var olan oOzdesliklerin benzerleri olarak 6z calismalarla iiretilmis, bazi

Ozdeslikler ise var olan bilimsel ¢alismalardan direkt olarak alinarak yazilmistir.

3. 1. 2. Onermeler : ke R* ve n,r,meN olsun. Bu durumda, asagidaki 6zdeslikler

dogrudur.

1' sz,n + sz I:k,2n+1 ’

N+l =

2' ksz,Zn + 2ka,Zn—l + I:k,2n—2 :F

k,2n+2 1 n22 ’

3' kaFk,Zn +3k2Fk,2n—l +3ka,2n—2 + I:k,2n—3 = I:k,2n+3 , N 2 2 '
4, F

Fen T RoaFna=H m=1, (Falcon ve Plaza, 2009),

k,n+1 k,n+m ?
5. FenFenn = FomaFin =(-1)" Fonn » m=n, (Falcon ve Plaza, 2009),
6. F. Fn:—F=-(-1)""F2, nxr, (Falcon ve Plaza, 2009),

7. FeouFni—F2 =(-1)", n=1, (Falcon ve Plaza, 2009),

8. I:k,ka,n - I:I<,m—2 Fk,n—Z =kR n,mz= 2 ,

k,m+n-2

9. F2.-F’ ., =kF, , nx1,

n+l

10. sz +FenaFna =Fona + (51", n21.

N+l

3. 1. 3. Tammm: k -Fibonacci say1 dizisinde k =1 alinmasiyla Kklasik Fibonacci say1

dizisi {F}

n

F,=0,F=1ve F, =F _+F

= ,, N>2
yineleme bagintisi seklinde tanimlanir (Koshy, 2001).

Bu dizisinin her bir elemanina Fibonacci sayr dizisi denir. Baz1 Fibonacci sayilari

asagida verilmektedir.

F=1F=1F=2F=3 F=5F=8 F, =13 F, =21, F, =34, F, =55.

{F,},, dizisinin yineleme iliskisinin kararkteristik denklemi

n
X2 =x+1

olup, bu denklem
13



L) 3-8

koklerine sahiptir. Bu koklere gore {F,} _ dizisinin genel terimi,

bi¢iminde ifade edilir. Bu formiile {F,} _ dizisi i¢in Binet formiilii denir. y ve y

kokleri arasinda

w+y=1, y—y=+5ve yy=-1
bagintilar1 yazilir ( Kalman ve Mena, 2003 ).

Asagidaki Onermede, {Fn}neN dizisinin genel terimleri arasinda var oldugu iyi bilinen

bazi bagintilar sunulmaktadir.

3.1.3. Onermeler : m,n,r € Z" olsun. Bu durumda, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

1. F*+F, =

n+l

Fa » (Renault, 1996),
2. F2n + 2F2n_1 + an_2:F2n+2 , n > 2 ,
3. k,+3F, ,+3F, ,+F, ;=F,;, n=2,

4. F,F +FF,

n+l n+m '

(Renault, 1996),

5 F,F.,.-F..F, :(—1)n F.., m>n,(Renault, 1996),

m’ n+l m+1 m-n

6. F_F.-F’=—(-1)""F?, nxr, (Renault, 1996),

n—r- n+r

7. F,F.—-F’=(-1)", (Renault, 1996),

n-1" n+l
8. Fm Fn o I:m—2|:n—2 = I:m+n_2 , nm=>2,
9, I:n2+l I:n2 - an ’
10. I:n2+1 + F I:n+1 2n+1 + (_1)n'

14



3. 2. ( P, q) -Fibonacci Kuaterniyonlari

Bu béliimde, klasik ve k-Fibonacci kuaterniyonlarinin bir genellestirilmesi olan ( p, q) -

Fibonacci kuaterniyonlar1 tanimlanmakta ve bu kuaterniyonlar iizerine baz1 6zdeslikler

sunulmaktadir.

3.2.1. Tamm: Nn>0 olmak iizere,
H p,q,n = I:p q,n p,q,n+lel + I:p,q,n+2e2 +Fp,q,n+3e3

seklinde tanimli H,  €H kuaterniyon sayilarina (p,q) -Fibonacci kuaterniyonlari

denir (ipek, 2016).
{Hpqu”}n N dizisi lizerine bu tez calismasinda elde edilen bazi bagmntilar asagidaki

Onerme ile sunulmaktadir.

3.2.1.Onerme: n>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

i. H, ., +Hpen=2F

p,a,n ?

i, HognHoan =FogntFoana + Fogniz +Fo

p,q,n q,n p.q,n p.q,n+l p,q,n+3 ?
2 2 2 2
. Hp,q,an, qu no qu n+l qu n+2 qu n+3 +Zanl_'p,q,n '
. 2 i _
iv. Hoo+tH oHogn= 2Fp'q'nH oan -
Ispat:
i. H oan t H p.q.n =W, olsun. Boylece,
Wl = I:p,q,neO + I:p,q,nJrlel + Fp,q,n+zez +F p.g, n+3e + Fp q, n I:p,q,nJrlel - Fp,q,n+262
_Fp,q,n+3e3
=2F, . (8 =1)
sonucuna ulasilir.
iH, Hyon=W,olsun. H  H_ . icin, kuaterniyonlarin ¢arpimi tanimi hatirlanir ve

bazi cebirsel islemler yapilirsa,
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W2 = ( Fp,q ne + Fp q, nabr Fp,q,n+2e2 +Fp,q,n+3e3)( Fp,q,neO - I:p,q,n+1e1 - I:p,q,n-¢—2e2

_Fp,q,n+3e3)
F2  +F L +F2 ,+F’
=( :

p.q.n pqn+1 p.q,n+
-F

+F F

p,g,n+1" p,q,n

F

p.q,n+2"° p,q,n

p,q,n+3

)&y +(=FyqnF

p.g,n" p,q,n+l

F qn+3+F

p.q,n+2"° p,q,

Foanez)@+(—FoanFoqne + F

p.q.n+3 p.q.n" p.q,

p,q,n+2

~F, . aF . +F

p.q.n+3" p,g,n+l
_Fp q.n+l

=F’ +F’

p.g,n p,q,n+1

p,q,n+le,q,n+3)ez +(_F F +F F

p.g,n" p,q,n+3 p,q,n+3" p,q,n
qun+1)

+FZ ., +F? (6 =1)

p,q,n+2 p,q,n+3?

I:p q,n+2 + Fp q,n+2 e3

sonucu elde edilir.

ii. H  H, ., =W, olsun. H . H_ . icin, kuaterniyonlarin ¢arpimi tanimi hatirlanir

ve bazi cebirsel islemler yapilirsa,

W3:(Fp,q ne + Fp q, n+1e1 + Fp q, n+2 2 +Fp,q,n+3e3)(Fp,q,neo + Fp,q,n+lel + Fp,q,n+2e2

+Fp qn+38 )

(szq n szq n+l szq n+2 szq n+3)eo + ( vaq,n Fp,q,nﬂ + Fp,qmle,q,n
+Fp,q,n+2 l:p,q,n+3 - Fp,q,n+3 I:p,q,n+2 )e +(F Fp q,n+2 + Fp,q,n+2 Fp,q,n
+Fp,q,n+3 I:p,q,n+1 - Fp,q,n+1Fp,q,n+3)ez (Fp,q,n F p,q,n+3 + F p,q,n+3 Fp,q,n
+Fp,q,n+1Fp,q,n+2 - Fp,q,n+2 Fp,q,n+1)e3

szq n szq n+l szq n+2 szq n+3 2Fp,q,n (Fp,q,neO + Fp,q,nﬂel

Fp a, n+282 Fp a, n+3€ )

-F? —F?  —F? —-F? +2F, o nH g (e0 :1)

p.q,n p,q,n+1 p.q,n+2 p,q,n+3
elde edilir ki, Gnermenin ispat1 tamamlanir.

IV. ii. ve iii. onermelerin taraf tarafa toplanmasi ile
H2 +H . H =2F H

Pqn p.g.n” "p.g.n p.g.n” "p.q.n

sonucu elde edilir.

3. 2. 2. Tamm: (p,q)-Fibonacci kuaterniyonlarda gq=1 ve p=keR* alinmasiyla

k -Fibonacci kuaterniyonlari,
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€ +Fk n+3

Hk,n = Fk,neo + Fk,n+1el + Fk

,nN+2
seklinde tanimlanir (Ramirez, 2015).

Asagidaki k -Fibonacci kuaterniyonlart i¢in bazi 6zdeslikler verilmektedir.
3.2.2.Onerme: n>0 olmak iizere,

i. H.,+H.,=2F,,

i u 2 2 2 2
1. Hk,nHk'n = I:kn—i_Fk n+1 I:k,n4r2+ kn+3 (k +2)Fk 2n+3 1

2 2 2
- I:k,n+1 - I:k,n+2 F

k,n+3 +2Fk nHk n?
0zdeslikleri dogrudur (Ramirez, 2015).

3. 2. 3. Tammm: k -Fibonacci kuaterniyonlarinda k =1 alinmasiyla klasik Fibonacci

kuaterniyonlari,

H,=Fe +F_6 +F,.e,+F €,

n+2 n+3
seklinde tanimlanir (Halici, 2012).
Asagidaki klasik Fibonacci kuaterniyonlari igin bazi 6zdeslikler verilmektedir.

3.2.3.Onerme: n>0 olmak iizere,

i. H +H, =2F,
. H H _F +Fn2+l+Fn2+2+Fn2+3_3F2n+3’
iii. H?=-F?—-F? —F2,—F2,+2FH_,

iv. H2+H H, =2FH,

6zdeslikleri dogrudur (Halici, 2012).
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3. 3. Split (p,q)-FibonaCCi Kuaterniyonlari

Bu bélimde,  split (p,q) -Fibonacci  kuaterniyonlar:  tanimlanmaktadir. Bu

kuaterniyonlar iizerine bazi cebirsel 6zdeslikler verilmektedir.
3.3. 1. Tamm: n>0 olmak tizere,

Dp,q,n = I:p,q,neO + I:p,q,n+lel + I:p,q,n+262 + Fp,q,n+Se3

seklinde tammli D, e€H kuaterniyon sayilarma split (p,q) -Fibonacci

kuaterniyonlar1 denir .

3. 3. 2. Tamm: Split (p,q) -Fibonacci kuaterniyonlarmda g=1 ve p=keR*

alinmasiyla split k -Fibonacci kuaterniyonlari,

Dk,n = Fk,neO + Fk,n+1el i Fk,n+2e2 +Fk,n+3e3
seklinde tanimlanir (Polatli ve ark., 2016).

{Dk n} dizisi lizerine bu tez ¢alismasinda elde edilen bazi bagintilar asagidaki 6nerme
') neN

ile sunulmaktadir.
3.3.1. Onerme: n>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

i. D,,+D.,=2F

k,n 1

. = 2 2 2 2
1. Dk,n Dk,n - Fk,n + I:k,n+1 - Fk I:k,n+3 )

n+2

2 2 2
ii. Dk'n ——Fk'n — ka

s+ Rz PR 2R Dy s
iv. D/, +D,,D,,=2F,D,, .

Ispat:

i. D, +Din =W, olsun. Boylece,

W4 = Fk,neO + Fk,n+l
= 2Fk,n’ (e0 zl)

€+ Fk,n+262 +Fk,n+3e3 + Fk,neo - Fk,n+lel - Fk €, — Fk,n+393

N+2
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Ozdesligi elde edilir.

ii. D, E_)k’n =W, olsun. Dk]nl:_)k‘n icin split kuaterniyonlarinin ¢arpimi tanimi hatirlanir

ve bazi cebirsel islemler yapilirsa,

W5 = ( I:k,neo + Fk,n+1el + Fk,n+Zez+Fk,n+3e3)( Fk,neO - Fk,n+lel _Fk,n+2e2 - Fk,n+3e3)

F

k,n+3

= ( sz,n + sz,n+l - sz,n+2 - sz,n+3)eo + (_Fk,n I:k,n+1 + Fk,n+le,n + I:k
_Fk,n+3Fk,n+2)el+(_Fk F + Fk,n+2Fk,n -F

Nt k,n+2 k,n+3Fk,n+l + I:k,n+1|:k,n+3)ez

Fk,n+1)e3

N+2

+(_Fk,n I:k,n+3 + I:k,n+3Fk,n - I:k,n+1Fk,n+2 +F

k,n+2
2 2 2 2
= I:k,n + I:k,n+1 - Fk,n+2 - I:k,n+3’ (eo :1)

sonucuna ulagilir.

ii. D, ,D,, =W; olsun. Bazi cebirsel islemlerle,

WG = ( I:k,neo + I:k,n+1e1 i I:k,n+2e2-l-|:k,n+3e3)(Fk,neo + I:k,n+1e1 +Fk,n+2e2 + Fk,n+3€3)
2 2
= ( Fk,n -F I:k,n ™ I:k,n+2 Fk,n+3

2
k,n+1 +HR
n+3 I:k,n+1 ) e2

k,n+3)eo + ( I:k,n I:k,n+1 +HF

2
+ F k,n+1

k,n+2
Fk,n - Fk,n+1Fk,n+3 + Fk,
"'( Fk,n Fk,n+3 + Fk,n+3 Fk,n - Fk,n+2 Fk,n+1 + Fk,n+1Fk,n+2 )es

= _sz,n - sz,n+l + Fk2,n+2 + sz,n+3 + 2Fk,n (Fk,neo + Fk,n+1e1 +F

= _sz,n - sz,n+l + Fk2,n+2 + sz, + 2Fk,n Dk,n’ (eo :1)

n+2

+Fk,n+3Fk,n+2)el +(Fk,an,n+2 + I:k,

€+ Fk,n+3e3)

n+2

n+3
sonucu elde edilir.

Iv. ii. ve iii. 6nermelerin taraf tarafa toplanmasiyla,
) _
Dk,n + Dk,nDk,n = 2Fk,n Dk,n
0zdesligine ulasilir.

3. 3. 3. Tammm: Split k -Fibonacci kuaterniyonlarinda k =1 alinmasiyla split Fibonacci

kuaterniyonlari

D,=Fe,+F

n+1

e +F

n+2

e,+F

n+3

€

seklinde tanimlanir (Akyigit ve ark., 2013).
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Asagidaki split Fibonacci kuaterniyonlari i¢in bazi 6zdeslikler verilmistir.
3.3.2. Onerme: n>0 olmak iizere,

i. D,D,=F2+F2—F?,—F2,

n+l n+2

i. D,+D,,,=D

n+2 !
I“ Dn Dm + Dn+1Dm+1 = 5Fn+m+l + 2Dn+—m+l !
iv. DneO - Dn+lel - Dn+2e2 - Dn+3e3 = _5Fn+3 )

0zdeslikler dogrudur (Akyigit ve ark., 2013).

{Dplq’”}n u dizisi lizerine bu tez ¢alismasinda elde edilen bazi1 bagintilar asagidaki

Onermeler ve teoremler ile sunulmaktadir.

Gosterim kolaylig1 agisindan Fp'q’n = f_ gosterimi kullanilacaktir.

3. 3. 3. Onerme: N>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

i. DygntDygn=2f,,
N _f£2 2 2 2
1 Dp,q,n Dp,q,n - fn + fn+1 - fn+2 - fn+3 )
2 2 2 2
iii. DygnDpgn="T —foatfitfa+2fD, ..,

. 2
iv. DjontDpanDoan=2FDpqn -

. Dygnt ljpyq'n =W, olsun. Split kuaterniyonlarinin toplami tanimu ile

W7 = ( fneo + fn+lel + fn+2e2 + fn+3e3) +(fne0 - fn+1e1 - fn+2e2 - fn+3e3 )
=2f., (e, =1)
0zdesligi elde edilir.

ii. Dp,q,n[_)p,q,n =W, olsun. Split kuaterniyonlarinin ¢arpimi hatirlanarak bazi cebirsel

islemlerle,
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W, =(f.e+f, .
(£ = f -
+(—f f ., +f ., f +f
- fn+1 fn+2)e3

n+2 'n n+l
2 2 2 2
= fn + fn+1 - fn+2 - fn+3' (eO :1)

el + f ez + fn+3e3) (fneo - fn+1e1 - fn+zez - fn+3e3 )

Jey + (=1, f

n n+l
f

n+2

+faft 1:n+2 fn+3 - fn+3 fn+2)e1

n+l 'n
f+f f

n+3 'n n+2 "n+l

fn+3 fnJrl)eZ + (_ fn 1:n+3 +f

n+3

sonucuna ulagilir.

iii. D, D, . =W, olsun. Split kuaterniyonlar arasindaki cebirsel islemlerle,

W9 :( fn2 - fn2+1 + fn2+2 + fn2+3)e0 + ( fn fn+l + fn+1 fn - fn+2 fn+3 + fn+3 fn+2)e1
+ ( fn fn+2 + fn+2 fn - fn+1 fn+3 + fn+3 1:n+l)e2 + ( fn fn+3 + fn+3 fn - fn+2 fn+1
+ fn+1 1:n+2)e3
= fn2 - fn2+1 + fn2+2 + fn2+3 + 2 fn ( 1:n+1e1 + fn+2e2 + fn+3e3)
=" fn2 b fnil + fn2+2 + fn2+3 +2 fn ( fn + fn-¢—1e1 - fn+2e2 + fn+3e3)
=- fn2 i fn2+1 + 1:n2-¢-2 + fn2+3 +2 anp,q,n’ (eo = 1)
0zdesligi elde edilir.

iv. ii. ve iii. onermelerin taraf tarafa toplanmasiyla,

2
Dy ont DPoanlroan =2f.Dpgn

p.g.n P,
0zdesligine ulasilir.

3. 3. 4. Onerme: N>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

I Dp,q,2n+1eO - Dp,q,2n+zel - Dp,q,2n+3ez - Dp,q,2n+4e3 = qu,q,n Dp,q,n +Dp,q,n+1Dp,q,n+1’

ii. _Dp,q,2n+1e0 + Dp,q,2n+2e1 + Dp,q,2n+3e2 + Dp,q,2n+4e3 = _qu,q,n Dp,q,n - Dp,q,n+le,q,n+l’

1. Dp,q,2n+le0 + Dp,q,2n+zel + Dp,q,2n+3e2 + Dp,q,2n+4e3 = _qu,q,nDp,q,n - Dp,q,n+le,q,n+l
+2D, o041 -

Ispat:

I Dpyqyzme0 — Dpyqyzme1 — Dpquzme2 — Dp’q’ZMe3 =W,, olsun. Kuaterniyonlarin ¢arpimi

hatirlanir ve 3. 1. 1 Onermesinin 1. 6zdesligi ile
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Wi :( f2n+1e + f2n+ze1 + f2n+3ez + f2n+4es)eo _( f2n+2eo + f2n+3e + f2n+4e
+ f2n+5 )el_( f2n+3eo + f2n+4el + f2n+5ez + f2n+eea)ez_( f2n+4e + f2n+5
+ f2n+eez + f2n+7e3)es
= f2n+1 + f2n+2e1 + f2n+3e2 + f2n+4ea_ f2n+2el + f2n+3 + f2n+4e3 - f2n+sez
- f2n+sez - f2n+4e3 - f2n+5 - f2n+6e1 - f2n+4ea + f2n+sez + f2n+6e1 - f2n+7
= Foniat fonia = fonis = fonis

= qf ’ + fn2+1 + qfn2+1 + fn2+2 qfn+2 n+3 qfn+3 n+4

2 2 2 2 2 2 2
= q(f + fn+1 - fn+2 n+3) + fn-*—l + fn+2 fn-¢—3 fn+4
= qu,q,n Dp,q,n +Dp,q,n+1Dp,q,n+1 1 (eO :1)
sonucu elde edilir.
. =D, 5018 + Dy 228 + Dy gonis®s + Dy gania€ =W, olsun. i. Snermenin ispatina

benzer olarak kuaterniyonlarm garpimu, 3. 1. 1 Onermesinin 1. 6zdesligi ve baz1 cebirsel

islemlerle,

Wll = _( f2n+1eo + f2n+2el + f2n+3e2 + f2n+4es)e0+( f2n+zeo + f2n+391 + f2n+4e2
+ f2n+5 )el+( f2n+3eO + f2n+4el + f2n+5e2 + f2n+6e3)e2+( f2n+4e + f2n+5

+ f2n+6e2 + f2n+7e3)(:"3

== f2n+l - f2n+zel - f2n+3€2 - f2n+4e +f2n+2 f2n+3 - f2n+4es + f2n+sez
+ f2n+3€2 + f2n+4e3 + f2n+5 + f2n+6e +f2n+4 f2n+562 - f2n+Gel + f2n+7
- f2n+l - f2n+3 + f2n+5 + f2n+7

:_qu_fnzﬂ qfn+l n+2+qfn2+2+fn2+3+qfn2+3+fn2+4
=q(-f?-f2 +f2 +f2)—f2 —f2 +f2 +f°

n+l n+2 n+3 n+l n+2 n+3 n+4

- _qu,q,nDp,q,n =Dy gni1Dpanis (eo :1)
sonucuna ulasilir.
N D, 0nia€ + Dy gonio® + Dpgonia€ + Dy g onia€s =W, olsun. i. Onermenin ispatina

benzer olarak kuaterniyonlarm garpimu, 3. 1. 1 Onermesinin 1. 6zdesligi ve baz1 cebirsel

islemlerle,

W1z :( f2n+1e + f2n+2el + f2n+3e2 + f2n+493)e0+( f2n+2€o + f2n+3e1 + f2n+4e2

+ f2n+5 )el+( f2n+3e0 + f2n+4e1 + f2n+5e2 + f2n+6e3)e2 +( f2n+4e0 + f2n+5el

+ f2n+6e2 + f2n+7e3)e3
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= f2n+1 + f2n+2e1 + f2n+3ez + f2n+4es +f2n+2e1 o f2n+3 B f2n+4es + f2n+5ez

+ f2n+3ez + f2n+4e3 + f2n+5 + f2n+6e1 +f2n+4es o f2n+5ez o f2n+Gel + f2n+7
== f2n+l - f2n+3 + f2n+5 + f2n+7 + 2( f2n+1eo + f2n+2el + f2n+362 + f2n+4e3)
= _qfn2 - fn2+l - qfn2+1 - fn2+2 + qfniz + fn2+3 n2+3 + fn2+4 + 2Dp,q,2n+l
=q(- fn2 - fn2+1 + fn2+2 + fn2+3) - fn2+1 - fn2+2 + fn2+3 + fn2+4 + 2Dp,q,2n+1

=-qD,,.D,,,-D +2D e, =1)

p.q,n— p,q,n p,q,n+1

+gf

D

p.q,n+l p.g,2n+1? (

Ozdesligi elde edilir.

Asagidaki teoremde {Dp’q’n} . dizisinin genel terimi i¢in Binet formiilii verilmektedir.

ne

3.3.1. Teorem: {&,,€,,6,,&,}  H olsun. Béylece,
A =1e,+ e + A%, + A%, ve =1, + ue + e, + 1,

olmak iizere N>0 igin

A" — "
A—p

D =

p.q,n

formiilii dogrudur.

Ispat: D, qn =W, Olsun. D tamimindan ve f, icin Binet formiiliinden,

WlS = fneo + fn+1(':'1 + fn+2ez + fn+ses

n_.n n+l _ n+l n+2 _ n+2 n+3 _ , n+3
_[AZ# €, + AT oHT e+ ALK e,+ ) e,
A—u A—-u A—u A-u

n

p (le, + e + A%, + 1%,) — /;i P (le, + ue, + e, + u’e;)

AA" — "
A—p

formiili elde edilir.
3. 3. 5. Onerme: Asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

i. pr,q’2n +qu’q'2n_l = Dp,q,znﬂ, n>1,
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“ psz,q,Zn + 2 qup,q,Zn—l + qup,q,Zn—Z = Dp,q,2n+2' nz 2 )

I“ p3Dp,q,2n +3p2qu,q,2n—1 +3pq2Dp,q,2n—2 + qup,q,Zn—S = Dp,q,2n+3' n= 2 '

ispat:

i. pD +qgD W,, olsun. Split kuaterniyonlar igin, skaler ile kuaterniyon

p,q,2n p,q.2n-1 =

carpimi, kuaterniyonlarin toplami ve (p,q)-Fibonacci say1 dizisi tanimi hatirlanirsa,

Wy, = p(f,6 + Fon8 + 5.8 + f508) +a(f, .6+ fe + .8+ ) 085)
= (pf2n + qf2n—l)eo + ( pf2n+1 + qf2n)e1 + ( pf2n+2 + qf2n+l)e2 + ( pf2n+3 + qf2n+2)e3
= fona€0 + Tonio€ + F20.38 + F5.46
=D

~“p,g,2n+l

Ozdesligi elde edilir. Ayn1 6zdeslige D icin verilen Binet formiilii kullanilarak,

p.g.n

i}VZn _~2n j:/12n—l _~o2n-l
Wy, = (A+u) 22— |2 i
A—u A—u
p 212n+l_ﬁlu2nl .\ EAZnﬂ_[lﬂZnﬂ Y iﬂznﬂ—ﬁﬂzni
A—u A—u A—u
22/2n+1 _ﬁﬂ2n+l

= Dp,q,2n+1
seklinde ulasilir.
I pZDp'q]2n +2paD, ;204 +q2Dp‘qV2n_2 =W, olsun. Split kuaterniyonlarindaki cebirsel

islemler ve 3. 1. 1. Onermesinin 2. 6zdesligi ile

W, = p°(f,e,+ forsf + F,0 08 + T i€)+2pa(F, 8 + Fo 8+ o i8, + Frr 08))
+q°(f,, 8, + f,, e+ T, e +f, &)
=(p* 5 +2paf, 1+ F5, )€+ (P* Ty + 2000, +0° £ )& +( P 0
+2qfy00 + 0 f )€, + (7 Fr0,5 + 2P0, +0° 0 )6
=16+ Fne+ Fh8 + )l

D

= p.q,2n+2

sonucu elde edilir. Ayni1 6zdeslige D_ = icin verilen Binet formiilii kullanilarak,

p.g.n
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iizn _ﬁ#ZH J j:ZZH—l _ﬁﬂzn—l
W, =(A+ u 2(— —2(A+pu) A

Z/ILZn—Z _ﬁﬂZn—Z
Au)
+( ﬂ)( P j

:Zizn+z—ﬁy2"ﬁz +2£/{/12n+1lu_ﬁlu2n+1iJ+/{izn’uz_ﬁﬂzmz
A—u A—u A—u
_2 iﬂZnJrlﬂ_,[l[uanZ _2 iﬂuznﬂz—ﬁﬂzmrli +i/12nltl2—[l/,lznﬁ.2
A—pu A—pu A—pu
/{/IZFHZ _ﬁﬂ2n+2
= P

= Dp,q,2n+2

seklinde ulasilir.

Boylece split

iii.  p°’D, 50 +3P%AD, 4201 +3PA°D, o +A°Dp g2 =Wig  OlsuN.

kuaterniyonlaridaki cebirsel islemler ve 3. 1. 1. Onermesinin 3. 6zdesligi ile

p,q,2n

Wis = P°(f,080 + Foa€ + Fonin® + Fona8 ) +3P%A( Fo0 i€ + Fr08 + T8,
+F50,085 ) +3P0° (F,580 + Fons€ + F508, + T8 )+ 0% (080 + Fo0®
+ 5,008, + F,08)
=(p*f, +3p%0f,, +3p0% 5, + 0 F, 5 )+ (P Fypy +3p%0F, +3p07 Fy
+0° F, 5 )€ +(P° Fopp #3070, +300° Fp + 0y, )&+ (PP Fg
+3D%0f 5, +3P0° fpy + 0%y, ) s
= 1,36+ Fon8 + T c8 + Ty 665

=D

p,q,2n+3

sonucu elde edilir. Ayni 6zdeslige D, i¢in verilen Binet formiilii kullanilarak,

j:/IZH _[lﬂan ) /r’i/fiZn—l _/}/uZH—l
W, = m;ﬁ(— —3(A+u) Au

—H

iﬂZh—Z _[lﬂZn—Z 3 liZn—?: _[lﬂ2n—3

+3(A+ u)(Au 2( —(Au

(e )2y | F = | (| 2

292043~ 2n 93 7q2n+2  ~ 2n+l 42 2920+, 2~ 2n+2

A2 A +3(}t/1 = > ]+3[M 12— fiu ﬂj
A—u A—u
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A—u A—u A—u
& ilzmlluz _[jluzmllz .3 /TAZnAluz _ﬁﬂznls
A—u A—u
+3 2/2/2nlu3 ﬂﬂ2n+lﬂ12 ~ 1/12”/,13 _ﬁﬂznls
A—u A—u

112n+3 ~  2n+3

Hu
A-u

p,q,2n+3

[/1/1%#3 ,U,Uzms] 3{/{/12%2‘”_'&'“2”/13J_g(/{;tzn'us_'&'UZMZ;LJ

=D

seklinde ulagsilir.

3. 3. 6. Onerme: Asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

: na2( HAA® — Ayl
I. Dp,q,n—le,q,n+1 - Dp,q,n—2 Dp,q,n+2 = (_q) (T , Nz 2|

i o HAA® = A
1. Dp,q,nlep,q,nJrS p q, nl T p( ) (T , N > 1, y

T 2
I Dp,q,m Dp,q,n —-q Dp,q,m—ZDp,q,n—Z = p(_ fn+m—2 - fn+m + fn+m+2 + fn+m+4

+2D nm22,

p,q,n+m—2)’

1 2
Iv. Dp q,n+1 —q Dp q.n-1 — p(_ fn+m - fn+m+2 + fn+m+4 + fn+m+6 + 2Dp,q,n+m)’ n 21’ !

V. qn+1 qD ,q,n 1 p,g.n+l prqn p,q,n+1? nZl,

Vi' D§ q,n+1 qu,q,n—le q,n+1 (j“/ln + ,u,u ) Dp,q,n+1’ nz 1

Ispat:

. D D -D D =W, olsun. Kuaterniyonlarm c¢arpimi, D icin

p.g.n-1""p,q,n+1 p.d,n=2""p,q,n+2 p.q.n

verilen Binet formiili kullanilarak,

W _(j’ln_l_ﬁﬂn_lj[iﬂml_ﬁﬂmj [/blnz ,[l,u j[ﬂﬂmz I[llum-zj
Y A—u A—u A—u A—pu

) (A7) A (Au) 27 pt — @A () 20+ (")
(A=n)
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(2/1”)2 —/iﬁ(ﬂ,u)n A7t —ﬁ/i(/i,u)n WA +([t,u” )2
(A=u)
(3 (-~ o - )
(A=u)
~ (ﬂy)n_z (—Zﬁy?’ (A—p)+ JAAR (4 —y))
. (A=u)

o A= it
() (Mj

A—u
w2 [ AA° = A’
:(_q) 2[# . ,U/JJ
—H

sonuca ulasilir.

- 2 _ . o . .
. D, qn1Dpanis = Dpgnia =Wig  olsun. Kuaterniyonlarin ¢arpimi, D, i¢in verilen

Binet formiilii kullanilarak,

j:ﬂ,n_l _,[l,un_l Zﬂn+3 _ﬁﬂn+3 /;{//Ln-%-l _I[llun+1 2
W18 3 -

A—u A—u A—u
_(/Tirwl)z—/iﬁ(/lﬂ)n /171/,13—/35,(1/1)” ﬂ—113+(ﬁﬂn+l)2
- 2

(4-n)
~ 2~ n+ ~7 N+ ~ N+
(M) A ()" - pA ()" + (™)
(A=n)
o~ n+: 2 P n+: /1
{54
) (A-n)
~ ([ A+ o~ A+
Al
= ()" :
A—u
na AN = Apu?
=—(4 )"
(14 ) 12
_ ( )n—l ﬁ/{ﬂz—/l,u,uz
A-u

sonuca ulagilir.
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.. 2 _ . . .
Hi. Dy nDpgn—9°Dygm2Dpgne =W olsun. Kuaterniyonlarin g¢arpimi, D, i¢in

verilen Binet formiilii ile koklerinin ¢arpimi1 Az = —q oldugu hatirlanirsa,

W _ /:i:/lm _[l/lm /i\/ln _ﬁﬂn _qz /ilmiz _/jﬂm72 /:i/lr‘lfz _ﬁﬂn72
v A—u A—u A—u A—pu
~2 m+n

A2A™ A" 1" — A A" + i u
(A-n)
_(,1/1)2 72 men4 _/{ﬁ;tm_zﬂn_z _ﬁéﬂm_zﬂn_z bR
(A-u)
~ 22 mn _Zﬁﬂm’un _ﬁ/{ﬂmin v g™
) (A-n)’
.\ AP 2 AT 1" + pAum A" — R ™A
(A=n)
3 22 mn-2 92 bR _izﬂmm—zluz ™R
) (A=)
AP (A0 =t ) = (27 - )
4 (A-n)

Zzﬁmm—z _,[lzlumm—z

=(/1+,u) A

(F1-A7+ A"+ A5+ 22) AT = (=L g g+ 20)
A-u
_in+m—2_ln+m +ln+m+2+/1n+m+4+ n+m—2+ n+m n+m+2_ n+m+4
_ p[ % pm" =
A-u

=P

A—u

= p(_ fn+m—2 - fn+m + fn+m+2 + fn+m+4 + 2Dp,q,n+m—2)

1 Zln+m—2 _ﬁlumm—z j

sonucu elde edilir.

iv. iii. onermede M yerine n+1ve n yerine de N+1 konulmasi bu Onermenin

dogrulugunu ispatlar.

v. D? D

I =W,, olsun. Kuaterniyonlarin g¢arpimi, D, i¢in verilen

- qu,q,n—l p.q,n+1

Binet formiilii ile koklerinin ¢arpim1 Az = —q oldugu hatirlanirsa,
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W iﬂml ﬂ n+1 ﬂﬂnﬂ—ﬂﬂml q ﬂﬂn_l -~ ﬂlm—l ﬁlun+1
0 A—pu A—u A—pu A—pu

(/Tﬂnﬂ)z —ﬂjﬁ(lﬂ)nﬂ —ﬁi(ﬂ,ﬂ)nﬂ + (ILAIIIJrHl)Z

(A-n)
~ N2~ N -
(A2") = 2a(au)' 27t = (aaa) g2+ ()
+Au 5
(A=n)
~.n\? P n+1 ﬂ,-i-/,l 7 n+1 /1+,u
(A% A(4-+ )~ A (421 ( : j—ﬂﬂ(@) ( ; j
. (A-u)
_Jﬁuﬂﬁdi+u)
(A=n)
7 2 7 n+ ~7 n+
BN i W A L
ﬂy(/l—,u)z
(ﬂ' )/»Ilml (i/lwl n+1) ,Ll,umll(ﬂjynﬂ -~ n+1)
i,u(ﬂ,—y)
ﬂ/:ﬂn _ﬁﬂn j:ﬂ,m'l _ﬁﬂml
=(A
( W)( A~ j( il j
= PD, ¢ Dpgna
sonuca elde edilir.
Vi. D;’q‘nﬂ+qDp]q]n_leerl:W21 olsun. Kuaterniyonlarin ¢arpimi, D i¢in verilen

Binet formiilii ile koklerinin ¢arpimi Az = —q oldugu hatirlanirsa,

ﬂﬂ,ml n+l l/lml ~ n+l j:ln—l _~on-l iﬂml _~on+l
—H —H A—u A—u

N O e e e

) (A-u)

B A ) 2= ) 2+ )
(A-n)
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_(ﬁﬂ")zﬂ(/t—ﬂ)
(A-n)
(/i/’tm)z u —/i,&(/i,u)n+1 U+ ,&/{(/1;1)”+1 A —(,[t,u"”)z A
- /Lu(/%—,u)
M"“ (A4 = ™)+ A (A4 = ™)
/w (4-n)

zlﬂ,"Jr,uu ( 4 J

= +,U/J Dp g,n+1

sonucu elde edilir.

3.3.7.Onerme: n,r,t >0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

i Dy i = Dyanit faer =—(=0)" Dy frs F2t,

p.q,n+r "n+t p.g,n+t "n+r p,.q,0 r-t?

i, Dy gnir far = Dpgnr froe ==(=0)" Dpgoforr N1,

p.q,n+r "n-r p.q,n—r "n+r

ii. D, .. f—-D . f. =—(-q)'D,,,f

p.g,n+r °n p.q,n "n+r p,g0 'r?

iv. D fo=Dyqn e =—(-0)" D, g0

p,g,n+1 'n p.g,n "n+l

Vo Dy foe =(=0) " Dy s fae = Dygan froe + (=) Dy oo fres N21L,

p.q,n+r "n+t p.q,n—-r "n-t p.g,2n "r+t p,q,0 "r-t?

i 2r
VI Dpyq,n+r fn+r _(—Q) Dp,q,nfr fn—r = Dp,q,2n le,, nz=r,

Vii. Dy fror —(=0) Dygnfy =D f

p.gq,n+r "n+r p.q,n 'n p,q,2n+r r?

VIIL. Dp,q,n+1 fn+l +qu,q'” f” - Dp,q,2n+1'

Ispat:

i. D f . —D f...=W,, olsun. Kuaterniyonlarin ile (p,q)-Fibonacci say1

p,g,n+r N+t p,g,n+t ' n+r

dizilerinin ¢arpimi, D i¢in verilen Binet formiilii kullanilarak,

p.g.n
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ﬂ,ﬂ,mr 5 n+r Znﬁ n+t /1/1n+t - n+t in+r L
W22
A—u A—u A—u A—u

i12n+r+t —i(ﬂ,ﬂ)n ﬂ,r’[jt _ﬁ ﬂ,/,[)n /,lrﬂ,t +,@U2n+r+t

(A-n)
_/'1\/12n+r+t —l( ) lt r_ /lu) +lulu2n+r+t
(2~ ﬂ)z
_ l(ﬂ,ﬂ)n+t(ﬂrt )+,u(l )"“(ﬂrt r—t)
(A=n)
_(ﬂ )n+t (/T—ﬁ)(ﬂr_t Iur—t)

sonuca ulasilir.

ii. D f —-D f.,, =W,, olsun. Kuaterniyonlarm ile (p,q)-Fibonacci say1

p.q,n+r “n-r p.q,n—r "n+r

dizilerinin ¢arpimi, D i¢in verilen Binet formiilii kullanilarak,

p.g.n

W - /»Iimr #ﬂn+r AT _lun—r ~ jjvn—r _[l/un—r A _lun+r
2 A—pu A—u A—pu A—pu

:iﬂ’Zn_Z(;t’u)” ﬂrﬂir—ﬁ(ﬂﬂ)n /«lrﬂzir_i_ﬁﬂzn

(A-u)
AT =2 () A" = () A+
(A= u)
—A(2w)' (AP =)+ () (AP - )
) (A=u)
()" (A=A (AT - )
(A=u)

sonuca ulasilir.
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iii. D f.—D,,,f. =W, olsun. Kuaterniyonlarin ile (p,q)-Fibonacci say1

p.a.n+r 'n~ “p,g,n 'n+r

dizilerinin ¢arpimi, D icin verilen Binet formiilii kullanilarak,

p.g.n

W - iﬂ,n+r—ﬁﬂn+r /an_lun ~ iﬂn_ﬁ,un ﬂ’n+r_lun+r
s A—u A—u A—u A—u
j:ﬂ.zm—r—/i(/lﬂ)n /Ir_[l(//l/,l)n ﬂr+ﬁﬂ2n+r
(A-n)
iﬂzn”—/{(/@u)n ﬂr_[l(/’iﬂ)nir*‘[lﬂzmr
(A-n)
(

—Z()L,u)n (ftr —,ur)+[1 /”L,u)n (/1Ir —,ur)

sonuca ulagilir.

iv. D f.—-D, ,,f

panian = Dpgn fra =W, olsun.  Kuaterniyonlarm ile (p,q)-Fibonacci say1

dizilerinin ¢arpimi, D i¢in verilen Binet formiilii kullanilarak,

p.g.n

= S = A= =
2 A—u A—u A—u A—pu
A=A (Au) A= p(Ap) p gt
) (A=u)
A=A (A)" = (A)" A
(A-u)

A () (A-p)+E(2) (A1)
) (A-u)

~(3a) (A-)(A-1)

(A=u)
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Y

sonuca ulasilir.

v. D f —(—q)r+t D f . =W, olsun. Kuaterniyonlarin ile (p,q)-Fibonacci say1

p,g,n+r "n+t p.q,n—r "n-t

dizilerinin ¢arpimi, D icin verilen Binet formiilii ile koklerinin ¢arpimi Au =—q

p.g.n

oldugu hatirlanirsa,

Z«Z«r”r -~ n+r /1”“ n+ . /I/In r -~ /1” -t n—
W, = ~(-a)™
A—u l—ﬂ ﬂ—y l—u

/{/12n+r+t_i(lﬂ) /1/1 ,u(/l,u) ﬂﬂt+ﬂﬂ2n+r+t

(A=n)
—(Au)" G A 2/1/,1) pAT ™
(ﬂ 1)
e o L 0 L T
l (A-n)
N (Au)" w2 (A-p)
(A=n)

(A ) (2 ) (A=) a2
: (2-n)

~ r+t r+t 1710 ~ 0 r-t r-t
(W () )
=D, 40 froe + (=)™ Dy 0 it

sonucu elde edilir.

vii D f —(—q)zrD f . =W,, olsun. Kuaterniyonlarin ile (p,q)-Fibonacci

p.q,n+r "n+r p.,q,n—r "n-r

sayl dizilerinin ¢arpimi, D, i¢in verilen Binet formili ile koklerinin carpimi

Au =—q oldugu hatirlanirsa,
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iﬂmr oo ner ln+r o n+r ] iﬂn—r _ &Nt ﬂn—r T
W, = _,Uﬂ _ﬂ (<) _,U,U _,U
A—u A—u A—u A—u

jﬁZnJrZr —i(ﬂ,ﬂ)m—r _ﬁ(lﬂ)m—r +[llu2n+2r

(A=)
) E/IZn—Zr_i y) n-r - y) ”*"+ ~ 2n-2r
() (Au) u(2 p)

(A=)
2/12n (/IZr _lu2r)_/:zlu2n (AZr _lu2r)
(A=p)
_ ZEZn _[lluZn AZr _ﬂZr
A—pu A—u

=D f

p,q,2n "2r

sonucu elde edilir.

vii. D f...—(-q) D,,f, =W, olsun. Kuaterniyonlarmn ile (p,g)-Fibonacci sayi

p.q,n+r "n+r p.g,n 'n

dizilerinin carpimi, D icin verilen Binet formiilii ile koklerinin ¢carpimi Au =—q

p.g.n

oldugu hatirlanirsa,

(B e (B
B AP —ﬂ:(/”t,u)n” —ﬁ(ﬂ,,u)n+r +
: (A=)
JAP =2 (Ap)" = i (Au) + ™"
(A=u)
A2 (A" =)= (27 - )
(A-u)

L= b=

A—u A—pu
=D f

p,g,2n+r °'r

~(An)

sonucu elde edilir.
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viii. D f.,+dD, ., f, =W, olsun. Kuaterniyonlar ile (p,q)-Fibonacci say1

p,g,n+l "n+l p,g,n 'n

dizilerinin ¢arpimi, D icin verilen Binet formiilii ile koklerinin ¢arpimi Au =—q

p.g.n

oldugu hatirlanirsa,

/1/1n+1 _ n+1 /1n+l 0+l iﬁvn _~.n in N
R = & = = =)
—H A—u A—u A-u

(A-n)

u AP =2 () - ﬁ(z/w) +
(A=u)

AN (A ) - ™ (A )

(A-u)
= F=)
A—pu A—u
= Dp,q,2n+1

sonucu elde edilir.

3. 3. 2. Teorem (Honsberger Ozdesligi): N>0 ve m>1 olmak iizere, asagidaki

0zdeslik dogrudur.
Dp,q,n+1 p,q,m +qu qn=pam1 — fn+m N fn+m+2 + fn+m+4 + fn+m+6+ 2Dp,q,ner :
Ispat: D, .qn1Ppqm T AP, qnPpgma =Ws olsun. Bdylece split kuaterniyonlarindaki

cebirsel islemler ve 3. 1. 1. Onermesinin 4. 6zdesligi ile

Wao = (fr€+ o+ F08 + ) (g + fae + e+ fae)+a( fle
= fI'lJrl fm - fn+2 fm+l + fn+3 fm+2 + fn+4 fm+3 +( fn+1 fm+1 + fn+2 fm - fn+3 fm+3
S U P L B O L T TP PR iy Ay (P
+f L f -ttt T8 +a [ fof =l ol el
+el(fnfm+ foafo—fofn,+ fn+3fm+1) (f f +f f —f f

n+l "'m-1 n 'm+l n+2 ‘m-1 n+l "m+2
+ fn+3 fm )ez +( fn fm+2 + fn+3 fm—l fn+2 fm + fn+l fm+1) 3:'
( fn+1 fm + qfn fm—l) _( fn+2 fm+1 + qfn+1 fm ) +( fn+3 fm+2 + qfn+2 fm+l) +( fn+4 fm-¢—3
+qfn+3 fm-¢—2 ) + [( fn+l fm+1 + qfn fm ) + ( fn+2 fm + qfn+1 fm—l) _( fn+3 fm+3 + qfn+2 fm+2)
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( n+4 m+2 + qfn+3 m+1 ]e +[ n+l m+2 + qfn fm+1) ( fn+3 fm + qfn+2 fm—l)
( n+2 m+3 + qfn+1 m+2 ) +( fn+4 m+1 + qfn+3 m :Ie +|: n+1 m+3 + qfn fm+2)

( fn+4 fm + qfn+3 fm 1) _( fn+3 fm+1 + qfn+2 fm ) ( fn+2 fm+2 + qfn+l m+1)] e3

=+ fn+m — f + f + (f + fn+m+l - fn+m+5 + fn+m+5)e1

n+m+2 nemed T n+m+6 n+m+l
H(frimez + framez = framee T frimia)@ + (fanis + frinis = frimea + frinia)®s
=+ f - fn+m+2 + fn+m+4 + fn+m+6 -2 fn+me0 +2 fn+meo +2 fn+m+le +2 fn+m+2
+2 fn+m+3

- _fn+m - fn+m+2 + fn+m+4 + fn+m+6 2( fn+me0 + fn+m+le + fn+m+2 2 + fn+m+3€3)

= _fn+m - fn+m+2 + f + f 2Dp,q,n+m’ (eO =1)

n+m+4 n+m+6

sonuca ulagilir. Ayni 6zdeslige D icin verilen Binet formiilii ile koklerinin ¢arpimi

p.g.n

Au =—q oldugu hatirlanirsa,

ﬂ,ﬂnﬂ ~ n+l ﬂlm ~ iﬂn o~ ilm—l _~om-l
W, o A At
A—u A—u A—pu A-r

(Z)Z mml _Zﬁ n+1lum _ﬁiuml/lm +(ﬁ)2 Iun+m+l

(A=)

ﬂmm_l_/mﬂnﬂm_l_ﬁiﬂn/lm_l+(ﬁ)2 P
o
/@ YL ARA™ ™ — AT + +(a )2 s

(ﬁ—ﬂ)

LA™ Z AEAM " ™A +([t)2 AT
T a—
/{ iﬂm—m ZEA™ ™ — GAuam 4 (,&)2 ™

(A=)

'u;tmm _ABA™ ™ — GA™AT +(ﬁ)2 A
o
i AA™T _ AGA™ M — ﬂ/wn+1/1m+(ﬁ)2 ™

(2=u)
+—(i)2 LA™ 4 n+llum+/3ilun+llm_([l)2 Au™m
(A=nu)
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(2) A" =)= (&) 4 =)
(A-u)
(/’7:)2 An+m _(la)z lun+m
(A-u)
(F1-27+ 2"+ 2%+ 22) AT = (1= + 4 g+ 200) T
A—p

2 n+m+4 n+m+6 n+m n+m+2 n+m+4 n+m+6
AT AT 2 +4 + 4"+ p —u —u

A-u
jln+m_ﬁﬂn+m
A—p
=—f —f

n+m n+m+2

+2

+2D

n+m+6 p,q,n+m

+ f + f

n+m+4

sonucu elde edilir.

3.3.8.Onerme: N>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslik dogrudur.

D2

2
it qD = f2n+1 - f2n+3 + f2n+5 + f2n+7 +2D

p.q.n p,g,2n+l *
Ispat: 3. 3. 2. Teoreminde M yerine n+1 yazilirsa énerme ispatlanir.

3. 3. 3. Teorem (d’Ocagne’nin Ozdesligi): m>n+1 olmak iizere, asagidaki 6zdeslik

dogrudur.

ﬂjﬂn—m _iﬂlun—m j
A—p

Dp,q,m Dp,q,n+l - Dp,q,m+1Dp,q,n = _(_q)m [

Ispat: D, q.nPpanis —PpqmiaPpgn =Wa, olsun. Kuaterniyonlarin garpimi, D, i¢in

verilen Binet formiilii kullanilarak,

(/ﬁ:ﬂm _ﬁﬂm](iﬂm—l_ﬁﬂm—l] [iﬂm+l_ﬁ/lm+1}(i//{n _ﬁ#nJ
Wy, = -

A—u A—u A—u A—u
(/{)2 AN JAAM M M A +(ﬁ)2 Pt
) (2=
_(/{)2 AT ZRAM N g _(ﬁ)Z P
’ (2=a)
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_ A" " (A= pg) — " A" (A — )
2
(A-u)
_ /i,[l m/un —ﬁiﬂmin
A-u
_ (A" () " (A" " — a2
A—p

N Az/»{n—m_iA n-m
) (u A J

A-u
sonuca ulasilir.

3. 3. 4. Teorem (Catalan’mn Ozdesligi): N>T >0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslik

dogrudur.

D D - D2 — _(_q)n—r [ﬂﬂ“ﬂ —)L,u,u J fr .

,q,n—r ,q,N+r ,q,N
P.g p.g P.g A—u

Ispat: D, qnrPoanir — D;q’n =W,, olsun. Kuaterniyonlarin ¢arpimi, D, i¢in verilen

Binet formiilii kullanilarak,

a7 ~ n-r 2An+r o~ oon+r Tan o~ n\?
W o A A — ™ ) (A" —
% A—pu A—u A—u

~\2

(£) 2% = 2pa™ ™ — aap™ A" + (1)
(A-u)
—(/{)2 A2 AAA" 1"+ A" A" —([1)2 u"
(A-n)
_[ La(ap) 17 + B () A7
(Au)’

+

}Jﬁ(@)” + i (Ap)"
(A= n)
—(Au)"" (iﬁuzf + AN = A () — A (zy)r)
(2= n)
()" (22T AT - ) = Ay (A - )
) (A-u)
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L ﬁiﬂr_iﬁ r A=y
=t
A—pu A—pu
e [ AL = Ay
(9 [ujf
A—u

sonuca ulasilir.
3. 3. 5. Teorem (Cassini’nin Ozdesligi): N >1 olmak iizere, asagidaki 6zdeslik

dogrudur.

D D

p,g,n-1

. D2 — _(_q)n—l [[l/i/l _iﬁﬂj ]

,q,n+1 ,q,n
p.q p.q /1—/,!

Ispat: 3.3. 4. Teoreminde r =1 yazilirsa 6nerme ispatlanir.

3.4. (p,q)-Fibonacci Oktonyonlari

Bu bélimde, (p,q) -Fibonacci oktonyonlart ve (Pp,q) parametre ikilisinin &zel

durumlart sonucu ortaya ¢ikan Kk-Fibonacci ve klasik Fibonacci oktonyonlar

tanimlanmakta ve bu oktonyonlar iizerine baz1 6zdeslikler sunulmaktadir

3.4.1. Tammm: N >0 olmak lizere,

7
Op,q,n = Z I:p,q,n+ses = I:p,q,neo + Fp,q,n+lel + I:p,q,n+262 ot I:p,q,n+7eY

seklinde tamimli O, , . € O kuaterniyon sayilarina ( p,q)-Fibonacci oktonyonlari denir.

Asagidaki (p,q)— Fibonacci oktonyonlar1 i¢in bazi ozdeslikleri iceren Onerme

verilmistir (Ipek ve Cimen, 2016).
3.4.1.Onerme: n>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

i Op,q,n +6p,q,n =2F

p.g.n ?

,

.. 5 2

I. Op,q,nop,q,n _ZFp,qms ’
s=0
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1.0, 4n +0pqn =W,, olsun. Boylece,

e +F e,+.+F e, +F

p.q, n+1 p,q,n+2~2 "ttt p,q,n+7 p.q, n Fp,q,n+1e1 - Fp,q,n+2e2

We =F, & +F
€

- I:p,q,n+7 7

=2F, 0 (& =1)
sonucuna ulagilir.

I Op’q]nC_)p'q'n =W,, olsun. Op'q'nC_)p]q]n icin oktonyonlarin ¢arpimi tanimi hatirlanir ve

bazi cebirsel islemler yapilirsa,

W34 a ( I:p,q,neo + l:p,q,nJrlel + I:p,q,n+2e +. +Fp q, ns7€ )(Fp,q,neo - I:p,q,n+1e1

—F

pvq,n+262 T I:p,q,n+7e7 )

2 2 2 2
(Fp q,n + I:p q.,n+1 + I:p q,n+3 +.ot I:p q.n+7 )eo + (_Fp,q,n I:p,q,n+1 + I:p,q,n+1|:p,q,n

+F  F . ,-F F_ _ +F F

_Fp,q,n+2Fp,q,n+3 p.g.n+3" p,q,n+2 p.g.n+4" p,q,n+5 p.g.n+5" p,q,n+4

F p.q.n+7 Fp,q,n+6 + F p.q,n+6 P q.n+7 )el +( p.g.n F p,q.n+2 + F p,q,n+2 I:p,q,n
l:p q,n+3 I:p,q,nJrl + I:p,q,nJrle q.n+3 Fp q,n+4 I:p q,n+6 + I:p,q,n+6 I:p,q,n+4
~FoqnsFoamt T FognaFo, n+5)e Tt +( anFpan T FoaniaFoan
I:p q,n+2 I:p,q,n+5 + I:p,q,n+5 I:p q,n+2 l:p q,n+3 l:p q,n+4 + I:p,q,n+4 I:p,q,n+3

I:p q, n+6Fp q,n+1 + Fp q, n+1Fp q, n+6) 7

Fp q,n + szq n+l + szq n+2 ot szq n+7

;
ZO FPZYQ,n+s' (eO :1)

sonucu elde edilir.

ii. O, 4,0, 40 =Wy olsun. O, . O, . i¢cin oktonyonlarin ¢arpimi tanimi hatirlanir ve

bazi cebirsel islemler yapilirsa,
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Wig = (Fy 0080 + Fpanai® + Foanio€ ot Fy 00187 ) (Foqno + Fognia® + Foq s
+ot By gng® )
(szq n szq n+l szq n+3 szq n+7 )eO + ( Fp,q,an,qml + Fp,qmle,q,n
F p.q, n+2F p,q,n+3 F p.q, n+3F p,q,n+2 + F p.q, n+4F p.g.n+5 Fp,q,n+5Fp,q,n+4
+Fp q.n+7 Fp q.n+6 Fp q.n+6 vaqvn” )el + ( prqyn prqm? + Fp,q,n+2 Fp,q,n
Fp q.n+3 Fp q.n+1 Fp a, n+le ani3 T Fp,q,n+4 Fp,q,n+6 - Fp,q,n+6 Fp,q,n+4
+qun+5qun+7 qun+7qun+5)e t +(F qun+7 +Fp qvn+7Fp,q,n
I:p q,n+2 I:p q,n+5 Fp q,n+5 I:p q,n+2 + I:p,q,n+3 I:p,q,n+4 - I:p,q,n+4 Fp,q,n+3
+Fp q,n+6 Fp qn+l p,q,n+1Fp q, n+6)
szq n szq n+l szq n+2 qu ner + ZFP a.n (vaq,neo + Fp,q,nﬂel
+Fpqnia€a Tt Fpgnir® )

_Z Fp qnes T 2Fp,q,nop,q,n’ (eo

1)

elde edilir ki, onermenin ispat1 tamamlanir.

iv. ii. ve iii. onermelerin taraf tarafa toplanmasi ile

O

p.q,n="p,q,n

sonucu elde edilir.

3. 4. 2. Tamm: (p,q)-Fibonacci oktonyonlarinda q=1 ve p=k e R alinmastyla k -

Fibonacci oktonyonlari,

F

7
:::E: kn+s S

s=0

Fkne +Fkn+1el+|:k e, +.. +Fk

n+2 n+7

seklinde tanimlanir.
Asagidaki Kk -Fibonacci oktonyonlari igin bazi 6zdeslikleri iceren dnerme verilmistir.

3.4.2.Onerme: n>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

I Ok,n +6k,n = 2Fk,n J
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7
ii. Z n+s 1

5=0
2 L2

ii. Of,=—> R’ +2F.0,, .

s=0

. 2 ~

v. C)k,n +Ok,nok,n = 2Fk,nok,n '

ispat:

I. O, +Okn =W,, olsun. Boylece,

W - F n€o Fk n+1€1 Fk,n+2e2+"'+Fk,n+7e7 + Fk,neo - Fk,n+1el - Fk,n+2e2
T Fk,n+7e7
= 2Fk'n, (e0 :1)

sonucuna ulagilir.

ii. 0, ,0,, =W,, olsun. O, 0, , icin oktonyonlarmn carpimi tamimi hatirlanir ve bazi

cebirsel islemler yapilirsa,

W (F €t Fk na€ t Fk NPLCPRE +Fk n+7€ )(Fk,neo - Fk,n+1el - Fk,n+2e2

T I:p,q,n+7e7)
2 2 2
(Fk n + Fk,n+1 + I:k,n+3 +.o.t Fk,n+7)eo +(_Fk,an,n+l + I:k,n+1|:k,n - I:k,n+2|:k,n+3
+Fk n+3Fk,n+2 - Fk,n+4 Fk,n+5 + Fk n+5 Fk n+4 Fk,n+7 Fk,n+6 +Fk,n+6 Fk,n+7)el

( F I:k n+2 + I:k n+2F I:k,n+3 I:k + Fk n+1Fk n+3 I:k,n+4|:k,n+6

n+

+Fk,n+6Fk,n+4 _Fk,n+5Fk,n+7 + I:k n+7 Fk,n+5)e2 + +( F I:k n+7 + Fk n+7F

_Fk,n+2 I:k,n+5 + I:k,n+5 I:k,n+2 - I:k,n+3 I:k,n+4 + Fk,n+4Fk,n+3 - I:k,n+6 I:k,n+l
+Fk n+1Fk n+6)
2 2 2 2
- I:k n + Fk n+1 I:k n+2 +..t I:k,n+7
;
Z k,n+s? e :1)
s=0

sonucu elde edilir.
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ii. 0, .0, , =W, olsun. O, O, , icin oktonyonlarin g¢arpimi tanimi hatirlanir ve bazi

cebirsel islemler yapilirsa

Wy = ( Fen€o T Fonn + Rt 4R e )( Fen€o + Fonn® + Fy il

+.. +qun+7 )

_ 2 2 2
- ( F k,n I:k n+l I:k,n+3 T I:k,n+7 )eo + ( I:k,n I:k,n+1 + I:l<,n+1|:k,n + I:k,n+2 Fk,n+3
k

F ,n+3Fk,n+2 + Fk,n+4 Fk,n+5 o Fk,n+5 Fk,n+4 + Fk,n+7 Fk,n+6 _Fk,n+6 Fk,n+7 )e1
+( Fk,n I:k,n+2 + I:k,n+2 I:k,n + Fk,n+3Fk,n+1 o I:I<,n+1|:k,n+3 + I:k,m-4 I:k,n+6
_Fk,n+6 Fk,n+4 +Fk,n+5 Fk,n+7 - Fk,n+7 Fk,n+5)e ot ( F Fk ne7 T Fk n+7F

+Fk,n+2 Fk,n+5 - Fk

_Fk n+le n+6)e7
2 2 2
= Fk o~ Fions = Ficnee =~ Ronsr + 2R, (F € + F i + Finio®s

Fk,n+2 + Fk,n+3Fk,n+4 - Fk Fk,n+3 + Fk,n+6 Fk,n+l

n+5 N+4

+.. +Fkn+7 )

7
= _z I:kz,nJrs + 2Fk,nok,n’ (eo =1)

s=0
elde edilir ki, Gnermenin ispat1 tamamlanur.

iv. ii. ve iii. onermeleri taraf tarafa toplanmast ile
) _
Ocn +0cnOcn =2F .0y
sonucu elde edilir.

3. 4. 3. Tammm: k -Fibonacci oktonyonlarmmda k =1 alinmasiyla klasik fibonacci

oktonyonlari,

,
0,=) F.&=Fe&+F.&+F.8+.+F.&

n+2 n+7
s=0

seklinde tanimlanmaktadir ( Kegilioglu ve Akkus , 2015 ).

Asagidaki klasik fibonacci oktonyonlari i¢in bazi1 6zdeslikleri iceren 6nerme verilmistir.
3.4.3. Onerme: N>0 olmak iizere,

i. 0,+0,=2F,,
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ii. On6n :ZFZ _21F2n+7 !

n+s

iii. O :—ZF2 +2F0, ,

n+s
iv. 02+00 =2F0
0zdeslikler dogrudur (Kecilioglu ve Akkus, 2015).

3. 5. Split ( p,q)-Fibonacci Oktonyonlari

Bu boliimde, split (p,q) -Fibonacci oktonyonlari tanimlanmaktadir. Bu oktonyonlar

tizerine bazi cebirsel 0zdeslikler verilmektedir.

3.5.1. Tammm: N >0 olmak iizere,

7
p q,n Z l:p q, n+ses = p, q,neo + I:p,q,n+lel + I:p,q,n+26 ot I:p q, n+7
s=0

seklinde tammli Q_ . O kuaterniyon sayilarma split (p,q) -Fibonacci oktonyonlari

p.g.n

denir.

3. 5. 2. Tamm: Split (p,q) -Fibonacci oktonyonlarmda q=1 ve p=keR"

alinmasiyla split k -Fibonacci oktonyonlart,

7

Qk,n = Z I:k n+s s I:k ne + I:k n+1e1 + I:k n+2e2 +..t I:k,n+7e7

s=0

seklinde tanimlanir.

{Qk’n }nGN dizisi lizerine bu tez ¢calismasinda elde edilen bazi bagintilar agagidaki 6nerme

ile sunulmaktadir.

3.5.1.Onerme: n>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

I Qk,n +6k,n = 2Fk,n )
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3 7

.. N 2 2

I Qk,an,n _ZFk,ms _ZFk,ms |
s=0 s=4

Ql<2,n_ Z knes Z kn+s+2Fankn1
iv. QF,+QQun=2F Q. -
ispat:
I Q. +Qk . =W, olsun. Boylece,

W - F n€o T Fk 1€ Fk,n+2e +..+ Fk ne787 1 Fk,neO - Fk,n+1el - Fk,n+2e2
- Fk,n+7e7
=2F,

0zdesligi elde edilir.

ii. Q Q. =W, Olsun. Q,,Q,, icin split oktonyonlarinin carpimi tanimit hatirlanir ve

bazi cebirsel islemler yapilirsa,

W4o = (Fk,neo + Fk,n+lel + Fk,n+2ez ot Fk,n+7e7 )( Fk,neO o Fk,n+1el o Fk,n+2ez

o Fk,n+7e7)
= (Fk oFin oot FnisFonis = FonraFonia == FonsrFonar )eo
( I:k an n+1 + I:k n+le n I:k,n+2 I:k,n+3 + Fk,n+3Fk,n+2 - I:k,n+4 I:k,n+5
F k,n+5 I:k,n+4 - I:k,n+6 I:k,n+7 +Fk n+7 I:k n+6) ( F I:k n+2 + I:k n+2F
Fk n+3 I:k,n+l + I:k,n+1|:k n+3 I:k n+4 Fk n+6 + I:k n+6 Fk n+4 I:k,n+7 I:k,n+5
+Fk n+5 I:k,n+7 )ez +.. +( k n+7 + I:k n+7F I:k,nJrZ I:k,n+5 + Fk,n+5Fk,n+2
_Fk n+4 Fk ne3 T Fk,n+3 Fk,n+4 - Fk n+6 Fk i1 T Fk n+1Fk,n+6 )67

F"@ﬂ

2 2 2 2 2 2 2
nt Fk nat T Fk na2 T Fk,n+3 Fk n+4 Fk n+5 Fk,n+6 - Fk,n+7

7

k,n+s Z / kn+s

n
I
o

sonucuna ulasilir.

ii. Q Q. , =W,, olsun. Bazi cebirsel islemlerle,
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W4l = ( I:k,neO + I:k,n+1el + I:k,n+2(:"2 +..t+ l:k,n+7(:"7 )( I:k,neo + I:k,n+1el + Fk,n+2e2

oot B nr®r )

= (Fk,an,n e Fk,n+3Fk,n+3 + Fk,n+4Fk,n+4 Tt Fk,n+7 Fk,n+7)e0

+( I:k,n I:k,n+1 + I:k n+1Fk,n + I:k,n+2 Fk,n+3 - Fk,n+3Fk,n+2 + I:k,n+4 I:k,n+5

_Fk n+5Fk n+4 + I:k,n+6 I:k,n+7 - I:k n+7 Fk,n+6>el + ( l:k,n I:k,n+2 + I:k,n+2 I:k,n
I:k n+3 I:k n+l Fk,n+le,n+3 + I:k n+4 I:k,n+6 - I:k,n+6 I:k,n+4 + I:k,n+7 I:k,n+5

_Fk,n+5Fk,n+7 )ez Tt ( Fk,n Fk,n+7 + Fk,n+7 Fk,n + Fk,n+2 Fk,n+5 - Fk,n+5 Fk,n+2

+Fk,n+4 Fk n+3 Fk,n+3 Fk,n+4 + Fk,n+6 Fk,n+1 - Fk n+1Fk,n+6 )e7

_ 2 2 2 2 2 2 2 2
- _Fk n Fk n+l Fk,n+2 - Fk,n+3 + Fk,n+4 + Fk n+s T Fk,n+6 + Fk

N+7

+2 l:k,n (Fk,neo + I:k,n+lel + I:k,n+2eZ t+..+ Fk,n+7e7)

3 7
2 2
= _z Fk,n+s + z Fk,n+s + 2Fk,an,n
s=0 s=4

sonucu elde edilir.

Iv. ii. ve iii. 6nermelerin taraf tarafa toplanmasiyla

ka,n +Qk,n(§k,n F 2|:k,an,n

0zdesligine ulagilir.

3. 5. 3. Tamm: Split k -Fibonacci oktonyonlarinda k =1 alinmasiyla split fibonacci

oktonyonlari ,

7
Q =D F& =F e +F & +F.8+..+Fe

n+s n+1*-1 n+2 n+7
s=0

seklinde tanimlanir ( Kegilioglu ve Akkus , 2015 ).
Asagidaki split Fibonacci oktonyonlart i¢in bazi 6zdeslikleri igeren 6nerme verilmistir.

3.5.2.Onerme: N>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

i. QQ, Zm Zm,
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3 7
ii. Qi =-) Fi +> F +2FQ,,
s=0 s=4
iv. Qr? +Qn(§n = ZFHQH '
ispat:

1. Q, +(_Qn =W,, olsun. Boylece,

W, =F&+F.&+F.8+.+F6+Feg—-F.&-F.6-.-F.¢
=2F,
Ozdesligi elde edilir.

ii. QnQn =W,, olsun. Qn(jn icin split oktonyonlarinin ¢arpimi tanimi hatirlanir ve bazi

cebirsel iglemler yapilirsa,

W, =(Fe+F,..&+F.&+..+F .&)(Fe-F.e—-F.,&—.—F.¢)
=(FF +..+F ;F .-F ,F.,—.—F.,F.)e+ (—Fn F..+F..F,
_Fn+2 Fn+3 + Fn+3 Fn+2 > Fn+4 Fn+5 + Fn+5 Fn+4 - Fn+6 Fn+7 + Fn+7 Fn+6 )el + (_Fn Fn+2
+F,,F,-F . F +F . F..—F.F.s+tF.F..—F..F.s+F.sF..)&
+..+ (—Fn F..+F.-F-F.,F.+F..F.,-F.F:+tFsF.—F.Fa
+Fn+1 Fn+6 )e7
=F*+F’,+F?,+F*,—F?,-F>.—-F’,—-F?,
“SFL-DFL
s=0 s=4
sonucuna ulasilir.
1. Q,Q, =W,, olsun. Bazi cebirsel islemlerle,
W, =(F.e+F,..&+F .8 +..+F ;& )(Fe+F..e+F.,8+.+F.&)
=(F,F,—..—FsFs+F o Fo+ + F R e +(F R + FLF,
+Fn+2 Fn+3 - Fn+3 Fn+2 + Fn+4 Fn+5 - Fn+5 Fn+4 + Fn+6 Fn+7 - Fn+7 Fn+6 )el + ( Fn Fn+2
+F F +F k. —-F . F GFFae —FueFs + FooFos — FosFs )e2
ot (R Ry + PP + FooFrs = FresFoe + FraFois — FoisFin
+ Fn+6 Fn+l - Fn+l Fn+6 ) €;
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=-F?-F’ -F?,-F’,+F?,+F’ +F2 +F?

n+1 n+2 n+3 n+4 n+5 n+6 n+7
+F,

n+2

= _i Fn2+s + i I:n2+s + ZFnQn
s=0 s=4

+2F (Fe,+F

n+1

el
e, +.+F..&)

sonucu elde edilir.

Iv. ii. ve iii. 6nermelerin taraf tarafa toplanmasi ile
) _
Qn +QnQn = 2FnQn
0zdesligine ulasilir.

Gosterim kolaylig1 acisindan Fp,q,n = f gosterimi kullanilacaktir.

{vaq'”}new dizisi lizerine bu tez calismasinda elde edilen bazi bagmtilar asagidaki

Onermeler ve teoremler ile sunulmaktadir.

3.5.3.Onerme: n>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.
i Quan tQuen =2f,

A S 2 ! 2
i QpqaQpan = Z Fis _Z fovss

3 7
2 2 2
i, Q2 =—> f2 +> f2 +2fQun
s=0 s=4
) 2 ~
IV. Qp’q’n + Qp’q'nQqu’n = 2 anp'q’n '
Ispat:

1. Qpqn +Qpqn =W,s olsun. Split oktonyonlarmin toplami tanimu ile

W45 = fneo + fn+lel + fn+zez +..t fn+7e7 + fneo - fn+lel - fn+282 T fn+7e7
=2f
0zdesligi elde edilir.

ii. QnQn =W,, olsun. Split oktonyonlarinin ¢arpimi hatirlanarak bazi cebirsel islemlerle
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W46 = ( fneo + fn+lel + fn+2e2 +.t fn+7e7 )( fneo - fn+1e1 - fn+2ez T fn+7e7)
= (fn fn +..+ fn+3 fn+3 - fn+4 fn+4 T fn+7 fn+7)e0 + (_ fn fn+1 + fn+1 fn
- fn-¢-2 fn-¢-3 + fn-¢-3 fn+2 - fn+4 fn+5 + fn+5 fn+4 - fn+6 fn+7 + fn+7 fn+6 )el
+(_ fn fn+2 + fn+2 fn - fn+3 fn+l + fn+1 fn+3 - fn+4 fn+6 + fn+6 fn+4 - fn+7 fn+5
+ fn+5 fn+7)e2 +..F (_ fn fn+7 + fn+7 fn - fn+2 fn+5 + fn+5 fn+2 - fn+4 fn+3
+ fn+3 fn+4 - fn+6 fn+l + fn+1 fn+6 )e7
2 2 2 2 2 2 2 2

= fn + fn+l + fn+2 + fn+3 - fn+4 - fn+5 - fn+6 - fn+7

S 2 g 2
= fn+s _Z fn+s

s=0 s=4

sonucuna ulasilir.

ii. Q,Q, =W,, olsun. Split kuaterniyonlar arasindaki cebirsel islemlerle

W47 = ( fneo + fn+1el + fn+2eZ ot fn+7e7 )( fneO + fn+lel + fn+2eZ ot fn+7e7)

=(f,f = g fra fa fg ot o )e (£ fo + faf,

+ fn+2 fn+3 - fn+3 fn+2 + fn+4 fn+5 - fn+5 fn+4 + fn+6 fn+7 - fn+7 fn+6 )el

+( fn fn+z + fn+z fn + fn+3 fn+1 a fn+l fn+3 + fn+4 fn+6 - fn+6 fn+4 + fn+7 fn+5
- fn+5 fn+7)ez Tt "'( fn fn+7 + fn+7 fk,n + fn+2 fn+5 - fn+5 fn+2 + fn+4 fn+3

a fn+3 fk,n+4 + fn+6 fn+1 - fn+1 fn+6 >e7

=t =l £+ 26 (e + fe
+ 1108 ot f08)

== fnz - fn2+l - fn2+2 - fn2+3 + fn2+4 + fn2+5 + fn2+6 + fn2+7 +2 anp,q,n

3 7

= _g fn2+s + S=Z4 fn2+s +2 anp,q,n

0zdesligi elde edilir.

iv. ii. ve iii. 6nermelerin taraf tarafa toplanmasiyla

Q;q,n + Qp,q,nép,q,n =2 anp,q,n

0zdesligine ulagilir.
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3.5.4.Onerme: n>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

I Qp,q,2n+le0 T Qp,q,2n+4e3 - Qp,q,2n+5e4 T Qp a, 2n48€ qu a, nQp q.n

+vaq,n+1Qp,q,n+1 ’
ii. _Qp,q,2n+1eo ot Qp,q,2n+4eg +Qp'q’2n+5e4 + "'+Qp,q,2n+se7 = _qu,q,nQp,q,n
- Qp,q,n+1(§p,q,n+1 )
i Qp 20080 Qp 20048 T Qp 204584 T+ Qg 20167 qQPanDQn

- Qp,q,n+lQp,q,n+l + 2Qp,q,2n+1 :

Ispat:

L Qpgani€ — = Qpg2nia —Qpg2nis€s =~ Qpq2ni8€ =W,g  Olsun.  Oktonyonlarin

carpimu hatirlanir ve 3. 1. 1 Onermesinin 1. 6zdesligi ile

W = ( f2n+1eo et f2n+4€3 + f2n+5e4 et f2n+8e7 )eo _---_( f2n+4eo Tt f2n+7es
+ fonee®s +ot T i€ )es _( Fanis€o + ot Toniels + foniols +oo T8 )84

_---_( f2n+8e0 +ot f2n+11e3 + f2n+12e4 ot f2n+15e7 )e7

=f, 8+ e+t e +..+1 6—.—f e+ .+ -1
ot f2n+ll 4 f2n+5e -t f2n+8 f2n+9 Tt f2n+12e3 T f2n+8e7
o f2n+11e4 - f2n+1zes T f2n+15
= fo ot fr = fonog == Tonass
= qf + fn+1 +"'+qfn2+3 + fn2+4 qfn+4 n+5 ' qfn+7 n+8
S RIS AP KPS Kt o KR fn2+4 f2 —..—f2,

= qu,q,nQp,q,n+Qp,q,n+lQp,q,n+1
sonucu elde edilir.

il. _Qp,q,2n+leO+"'+Qp,q,2n+4e3+Qp,q,2n+se4+"'+Qp,q,2n+8e7 =W,, olsun. i. Onermenin

ispatina benzer olarak oktonyonlarmn carpimi, 3. 1. 1 Onermesinin 1. dzdesligi ve bazi

cebirsel islemlerle,

W, = —( fya€ ot Foniast Fors€y +ot Frr g8y )e0 + +( fyia€o ot Trrir8s
+ f2n+8e4 +..+ f2n+11e7 )e3 +( f2n+5e0 +..+ f2n+8e3 + f2n+9e4 +..+ f2n+lze7 )e4

oot ( FonigBo oot Fonaae€s + Foning€y ot f2n+15ce7)e7
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_f2n+1eo T f2n+4es - f2n+se4 T f2n+se ot f2n+4 o f2n+7
+ f2n+8 T f2n+lle4 + f2n+5e4 T f2n+8e7 + 1E2n+9 T f2n+1263
tot 8+ f 8+ e+ s
- f2n+l T f2n+7 + f2n+9 ot f2n+15
:_qf ’ fn2+1 - qfn+3 fz4 +qf T fn+5 +. +qf at fn+8
= _q(f ot fn2+3 fn2+4 - fn2+7) ( fn2+1 T fn2+4 fn2+5 - fn2+8)

_qu,q,nQp,q,n - Qp,q,n+lQp,q,n+l

sonucuna ulagilir.

Hi. Qpqani€ Tt Qpg2nia®s T Quganisbs T+ Qp g onies =Wy Olsun. 1. Onermenin

ispatina benzer olarak oktonyonlarm garpimui, 3. 1. 1 Onermesinin 1. 6zdesligi ve bazi

cebirsel iglemlerle

Wy = (Fon1€0 oot Fona€s + Fonsss oot Fone® )€+t ( Fonis€y + oot Topir8y
+ f2n+8e4 +.ot f2n+lle7 )e3 +( f2n+580 Tt f2n+8e3 b f2n+9e4 +ot f2n+12e7 )e4
++( f2n+8e0 ot f2n+11e3 + f2rH—12e ot f2n+15 )e7

= f2n+1€o +..t f2n+4e3 + f2n+5e4 +..t f2n+8e7 +ot f2n+4e3 +..- f2n+7 + f2n+8e7
T f2n+lle4 + 1t2n+se4 t.- f2n+8e7 + f2n+9 T f2n+12e3+---+ f2n+se7

to.t+ f2n+lleA + f2n+12e3 +..+ f2n+15

== f2n+l T f2n+7 + f2n+9 Tt f2n+15 + 2( fzn+1eo Tt f2n+4es + f2n+5e4
+..+ 1,.80)

=—qf, : fn2+1 . qfn+3 fn2+4 + qfn2+4 + fn2+5 +..+ qfn2+7 + fn2+8 + 2Q p,q,2n+1
=—q(f}+..+ fn2+3 fry o B2 )= (ot £ = 2= £2))
+2Qp,q,2n+1

_qu,q,nQp,q,n - Qp,q,n+16p,q,n+l + 2Qp,q,2n+l
0zdesligi elde edilir.

Asagidaki teoremde {Qp'q’n }n N dizisinin genel terimi i¢in Binet formiilii verilmektedir.

~ T 7
3.5. 1. Teorem (Binet Formiilii): {€),€,,€,...6,} COolsun. 1 =>" 2%, ve i=) s,
s=0 s=0

olmak tizere n>0 igin,

o1



A" =yl

Qpan = A— 4

formiilii dogrudur.

Ispat:Q, . =W, olsun. Q, ., tammundan ve f, igin Binet formiiliinden,

p.q.n

formiilua elde edilir.

3.5.5. Onerme: Asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

: pr,q,Zn +qu,q'2n_]_ = Qp,q,2n+l y n 21,
i pZQp,q,Zn +2 qup,q,Zn—1 + qup,qgn_g = Qp,q,2n+2’ n>2,

I“ pSQp,q,Zn +BquQp,q,Zn—l +3pq2Qp,q,2n—2 + qng,q,Zn—S = Qp,q,2n+3’ n= 2 .
ispat:

1. PQp q.2n +AQy 201 =Ws, Olsun. Split oktonyonlar igin, skaler ile oktonyon garpimu,

oktonyonlarin toplami1 ve (p,q)-Fibonacci say1 dizisi tanimi1 hatirlanirsa

W52 = p( f2neO + f2n+lel + f2n+2e2 +..+ f2n+7e7)+ q( f2n—1eO + f2ne1 + f2n+le2
ot f2n+6e7)
= ( prn + qun—l)eo +( pf2n+1 + qun )el +( pf2n+2 + qf2n+1)e2

+..+ ( Pty +df5 e ) €;
= f2n+1eo + f2n+2el + f2n+3ez +ot f2n+Be7

= Qp,q,2n+l

Ozdesligi elde edilir. Aym 6zdeslige Q igin verilen Binet formili kullanilarak,

p.g.n
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3.3. 5. Onermedeki i. dnermenin ispatina benzer sekilde elde edilir.

i, P*Qp 20 +2PUQy 201 +0°Qpq2n =Ws olsun. Split oktonyonlarindaki cebirsel

islemler ve 3. 1. 1. Onermesinin 2. dzdesligi ile

Wy, = p2( F,080 + Fonii + Fons®s oot 5008 ) 200 (Fri8o + 08 + Fr0ii
oot el ) F A2 (o8 + Fon + T8+t Fc8))
=(P? f +2p0f,, + 0 f , )& +( PP oy + 2P0, +0°F, )6,
(P 00 #2008 + Q" Ty )& oot (P2 Ty + 200005 + 0 s )
=f, .6+ e+ ..6+.+f 8

= Qp,q,2n+2

sonucu elde edilir. Ayn1 6zdeslige Q,_ . i¢in verilen Binet formiilii kullanilarak,

p.g.n

3.3.5. Onermedeki ii. dnermenin ikinci ispatina benzer sekilde elde edilir.

ii. p3Qp,q,2n+3p2qu,q,2nfl+3pq2Qp,q,2n72+q3Qp,q,2n73 =W, olsun. Boylece split

oktonyonlarindaki cebirsel islemler ve 3. 1. 1. Onermesinin 3. 6zdesligi ile

3 2
W54 = p ( oneO + f2n+1el + f2n+2e2 tot f2n+7e7)+3p q( f2n—le0 + f2nel + f2n+leZ
2 3
+o.t f2n+6€7 ) +3 pq ( f2n—2e0 + on—lel + oneZ +..+ f2n+5e7 )+ q ( f2n—3eO

+F 008+ Fon€, +ot £5008))

=(p*f, +3p%0f ., +3p0% o, + 0 Fy 5 )€y +( P° oy +3p%0,, +3p0°
+0° F 5 )€ +(P° Fopp #3070,y +3P0° fpp + 0y, )+ (PP Fy
+3D%0f 6 +3P0° Fs + 0700 )€

= f2n+SeO + f2n+4el + f2n+5e2 ot f2n+1oe7

= Qp,q,2n+3

sonucu elde edilir. Ayni 6zdeslige Q i¢in verilen Binet formiilii kullanilarak

p.a.n
3.3.5. Onermedeki iii. énermenin ikinci ispatina benzer sekilde elde edilir.

3. 5. 6. Onerme: Asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

- n-2 Aiﬂ.s —j:,\ 3
I Qp,q,n—lQp,q,nJrl - Qp,q,n—ZQp,q,n+2 = (_q) (%j, n= 2,
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-- n-1 Aj:lz—iﬂ 2
. Qp,q,n—lQp,q,n+3 _Q;q,nu = p(_q) [%j, n= 1, )

2
1. Qp,q,me,q,n -q Qp,q,m—ZQp,q,n—Z = p(_ fn+m—2 - fn+m + fn+m+2 + fn+m+4
+2Q) nemz ) MM22,
iv. Q. . —0°Q* ,=p(-f,  —f + f +f +2Q n>1,
' p.q,n+1 q p,q,n-1 p n+m n+m+2 n+m+4 n+m-+6 p.q,n+m J? -
V. Qp g,n+1 qu q, n—lQp q.n+l pr q, nQp q,n+1? ’ ’

vi. qun+1+quqn 1qun+1 (lﬂn +,U,U )Qp,q,ml’ nx1.

Ispat: i.-vi. Ispatlari, Q_ |

i.-vi. Onermelerinin ispatlaria benzer sekilde elde edilir.

3.5.7.Onerme: N,r,t>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslikler dogrudur.

Qo aner Fre = Qo gt Frer ==(=0)" Qpao fres T2,

Qpaner for = Qpanr e ==(-0) Qpaofors N2,
il Qpgnur fo = Qugn Foer =—(=0)" Qug0 i

Qpanit fo = Qpan fra = (=) Qpqor

Quamer Fave =(=0) " Qe Fok = Qugon Frae +(=0)" Qoo frer N2L,T,
Vi Qo Four =(=8)" Qo For = Qg fars N2T,
Vii. Qg gnur fur =(=0) Qo o = Qg znir fr

VL Qp g i fris 70Qp g0 Fo = Qp g 2nia-

icin verilen Binet formiilii kullanilarak 3. 3. 6. Onermedeki

Ispat: i.-viii. Ispatlari, Qpqn i¢in verilen Binet formili kullanilarak 3. 3. 7.

Onermedeki i.-viii. dnermelerinin ispatlarina benzer sekilde elde edilir.

3. 5. 2. Teorem (Honsberger Ozdesligi): n>0vem>1 olmak iizere, asagidaki

0zdeslik dogrudur.

Qp,q,n+1Qp,q,m +qu,q,nQp,q,m—1 = _fn+m - fn+m+2 + fn+m+4 + fn+m+6+ 2Qp,q,ner .

Ispat: Ispat, 3. 3. 2. Teoremindeki ispata benzer sekilde elde edilir.
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3.5.8.Onerme: N>0 olmak iizere, asagidaki 6zdeslik dogrudur.

2 2
Qp,q,n+l + qu,q,n = f2n+1 - f2n+3 + f2n+5 + f2n+7 + 2Qp,q,2n+1 .
Ispat: Ispat, 3. 3. 8. Onermedeki ispata benzer sekilde elde edilir.

3. 5. 3. Teorem (d’Ocagne’nin Ozdesligi): M > n-+1 olmak iizere, asagidaki 6zdeslik

dogrudur.

o BALT™ = A"
prq,me,q,ml - Qp,q,m+1Qp,q,n = _(_q) [ ] .

A—p
Ispat: Ispat, 3. 3. 3. Teoremindeki ispata benzer sekilde elde edilir.

3. 5. 4. Teorem (Catalan’in Ozdesligi): N >T olmak iizere, asagidaki 6zdeslik
dogrudur.

n-r ﬁjjf —]T/j’ur
Qp,q,n—er,q,nH _ng),q,n — _(_q) [ ﬂ,—,u ) f" '

Ispat: Ispat, 3. 3. 4 Teoremindeki ispata benzer sekilde elde edilir.

3. 5. 5. Teorem (Cassini’nin Ozdesligi): N>1 olmak iizere, asagidaki 6zdeslik

dogrudur.

n- ﬁiﬂ—ﬂ:ﬁy
QPYQ,n—lQp,q,nJrl _Q;q'n = _(_Q) ! (vj .

Ispat: Ispat, 3. 3. 5. Teoremindeki ispata benzer sekilde elde edilir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Tezde, split (p,q) -Fibonacci kuaterniyon ve oktonyon sayir dizileri tanimlandi. Yeni
tanimlanan bu say1 dizileri, p ve ( parametrelerine bagli olarak split Fibonacci
kuaterniyon ve oktonyon say1 dizilerinin bir genellestirilmesidir. Bu say1 dizileri igin,
dikkatli calismalar ile Binet formiilleri, Catalan, Cassini, D’ocagne, Honsberger

Ozdeslikleri gibi bir ¢ok 6zdeslikler elde edildi.

Split kuaterniyonlar veya oktonyonlar cebirlerinde c¢arpma iglemleri degismeli
olmadigindan, split (p,q) -Fibonacci kuaterniyon ve oktonyon sayi dizileri lizerine elde
edilen 6zdeslikler, klasik Fibonacci kuaterniyon ve oktonyon sayi dizileri i¢in iiretilmis

0zdesliklerin sunumlarina gore biraz daha karmasik durumda sunulmuslardir.

Gelecek calismalar arasinda, p ve ¢ parametrelerine bagli olarak dual Fibonacci
kuaterniyon ve oktonyon sayr dizilerinin bir genellestirilmesi olarak goriilebilen dual
(p,q) -Fibonacci kuaterniyon ve oktonyon sayir dizilerinin tanimlanmasi ve bu say1
dizileri i¢in Binet formiilleri, Catalan, Cassini, D’ocagne, Honsberger gibi bir ¢ok

0zdeslikleri elde etme yer alabilir.
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