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TEZ BİLDİRİMİ 

 

Yazım kurallarına uygun olarak hazırlanan bu tezin yazılmasında bilimsel ahlak 

kurallarına uyulduğunu, başkalarının eserlerinden yararlanılması durumunda bilimsel 

normlara uygun olarak atıfta bulunulduğunu, tezin içerdiği yenilik ve sonuçların başka 

bir yerden alınmadığını, kullanılan verilerde herhangi bir tahrifat yapılmadığını, tezin 

herhangi bir kısmının bu üniversite veya başka bir üniversitedeki başka bir tez çalışması 

olarak sunulmadığını beyan ederim. 
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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi  

SPLİT  ,p q -FİBONACCİ KUATERNİYONLARI  

VE OKTONYONLARI 

Orhan DİŞKAYA 

Karamanoğlu Mehmetbey  Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Ahmet İPEK 

Eylül, 2017, 59 sayfa 

Bu tez, üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, literatür bilgisini içeren bir giriş, 

çalışmanın amacı ve kapsamı verilmektedir. İkinci bölümde, klasik ve split 

kuaterniyonlar ve oktonyonlar hakkında tezin konusu ile ilgili olan temel tanımlar, 

kavramlar ve teoremler sunulmaktadır. Üçüncü bölümde, (p,q)-Fibonacci 

kuaterniyonları ve oktonyonları ile ilgili olan temel tanımlar ve teoremlerden sonra split 

(p,q)-Fibonacci kuaterniyonları ve oktonyonları tanımlanmakta ve çalışılmaktadır. Bu 

kuaterniyonların ve oktonyonların bazı cebirsel özellikleri araştırılmaktadır.   

Anahtar Kelimeler: Split kuaterniyonları, Split oktonyonları, Split Fibonacci 

kuaterniyonları, Split Fibonacci oktonyonları. 
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ABSTRACT 

Ms Thesis 

SPLIT  ,p q -FIBONACCI QUATERNIONS AND OCTONIONS 

 

Orhan DİŞKAYA 

 

Karamanoğlu Mehmetbey University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of  Mathematics 

Supervisor: Doç.Dr. Ahmet İPEK 

September, 2017, 59 pages 

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, an introduction devoted to the 

literature knowledge, the aim and the scope of the study are given. In the second 

chapter, the basic definitions, concepts and theorems related to the subject of the thesis 

about classic and split quaternions and octonions are presented. In the third chapter, 

after the fundamental definitions and the theorems related to (p,q)-Fibonacci 

quaternions and octonions, split (p,q)-Fibonacci quaternions and octonions are defined 

and studied. Some algebraic properties of these quaternions and octonions are 

investigated.    

Anahtar Kelimeler: Split quaternions, Split octonions, Split Fibonacci quaternions, 

Split Fibonacci octonions. 
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1. GİRİŞ 

Reel sayılar, bir boyutlu olan hiper-kompleks sayılardır ve adi toplam ve çarpım altında 

cisim özelliklerini sağlarlar. Kompleks sayılar ise 2 boyutlu olan hiper-kompleks 

sayılardır. Kompleks sayılarda cisim özelliklerini sağlarlar. Kuaterniyonlar hem reel 

sayılar hem de kompleks sayıları kapsayan aynı reel ve kompleks sayılar gibi bir sayı 

sistemidir. Kuaterniyonların, reel, kompleks, dual, split kuaterniyonlar olmak üzere 

farklı tanımlamaları mevcuttur.   

Kuaterniyonlar, uzaysal dönmelerde ve fiziksel büyüklüklerin karakterlerinin 

belirlenmesinde önemli rol oynamaktadır. Kuaterniyonlara gurup teorisinde ve 

elemanter parçacıkların sınıflandırılmasında sıkça rastlanılmaktadır. Kuaterniyonların 

grup teori uygulamaları, kontrol sistemleri ve robotik uygulamaları da mevcuttur. 

Oktonyon cebri, 8-boyutludur ve değişme ve birleşme özelliklerine sahip değildir. Bu 

cebir, 1843’ te J. T. Graves tarafından keşfedilmiştir. Oktonyonlar 1845’ te Cayley 

tarafından tekrar bulunmuştur. 

Günümüzde oktonyonların, reel, kompleks, dual, split kuaterniyonlar olmak üzere farklı 

tanımlamaları mevcuttur. 

Cayley, Hamilton’un birimlerinin bir genelleştirilmesi olan 8 birimin çarpım 

bağıntılarını sağlayacak şekilde 
2 2 2

1 2 7... 1, e e e     2

0 0e 1, e  0 0 e ei i ie e e   

ve   e ei j j i ke e e     , , 1,2,...,7i j k   gösterir. Split oktonyonlar kümesi ise 

oktonyonlara benzer olarak değişme ve birleşme özelliklerinin her ikisine de sahip 

olmadığını ancak split oktonyonların böleninin sıfır olabileceğini ve 

0 1 2 31,  ,  ,  ,  e e i e j e k    4 5 6 7,  ,  ,  ,e e i e j e k     0 0e ei i ie e e   ve 

e ei j j i ke e e     , , 1,2,...,7i j k   özelliklerine sahip imajiner birimlerin olduğu 

görülür. 

Kuantum mekaniği, Kuantum Hall Olayı, Dalga denklemi formulasyonu, Sicim ve M-

Teorileri gibi uygulamalı bilimlerde oktonyonlar çok sık kullanılmaktadır. 

Reel sayı dizileri ile kuaterniyonlar ve oktonyonların etkileşimi ile tanımlanan 

kuaterniyon ve oktonyon sayıları ile ilgili bilimsel çalışmalar oldukça fazladır.  
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Horadam (1961), Fibonacci kuaterniyonlarını tanımladı ve bu kuaterniyonların bazı 

özelliklerini elde etti. 

Iyer (1969), Fibonacci sayıları ve Fibonacci kuaterniyonları için özdeşlikler verdi.  

Halici (2012), Fibonacci kuaterniyonlarının bazı cebirsel özelliklerini araştırdı.  

Fibonacci kuaterniyonları için üreteç fonksiyonları ve Binet formüllerini verdi. Ayrıca 

Fibonacci kuaterniyonları için bazı toplam formülleri üretti. 

Keçilioğlu ve Akkus (2015) Fibonacci oktonyonları üzerine çalıştı. Bu oktonyonlar için 

üreteç fonksiyonları ve Binet formüllerini sundu.  Ayrıca Fibonacci oktonyonları 

üzerine bazı  özdeşlik ve özellikleri verdi.  

Bu tez çalışmasında ise; ikinci bölümde, klasik ve split kuaterniyonlar ve oktonyonlar 

hakkında tezin konusu ile ilgili olan temel tanımlar, kavramlar ve teoremler 

sunulmaktadır. Üçüncü bölümde, (p,q)-Fibonacci kuaterniyonları ve oktonyonları ile 

ilgili olan temel tanımlar ve teoremlerden sonra split (p,q)-Fibonacci kuaterniyonları ve 

oktonyonları tanımlanmakta ve çalışılmaktadır. Bu kuaterniyonların ve oktonyonların 

bazı cebirsel özellikleri araştırılmaktadır. 
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2. KUATERNİYONLAR VE OKTONYONLAR 

Bu bölümde, klasik ve split kuaterniyonları ve oktonyonları üzerine temel tanım ve 

özelliklerin yer aldığı tezde gerekli olan literatür bilgisi  sunulmaktadır.   

2. 1. Klasik Kuaterniyonlar ve Split Kuaterniyonları  

Bu bölümde; klasik ve split kuaterniyonların tanımları,  0 1 2 31, , ,e e e e  birim 

elemanları üzerinde kurulan çarpım tabloları, bu tipteki kuaterniyonlar için iki 

kuaterniyonun toplamı ve çarpımı, bir skaler ile bir kuaterniyonun çarpımı, bir 

kuaterniyonun eşleniği, tersi, normu gibi bazı temel cebirsel özellikler verilmektedir. 

Aşağıda, Hamilton (1843) tarafından keşfedilen ve günümüzde klasik reel 

kuaterniyonlar olarak bilinen kuaterniyonların tanımı verilmektedir.  

2. 1. 1. Tanım:  0 1 2 31, , ,e e e e elemanları arasındaki çarpma işlemi,  

1 2 3

1 2 3

1 1 3 2

2 2 3 1

3 3 2 1

 .  1         

1 1      

1   
  

1   

  1

e e e

e e e

e e e e

e e e e

e e e e

 

 

 

 

Tablo 1.1  

biçimindeki çarpım tablosu (Erdoğdu, 2015) ile tanımlanmak üzere klasik reel 

kuaterniyonlar kümesi, 

 2 2 2 2

0 0 1 1 2 2 3 3 0 1 2 3 0 1 2 3 ;   , , , ,   1,   1q q e q e q e q e q q q q e e e e             

 şeklinde tanımlanır (Hamilton, 1843). 

Günümüzde baz (birim) elemanları arasındaki cebirsel işlemlerin tanımlanma 

biçimlerine göre farklı isimlerle bilinen kuaterniyonlar mevcuttur. Aşağıda, elemanları 

arasındaki toplama işlemi klasik kuaterniyonlardaki gibi olan fakat baz (birim) 

elemanları arasındaki çarpma işlemleri farklı olan split kuaterniyonları 

tanımlanmaktadır.  
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2. 1. 2. Tanım:  0 1 2 31, , ,e e e e elemanları arasındaki çarpma işlemi, 

1 2 3

1 2 3

1 1 3 2

2 2 3 1

3 3 2 1

 .  1         

1 1      

1   
  

 1

     1

 

 

e e e

e e e

e e e e

e e e e

e e e e

  

Tablo 1.2  

biçimindeki çarpım tablosu (Erdoğdu, 2015) ile tanımlanmak üzere split reel 

kuaterniyonlar kümesi, 

 2 2 2 2

0 0 1 1 2 2 3 3 0 1 2 3 1 0 2 3 ;   , , , ,  1,   1q q e q e q e q e q q q q e e e e             

şeklinde tanımlanır (Cockle, 1849). 

0 0 1 1 2 2 3 3p p e p e p e p e     ve 0 0 1 1 2 2 3 3q q e q e q e q e     herhangi iki kuaterniyon 

olsun. Bu taktirde, bu iki kuaterniyon arasındaki işlemler klasik kuaterniyon ve split 

kuaterniyon olma durumlarına göre aşağıdaki gibi tanımlanırlar. 

q  veya q  için q ’nun skaler kısmı, 

0qS q  , 

ve vektörel kısmı, 

1 1 2 2 3 3qV q e q e q e    

şeklinde tanımlanır (Nurkan ve Güven, 2015; Akyiğit ve ark, 2013). ,p q  veya 

,p q  için p q toplamı, 

   
       0 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3        

p q p qp q S S V V

p q e p q e p q e p q e

    

       
 

ile tanımlanır (Nurkan ve Güven, 2015;  Akyiğit ve ark, 2013). 

Klasik kuaterniyonlar cebiri  , ,    ile split kuaterniyonlar cebiri  , ,   , çarpma “.” 
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işleminin tanımına göre farklı cebirler olduğu görülmektedir. 

,p q için pq çarpımı, 

0 0 1 1 2 2 3 3 0 0 1 1 0 2 3 3 2 1

0 2 2 0 3 1 1 3 2 0 3 3 0 1 2 2 1 3

( ) ( )

       ( ) ( )

pq p q p q p q p q e p q p q p q p q e

p q p q p q p q e p q p q p q p q e

       

       
 

şeklinde tanımlanır (Nurkan ve Güven, 2015) ve ,p q  için pq çarpımı, 

0 0 1 1 2 2 3 3 0 0 1 1 0 2 3 3 2 1

0 2 2 0 1 3 3 1 2 0 3 3 0 2 1 1 2 3

( ) ( )

       ( ) ( )

pq p q p q p q p q e p q p q p q p q e

p q p q p q p q e p q p q p q p q e

       

       
 

şeklinde tanımlanır (Akyiğit ve ark, 2013). q  veya q  kuaterniyonları ve   

sayısı için q çarpımı, 

       0 1 1 2 2 30 3 q q q q e q ee q e          

ile ve q  kuaterniyonunun q eşleniği, 

0 0 1 1 2 2 3 3q q e q e q e q e     

şeklinde tanımlanır (Nurkan ve Güven, 2015; Akyiğit ve ark, 2013). q için q  

normu, 

2 2 2 2

0 1 2 3q qq q q q q      

şeklinde (Nurkan ve Güven, 2015) ve q  için q  normu, 

2 2 2 2

0 1 2 3q qq q q q q      

şeklinde tanımlanır (Akyiğit ve ark, 2013). q  veya q  kuaterniyonları  ve 

0q  için  1q  tersi, 

1

2

q
q

q

   

şeklinde tanımlanır (Nurkan ve Güven, 2015; Akyiğit ve ark, 2013).  
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2. 2. Klasik Oktonyonlar ve Split Oktonyonları  

Bu bölümde; klasik ve split oktonyonların tanımları,  0 1 71, ,...,e e e  birim elemanları 

üzerinde kurulan çarpım tabloları, bu tipteki oktonyonlar için iki oktonyonun toplamı ve 

çarpımı, bir skaler ile bir oktonyonun çarpımı, bir oktonyonun eşleniği, tersi, normu gibi 

bazı temel cebirsel özellikler verilmektedir.  

Aşağıda, Graves (1843) tarafından verilen klasik reel oktonyonlar kümesinin tanımı 

sunulmaktadır. 

2. 2. 1. Tanım:  0 1 71, ,...,e e e  elemanları arasındaki çarpma işlemi,   

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

1 1 3 2 5 4 7 6

2 2 3 1 6 7 4 5

3 3 2 1 7 6 5 4

4 4 5 6 7 1 2 3

5 5 4 7 6 1 3

6

7

 .   1               

1 1               

1       

1       

  1     
 

1       

    1

e e e e e e e

e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e

e

e

   

   

   

   

    2

6 7 4 5 2 3 1

7 6 5 4 3 2 1

  

      1

      1

e

e e e e e e e

e e e e e e e

   

   

  

Tablo 1.3 

biçimindeki çarpım tablosu (Keçilioğlu ve Akkus, 2015) ile tanımlanmak üzere klasik 

reel oktonyonlar kümesi, 

7

0 0 1 1 2 2 7 7 0 1 7

0

...  ;  , ,...,s s

s

a a e a e a e a e a e a a a


 
         

 
  

biçiminde tanımlanır (Conway  ve Smith,  2005). 

Günümüzde baz (birim) elemanları arasındaki cebirsel işlemlerin tanımlanma 

biçimlerine göre farklı isimlerle bilinen oktonyonlar mevcuttur. Aşağıda, elemanları 

arasındaki toplama işlemi klasik kuaterniyonlardaki gibi olan fakat baz (birim) 

elemanları arasındaki çarpma işlemleri farklı olan Cayley (1845) tarafından verilen split 

oktonyonlar kümesinin tanımı sunulmaktadır. 
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2. 2. 2. Tanım:  0 1 71, ,...,e e e  elemanları arasındaki çarpma işlemi,  

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

1 1 3 2 5 4 7 6

2 2 3 1 6 7 4 5

3 3 2 1 7 6 5 4

4 4 5 6 7 1 2 3

5 5 4 7 6 1

6

7

 .   1               

1 1               

1       

1       

  1     
 

        1       

    

e e e e e e e

e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e

e

e

   

   

   

   3 2

6 7 4 5 2 3 1

7 6 5 4 3 2 1

1   

    1   

      1

e e

e e e e e e e

e e e e e e e



   

   

 

Tablo 1.4 

biçimindeki çarpım tablosu (Akkus ve Kecilioglu, 2015) ile tanımlanmak  üzere  split  

reel  oktonyonlar  kümesi 

7

0 0 1 1 2 2 7 7 0 1 7

0

...  ;  , ,...,s s

s

a a e a e a e a e a e a a a


 
         

 
  

biçiminde tanımlanır (Jafarı, 2015) . 

7

0

s s

s

a a e


 ve 
7

0

s s

s

b b e


  herhangi iki oktonyon olsun. Bu taktirde, bu iki oktonyon 

arasındaki işlemler klasik oktonyon ve split oktonyon olma durumlarına göre aşağıdaki 

gibi tanımlanırlar. 

a  veya a  için a ’nın skaler kısmı,  

0   aS a , 

ve vektörel kısmı,  

7

1

a s s

s

V a e


  

şeklinde tanımlanır (Keçilioğlu ve Akkus, 2015). ,  a b  veya ,a b  için a b

toplamı,  
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   

 
7

0 0

1

       

a b a b

s s s

s

a b S S V V

a b a b e


    

   
 

ile tanımlanır (Keçilioğlu ve Akkus, 2015). 

Buradan klasik oktonyonlar cebiri  , ,    ile split oktonyonlar cebirinin  , ,   , 

çarpma “.” işleminin tanımına göre farklı cebirler olduğu görülmektedir. 

,a b  için ab çarpımı Tablo 1.3 kullanılarak, 

 

 

 

 

0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 0

0 1 1 0 2 3 3 2 4 5 5 4 7 6 6 7 1

0 2 2 0 3 1 1 3 4 6 6 4 5 7 7 5 2

0 3 3 0 1 2 2 1 4 7 7 4 6 5 5 6 3

0 4

      

      

      

      

ab p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q

       

       

       

       

  

 

 

 

4 0 5 1 1 5 6 2 2 6 7 3 3 7 4

0 5 5 0 1 4 4 1 3 6 6 3 7 2 2 7 5

0 6 6 0 1 7 7 1 2 4 4 2 5 3 3 5 6

0 7 7 0 2 5 5 2 3 4 4 3 6 1 1 6 7

      

      

      

p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

     

       

       

       

 

şeklinde elde edilir ve benzer olarak ,a b  için ab çarpımı da Tablo 1.4 kullanılarak, 

 

 

 

 

 

0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 0

0 1 1 0 2 3 3 2 4 5 5 4 6 7 7 6 1

0 2 2 0 3 1 1 3 4 6 6 4 7 5 5 7 2

0 3 3 0 1 2 2 1 4 7 7 4 5 6 6 5 3

0 4

      

      

      

      

ab p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q

       

       

       

       

  

 

 

 

4 0 1 5 5 1 2 6 6 2 3 7 7 3 4

0 5 5 0 3 6 6 3 4 1 1 4 7 2 2 7 5

0 6 6 0 1 7 7 1 4 2 2 4 5 3 3 5 6

0 7 7 0 2 5 5 2 4 3 3 4 6 1 1 6 7

      

      

      

p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

p q p q p q p q p q p q p q p q e

     

       

       

       

  

şeklinde elde edilir. a  veya a  oktonyonları ve k  sayısı için ka  çarpımı, 

7

0

1

 s s

s

ka ka ka e


   

ve a  oktonyonunun a eşleniği, 
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7

0

1

s s

s

a a a e


   

şeklinde tanımlanır (Keçilioğlu ve Akkus, 2015). a için a  normu,  

7
2 2

0

1

  s

s

a aa a a


    

şeklinde ve a  için a  normu, 

3 7
2 2 2

0

1 4

 s s

s s

a aa a a a
 

      

şeklinde tanımlanır (Keçilioğlu ve Akkus, 2015). a  veya a   oktonyonları için 

0a   olmak üzere 1a  tersi, 

1

2
 

a
a

a

   

şeklinde tanımlanır (Akkus ve Kecilioglu, 2015). 
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3. FİBONACCİ KUATERNİYONLARI VE OKTONYONLARI 

Bu bölümde, klasik Fibonacci, k-Fibonacci ve (p,q)-Fibonacci sayı dizilerinin tanımları 

ve bu sayı dizileri ile oluşturulan klasik Fibonacci, k-Fibonacci ve (p,q)-Fibonacci 

kuaterniyonlarının ve oktonyonlarının tanımları verilmektedir. Split (p,q)-Fibonacci 

kuaterniyonları ve oktonyonları tanımlanmakta ve bu kuaterniyonlar ve oktonyonlar 

üzerine bazı özdeşlikler elde edilmektedir.     

3. 1.  ,p q -Fibonacci Sayı Dizisi ve Özelikleri 

Bu bölümde,  , ,p q n n
F


 ile gösterilen (p,q)-Fibonacci sayı dizisi, 1q   ve  p k     

alınmasıyla elde edilen  ,k n n
F


k -Fibonacci sayı dizisi ve benzer olarak k -Fibonacci 

sayı dizisinde 1k   alınmasıyla  n n
F


 klasik Fibonacci sayı dizisi üzerine tez için 

gerekli olan bazı literatür bilgileri verilmektedir.     

3. 1. 1. Tanım: 
20 ,  0  ve  4 0p q p q     olacak şekilde    ve  p q  reel sayıları için ,  

, ,0 , ,10 , 1p q p qF F   ve , , , , 1 , , 2  ,   2p q n p q n p q nF pF qF n     

şeklindeki yineleme ilişkisini sağlayan  , ,p q n n
F


 reel sayı dizisine   ,p q -Fibonacci 

sayı dizisi denir (Lee ve Asci, 2012). 

Bazı  ,p q -Fibonacci sayıları aşağıda verilmektedir.  

 

2 3

, ,0 , ,1 , ,2 , ,3 , ,4

4 2 2 5 3 2

, ,5 , ,6

0,       1,       ,       ,       2 , 

3 ,  4 3  .

p q p q p q p q p q

p q p q

F F F p F p q F p pq

F p p q q F p p q pq

      

     
 

 ,p q -Fibonacci sayı dizisinin yineleme ilişkisi bir fark denklemidir ve bu denklemin 

karakteristik denklemi 

2t pt q   

olup, bu denklem 
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2 24 4
 ,     

2 2

p p q p p q
 

   
 

 

şeklinde iki farklı reel köke sahiptir. , ,0 , ,10 , 1p q p qF F   başlangıç koşulları ile bu fark 

denkleminin özel çözümü, 

, ,  ,   0 ,
n n

p q nF n
 

 


 

  

olarak elde edilir. Bu formüle  , ,p q n n
F


 dizisi için Binet formülü denir. Ayrıca   ve   

kökleri için,  

2 ,   4   ve   .p p q q           
 

bağıntıları yazılır (İpek, 2016).  

Aşağıdaki önerme,  , ,p q n n
F


 dizisinin terimleri arasındaki bazı bağıntıların yer aldığı 

özdeşlikleri içermektedir. Bu özdeşliklerin bazıları, klasik Fibonacci sayıları için 

literatürde var olan özdeşliklerin benzerleri olarak öz çalışmalarla üretilmiş, bazı 

özdeşlikler ise var olan bilimsel çalışmalardan direkt olarak alınarak yazılmıştır.  

3. 1. 1. Önermeler:  ,p q   ve , ,n r m  olsun. Bu durumda, aşağıdaki özdeşlikler 

doğrudur. 

1. 
2 2

, , , , 1 , ,2 1  , p q n p q n p q nqF F F    

2. 
2 2

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 , ,2 22 =   ,  2 ,p q n p q n p q n p q np F pqF q F F n      

3. 
3 2 2 3

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 , ,2 3 , ,2 3+3 3  ,  2 ,p q n p q n p q n p q n p q np F p qF pq F q F F n        

4. , , 1 , , , , , , 1 , ,  ,   1 ,p q n p q m p q n p q m p q n mF F qF F F m      (Patel ve Ray, 2016), 

5. , , , , 1 , , 1 , , , ,( )  ,    ,n

p q m p q n p q m p q n p q m nF F F F q F m n       (Patel ve Ray, 2016), 

6. 
2 2

, , , , , , , ,( )  ,    ,n r

p q n r p q n r p q n p q rF F F q F n r

         

7. 
2 1

, , 1 , , 1 , , ( ) ,   1 ,n

p q n p q n p q nF F F q n

         

8. 
2

, , , , , , 2 , , 2 , , 2  ,   , 2 ,p q m p q n p q m p q n p q m nF F q F F pF n m       
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9. 
2 2 2

, , 1 , , 1 , ,2  ,   1 ,p q n p q n p q nF q F pF n     

10. 
2

, , 1 , , 1 , , 1 , ,2 1 ( ) ,   1 .n

p q n p q n p q n p q nF qF F F q n         

3. 1. 2. Tanım:   ,p q -Fibonacci  sayı  dizisinde  1q   ve  p k     alınmasıyla               

k -Fibonacci sayı dizisi  ,k n n
F


, 

,0 0kF   ,  ,1 1kF   ve  , , 1 , 2k n k n k nF kF F      ,  2 n   

yineleme bağıntısı ile tanımlanır (Falcon ve Plaza, 2009). 

Bazı k  Fibonacci sayıları aşağıda verilmektedir.

 
2 3 4 2

,0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,50 ,   1 ,    ,   1 ,   2  ,   3 1 .k k k k k kF F F k F k F k k F k k           

 ,k n n
F


 dizisinin yineleme ilişkisinden  

2 1z kz   

karakteristik denklemi yazılır ve bu denklemin kökleri  

2 24 4
 ,     

2 2

k k k k
 

   
 

 

şeklinde bulunur.  ,k n n
F


 dizisinin genel terimi  

,   ,   0
n n

k nF n
 

 


 


 

biçiminde ifade edilir. Bu formüle  ,k n n
F


 dizisi için Binet formülü denir.   ve   

kökleri için de 

2 ,   4   ve   . 1k k             

bağıntıları mevcuttur.   

Aşağıdaki önerme,  ,k n n
F


 dizisinin terimleri arasındaki bazı bağıntıların yer aldığı 

özdeşlikleri içermektedir. Bu özdeşliklerin bazıları, klasik Fibonacci sayıları için 
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literatürde var olan özdeşliklerin benzerleri olarak öz çalışmalarla üretilmiş, bazı 

özdeşlikler ise var olan bilimsel çalışmalardan direkt olarak alınarak yazılmıştır. 

3. 1. 2. Önermeler :  k  ve , ,n r m  olsun. Bu durumda, aşağıdaki özdeşlikler 

doğrudur. 

1. 2 2

, , 1 ,2 1  ,k n k n k nF F F    

2. 2

,2 ,2 1 ,2 2 ,2 22 =   ,  2 ,k n k n k n k nk F kF F F n      

3. 3 2

,2 ,2 1 ,2 2 ,2 3 ,2 3+3 3  ,  2 ,k n k n k n k n k nk F k F kF F F n        

4. , 1 , , , 1 ,  ,    1 ,k n k m k n k m k n mF F F F F m      (Falcon ve Plaza, 2009), 

5.  , , 1 , 1 , ,1  ,    ,
n

k m k n k m k n k m nF F F F F m n      (Falcon ve Plaza, 2009),  

6.  2 2

, , , ,1  ,    ,
n r

k n r k n r k n k rF F F F n r


        (Falcon ve Plaza, 2009), 

7.  2

, 1 , 1 , 1 ,   1 ,
n

k n k n k nF F F n       (Falcon ve Plaza, 2009), 

8. , , , 2 , 2 , 2  ,  , 2 ,k m k n k m k n k m nF F F F kF n m       

9. 
2 2

, 1 , 1 ,2  ,   1 ,k n k n k nF F kF n     

10. 
2

, 1 , 1 , 1 ,2 1 ( 1) ,    1 .n

k n k n k n k nF F F F n         

3. 1. 3. Tanım: k -Fibonacci sayı dizisinde 1k   alınmasıyla klasik Fibonacci sayı 

dizisi  n n
F

 , 

 0 0F   , 1 1F   ve 1 2  ,  2n n nF F F n     

yineleme bağıntısı şeklinde tanımlanır (Koshy, 2001). 

Bu dizisinin her bir elemanına Fibonacci sayı dizisi denir. Bazı Fibonacci sayıları 

aşağıda verilmektedir. 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,  1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  55.F F F F F F F F F F           

 n n
F


 dizisinin yineleme ilişkisinin kararkteristik denklemi 

2 1x x   

olup, bu denklem 
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   1 1
1 5  ,     1 5

2 2
    

 

köklerine sahiptir. Bu köklere göre  n n
F


 dizisinin genel terimi, 

 ,   0
n n

nF n
 

 


 


 

biçiminde ifade edilir.  Bu formüle  n n
F


 dizisi için Binet formülü denir.   ve   

kökleri arasında  

1 ,   5  ve   . 1            

bağıntıları yazılır ( Kalman ve Mena, 2003 ). 

Aşağıdaki önermede,  n n
F


 dizisinin genel terimleri arasında var olduğu iyi bilinen 

bazı bağıntılar sunulmaktadır.   

3. 1. 3. Önermeler : , ,m n r   olsun. Bu durumda, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

1. 2 2

1 2 1  ,n n nF F F   (Renault, 1996), 

2. 2 2 1 2 2 2 22 =   ,  2 ,n n n nF F F F n      

3. 2 2 1 2 2 2 3 2 3+3 3  ,  2 ,n n n n nF F F F F n        

4. 1 1  , n m n m n mF F F F F     (Renault, 1996), 

5.  1 1 1  ,    ,
n

m n m n m nF F F F F m n      (Renault, 1996), 

6.  2 21  ,    ,
n r

n r n r n rF F F F n r


        (Renault, 1996),  

7.  2

1 1 1 ,  
n

n n nF F F     (Renault, 1996),  

8. 2 2 2  ,  , 2 ,m n m n m nF F F F F n m       

9. 2 2

1 1 2  , n n nF F F    

10. 
2

1 1 1 2 1 ( 1) .n

n n n nF F F F        
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3. 2.  ,p q -Fibonacci Kuaterniyonları 

Bu bölümde, klasik ve k-Fibonacci kuaterniyonlarının bir genelleştirilmesi olan  ,p q -

Fibonacci kuaterniyonları tanımlanmakta ve bu kuaterniyonlar üzerine bazı özdeşlikler 

sunulmaktadır.  

3. 2. 1. Tanım: 0n   olmak üzere, 

, , , , 0 , , 1 1 , , 2 2 , , 3 3e + e  p q n p q n p q n p q n p q nH F e F e F F      

şeklinde tanımlı , ,p q nH   kuaterniyon sayılarına   ,p q -Fibonacci kuaterniyonları 

denir (İpek,  2016). 

 , ,p q n n
H


 dizisi üzerine bu tez çalışmasında elde edilen bazı bağıntılar aşağıdaki 

önerme ile sunulmaktadır.  

3. 2. 1. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. , ,, , , ,2  ,p q np q n p q nH H F   

ii. 
2 2 2 2

, , , , , , , , 1 , , 2 , , 3+  ,p q n p q n p q n p q n p q n p q nH H F F F F      

iii. 
2 2 2 2

, , , , , , , , 1 , , 2 , , 3 , , , ,2  ,p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q nH H F F F F F H         

iv. 
2

, , , , , , , , , ,2  .p q n p q n p q n p q n p q nH H H F H   

İspat: 

i. , ,, , 1p q np q nH H W  olsun. Böylece, 

 

 

1 , , 0 , , 1 1 , , 2 2 , , 3 3 , , 0 , , 1 1 , , 2 2

, , 3 3

, , 0

e + e e

e

    2 , 1  

p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n

p q n

p q n

W F e F e F F F e F e F

F

F e

    



     



 

 

sonucuna ulaşılır. 

ii. , , , , 2p q n p q nH H W olsun. , , , ,p q n p q nH H  için, kuaterniyonların çarpımı tanımı hatırlanır ve 

bazı cebirsel işlemler yapılırsa, 
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 



  



2 , , 0 , , 1 1 , , 2 2 , , 3 3 , , 0 , , 1 1 , , 2 2

, , 3 3

2 2 2 2

, , , , 1 , , 2 , , 3 0 , , , , 1 , , 1 , ,

, , 2 , , 3 , , 3 , , 2 1

e + e e

e

    

p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n

p q n

p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n

p q n p q n p q n p q n p

W F e F e F F F e F e F

F

F F F F e F F F F

F F F F e F

    



    

   

    



      

   

 



 

, , , , 2 , , 2 , ,

, , 3 , , 1 , , 1 , , 3 2 , , , , 3 , , 3 , ,

, , 1 , , 2 , , 2 , , 1 3

2 2 2 2

, , , , 1 , , 2 , , 3 0    , 1

q n p q n p q n p q n

p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n

p q n p q n p q n p q n

p q n p q n p q n p q n

F F F

F F F F e F F F F

F F F F e

F F F F e

 

     

   

  



    

 

    

 

sonucu elde edilir. 

iii. 
, , , , 3  p q n p q nH H W olsun. 

, , , ,p q n p q nH H  için, kuaterniyonların çarpımı tanımı hatırlanır 

ve bazı cebirsel işlemler yapılırsa, 

 

 



  



3 , , 0 , , 1 1 , , 2 2 , , 3 3 , , 0 , , 1 1 , , 2 2

, , 3 3

2 2 2 2

, , , , 1 , , 2 , , 3 0 , , , , 1 , , 1 , ,

, , 2 , , 3 , , 3 , , 2 1 , ,

= e + e e

e

   

p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n

p q n

p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n

p q n p q n p q n p q n p q

W F e F e F F F e F e F

F

F F F F e F F F F

F F F F e F

    



    

   

   



     

   

 





, , 2 , , 2 , ,

, , 3 , , 1 , , 1 , , 3 2 , , , , 3 , , 3 , ,

, , 1 , , 2 , , 2 , , 1 3

2 2 2 2

, , , , 1 , , 2 , , 3 , , , , 0 , , 1 1

, ,

   2

n p q n p q n p q n

p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n

p q n p q n p q n p q n

p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n

p q

F F F

F F F F e F F F F

F F F F e

F F F F F F e F e

F

 

     

   

   



  

 

      

 

 

2 2 , , 3 3

2 2 2 2

, , , , 1 , , 2 , , 3 , , , , 0

e + e

   2 , 1

n p q n

p q n p q n p q n p q n p q n p q n

F

F F F F F H e

 

        

 

elde edilir ki, önermenin ispatı tamamlanır. 

iv. ii. ve iii. önermelerin taraf tarafa toplanması ile 

2

, , , , , , , , , ,2  p q n p q n p q n p q n p q nH H H F H   

sonucu elde edilir. 

3. 2. 2. Tanım:  ,p q -Fibonacci  kuaterniyonlarda  1q    ve  p k     alınmasıyla  

k -Fibonacci kuaterniyonları, 
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, , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3e + e  k n k n k n k n k nH F e F e F F      

şeklinde tanımlanır (Ramirez, 2015). 

Aşağıdaki k -Fibonacci kuaterniyonları için bazı özdeşlikler verilmektedir. 

3. 2. 2. Önerme: 0n   olmak üzere,  

i. , , ,2  ,k n k n k nH H F    

ii. 2 2 2 2 2
,, , , 1 , 2 , 3 ,2 3( 2)  ,k nk n k n k n k n k n k nH H F F F F k F          

iii. 2 2 2 2 2

, , , 1 , 2 , 3 , ,2  ,k n k n k n k n k n k n k nH F F F F F H         

iv. 
2

, , , , ,2  ,k n k n k n k n k nH H H F H   

özdeşlikleri doğrudur (Ramirez, 2015). 

3. 2. 3. Tanım: k -Fibonacci kuaterniyonlarında 1k   alınmasıyla klasik Fibonacci 

kuaterniyonları, 

0 1 1 2 2 3 3e + e  n n n n nH F e F e F F      

şeklinde tanımlanır (Halici, 2012). 

Aşağıdaki  klasik Fibonacci kuaterniyonları için bazı özdeşlikler verilmektedir. 

3. 2. 3. Önerme: 0 n olmak üzere,  

i. 2  ,n n nH H F    

ii. 
2 2 2 2

1 2 3 2 3+ =3 ,n n n n n n nH H F F F F F       

iii. 
2 2 2 2 2

1 2 3 2  ,n n n n n n nH F F F F F H         

iv. 
2 2  ,n n n n nH H H F H   

özdeşlikleri doğrudur (Halici, 2012). 
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3. 3. Split  ,p q -Fibonacci Kuaterniyonları 

Bu bölümde,  split  ,p q -Fibonacci  kuaterniyonları  tanımlanmaktadır. Bu 

kuaterniyonlar  üzerine bazı cebirsel özdeşlikler verilmektedir.     

3. 3. 1. Tanım: 0n   olmak üzere,  

, , , , 0 , , 1 1 , , 2 2 , , 3 3p q n p q n p q n p q n p q nD F e F e F e F e       

şeklinde  tanımlı  
, ,p q nD    kuaterniyon  sayılarına  split   ,p q -Fibonacci 

kuaterniyonları denir . 

3. 3. 2. Tanım: Split  ,p q -Fibonacci  kuaterniyonlarında  1q   ve p k    

alınmasıyla split k -Fibonacci kuaterniyonları, 

, , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3e + e  k n k n k n k n k nD F e F e F F      

şeklinde tanımlanır (Polatli ve ark., 2016). 

 ,k n n
D


 dizisi üzerine bu tez çalışmasında elde edilen bazı bağıntılar aşağıdaki önerme 

ile sunulmaktadır. 

3. 3. 1. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. , , ,2  ,k n k n k nD D F   

ii. 
2 2 2 2

, , , , 1 , 2 , 3  ,k n k n k n k n k n k nD D F F F F       

iii. 
2 2 2 2 2

, , , 1 , 2 , 3 , ,2  ,k n k n k n k n k n k n k nD F F F F F D         

iv. 
2

, , , , ,2  .k n k n k n k n k nD D D F D   

İspat: 

i. ,, 4  k nk nD D W  olsun. Böylece, 

 
 

4 , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3 , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3

, 0

e + e e e

    2 , 1

k n k n k n k n k n k n k n k n

k n

W F e F e F F F e F e F F

F e

           

 
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özdeşliği elde edilir.  

ii. , , 5  k n k nD D W olsun. , ,k n k nD D  için split kuaterniyonlarının çarpımı tanımı hatırlanır 

ve bazı cebirsel işlemler yapılırsa,  

  

  



5 , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3 , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3

2 2 2 2

, , 1 , 2 , 3 0 , , 1 , 1 , , 2 , 3

, 3 , 2 1 , , 2 , 2 , , 3 , 1 , 1

e + e e e

    

k n k n k n k n k n k n k n k n

k n k n k n k n k n k n k n k n k n k n

k n k n k n k n k n k n k n k n k n

W F e F e F F F e F e F F

F F F F e F F F F F F

F F e F F F F F F F F

     

      

      

     

       

      

 

 

, 3 2

, , 3 , 3 , , 1 , 2 , 2 , 1 3

2 2 2 2

, , 1 , 2 , 3 0    ,  1

k n

k n k n k n k n k n k n k n k n

k n k n k n k n

e

F F F F F F F F e

F F F F e



     

  

    

    

 

sonucuna ulaşılır.  

iii. 
, , 6  k n k nD D W  olsun. Bazı cebirsel işlemlerle,  

 

  

  



6 , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3 , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3

2 2 2 2

, , 1 , 2 , 3 0 , , 1 , 1 , , 2 , 3

, 3 , 2 1 , , 2 , 2 , , 1 , 3 , 3 ,

e + e e e

    

k n k n k n k n k n k n k n k n

k n k n k n k n k n k n k n k n k n k n

k n k n k n k n k n k n k n k n k n k

W F e F e F F F e F e F F

F F F F e F F F F F F

F F e F F F F F F F F

     

      

      

     

      

     

 

 

 

1 2

, , 3 , 3 , , 2 , 1 , 1 , 2 3

2 2 2 2

, , 1 , 2 , 3 , , 0 , 1 1 , 2 2 , 3 3

2 2 2 2

, , 1 , 2 , 3 , , 0

    2 e e

    2 , 1

n

k n k n k n k n k n k n k n k n

k n k n k n k n k n k n k n k n k n

k n k n k n k n k n k n

e

F F F F F F F F e

F F F F F F e F e F F

F F F F F D e



     

     

  

   

        

      

 

sonucu elde edilir. 

iv. ii. ve iii. önermelerin taraf tarafa toplanmasıyla, 

2

, , , , ,2  k n k n k n k n k nD D D F D   

özdeşliğine ulaşılır.  

3. 3. 3. Tanım: Split k -Fibonacci kuaterniyonlarında 1k   alınmasıyla split Fibonacci 

kuaterniyonları 

0 1 1 2 2 3 3e + en n n n nD F e F e F F      

şeklinde tanımlanır (Akyiğit ve ark., 2013). 
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Aşağıdaki split Fibonacci kuaterniyonları için bazı özdeşlikler verilmiştir. 

3. 3. 2. Önerme: 0n   olmak üzere,  

i. 2 2 2 2

1 2 3,n n n n n nD D F F F F       

ii. 1 2  ,n n nD D D    

iii. 1 1 1 15 2  ,n m n m n m n mD D D D F D         

iv. 0 1 1 2 2 3 3 35  , n n n n nD e D e D e D e F         

özdeşlikler doğrudur (Akyiğit ve ark., 2013). 

 , ,p q n n
D


 dizisi üzerine bu tez çalışmasında elde edilen bazı bağıntılar aşağıdaki 

önermeler ve teoremler ile sunulmaktadır.
 
 

Gösterim kolaylığı açısından , ,p q n nF f  gösterimi kullanılacaktır. 

3. 3. 3. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. , , , , 2  ,p q n p q n nD D f   

ii. 
2 2 2 2

, , , , 1 2 3  ,p q n p q n n n n nD D f f f f       

iii. 
2 2 2 2

, , , , 1 2 3 , ,2  ,p q n p q n n n n n n p q nD D f f f f f D         

iv. 
2

, , , , , , , ,2  .p q n p q n p q n n p q nD D D f D   

İspat: 

i. , , , , 7  p q n p q nD D W  olsun. Split kuaterniyonlarının toplamı tanımı ile    

 
 

7 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3

0

( ) +(  )

=2 , 1

n n n n n n n n

n

W f e f e f e f e f e f e f e f e

f e

           


 

özdeşliği elde edilir. 

ii. , , , , 8  p q n p q nD D W olsun. Split kuaterniyonlarının çarpımı hatırlanarak bazı cebirsel 

işlemlerle,  
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 
8 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2

1 2 3 0 1 1 2 3 3 2 1

2 2 1 3 3 1 2 3 3 2 1

1 2 3

2

( ) (  )

( )

( ) (

)

n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

n n

n

W f e f e f e f e f e f e f e f e

f f f f e f f f f f f f f e

f f f f f f f f e f f f f f f

f f e

f f

     

        

         

 

      

        

        



   2 2 2

1 2 3 0, 1n n nf f e    

 

sonucuna ulaşılır. 

iii. 
, , , , 9  p q n p q nD D W olsun. Split kuaterniyonlar arasındaki cebirsel işlemlerle, 

 

 2 2 2 2

9 1 2 3 0 1 1 2 3 3 2 1

2 2 1 3 3 1 2 3 3 2 1

1 2 3

2 2 2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3

2 2

1

( )

( ) (

)

     2 ( )

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

n n

n n n n n n n n

n n

W f f f f e f f f f f f f f e

f f f f f f f f e f f f f f f

f f e

f f f f f f e f e f e

f f f

        

         

 

     



       

      



      

   

 

2 2

2 3 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2

1 2 3 , , 0

2 ( )

2 , 1

n n n n n n n

n n n n n p q n

f f f f e f e f e

f f f f f D e

    

  

    

      

 

özdeşliği elde edilir. 

iv. ii. ve iii. önermelerin taraf tarafa toplanmasıyla, 

2

, , , , , , , ,2  p q n p q n p q n n p q nD D D f D   

özdeşliğine ulaşılır.  

3. 3. 4. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. , ,2 1 0 , ,2 2 1 , ,2 3 2 , ,2 4 3 , , , , , , 1 , , 1 +D ,p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q nD e D e D e D e qD D D          

ii. , ,2 1 0 , ,2 2 1 , ,2 3 2 , ,2 4 3 , , , , , , 1 , , 1,p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q nD e D e D e D e qD D D D             

iii. , ,2 1 0 , ,2 2 1 , ,2 3 2 , ,2 4 3 , , , , , , 1 , , 1p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q n p q nD e D e D e D e qD D D D          

, ,2 1                                                                          2  .p q nD   

İspat: 

i. 
, ,2 1 0 , ,2 2 1 , ,2 3 2 , ,2 4 3 10  p q n p q n p q n p q nD e D e D e D e W       olsun. Kuaterniyonların çarpımı 

hatırlanır ve 3. 1. 1 Önermesinin 1. özdeşliği ile  
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  

   



10 2 1 0 2 2 1 2 3 2 2 4 3 0 2 2 0 2 3 1 2 4 2

2 5 3 1 2 3 0 2 4 1 2 5 2 2 6 3 2 2 4 0 2 5 1

2 6 2 2 7 3 3

2 1 2 2 1 2 3 2 2 4 3 2 2 1 2 3 2 4 3 2 5 2

n n n n n n n

n n n n n n n

n n

n n n n n n n n

W f e f e f e f e e f e f e f e

f e e f e f e f e f e e f e f e

f e f e e

f f e f e f e f e f f e f e

      

      

 

       

      

      
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sonucu elde edilir. 

ii. 
, ,2 1 0 , ,2 2 1 , ,2 3 2 , ,2 4 3 11  p q n p q n p q n p q nD e D e D e D e W        olsun. i. önermenin ispatına 

benzer olarak kuaterniyonların çarpımı, 3. 1. 1 Önermesinin 1. özdeşliği ve bazı cebirsel 

işlemlerle,  
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   , , , , 1 , , 1 0, 1n p q n p q n p q nD D D e  

 

sonucuna ulaşılır. 

iii. 
, ,2 1 0 , ,2 2 1 , ,2 3 2 , ,2 4 3 12  p q n p q n p q n p q nD e D e D e D e W        olsun. i. önermenin ispatına 

benzer olarak kuaterniyonların çarpımı, 3. 1. 1 Önermesinin 1. özdeşliği ve bazı cebirsel 

işlemlerle,  
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2

( ) 2

2 , 1

n n n n n n p q n
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         
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özdeşliği elde edilir. 

Aşağıdaki teoremde  , ,p q n n
D


 dizisinin genel terimi için Binet formülü verilmektedir. 

3. 3. 1. Teorem:  0 1 2 3, , , H e e e e  olsun. Böylece, 

2 3

0 1 2 31e e e e        ve 2 3

0 1 2 31e e e e         

olmak üzere 0n   için  

 , ,

n n

p q nD
 

 





    

formülü doğrudur. 

İspat: 
, , 13  p q nD W olsun. 

, ,p q nD  tanımından ve nf  için Binet formülünden,   

13 0 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

0 1 2 3

2 3 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3

 

=

(1 ) (1 )

n n n n

n n n n n n n n

n n

n n

W f e f e f e f e

e e e e

e e e e e e e e
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       
 






 

formülü elde edilir. 

3. 3. 5. Önerme: Aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. , ,2 , ,2 1 , ,2 1,   1 ,p q n p q n p q npD qD D n     
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ii. 2 2

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 , ,2 22 ,   2 ,p q n p q n p q n p q np D pqD q D D n       

iii. 3 2 2 3

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 , ,2 3 , ,2 33 3 ,  2 .p q n p q n p q n p q n p q np D p qD pq D q D D n         

İspat: 

i. 
, ,2 , ,2 1 14  p q n p q npD qD W  olsun. Split kuaterniyonlar için, skaler ile kuaterniyon 

çarpımı, kuaterniyonların toplamı ve (p,q)-Fibonacci sayı dizisi tanımı hatırlanırsa, 
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  
 

özdeşliği elde edilir. Aynı özdeşliğe 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü kullanılarak, 
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şeklinde ulaşılır. 

ii. 
2 2

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 152  p q n p q n p q np D pqD q D W    olsun. Split kuaterniyonlarındaki cebirsel 

işlemler ve 3. 1. 1. Önermesinin 2. özdeşliği ile   
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

sonucu elde edilir. Aynı özdeşliğe 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü kullanılarak, 
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şeklinde ulaşılır. 

iii. 
3 2 2 3

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 , ,2 3 16  3 3p q n p q n p q n p q np D p qD pq D q D W       olsun. Böylece split 

kuaterniyonlarındaki cebirsel işlemler ve 3. 1. 1. Önermesinin 3. özdeşliği ile 
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sonucu elde edilir. Aynı özdeşliğe 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü kullanılarak, 
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

  

şeklinde ulaşılır. 

3. 3. 6. Önerme: Aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i.  
3 3
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, , 1 , , 1 , , 2 , , 2 ,    2,
n
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ii.  
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iii. 2

, , , , , , 2 , , 2 2 2 4p q m p q n p q m p q n n m n m n m n mD D q D D p f f f f               

, , 2                                                   2 ,    , 2,p q n mD n m    

iv.  2 2 2
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v. 
2
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vi.  2
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İspat: 

i. 
, , 1 , , 1 , , 2 , , 2 17p q n p q n p q n p q nD D D D W      olsun. Kuaterniyonların çarpımı, 

, ,p q nD  için 

verilen Binet formülü kullanılarak,  
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sonuca ulaşılır. 

ii. 
2

, , 1 , , 3 , , 1 18  p q n p q n p q nD D D W     olsun. Kuaterniyonların çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen 

Binet formülü kullanılarak, 
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sonuca ulaşılır. 
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iii. 
2

, , , , , , 2 , , 2 19p q m p q n p q m p q nD D q D D W    olsun. Kuaterniyonların çarpımı, 
, ,p q nD  için 

verilen Binet formülü ile köklerinin çarpımı q    olduğu hatırlanırsa, 

 

 
 

2 2 2 2
2

19

2 2

2

2 4 2 2 2 2 2 4
2

2

2

m m n n m m n n

m n m n m n m n

m n m n m n m n

m n m n

W q
       

       

       

 

       


 

    

   

 

       



        
      

        

  




  




 


 

 

 

   
 

 

 

2

2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 4 6

     

1 2

m n m n

m n m n m n m n

m n m n m n m n

m n m n

m n m n

n

p

   

 

         

 

           

 

       

 

   
 

 

    



   

       

   

   







   




  




  





 



    


 

 

2 2 4 6 2

2 2 4 2 2 4

2 2

2 2 4 , , 2

1 2

2

2

m n m

n m n m n m n m n m n m n m n m

n m n m

n m n m n m n m p q n m

p

p f f f f D

    

 

       

 

 

 

  

             

   

        

     



        
 




 

 

     

 

sonucu elde edilir. 

iv. iii. önermede m  yerine 1n ve n  yerine de 1n  konulması bu önermenin 

doğruluğunu ispatlar. 

v. 
2

, , 1 , , 1 , , 1 20p q n p q n p q nD qD D W     olsun. Kuaterniyonların çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen 

Binet formülü ile köklerinin çarpımı q    olduğu hatırlanırsa, 
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sonuca elde edilir. 

vi. 
2

, , 1 , , 1 , , 1 21p q n p q n p q nD qD D W     olsun. Kuaterniyonların çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen 

Binet formülü ile köklerinin çarpımı q    olduğu hatırlanırsa, 
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sonucu elde edilir. 

3. 3. 7. Önerme: , , 0n r t   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i.  , , , , , , ,    ,
n t

p q n r n t p q n t n r p q o r tD f D f q D f r t


         , 

ii.  , , , , , , 2 ,    ,
n r

p q n r n r p q n r n r p q o rD f D f q D f n r


        , 

iii.  , , , , , , ,    
n

p q n r n p q n n r p q o rD f D f q D f      

iv.  , , 1 , , 1 , , ,
n

p q n n p q n n p q oD f D f q D      

v.    , , , , , ,2 , ,0 ,   , ,
r t n t

p q n r n t p q n r n t p q n r t p q r tD f q D f D f q D f n r t
 

            

vi.  
2

, , , , , ,2 2 ,   ,
r

p q n r n r p q n r n r p q n rD f q D f D f n r        

vii.  , , , , , ,2 ,
r

p q n r n r p q n n p q n r rD f q D f D f      

viii. 
, , 1 1 , , , ,2 1.p q n n p q n n p q nD f qD f D     

İspat: 

i. 
, , , , 22p q n r n t p q n t n rD f D f W      olsun. Kuaterniyonların ile (p,q)-Fibonacci sayı 

dizilerinin çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü kullanılarak,   
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sonuca ulaşılır. 

ii.
, , , , 23p q n r n r p q n r n rD f D f W      olsun. Kuaterniyonların ile (p,q)-Fibonacci sayı 

dizilerinin çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü kullanılarak,   
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sonuca ulaşılır. 
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iii.
, , , , 24p q n r n p q n n rD f D f W    olsun. Kuaterniyonların ile (p,q)-Fibonacci sayı 

dizilerinin çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü kullanılarak,   
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sonuca ulaşılır. 

iv. 
, , 1 , , 1 25p q n n p q n nD f D f W   olsun. Kuaterniyonların ile (p,q)-Fibonacci sayı 

dizilerinin çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü kullanılarak,   
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sonuca ulaşılır. 

v.  , , , , 26

r t

p q n r n t p q n r n tD f q D f W


       olsun. Kuaterniyonların ile (p,q)-Fibonacci sayı 

dizilerinin çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü ile köklerinin çarpımı q    

olduğu hatırlanırsa, 
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sonucu elde edilir. 

vi.  
2

, , , , 27

r

p q n r n r p q n r n rD f q D f W       olsun. Kuaterniyonların ile (p,q)-Fibonacci 

sayı dizilerinin çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü ile köklerinin çarpımı 

q    olduğu hatırlanırsa, 
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sonucu elde edilir. 

vii.  , , , , 28

r

p q n r n r p q n nD f q D f W      olsun. Kuaterniyonların ile (p,q)-Fibonacci sayı 

dizilerinin çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü ile köklerinin çarpımı q    

olduğu hatırlanırsa, 
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sonucu elde edilir. 
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viii. 
, , 1 1 , , 29p q n n p q n nD f qD f W     olsun. Kuaterniyonlar ile (p,q)-Fibonacci sayı 

dizilerinin çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü ile köklerinin çarpımı q    

olduğu hatırlanırsa,  
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sonucu elde edilir. 

3. 3. 2. Teorem (Honsberger Özdeşliği): 0n   ve 1m  olmak üzere, aşağıdaki 

özdeşlik doğrudur. 

, , 1 , , , , , , 1 2 4 6 , ,+ 2p q n p q m p q n p q m n m n m n m n m p q n mD D qD D f f f f D               . 

İspat: 
, , 1 , , , , , , 1 30p q n p q m p q n p q mD D qD D W    olsun. Böylece split kuaterniyonlarındaki 

cebirsel işlemler ve 3. 1. 1. Önermesinin 4. özdeşliği ile 
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sonuca ulaşılır. Aynı özdeşliğe 
, ,p q nD  için verilen Binet formülü ile köklerinin çarpımı 

q    olduğu hatırlanırsa,  

 

   

 

   

 

 

1 1 1 1

30

2 21 1 1 1

2

2 21 1 1 1

2

2

n n m m n n m m

n m n m n m n m

n m n m n m n m

n m

W q

q

       

       

       

 

       

 

  

   

     

     



        
      

        

  




   
 
 
 




 

 

   

 

   

 

   

 

 

21 1

2

2 21 1

2

2 21 1

2

2 21 1

2

2

n m n m n m

n m n m n m n m

n m n m n m n m

n m n m n m n m

n m

q

q
q

     

 

       

  

       

 

       

 

  

  

   

   

   



 



   
 
 
 

  




   
 
  
 




 

 

   

 

21 1

2

2 21 1

2

n m n m n m

n m n m n m n m

    

 

       

 

  

   

 



   




 



37 
 

 

   

 

   

 

   

2 2

2

2 2

2 4 6 2 4 6

2 4 6 2 4 6

2 4

( ) ( )

     

1 2 1 2

     

2

n m n m

n m n m

n m n m

n m n m n m n m n m n m n m n m

n m n m

n m n m n m nf f f f

       

 

   

 

         

 

       

 

 

 

 

 

 

             

 

     

  









          




       









     6 , ,2m p q n mD 

  

sonucu elde edilir. 

3. 3. 8. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlik doğrudur. 

2 2

, , 1 , , 2 1 2 3 2 5 2 7 , ,2 1+ 2p q n p q n n n n n p q nD qD f f f f D           . 

İspat: 3. 3. 2. Teoreminde m  yerine 1n  yazılırsa önerme ispatlanır. 

3. 3. 3. Teorem (d’Ocagne’nin Özdeşliği): 1m n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlik 

doğrudur. 
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İspat: 
, , , , 1 , , 1 , , 31p q m p q n p q m p q nD D D D W    olsun. Kuaterniyonların çarpımı, 

, ,p q nD  için 

verilen Binet formülü kullanılarak, 
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sonuca ulaşılır. 

3. 3. 4. Teorem (Catalan’ın Özdeşliği): 0n r   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlik 

doğrudur. 
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. 

İspat:
2

, , , , , , 32p q n r p q n r p q nD D D W    olsun. Kuaterniyonların çarpımı, 
, ,p q nD  için verilen 

Binet formülü kullanılarak, 
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sonuca ulaşılır. 

3. 3. 5. Teorem (Cassini’nin Özdeşliği): 1n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlik 

doğrudur. 

2 1

, , 1 , , 1 , , ( )n

p q n p q n p q nD D D q
 

 


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. 

İspat :  3. 3. 4. Teoreminde 1r    yazılırsa önerme ispatlanır. 

3. 4.  ,p q -Fibonacci Oktonyonları  

Bu bölümde,  ,p q -Fibonacci oktonyonları ve  ,p q parametre ikilisinin özel 

durumları sonucu ortaya çıkan k-Fibonacci ve klasik Fibonacci oktonyonları 

tanımlanmakta ve bu oktonyonlar üzerine bazı özdeşlikler sunulmaktadır 

3. 4. 1. Tanım: 0n   olmak üzere, 

7

, , , , , , 0 , , 1 1 , , 2 2 , , 7 7
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...p q n p q n s s p q n p q n p q n p q n

s

O F e F e F e F e F e   
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       

şeklinde tanımlı , ,p q nO   kuaterniyon sayılarına   ,p q -Fibonacci oktonyonları denir. 

Aşağıdaki  ,p q  Fibonacci oktonyonları için bazı özdeşlikleri içeren önerme 

verilmiştir (İpek ve Çimen, 2016). 

3. 4. 1. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 
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iii. 
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2 2
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İspat: 

i. , ,, , 33p q np q nO O W   olsun. Böylece,  
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sonucuna ulaşılır. 

ii. , , , , 34p q n p q nO O W  olsun. , , , ,p q n p q nO O  için oktonyonların çarpımı tanımı hatırlanır ve 

bazı cebirsel işlemler yapılırsa,   
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sonucu elde edilir. 

iii. 
, , , , 35p q n p q nO O W  olsun. 

, , , ,p q n p q nO O  için oktonyonların çarpımı tanımı hatırlanır ve 

bazı cebirsel işlemler yapılırsa, 
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elde edilir ki, önermenin ispatı tamamlanır. 

iv. ii. ve iii. önermelerin taraf tarafa toplanması ile 

 
2

, , , , , , , , , ,2p q n p q n p q n p q n p q nO O O F O   

sonucu elde edilir. 

3. 4. 2. Tanım:  ,p q -Fibonacci oktonyonlarında 1q   ve p k    alınmasıyla k -

Fibonacci oktonyonları, 
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s
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

       

şeklinde tanımlanır. 

Aşağıdaki k -Fibonacci oktonyonları için bazı özdeşlikleri içeren önerme verilmiştir. 

3. 4. 2. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. ,, ,2  ,k nk n k nO O F   
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İspat: 
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sonucuna ulaşılır. 

ii. , , 37k n k nO O W  olsun. , ,k n k nO O  için oktonyonların çarpımı tanımı hatırlanır ve bazı 

cebirsel işlemler yapılırsa, 
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sonucu elde edilir. 



43 
 

iii.
, , 38k n k nO O W  olsun.

, ,k n k nO O  için oktonyonların çarpımı tanımı hatırlanır ve bazı 

cebirsel işlemler yapılırsa 
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elde edilir ki, önermenin ispatı tamamlanır. 

iv. ii. ve iii. önermeleri taraf tarafa toplanması ile 

 
2

, , , , ,2  k n k n k n k n k nO O O F O   

sonucu elde edilir. 

3. 4. 3. Tanım: k -Fibonacci oktonyonlarında 1k  alınmasıyla klasik fibonacci 

oktonyonları, 
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şeklinde tanımlanmaktadır ( Keçilioğlu ve Akkus , 2015 ). 

Aşağıdaki klasik fibonacci oktonyonları için bazı özdeşlikleri içeren önerme verilmiştir. 

3. 4. 3. Önerme: 0n   olmak üzere, 

i. 2  ,nn nO O F   
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özdeşlikler doğrudur (Keçilioğlu ve Akkus, 2015). 

3. 5. Split  ,p q -Fibonacci Oktonyonları  

Bu bölümde, split  ,p q -Fibonacci oktonyonları tanımlanmaktadır. Bu oktonyonlar 

üzerine bazı cebirsel özdeşlikler verilmektedir.     
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7

, , , , , , 0 , , 1 1 , , 2 2 , , 7 7

0

...p q n p q n s s p q n p q n p q n p q n

s

Q F e F e F e F e F e   



       

şeklinde tanımlı 
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denir. 

3. 5. 2. Tanım: Split  ,p q -Fibonacci oktonyonlarında 1q   ve p k    

alınmasıyla split k -Fibonacci oktonyonları, 
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şeklinde tanımlanır. 

 ,k n n
Q


 dizisi üzerine bu tez çalışmasında elde edilen bazı bağıntılar aşağıdaki önerme 

ile sunulmaktadır. 

3. 5. 1. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 
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İspat: 
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özdeşliği elde edilir.  

ii. , , 40k n k nQ Q W  olsun. , ,k n k nQ Q  için split oktonyonlarının çarpımı tanımı hatırlanır ve 

bazı cebirsel işlemler yapılırsa,  
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sonucuna ulaşılır.  

iii. 
, , 41k n k nQ Q W  olsun. Bazı cebirsel işlemlerle, 
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sonucu elde edilir. 

iv. ii. ve iii. önermelerin taraf tarafa toplanmasıyla 
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özdeşliğine ulaşılır.  

3. 5. 3. Tanım:   Split k -Fibonacci oktonyonlarında 1k   alınmasıyla split fibonacci 

oktonyonları , 

7

0 1 1 2 2 7 7

0

...n n s s n n n n

s

Q F e F e F e F e F e   



       

şeklinde tanımlanır ( Keçilioğlu ve Akkus , 2015 ). 

Aşağıdaki split Fibonacci oktonyonları için bazı özdeşlikleri içeren önerme verilmiştir. 

3. 5. 2. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. 2  ,n n nQ Q F   

ii. 

3 7
2 2

0 4

 ,n n n s n s

s s

Q Q F F 

 

    
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iii. 

3 7
2 2 2

0 4

2  ,n n s n s n n

s s

Q F F F Q 

 

      

iv. 
2 2  .n n n n nQ Q Q F Q   

İspat: 

i. 42n nQ Q W   olsun. Böylece, 

 
42 0 1 1 2 2 7 7 0 1 1 2 2 7 7... ...

     2

n n n n n n n n

n

W F e F e F e F e F e F e F e F e

F

              


 

özdeşliği elde edilir.  

ii. 
43n nQ Q W  olsun. 

n nQ Q  için split oktonyonlarının çarpımı tanımı hatırlanır ve bazı 

cebirsel işlemler yapılırsa, 

 

  



 

43 0 1 1 2 2 7 7 0 1 1 2 2 7 7

3 3 4 4 7 7 0 1 1

2 3 3 2 4 5 5 4 6 7 7 6 1 2

2 3

... ...

( ... ... )

n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

n n n n

W F e F e F e F e F e F e F e F e

F F F F F F F F e F F F F

F F F F F F F F F F F F e F F

F F F F

     

       

            

  

        

        

       

 





1 1 3 4 6 6 4 7 5 5 7 2

7 7 2 5 5 2 4 3 3 4 6 1

1 6 7

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 7

3 7
2 2

0 4

)

...

 

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

n n

n n n n n n n n

n s n s

s s

F F F F F F F F F F e

F F F F F F F F F F F F F F

F F e

F F F F F F F F

F F

         

           

 

      

 

 

    

        



       

  

 

sonucuna ulaşılır.  

iii. 44n nQ Q W  olsun. Bazı cebirsel işlemlerle,  

 

  



 

44 0 1 1 2 2 7 7 0 1 1 2 2 7 7

3 3 4 4 7 7 0 1 1

2 3 3 2 4 5 5 4 6 7 7 6 1 2

2 3

... ...

     ( ... ... )

n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

n n n

W F e F e F e F e F e F e F e F e

F F F F F F F F e F F F F

F F F F F F F F F F F F e F F

F F F

     

       

            

 

        

       

      

  





1 1 3 4 6 6 4 7 5 5 7 2

7 7 , 2 5 5 2 4 3 3 , 4

6 1 1 6 7

...

n n n n n n n n n n n

n n n k n n n n n n n n k n

n n n n

F F F F F F F F F F F e

F F F F F F F F F F F F

F F F F e

          

         

   

   

      

 
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



2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 7 0 1 1

2 2 7 7

3 7
2 2

0 4

2

  ...

     2  

n n n n n n n n n n n

n n

n s n s n n

s s

F F F F F F F F F F e F e

F e F e

F F F Q

       

 

 

 

          

  

    

 

sonucu elde edilir. 

iv. ii. ve iii. önermelerin taraf tarafa toplanması ile 

 
2 2  n n n n nQ Q Q F Q   

özdeşliğine ulaşılır.  

Gösterim kolaylığı açısından , ,p q n nF f  gösterimi kullanılacaktır. 

 , ,p q n n
Q


 dizisi üzerine bu tez çalışmasında elde edilen bazı bağıntılar aşağıdaki 

önermeler ve teoremler ile sunulmaktadır.
 
 

3. 5. 3. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. , , , , 2  ,p q n p q n nQ Q f   

ii. 
3 7

2 2

, , , ,

0 4

,p q n p q n n s n s

s s

Q Q f f 

 

    

iii. 
3 7

2 2 2

, , , ,

0 4

2  ,p q n n s n s n p q n

s s

Q f f f Q 

 

      

iv. 
2

, , , , , , , ,2  .p q n p q n p q n n p q nQ Q Q f Q   

İspat: 

i. , , 45, ,p q n p q nQ Q W   olsun. Split oktonyonlarının toplamı tanımı ile    

 
45 0 1 1 2 2 7 7 0 1 1 2 2 7 7... ...

     2

n n n n n n n n

n

W f e f e f e f e f e f e f e f e

f

              


 

özdeşliği elde edilir. 

ii. 
46n nQ Q W  olsun. Split oktonyonlarının çarpımı hatırlanarak bazı cebirsel işlemlerle  
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  





46 0 1 1 2 2 7 7 0 1 1 2 2 7 7

3 3 4 4 7 7 0 1 1

2 3 3 2 4 5 5 4 6 7 7 6 1

2 2 3

... ...

( ... ... )

n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n
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f f f f f f f f e f f f f

f f f f f f f f f f f f e

f f f f f f
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1 2 3 4 5 6 7
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n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n n

n s n s

s s

f f f f f f f f

f f e f f f f f f f f f f

f f f f f f e

f f f f f f f f

f f

       

         

     

      

 

 

   

       

  

       

  

 

sonucuna ulaşılır. 

iii. 47n nQ Q W  olsun. Split kuaterniyonlar arasındaki cebirsel işlemlerle 

 

  





47 0 1 1 2 2 7 7 0 1 1 2 2 7 7
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... ...
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W f e f e f e f e f e f e f e f e
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f f f f f f
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    2

..

n n n n n n n n

n n n n n k n n n n n n n

n k n n n n n

n n n n n n n n n n n

n

f f f f f f f f

f f e f f f f f f f f f f

f f f f f f e

f f f f f f f f f f e f e

f e

       
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
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      

  
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1 2 3 4 5 6 7 , ,

3 7
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, ,

0 4

.

    2

    2  

n

n n n n n n n n n p q n

n s n s n p q n

s s

f e

f f f f f f f f f Q

f f f Q



      

 

 



         

    

 

özdeşliği elde edilir. 

iv. ii. ve iii. önermelerin taraf tarafa toplanmasıyla  

 
2

, , , , , , , ,2p q n p q n p q n n p q nQ Q Q f Q   

 özdeşliğine ulaşılır.  
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3. 5. 4. Önerme: 0n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. , ,2 1 0 , ,2 4 3 , ,2 5 4 , ,2 8 7 , , , ,... ...  p q n p q n p q n p q n p q n p q nQ e Q e Q e Q e qQ Q          

, , 1 , , 1                                                                                        +Qp q n p q nQ  , 

ii. , ,2 1 0 , ,2 4 3 , ,2 5 4 , ,2 8 7 , , , ,... ...p q n p q n p q n p q n p q n p q nQ e Q e Q e Q e qQ Q            

, , 1 , , 1                                                                                       p q n p q nQ Q  , 

iii. , ,2 1 0 , ,2 4 3 , ,2 5 4 , ,2 8 7 , , , ,... ...p q n p q n p q n p q n p q n p q nQ e Q e Q e Q e qQ Q           

, , 1 , , 1 , ,2 1                                                                                   2p q n p q n p q nQ Q Q    . 

İspat: 

i. 
, ,2 1 0 , ,2 4 3 , ,2 5 4 , ,2 8 7 48... ...p q n p q n p q n p q nQ e Q e Q e Q e W          olsun. Oktonyonların 

çarpımı hatırlanır ve 3. 1. 1 Önermesinin 1. özdeşliği ile  
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  

 
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

 

sonucu elde edilir. 

ii. 
, ,2 1 0 , ,2 4 3 , ,2 5 4 , ,2 8 7 49... ...p q n p q n p q n p q nQ e Q e Q e Q e W           olsun. i. önermenin 

ispatına benzer olarak oktonyonların çarpımı, 3. 1. 1 Önermesinin 1. özdeşliği ve bazı 

cebirsel işlemlerle, 

 

  

  

 

49 2 1 0 2 4 3 2 5 4 2 8 7 0 2 4 0 2 7 3
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sonucuna ulaşılır. 

iii. 
, ,2 1 0 , ,2 4 3 , ,2 5 4 , ,2 8 7 50... ...p q n p q n p q n p q nQ e Q e Q e Q e W          olsun. i. önermenin 

ispatına benzer olarak oktonyonların çarpımı, 3. 1. 1 Önermesinin 1. özdeşliği ve bazı 

cebirsel işlemlerle    
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2 11 4 2 12 3 2 15

2 1 2 7 2 9 2 15 2 1 0

... ... ...

... ... ... ...

... ...

... ... 2( ...

n n n n n

n n n n n n

n n n

n n n n n

e f e f e f e f f e

f e f e f e f f e f e

f e f e f

f f f f f e

     

     

  

    

       

         

    

         

   

2 4 3 2 5 4

2 8 7

2 2 2 2 2 2 2 2

1 3 4 4 5 7 8 , ,2 1

2 2 2 2 2 2 2 2

3 4 7 1 4 5 8

, ,2 1

, , , , , ,

... )

     ... ... 2

... ... ... ...

2

n n

n

n n n n n n n n p q n

n n n n n n n n

p q n

p q n p q n p q n

f e f e

f e

qf f qf f qf f qf f Q

q f f f f f f f f

Q

qQ Q Q

 



       

      





 

           

            



   1 , , 1 , ,2 12   p q n p q nQ Q  

  

özdeşliği elde edilir. 

Aşağıdaki teoremde  , ,p q n n
Q


 dizisinin genel terimi için Binet formülü verilmektedir. 

3. 5. 1. Teorem (Binet Formülü): 0 1 7, , ,..., O olsun.e e e e 
7

0

 s

s

s

e 


 ve
7

0

s

s

s

e 


  

olmak üzere 0n   için,  
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 , ,

n n

p q nQ
 

 





    

formülü doğrudur. 

İspat:
, , 51p q nQ W olsun. 

, ,p q nQ  tanımından ve nf  için Binet formülünden, 

 

7

51

0

7

0

7 7

0 0

    =

   (  ) ( )

n s s

s

n s n s

s

s

n n
s s

s s

s s

n n

W f e

e

e e

 

 

 
 

   

 

 





 



 



 
 

 

 
 










 

 

formülü elde edilir. 

3. 5. 5. Önerme: Aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i. , ,2 , ,2 1 , ,2 1  ,   1p q n p q n p q npQ qQ Q n    , 

ii. 
2 2

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 , ,2 22 ,   2p q n p q n p q n p q np Q pqQ q Q Q n      , 

iii. 
3 2 2 3

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 , ,2 3 , ,2 33 3 ,  2p q n p q n p q n p q n p q np Q p qQ pq Q q Q Q n        . 

İspat: 

i.
, ,2 , ,2 1 52p q n p q npQ qQ W   olsun. Split oktonyonlar için, skaler ile oktonyon çarpımı, 

oktonyonların toplamı ve (p,q)-Fibonacci sayı dizisi tanımı hatırlanırsa 

 

  



     

 

52 2 0 2 1 1 2 2 2 2 7 7 2 1 0 2 1 2 1 2

2 6 7

2 2 1 0 2 1 2 1 2 2 2 1 2

2 7 2 6 7

2 1 0 2 2 1 2 3 2 2 8 7

, ,2 1

...

...

     

...

...

     

n n n n n n n

n

n n n n n n

n n

n n n n

p q n

W p f e f e f e f e q f e f e f e

f e

pf qf e pf qf e pf qf e

pf qf e

f e f e f e f e

Q

    



   

 

   



       

 

     

  

    



 

özdeşliği  elde  edilir. Aynı  özdeşliğe  
, ,p q nQ   için  verilen  Binet  formülü  kullanılarak, 
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3. 3. 5. Önermedeki  i. önermenin ispatına benzer şekilde elde edilir.  

ii. 2 2

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 532  p q n p q n p q np Q pqQ q Q W     olsun. Split oktonyonlarındaki cebirsel 

işlemler ve 3. 1. 1. Önermesinin 2. özdeşliği ile   

 

  

  

   

 

2

53 2 0 2 1 1 2 2 2 2 7 7 2 1 0 2 1 2 1 2

2

2 6 7 2 2 0 2 1 1 2 2 2 5 7

2 2 2 2

2 2 1 2 2 0 2 1 2 2 1 1

2 2 2

2 2 2 1 2 2 2 7

... 2

... ...

2 2

2 ...

n n n n n n n

n n n n n

n n n n n n

n n n n

W p f e f e f e f e pq f e f e f e

f e q f e f e f e f e

p f pqf q f e p f pqf q f e

p f pqf q f e p f

    

   

   

  

       

      

     

      2

2 6 2 5 7

2 2 0 2 3 1 2 4 2 2 9 7

, ,2 2

2

...

n n

n n n n

p q n

pqf q f e

f e f e f e f e

Q

 

   





    



 

sonucu elde edilir. Aynı özdeşliğe 
, ,p q nQ  için verilen Binet formülü kullanılarak, 

3. 3. 5. Önermedeki  ii. önermenin ikinci ispatına benzer şekilde elde edilir. 

iii. 
3 2 2 3

, ,2 , ,2 1 , ,2 2 , ,2 3 543 3p q n p q n p q n p q np Q p qQ pq Q q Q W       olsun. Böylece split 

oktonyonlarındaki cebirsel işlemler ve 3. 1. 1. Önermesinin 3. özdeşliği ile 

  

   



 

3 2

54 2 0 2 1 1 2 2 2 2 7 7 2 1 0 2 1 2 1 2

2 3

2 6 7 2 2 0 2 1 1 2 2 2 5 7 2 3 0

2 2 1 2 1 2 2 4 7

3 2 2 3 3

2 2 1 2 2 2 3 0 2

... 3

... 3 ...

...

     3 3

n n n n n n n

n n n n n n

n n n

n n n n n

W p f e f e f e f e p q f e f e f e

f e pq f e f e f e f e q f e

f e f e f e

p f p qf pq f q f e p f

    

    

  

  

       

       

   

     

   



2 2

1 2 2 1

3 3 2 2 3 3

2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 7

2 2 3

2 6 2 5 2 4 7

2 3 0 2 4 1 2 5 2 2 10 7

, ,2 3

3 3

3 3 ...

3 3

     ...

      

n n

n n n n n n

n n n

n n n n

p q n

p qf pq f

q f e p f p qf pq f q f e p f

p qf pq f q f e

f e f e f e f e

Q

 

    

  

   



 

      

  

    



 

sonucu elde edilir. Aynı özdeşliğe 
, ,p q nQ  için verilen Binet formülü kullanılarak 

3. 3. 5. Önermedeki  iii. önermenin ikinci ispatına benzer şekilde elde edilir.  

3. 5. 6. Önerme: Aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i.  
3 3

2

, , 1 , , 1 , , 2 , , 2 ,    2,
n

p q n p q n p q n p q nQ Q Q Q q n
 

 



   

 
    

 
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ii.  
2 2

12

, , 1 , , 3 , , 1 ,    1,
n

p q n p q n p q nQ Q Q p q n
 

 



  

 
     

 
, 

iii. 2

, , , , , , 2 , , 2 2 2 4p q m p q n p q m p q n n m n m n m n mQ Q q Q Q p f f f f               

, , 2                                                2 ,    , 2,p q n mQ n m    

iv.  2 2 2

, , 1 , , 1 2 4 6 , ,2 ,    1,p q n p q n n m n m n m n m p q n mQ q Q p f f f f Q n                  

v. 
2

, , 1 , , 1 , , 1 , , , , 1,  1,p q n p q n p q n p q n p q nQ qQ Q pQ Q n      , 

vi.  2

, , 1 , , 1 , , 1 , , 1,  1.n n

p q n p q n p q n p q nQ qQ Q Q n         

İspat: i.-vi. İspatları, 
, ,p q nQ  için verilen Binet formülü kullanılarak 3. 3. 6. Önermedeki  

i.-vi. Önermelerinin ispatlarına benzer şekilde elde edilir. 

3. 5. 7. Önerme: , , 0n r t   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlikler doğrudur. 

i.  , , , , , , ,   ,
n t

p q n r n t p q n t n r p q o r tQ f Q f q Q f r t


         , 

ii.  , , , , , , 2 ,   ,
n r

p q n r n r p q n r n r p q o rQ f Q f q Q f n r


         

iii.  , , , , , , ,   
n

p q n r n p q n n r p q o rQ f Q f q Q f      

iv.  , , 1 , , 1 , , ,
n

p q n n p q n n p q oQ f Q f q Q      

v.    , , , , , ,2 , ,0 ,   , ,
r t n t

p q n r n t p q n r n t p q n r t p q r tQ f q Q f Q f q Q f n t r
 

            

vi.  
2

, , , , , , 2 ,   ,
r

p q n r n r p q n r n r p q o rQ f q Q f Q f n r        

vii.  , , , , , ,2    
r

p q n r n r p q n n p q n r rQ f q Q f Q f  

viii. 
, , 1 1 , , , ,2 1.p q n n p q n n p q nQ f qQ f Q     

İspat: i.-viii. İspatları, 
, ,p q nQ  için verilen Binet formülü kullanılarak 3. 3. 7. 

Önermedeki  i.-viii. önermelerinin ispatlarına benzer şekilde elde edilir. 

3. 5. 2. Teorem (Honsberger Özdeşliği): 0 ve 1n m   olmak üzere, aşağıdaki 

özdeşlik doğrudur. 

, , 1 , , , , , , 1 2 4 6 , ,+ 2p q n p q m p q n p q m n m n m n m n m p q n mQ Q qQ Q f f f f Q               . 

İspat: İspat, 3. 3. 2. Teoremindeki ispata benzer şekilde elde edilir. 
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3. 5. 8. Önerme: 0 n  olmak üzere, aşağıdaki özdeşlik doğrudur. 

2 2

, , 1 , , 2 1 2 3 2 5 2 7 , ,2 12p q n p q n n n n n p q nQ qQ f f f f Q            . 

İspat: İspat, 3. 3. 8. Önermedeki ispata benzer şekilde elde edilir.  

3. 5. 3. Teorem (d’Ocagne’nin Özdeşliği): 1m n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlik 

doğrudur. 

 
, , , , 1 , , 1 , , ( )

n m n m
m

p q m p q n p q m p q nQ Q Q Q q
 

 

 

 

 
     

 
. 

İspat: İspat, 3. 3. 3. Teoremindeki ispata benzer şekilde elde edilir. 

3. 5. 4. Teorem (Catalan’ın Özdeşliği): n r  olmak üzere, aşağıdaki özdeşlik 

doğrudur. 

 
2

, , , , , , ( )
r r

n r

p q n r p q n r p q n rQ Q Q q f
 

 



 

 
     

 
. 

İspat: İspat, 3. 3. 4 Teoremindeki ispata benzer şekilde elde edilir. 

3. 5. 5. Teorem (Cassini’nin Özdeşliği): 1n   olmak üzere, aşağıdaki özdeşlik 

doğrudur. 

 
2 1

, , 1 , , 1 , , ( )n

p q n p q n p q nQ Q Q q
 

 



 

 
     

 
. 

İspat: İspat, 3. 3. 5. Teoremindeki ispata benzer şekilde elde edilir. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Tezde, split ( , )p q -Fibonacci kuaterniyon ve oktonyon sayı dizileri tanımlandı. Yeni 

tanımlanan bu sayı dizileri, p ve q parametrelerine bağlı olarak split Fibonacci 

kuaterniyon ve oktonyon sayı dizilerinin bir genelleştirilmesidir. Bu sayı dizileri için, 

dikkatli çalışmalar ile Binet formülleri, Catalan, Cassini, D’ocagne, Honsberger 

özdeşlikleri gibi bir çok özdeşlikler elde edildi.  

 Split kuaterniyonlar veya oktonyonlar cebirlerinde çarpma işlemleri değişmeli 

olmadığından, split ( , )p q -Fibonacci kuaterniyon ve oktonyon sayı dizileri üzerine elde 

edilen özdeşlikler, klasik Fibonacci kuaterniyon ve oktonyon sayı dizileri için üretilmiş 

özdeşliklerin sunumlarına göre biraz daha karmaşık durumda sunulmuşlardır. 

Gelecek çalışmalar arasında, p ve q parametrelerine bağlı olarak dual Fibonacci 

kuaterniyon ve oktonyon sayı dizilerinin bir genelleştirilmesi olarak görülebilen dual 

( , )p q -Fibonacci kuaterniyon ve oktonyon sayı dizilerinin tanımlanması ve bu sayı 

dizileri için Binet formülleri, Catalan, Cassini, D’ocagne, Honsberger gibi bir çok 

özdeşlikleri elde etme yer alabilir.  
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