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1. GİRİŞ 

Diferensiyel denklemlerin teorik çalışmaları, gerçek hayatta karşılaşılan problemlerin 

analizinde oldukça önemli bir araç olarak karşımıza çıkmaktadır. Fakat bazı problemlerin 

model oluşturulmasında adi diferensiyel denklemler yetersiz kalabilmektedir. Gerçek 

yaşamda problemler ani şokların süreksiz özelliklerinden etkilenmektedir. Asıl sürece 

göre ihmal edilebilecek kısa bir zaman zarfında gerçekleşen bir dış etki, sürecin 

durumunda impals olarak belirtilen anlık değişimlere sebep olmaktadır. O süreçlere 

dışarıdan yapılan etkileri göz ardı eden adi diferensiyel denklemler sürecin 

modellenmesinde doğru sonuç vermeyebilir. Söz konusu süreçleri matematiksel olarak 

modellemek için, süreksiz yörüngelere sahip impulsive diferensiyel denklemler 

kullanılmaktadır. Impulsive diferensiyel denklemlerin teorik gelişmeleri, teknoloji ve 

bilimsel problemlerin uygulamaya yönelik ihtiyaçlarından dolayı hızla gelişmektedir. Bu 

gelişmelerle birlikte, impulsive diferensiyel denklemler fizik, kimya, biyoloji, 

mühendislik ve ekonomi biliminde gerçek yaşam problemlerinin modellenerek 

analizinde yaygın bir şekilde kullanılmaktadır. 

Samoilenko ve Perestyuk (1995) un “Impulsive Differential Equations” kitabında 

periyodik çözümler, kararlılık, varlık ve teklik gibi bir çok problem ele alındığında bu 

alandaki en önemli kaynaklardan biridir. 

Yine Lakshmikantham, Bainov ve Simeonov (1989) tarafından yazılan “Theory of 

Impulsive Differential Equations” isimli kitap impulsive sınır değer problemleri üzerine 

en kapsamlı çalışmalardan biridir. 

Impusive diferensiyel denklemler konusu Howell et. al. (1993),  Erbe ve Wang (1994), 

Freiling and Yurka (2002), Eloe and Henderson (1998) tarafından da çeşitli problemler 

incelenerek ele alınmıştır. 
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Biz bu tezde  

         p x y x q x y x h x     ,            , ,x a c c b                                      (1.1.1) 

   1y c d y c     ,            1 1

2y c d y c                                                                (1.1.2) 

   y a y b ,
       1 1

y a y b                                                                                      (1.1.3) 

sınırdeğer problemini ele alacağız. Burada        1
y x p x y x ,  y x fonksiyonunun 

quasi türevi olarak adlandırılır. 

 y c ,  y x fonksiyonun c noktasındaki sol limitini;  y c ,  y x fonksiyonunun c

noktasındaki sağ limitini ve (1.1.2) koşulları c noktasındaki impuls efekti gösterirler. 

(1.1.3) sınır koşulları periyodik sınır koşulları olarak adlandırılır ve ayrık olmayan sınır 

koşulların en önemli örneğini oluştururlar.  

Bu çalışmada (1.1.1)-(1.1.3) impulsive sınır değer problemi ele alınarak bu probleme 

ilişkin temel çözümler bulunmuş, çözümlerin varlığı ve tekliği gösterilmiş, Green 

fonksiyonu inşa edilmiştir. 
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2. İKİNCİ MERTEBEDEN LİNEER IMPULSIVE DİFERENSİYEL 

DENKLEMLER 

2.1.  Homojen Impulsive Diferensiyel Denklemler 

 

c bir reel sayı ve 1d , 2d  sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere 

        0p x y x q x y x     ,    , , ,x c c                                                (2.1.1) 

   1 ,y c d y c 
       1 1

2y c d y c 
                                                                    

(2.1.2) 

ikinci mertebeden lineer homojen impulsive diferensiyel denklemini ele alalım.Burada 

 y y x  aranılan çözüm olup 

                                                   
       1

y x p x y x
                                              

(2.1.3) 

 y x  fonksiyonunun quasi türevi olarak adlandırılır. (2.1.1) denklemindeki   p x  ve 

 q x katsayıları  ,  aralığı üzerinde ölçülebilir reel değerli fonksiyonlardır ve her 

bir 1c , 2c sonlu  reel  sayıları için  1 2c c  olmak üzere  

                                      
 

2

1

,

c

c

dx

p x
 

           

 
2

1

c

c

q x dx                                       (2.1.4) 

dır. 

Eğer  y x  fonksiyonu    , ,c c    aralığında  y x  türevine sahip, ( ) ( )p x y x  

fonksiyonu    , ,c c    aralığının her bir kapalı alt aralığında mutlak sürekli ve sonlu 

 y c  ,    1
y c  değerlerine sahip ise ve de (2.1.1) diferensiyel denklemi ile (2.1.2) 

impulsive koşullarını sağlıyorsa  y x  fonksiyonuna (2.1.1)-(2.1.2) impulsive 

diferensiyel denkleninin çözümü denir. 

Teorem  1.    0 , ,x c c     ve 0c , 1c  olmak üzere (2.1.1)-(2.1.2) impulsive 

diferensiyel denkleminin, 
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     1

0 0 0 1,y x c y x c 
                                                    

(2.1.5)  

başlangıç koşullarını sağlayan çözümü vardır ve tektir. (Lakshimikantham et. al. 1989). 

 

İspat.  0 ,x c   alalım. (2.1.4) koşullarından birincisi sağlandığından diferensiyel 

denklemler için çözümün varlık ve tekliği teoremi gereğince  ,c aralığında (2.1.1) 

denkleminin (2.1.5) koşullarını sağlayan çözümü vardır ve tektir. Yine  y x  çözümü 

sonlu  y c  ve    1
y c  değerlerine sahiptir. Bu durumda  y c  ve    1

y c değerlerini 

(2.1.2) impulsive koşulları sağlanacak şekilde alırsak,
 

                        
   

1

1
,y c y c

d

 

          

       1 1

2

1
y c y c

d

 

                                

(2.1.6) 

olacaktır. Böylelikle   y c  ve    1
y c

 
değerleri de tanımlanmış olur. (2.1.4) 

koşullarından ikincisi de sağlandığından ve de diferensiyel denklemler için çözümün 

varlığı ve tekliği teoreminden  ,c 
 
aralığında (2.1.1) denkleminin (2.1.6) koşullarını 

sağlayan çözümü vardır ve tektir. Sonuç olarak  0 ,x c  alınırsa (2.1.1), (2.1.2) 

denkleminin  (2.1.5) başlangıç koşullarını sağlayan çözümü vardır ve tektir. 

 0 ,x c 
 
için ispat benzer yolla ispatlanır. 

Tanım 2.  y x ve  z x ,    , ,c c    aralığında diferensiyellenebilen iki fonksiyon 

olmak üzere  y x  ve  z x  fonksiyonlarının Wronskiyen’i 

                         
             1 1

,xW y z y x z x y x z x   

                                        
         p x y x z x y x z x      ,     , ,x c c     

ile verilir. 

Teorem 3. (2.1.1), (2.1.2)  homojen impulsive diferensiyel denkleminin herhangi iki y

ve z  çözümünün Wronskiyen’i  ,c  ve  ,c   aralıklarının her biri üzerinde sabittir. 

Bununla birlikte bu sabitler sırasıyla 


ve 


 olmak üzere , 
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 

 

, ,
( , )

, ,
x

x c
W y z

x c









  
 

 
                                                    (2.1.7) 

ile verilir. Ayrıca  

                                                1 2d d                                                                 (2.1.8) 

bağıntısı sağlanır.  

İspat. y  ve z ; (2.1.1), (2.1.2) denkleminin herhangi iki çözümü olsunlar. O taktirde 

               
        0p x y x q x y x        ,            , , ,x c c   

                  
(2.1.9) 

                           
   1 ,y c d y c 

      
       1 1

2y c d y c                                   (2.1.10) 

ve 

               
        0p x z x q x z x        ,         , , ,x c c                       (2.1.11) 

                          
   1 ,z c d z c 

         
       1 1

2z c d z c 
                                 

(2.1.12) 

sağlanır. (2.1.9) ve (2.1.11) eşitlikleri kullanılırsa 

                          
            ( , )xW y z p x y x z x y x z x

                         
 

                                            
           y x p x z x p x y x z x           

                                            
           y x q x z x q x y x z x   

                                            0  
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elde edilir. Bu durum Wronskiyen’in x  değişkeninden bağımsız olduğunu gösterir.  

Böylelikle 


ve 


  sabitler olmak üzere 

                                    

 

 

, ,
( , )

, ,
x

x c
W y z

x c









  
 

                                                

(2.1.13) 

yazabiliriz. 

(2.1.13) eşitliklerinden  

                               
( , )

c
W y z 

    ,    ( , )
c

W y z 

   

olup, burada (2.1.2) impulsive koşulları kullanılırsa 

                     
               1 1

, ,
c

y z W y z y c z c y c z c 

        

                                                       
           1 1

1 2 2 1d y c d z c d y c d z c      

                                                       
 1 2 ,

c
d d W y z  

                                                       1 2d d   

bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Sonuç  4. y  ve z ; (2.1.1), (2.1.2) denkleminin iki çözümü iseler bu durumda her

   , ,x c c    için ya   , 0xW y z  ya da   , 0xW y z  dır. 

 

Teorem 5. (2.1.1), (2.1.2)  homojen impulsive diferensiyel denkleminin herhangi iki 

çözümünün lineer bağımsız olması için gerek ve yeter şart bu çözümlerin Wronskiyen’nin 

sıfırdan farklı olmasıdır. 
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İspat.  (Gereklilik) 1y  ve 2y  fonksiyonları (2.1.1), (2.1.2) denkleminin lineer bağımsız 

herhangi iki çözümü olsunlar.  1 2, 0xW y y  olduğunu gösterelim. Aksini kabul edelim , 

yani  1 2, 0xW y y   olsun. Bu durumda 1c  ve 2c keyfi sabitler olmak üzere, 

   0 , ,x c c     noktası için 

                                     
   

1 1 0 2 2 0

1 1

1 1 0 2 2 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

c y x c y x

c y x c y x

 


 
         (2.1.14) 

lineer homojen denklem sistemini ele alalım. Bu denklem sisteminin determinantı  

               

   
       

           
1 0 2 0 1 1

1 0 2 0 2 0 1 01 1

1 0 2 0

y x y x
y x y x y x y x

y x y x
 

 

                                                   
 

0 1 2,xW y y  

                                               0

 olur. Bu ise denklem sisteminin aşikar olmayan en az bir  1 2,c c  çözümünün olması 

demektir.  1 2,c c çözümü yardımıyla  

                                      
     1 1 2 2y x c y x c y x   

fonksiyonunu oluşturalım. (2.1.1) denklemi ve  (2.1.2) koşulları lineer homojen 

olduğundan  
1

y x  ve  2y x  çözümlerinin lineer birleşimi olan  y x
 
fonksiyonu da  

(2.1.1),(2.1.2)  probleminin bir çözümü olacaktır. (2.1.14) denklem sisteminden     

                                
 0 1 1 0 2 2 0( ) ( ) 0y x c y x c y x    

ve  

                             
       1 1 1

0 1 1 0 2 2 0( ) ( ) 0y x c y x c y x    

bulunur. 

O halde Teorem 1 (çözümün tekliği) gereği   0y x   olacaktır. Buradan   

                                       
   1 1 2 2 0c y x c y x 

 

 elde ederiz.  1 2,c c çiftlerinden en az biri sıfırdan farklı olduklarından  
1

y x  ve  2y x

fonksiyonları lineer bağımlı olur. Bu ise çelişkidir. Çünkü 1y  ve 2y  fonksiyonları lineer 

bağımsızdırlar. O halde kabulümüz yanlış olup  1 2, 0xW y y   olmalıdır. 
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(Yeterlilik)  1 2, 0xW y y   olsun. 1y ve 2y  çözümlerinin lineer bağımlı olduklarını 

varsayalım. Bu durumda  

                                    
   1 2y x k y x  

olacaktır. Buradan her    , ,x c c     için      

                            
   1 2 2 2, ,x xW y y W k y y

 

                                             
           1 1

2 2 2 2ky x y x ky x y x  = 0
 

elde edilir. Bu ise çelişkidir. Çünkü  1 2, 0xW y y 
 
dır. O halde 1y  ve 2y  çözümleri 

lineer bağımsızdırlar. 

 

Teorem 6. (2.1.1),(2.1.2) homojen impulsive diferensiyel denkleminin iki lineer 

bağımsız çözümü her zaman var olup bu denklemin her hangi bir çözümü bu çözümlerin 

lineer birleşimi alarak yazılabilir.( Lakshmikantham et al. 1989). 

 

İspat . İlk olarak (2.1.1), (2.1.2) denkleminin iki lineer bağımsız çözümünün her zaman 

var olduğunu gösterelim. 

 Teorem 1,  gereğince    0 , ,x c c     olmak üzere (2.1.1), (2.1.2)  denkleminin 

sırasıyla  

                                   
 1 0 1y x c ,       1

1 0 2y x c
 

 ve   

                                  
 2 0 3y x c ,      1

2 0 4y x c  

başlangıç koşulları sağlayan 1y  ve 2y  çözümleri vardır. Ayrıca 1 2 3, ,c c c  ve 4c  sabitlerini 

1 4 2 3c c c c
 
şartı sağlayacak şekilde alalım. Bu seçimi her zaman yapabiliriz. 

                           
             

0

1 1

1 2 1 0 2 0 1 0 2 0,xW y y y x y x y x y x   

                                             1 4 2 3c c c c 
 

                                                 0  

olup  Teorem 5 gereğince  
1

y x  ve  2y x  çözümleri lineer bağımsızdırlar. 

Gösterelim ki (2.1.1), (2.1.2) denkleminin her hangi bir çözümü  
1

y x  ve  2y x  

çözümlerinin lineer birleşimi şeklinde yazılabilir. 
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 y x
 
fonksiyonu (2.1.1), (2.1.2) denkleminin her hangi bir çözümü olsun. 

                                      
  1 1 2 2( ) ( )y x a y x a y x   

olacak biçimde 1a  ve 2a
 
reel sayılarının var olduğunu gösterelim.    0 , ,x c c   

 

olmak üzere,  

                                  

 
       

1 1 0 2 2 0 0

1 1 1

1 1 0 2 2 0 0

( ) ( )

( ) ( )

a y x a y x y x

a y x a y x y x

  


 

                                        (2.1.15) 

lineer homojen olmayan denklem sistemini ele alalım. Bu denklem sisteminin 

determinantı  

                                     
    0

1 0 2 0

1 21 1

1 0 2 0

( ) ( )
( , )

( ) ( )
x

y x y x
W y y

y x y x
  

                                                                          0  

olur. O halde bu denklem sisteminin tek bir   1 2,a a  çözümü vardır. Buradan  

                                     
  1 1 2 2( ) ( )z x a y x a y x   

fonksiyonu nu oluşturalım. (2.1.1) denklemi ve (2.1.2) koşulları lineer homojen olup

 
1

y x  ve  2y x  çözümlerinin lineer birleşimi olan  z x  fonksiyonunda (2.1.1), (2.1.2)  

denkleminin bir çözümü olur. (2.1.15) denklem sisteminden  

                            
   0 0z x y x

 
ve        1 1

0 0z x y x  

bulunur. Buradan Teorem 1 (çözümün tekliği) gereğince  

                             
    1 1 2 2( ) ( )z x y x a y x a y x  

 

elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

 

2.2.  Homojen Olmayan Impulsive Diferensiyel Denklemler 

 

         p x y x q x y x h x     ,    , , ,x c c   
                                      

 (2.2.1) 

   1 ,y c d y c 
        

       1 1

2y c d y c 
                                                            

(2.2.2) 

 

ikinci mertebeden lineer homojen olmayan impulsive diferensiyel denklemini ele alalım. 
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Burada  h x ,    , ,c c    üzerinde tanımlı reel değerli bir fonksiyon olup , 1 2x x

koşulunu sağlayan 1x  , 2x  sonlu reel sayıları için   

                                                 

 
2

1

x

x

h x dx    

gerçeklenir. 

 

Teorem 7.  
1

y x ve  2y x , (2.1.1), (2.1.2) homojen impulsive diferensiyel denkleminin 

temel çözümler cümlesini oluştursunlar. Bu durumlarda 1c  ve 2c  herhangi sabitler olmak 

üzere  (2.2.1) , (2.2.2) homojen olmayan impulsive diferensiyel denkleminin genel 

çözümü  

 
       

 
       1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

( ) ( ) , , , 2.2.3
,

x

sc

y x y s y s y x
y x c y x c y x h s ds x c c

W y y


      

şeklindedir. 

 

İspat.  

        0p x y x q x y x     ,    , , ,x c c                                                (2.2.4) 

   1 ,y c d y c 
       

       1 1

2y c d y c 
                                                             

(2.2.5) 

 homojen impulsive diferensiyel denkleminin genel çözümü  

                            
     1 1 2 2ŷ x c y x c y x   

olup, (2.2.1)-(2.2.2) homojen olmayan impulsive diferensiyel denkleminin genel 

çözümünü              

               
         1 2 21

y x c x y x c x y x                                                               (2.2.6) 

olacak şekilde arayalım.  

         
                 1 2 2 1 1 2 21

y x c x y x c x y x c x y x c x y x         

bulunur. Burada 

                          
       1 1 2 2 0c x y x c x y x  

                                                        (2.2.7) 
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olacak şekilde  1c x ve  2c x  katsayılarını bulalım. 

                               1 1 2 2y x c x y x c x y x   
 

olup bu sonuç (2.2.1) denkleminde yerine yazılırsa, 

                 1 1 2 2p x c x y x p x c x y x q x y x h x        

Buradan 

                       

           

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

p x c x y x p x c x y x p x c x y x p x c x y x

p x c x y x p x c x y x

         


           

                                  

             1 1 2 2q x c x y x q x c x y x h x  
  

Buradan,
 

                           1 1 1 2 2 2 21
c x p x y x p x y x q x y x c x p x y x p x y x q x y x             

   

             1 1 2 2p x c x y x p x c x y x h x     
 

olur.  1y x  ve  2y x , (2.1.1), (2.1.2) homojen denklemin birer çözümü olduklarından 

                       
             1 1 2 2p x c x y x p x c x y x h x                                               (2.2.8)   

bulunur. (2.2.7) ve (2.2.8) den                      

                           

       

       
 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

0c x y x c x y x

h x
c x y x c x y x

p x

   

 
    

                                            

(2.2.9)
 

 denklem sisteminden  1c x  ve  2c x katsayılarını bulalım. Bunun için  birinci ve ikinci 

eşitliğin her iki yanını sırasıyla  2y x ve  2y x  ile çarpalım. 

                     

           
   

 
2

1 1 2 1 1 2

y x h x
c x y x y x c x y x y x

p x
      

                      

         
   

 
2

1 1 2 1 2

y x h x
c x y x y x y x y x

p x
       

                                             

 
   

 
2

1

1 2,x

y x h x
c x

W y y
   

bulunur. Bu eşitliğin her iki tarafını c den x e integrallersek, 
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 
   

 
2

1

1 2,

x x

sc c

y s h s
c s ds ds

W y y
    

                                     

   
   

 
2

1 1

1 2,

x

sc

y s h s
c x c c ds

W y y
    

                                       

 
   

 
2

1 1

1 2,

x

sc

y s h s
c x c ds

W y y
    

elde edilir. 

Şimdi (2.2.9) denklem sisteminin her iki tarafını  1y x ve  1y x  ile çarpalım. Buradan 

                        

           
   

 
1

2 1 2 2 2 1

h x y x
c x y x y x c x y x y x

p x
      

                         

         
   

 
1

2 1 2 2 1

h x y x
c x y x y x y x y x

p x
       

                                            

 
   

 
1

2

1 2,x

y x h x
c x

W y y


    

bulunur. Eşitliğin her iki yanını c den x e integrallersek 

                                         

 
   

 
1

2

1 2,

x x

sc c

y s h s
c s ds ds

W y y
     

                                     

   
   

 
1

2 2

1 2,

x

sc

y s h s
c x c c ds

W y y
  

 

                                        

 
   

 
1

2 2

1 2,

x

sc

y s h s
c x c ds

W y y
    

elde edilir.  

Bulunan  1c x  ve  2c x  değerleri (2.2.6) da yerlerine yazılırsa, 

          

 
   

 
 

   

 
 2 1

1 2 21
1 2 1 2, ,

x x

s sc c

y s h s y s h s
y x c ds y x c ds y x

W y y W y y

   
         
   

 
 

     
       

 
     2 1 21

1 2 21
1 2

, , ,
,

x

sc

y x y s y s y x
y x c y x c y x h s ds x c c

W y y


        

bulunur. 
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3. GREEN FONKSİYONU 

 

3.1. Green Fonksiyonunun Elde Edilmesi 

 

  c  ba   olmak üzere a,b ve c birer nokta olsun. 

         p x y x q x y x h x     ,          , ,x a c c b 
                                      

(3.1.1) 

   1y c d y c   ,           1 1

2y c d y c 
                                                                

(3.1.2) 

   y a y b  ,        1 1
y a y b

                                                                                 
(3.1.3) 

impulsive sınır değer problemini göz önüne alalım. Burada   p x ,  q x ve  h x ,  ,a b  

üzerinde tanımlı reel değerli ölçülebilir fonksiyonlar olup  

                       
 

b

x

a

d

p x
    ,    

b

a

q x dx    ,    
b

a

h x dx    

integrallenebilirlik koşullarını sağlarlar. Ayrıca 1d  ve 2d
 
sıfırdan farklı birer reel sayıdır. 

(3.1.1) , (3.1.2) denklemine ilişkin  

        0p x y x q x y x     ,    , ,x a c c b 
                                                  

(3.1.4) 

   1y c d y c  ,          1 1

2y c d y c 
                                                                  

(3.1.5)  

lineer homojen impulsive diferensiyel denklemini ele alalım.  u x
 
ve  v x  fonksiyonları  

(3.1.4) , (3.1.5) denkleminin sırasıyla, 

                                         

     

   

1

1

1, 0

0, ( ) 1

u a u a

v a v a

 

 
                                                      (3.1.6) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümleri olsunlar. Bu  u x
 
ve  v x  çözümlerinin x a  

noktası için Wronskiyen’i (3.1.6) koşulları  yardımıyla, 

                             
             1 1

, 1aW u v u a v a u a v a    

bulunur.  
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Böylelikle Teorem 3 den, 

                                 

 
 
 

1 1

1 2

1, ,
,

, ,

x a c
W u v

x d d x c b 

 
 

                                           

     (3.1.7) 

şeklinde  yazabiliriz. 

Şimdi  

                                 
     1 1 1

1 2 1D u b v b d d    
                  

                              (3.1.8) 

olarak adlandıralım. 

Teorem 8. 0D   olması için gerek ve yeter koşul (3.1.4), (3.1.5) homojen impulsive 

diferensiyel denkleminin (3.1.3) periyodik sınır koşullarını sağlayan tek çözümünün 

  0y x    aşikar çözüm olmasıdır. 

İspat.  u x  ve  v x ; (3.1.4), (3.1.5) probleminin temel çözümler cümlesini 

oluşturduklarından, (3.1.4), (3.1.5) probleminin genel çözümü  

                                     
     1 2y x c u x c v x   

şeklinde yazılabilir, öyle ki burada 1c ve 2c  keyfi sabitlerdir. Buradan (3.1.3) sınır 

koşulları ile (3.1.6) başlangıç koşulları dikkate alınırsa; 

                                

   
       

1 2

1 1

1 2

1 0

1 0

u b c v b c

u b c v b c

     


     

 

lineer homojen denklem sistemi elde edilir. 

Bu denklem sisteminin determinantı  

 

                  

   
       

             1 1

1 1

1
1 1

1

u b v b
u b v b u b v b

u b v b


   


 

                                                    
               1 1 1

1u b v u b v b v b u b    
 

                                                    
       1

, 1bW u v u b v b   
 

                                                    
     11 1

1 2. 1d d u b v b      
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                                                     D   

olacaktır. O halde bu denklem sisteminin tek çözümünün    0y x 
 
aşikar çözüm olması 

için gerek ve yeter şart  0D   olmasıdır. 

 

Teorem 9. 0D   olmak üzere (3.1.1)-(3.1.3) homojen olmayan impulsive sınır değer 

probleminin çözümü  

                        

     ,

b

a

y x G x s h s ds  ,    , ,x a c c b                                        (3.1.9) 

şeklindedir. Burada  

 

 
 

           11
,

,s

G x s v b u x u s u v x v s
DW u v

  
   

 

             

             

1

1 1 1 1 1

1 2 1 2

1 1 ,1

, . . ,s

v b u x v s u b u s v x s x

DW u v v b d d u s v x u b d d u x v s x s   

         
 

         

 

fonksiyonuna (3.1.1)-(3.1.3) impulsive sınır değer probleminin Green fonksiyonu denir. 

 

İspat. 0D   koşulu altında  u x  ve  v x  çözümleri lineer bağımsız olup Teorem 7 

gereğince (3.1.1), (3.1.2) denkleminin genel çözümü, 

 
       

 
     1 2( ) ( ) , , ,

,

x

sc

u x v s u s v x
y x c u x c v x h s ds x a c c b

W u v


               (3.1.10) 

şeklindedir. 1c  ve 2c  sabitlerini öyle seçelim ki,  y x  çözümü (3.1.3) koşullarını 

sağlasın.  y x  fonksiyonunun quasi türevi alınırsa, 

           
           

 
 

1 1

1 1 1

1 2
,

x

sc

u x v s u s v x
y x c u x c v x h s ds

W u v


                           (3. 1. 11) 

bulunur. 

 y a ,  y b ve 
   1

y a , 
   1

y b  değerlerini hesaplarsak, sırasıyla 

 
 

 
 1

,

a

sc

v s
y a c h s ds

W u v
   ,  

   
 
 

 1

2 ,
,

a

sc

u s
y a c h s ds

W u v
    
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     
       

 
 1 2

,

b

sc

u b v s u s v b
y b c u b c v b h s ds

W u v


    , 

ve 

           
           

 
 

1 1

1 1 1

1 2
,

b

sc

u b v s u s v b
y b c u b c v b h s ds

W u v


     

elde edilir. 

Bulunan bu değerleri (3.1.3) koşulunda sırasıyla yerlerine yazalım.    y a y b
 
koşulu 

göz önüne alınırsa 

   
 

 
 1 21

,

a

sc

v s
u b c v b c h s ds

W u v
     

   

 
 

   

 
 

, ,

b b

s sc c

u b v s u s v b
h s ds h s ds

W u v W u v
  

 

 

                                   

 

 
 

       

 
 

, ,

c b

s sa c

v s u b v s u s v b
h s ds h s ds

W u v W u v


   

  

    (3.1.12) 

bulunur.  

       1 1
y a y b

 
koşulu dikkate alınırsa, 

       
 

 
 

           

 
 

1 1

1 1

1 21
, ,

c b

s sa c

u s u b v s u s v b
u b c v b c h s ds h s ds

W u v W u v


    
     

                                                                                                                               (3.1.13) 

bulunur. (3.1.10) , (3.1.11) den 

   
 

 
 

       

 
 

       
 

 
 

           

 
 

1 2

1 1

1 1

1 2

1
, ,

1
, ,

c b

s sa c

c b

s sa c

v s u b v s u s v b
u b c v b c h s ds h s ds

W u v W u v

u s u b v s u s v b
u b c v b c h s ds h s ds

W u v W u v

 
       




       


 

 

 

                                                                                                                                (3.1.14) 

denklem sistemini çözelim. Birinci ve ikinci eşitliğin her iki yanını sırasıyla    1
1v b 

ve  v b  ile çarpalım. Buradan  

                  
     

 
 

   
 

 

1

1 1 1

1

1
1

, ,

c c

s sa a

v s v b u s v b
c u b v b v b u b v b u b h s ds h s ds

W u v W u v

 
        
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                       
 

 
1 1

,

b

sc

u b v s v b u s v b v b u b v s u s v b
h s ds

W u v

  


 

 

               

 
 

1 1

,

b

sc

u b v s v b u s v b v b
h s ds

W u v


  

 

 
     

 
 

   
 

 

1

1

1

, ,

c c

s sa a

v s v b u s v b
c D h s ds h s ds

W u v W u v

         

                       
 

 
1 1

,

b

sc

u b v s v b u b v s v b u b v s u s v b
h s ds

W u v

  


 

 

     

 
 

   
 

 

 
 

 
     

 
 

   
 

 

1

1

1

, ,

1

, , ,

c c

s sa a

b b b

s s sc c c

v s v b u s v b
h s ds h s ds

W u v W u v

v s v bv s D u s v b
h s ds h s ds h s ds

W u v W u v W u v

     

      

 

  

 

 

     

 
 

   
 

 
 
 

 

1
1

, , ,

b b b

s s sa a c

v s v b u s v b v s D
h s ds h s ds h s ds

W u v W u v W u v

          

olup buradan  

     

 
 

   

 
 

 

 
 

1

1

1

, , ,

b b b

s s sa a c

v b v s v b u s v s
c h s ds h s ds h s ds

D W u v D W u v W u v


      

elde edilir. 

 

Şimdi de (3.1.14) denklem sisteminde birinci ve ikinci eşitliğin her iki yanını sırayla, 

   1
u b ve   1u b     

ile çarpalım. Buradan  

                        
 

 
1

1 1 1

2 1
,

c

sa

v s u b
c v b u b u b v b u b v b h s ds

W u v
        

   

 
 

1

,

c

sa

u s u b
h s ds

W u v

  
               

 
 

1 1

,

b

sc

u b u b v s u s u b v b
h s ds

W u v


  
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 
     

 
 

   

 
 

1

2

1

, ,

c c

s sa a

u s u bu b v s
c D h s ds h s ds

W u v W u v

       

                           

 
 

1 1 1 1

,

b

sc

u b u s v b u b v s u s u b v b u s v b
h s ds

W u v

  
  

 

   

 
 

     

 
 

  

 
   

11

, , ,

c c b

s s sa a c

u s u b u b v s u s D
h s ds h s ds h s d s

W u v W u v W u v

         

   

 
 

     

 
 

11

, ,

b b

s sc c

u s u b u b v s
h s ds h s ds

W u v W u v

      

 

   

 
 

     

 
 

   

 
 

11 .

, , ,

b b b

s s sa a c

u s u b u b v s D u s
h s ds h s ds h s ds

W u v W u v W u v

         

olup buradan  

   

 
 

     

 
 

 

 
 

1

2

1

, , ,

b b b

s s sa a c

u b u s u b v s u s
c h s ds h s ds h s ds

D W u v D W u v W u v


       

bulunur. 

Bulunan 1c  ve 2c  değerleri (3.1.10) da yerlerine yazılırsa, 

 
         

 
 

     

 
 

   

 
 

1

, , ,

b b b

s s sa a c

v b u x u x v s v b u x u s v s u x
y x h s ds h s ds h s ds

D W u v D W u v W u v


    

 

          

       

 
 

       

 
 

1

, ,

b b

s sa a

v x u b v x u s u b v x v s
h s ds h s ds

D W u v D W u v


  

 

 

          

   

 
 

,

b

sc

u s v x
h s ds

W u v


   

 
 

,

x

sc

u x v s
h s ds

W u v


   

 
 

,

x

sc

u s v x
h s ds

W u v


  

                           

 
 

1 1 1 1

,

b

sc

u b u b v s u s v b u b u b v s u s v b
h s ds

W u v

  

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     

 
 

       

 
 

1

, ,

b b

s sa a

v b u x u s u b v x v s
h s ds h s ds

D W u v D W u v
    

                     

 
 

1
1

,

b

sa

v b u x v s u x v s v x u s u b v x u s
h s ds

D W u v

  
   

   

 
 

   

 
 

, ,

x b

s sb x

v s u x u s v x
h s ds h s ds

W u v W u v
  

 

 

     

 
 

       

 
 

1

, ,

b b

s sa a

v b u x u s u b v x v s
h s ds h s ds

D W u v D W u v
  

                     

 
 

1
1

,

b

sa

v b u x v s u x v s v x u s u b v x u s
h s ds

D W u v

  
   

       

 
 

1

,

b

sx

D u s v x v s u x
h s ds

D W u v

   
 

 

     
 

 
       

 
 

                     
 

 

                     
 

 

1

1

1

, ,

1

,

1

,

b b

s sa a

x

sa

b

sx

v b u x u s u b v x v s
h s ds h s ds

D W u v D W u v

v b u x v s u x v s v x u s u b v x u s
h s ds

D W u v

v b u x v s u x v s v x u s u b v x u s
h s ds

D W u v

 

  


  


 





 

             

 
 

1 1 1

1 2 11

,

b

sx

u b v b d d u s v x v s u x
h s ds

D W u v

         
 

 

     

 
 

       

 
 

1

, ,

b b

s sa a

v b u x u s u b v x v s
h s ds h s ds

D W u v D W u v
    

                     

 
 

1
1

,

x

sa

v b u x v s u x v s v x u s u b v x u s
h s ds

D W u v

  
   

                     
 

 
1 1 1 1 1

1 2 1 21

,

b

sx

u b v s u x v b u s v x u s v x d d v s u x d d
h s ds

D W u v

      
 

 

 



20 

 

             
 

 

               

 
 

1

1

1

,

1 11

,

b

sa

x

sa

v b u x u s u b v x v s
h s ds

D W u v

v b u x v s u b v x u s
h s ds

D W u v




  






 

               

 
 

1 1 1 1 1

1 2 1 21

,

b

sx

v b d d u s v x u b d d v s u x
h s ds

D W u v

     
   

olup buradan 

              

     ,

b

a

y x G x s h s ds   ,     , ,x a c c b   

elde edilir. 

 

3.2.  Green Fonksiyonunun Pozitifliği 

 

Bu kısımda yeniden 

         p x y x q x y x h x       ,      , ,x a c c b                                        (3.2.1) 

   1y c d y c  ,           1 1

2y c d y c 
                                                                   

(3.2.2) 

   y a y b ,   
       1 1

y a y b                                                                                (3.2.3) 

impulsive sınır değer problemini ele alalım. Burada  

( 1H )    0, 0p x q x 
 
ve  hemen hemen her yerde   0q x   olmak üzere  

                    
 ,

b b

a a

dx
q x dx

p x
      

integrallenebilirlik koşulları sağlanır. 

( 2H ) 1 20, 0d d   ve 1 2 1 21d d d d    dir. 

(3.1.1), (3.1.2) denklemine ilişkin 

        0p x y x q x y x     ,    , ,x a c c b                                                  (3.2.4) 

   1y c d y c  ,            1 1

2y c d y c 
                                                                  

(3.2.5) 

lineer homojen diferensiyel denklemini göz önüne alalım. 

 u x  ve  v x  fonksiyonları (3.1.4), (3.1.5) denklemlerinin sırasıyla  
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     1
1, 0u a u a                                                                                                 (3.2.6) 

     1
0, 1v a v a                                                                                                  (3.2.7) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümleri olsunlar. 

 

Lemma 3.2.1.  u x  ve  v x  fonksiyonları için sırasıyla aşağıdaki özellikleri vardır. 

 i          1
, ,

x

a

u x q s u s ds x a c  ,                                                                       (3.2.8) 

 ii  
 

     1 , ,

x x

a s

dt
u x q s u s ds x a c

p t

 
   

 
 

                                                      

(3.2.9) 

 iii              1 1
, ,

x

c

u x u c q s u s ds x c b   ,                                                    (3.2.10) 

 iv        
   

     1
, ,

x x x

c c s

dt dt
u x u c u c q s u s ds x c b

p t p t

 
 

    
 

  
                 

(3.2.11) 

 v          1
1 , ,

x

a

v x q s v s ds x a c  
                                                                   

(3.2.12) 

 vi  
   

     , ,

x x x

a a s

dt dt
v x q s v s ds x a c

p t p t

 
   

 
   ,                                          (3.2.13) 

 vii              1 1
, ,

x

c

v x v c q s v s ds x c b                                                         (3.2.14) 

 viii        
   

     1
, ,

x x x

c c s

dt dt
v x v c v c q s v s ds x c b

p t p t

 
 

    
 

                    (3.2.15) 

İspat.  

 i  u x
 
fonksiyonu (3.2.4) denkleminin çözümü olduğundan  

                        
        0p x u x q x u x      

gerçeklenir. Buradan  

                            
       p x u x q x u x                                                             (3.2.16) 

yazabiliriz.  ,x a c alalım. (3.2.16) eşitliğinin her iki yanını a dan x e integralleyip 

(3.2.6) koşulunun ikincisini ele alırsak, 
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       
x x

a a

p s u s ds q s u s ds      

                                

           1
x

a

p x u x u a q s u s ds                                           (3.2.17) 

                                

         1
, ,

x

a

u x q s u s ds x a c   

bulunur. 

 ii . (3.2.17) den  

                                    
 

   
1

( )

x

a

u x q s u s ds
p x

    

yazabiliriz. Her iki yanı a dan x e integralleyip (3.2.6) koşulunun birincisini kullanırsak, 

                              
 

   
1

( )

x x t

a a a

u t dt q s u s ds dt
p t

 
   

 
    

                           

   
 

   
1

x t

a a

u x u a q s u s ds dt
p t

 
   

 
   

                         

 
 

     1 , ,

x x

a s

dt
u x q s u s ds x a c

p t

 
   

 
   

elde edilir. 

 iii  (3.2.16) eşitliğinin her iki yanı c  den x  e integrallenirse 

                              

       
x x

c c

p s u s ds q s u s ds      

                              

           1 1
x

c

u x u c q s u s ds    

                       

             1 1
, ,

x

c

u x u c q s u s ds x c b    

bulunur. 

 iv
       1

u x p x u x eşitliği  iii de kullanılırsa 

                   

 
   
   

   
1

1
x

c

u c
u x q s u s ds

p x p x



   
                                                

(3.2.18) 
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gerçeklenir. (3.2.18) eşitliğinin her iki yanını c  den x  e integrallersek, 

                

     
   

   1 1 1
x x x t

c c c c

u t dt u c dt q s u s ds dt
p t p t


 

    
 

     

            

       
   

   1 1 1
x x t

c c c

u x u c u c dt q s u s ds dt
p t p t

 
 

    
 

    

        

       
   

     1 1 1
, ,

x x x

c c s

u x u c u c dt dt q s u s ds x c b
p t p t

 
 

    
 

    

elde edilir. 

Şimdi  v x  fonksiyonu için verilen eşitliklerin varlığını gösterelim. 

 v  v x fonksiyonu (3.2.4) denkleminin çözümü olduğundan  

        0p x v x q x v x      

sağlanır. Buradan   

       p x v x q x v x                                                                                          (3.2.19) 

yazabiliriz.  ,x a c olsun. (3.2.19) eşitliğinin her iki yanını a  dan x e integrallersek, 

                            

       
x x

a a

p s v s ds q s v s ds      

                         

           1
x

a

p x v x v a q s v s ds   
                                               

(3.2.20) 

                        

         1
1 , ,

x

a

v x q s v s ds x a c    

bulunur. 

 vi (3.2.20) den  

                      

 
   

   
1 1

x

a

v x q t v t dt
p x p x

     

yazabiliriz. Her iki yanı a dan x e integralleyip (3.2.7) koşulunun birincisini göz önüne 

alırsak, 

                  

 
   

   
1 1

x x x t

a a a a

v t dt dt q s v s ds dt
p t p t

 
    

 
     
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   
   

   
1 1

x x t

a a s

v x v a dt q s v s ds dt
p t p t

 
    

 
    

              

 
   

     , ,

x x x

a a s

dt dt
v x q s v s ds x a c

p t p t

 
   

 
    

elde edilir. 

 vii  v x fonksiyonu (3.2.4) denkleminin çözümü olduğundan  

                   
        0p x v x q x v x      

sağlanır. Buradan her iki yanın c  den x  e integralini alırsak, 

                    

       
x x

c c

p s v s ds q s v s ds      

                     

           1 1
x

c

v x v c q s v s ds    

              

             1 1
, ,

x

c

v x v c q s v s ds x c b    

bulunur. 

 viii .
       1

v x p x v x eşitliği  vii  de kullanılırsa  

                

 
   
   

   
1

1
x

c

v c
v x q s v s ds

p x p x



                                                        (3.2.21) 

sağlanır. (3.2.21) eşitliğinin her iki yanı c  den x  e integrallenirse , 

               

     
   

   1 1 1
x x x t

c c c c

v t dt v c dt q s v s ds dt
p t p t


 

    
 

     

           

       
   

   1 1 1
x x t

c c c

v x v c v c dt q s v s ds dt
p t p t

 
 

    
 

    

       

       
   

     1 1 1
, ,

x x x

c c s

v x v c v c dt dt q s v s ds x c b
p t p t

 
 

    
 

    

elde edilir. 

Lemma 1.  ,A x s , 1x x   , 2s x    aralığında tanımlı negatif olmayan sürekli 

bir fonksiyon ve  h x ,  1 2,x x  aralığında negatif olmayan integrallenebilir bir fonksiyon 
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olsun. Bu durumda  1 2,x x  aralığında tanımlı negatif olmayan sürekli  f x fonksiyonu 

için 

                

         
1

1 2, , ,

x

x

y x f x A x s h s y s ds x x x                                    (3.2.22) 

Volterra integral denkleminin tek bir  y x  çözümü vardır ve bu çözüm sürekli olup  

                     
    1 2,y x f x x x x  

                                                                 
(3.2.23) 

eşitsizliğini gerçekler. 

 

İspat.  (3.2.22) denklemini çözmek için ardaşık yaklaşımlar metodunu uygulayalım. 

   0y x f x  

       
1

1, , 1,2,...

x

k k

x

y x A x s h s y s ds k 
                                                         

(3.2.24) 

olsun. 

(3.2.24)eşitliklerini taraf  tarafa toplayalım, buradan  

         
1

1

0 1

,

xn n

k k

k k x

y x f x A x s h s y s ds

 

    

               

       
1

1

1

,

x n

k

kx

f x A x s h s y s ds



  
                          

                             (3.2.25) 

olur. O halde eğer  
0

k

k

y x




  serisinin  1 2,x x  aralığında düzgün yakınsak olduğu 

gösterilirse bu serinin toplamı (3.2.22) denkleminin bir sürekli çözümü olacaktır. 

                    
   

1 2 1 2

1 2
, ,

, ,
x x x x x s x

a maks f x a maks A x s
  

   

alalım. Bu durumda  

                                  
   0 1y x f x a   

olur. 

                       

       
1

1 0,

x

x

y x A x s h s y s ds   

                                 

   
1 2

1

1
,

,

x

x x s x
x

a maks A x s h s ds
 

   
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 
1

1 2

x

x

a a h s ds   

bulunur. 

                        

       
1

2 1,

x

x

y x A x s h s y s ds   

                                 

     
1 2

1 1

1 2
,

,

x x

x x s x
x x

a a maks A x s h s h t dt ds
 

 
  

 
 

   

                                 

 
1

2
2

2
1

2

x

x

a
a h s ds

 
  

 
 
  

elde edilir. 

Bu şekilde devam edilirse k n  için  

                             

   
1

2
10 , 1,2,...

!

n
xn

n

x

a
y x a h s ds n

n

 
   

 
 
  

olacaktır. 

Burada 

                                      

 
2

1

3

x

x

h s ds a  

alırsak, 

                                
 

 2 3

1.
!

n

n

a a
y x a

n
  

yazabiliriz. 

                                   

 2 3

1 !

n

n

a a

n





 
 

olup  
0

k

k

y x




  serisi düzgün yakınsaktır. (3.2.25) de n  için limit alınırsa, 

                  

         
1

1

0 1

,

x

k k

k kx

y x f x A x s h s y s ds
 



 

    

elde edilir. O halde (3.2.22) denklemi sürekli  

                                 

   
0

n

n

y x y x




  
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çözümüne sahip ve   0f x   olduğundan 1,2,...n   için  

                         

     
2

1

1, 0

x

n

x

A x s h s y s ds   

bulunur. Bu durumda  

                             
  0, 1,2,...ny x n   

elde edilir. Sonuç olarak  

                              
   0y x y x  

                                       
 f x  

gerçeklenir. 
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