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Ikinci boéliimde, ilk olarak ikinci mertebeden lineer homojen impulsive diferensiyel
denklemin verilen kosullar altinda ¢6ziimiin varligi ve tekligi gosterilmis ardindan
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1. GIRIS

Diferensiyel denklemlerin teorik ¢alismalari, gergek hayatta karsilasilan problemlerin
analizinde oldukca 6nemli bir ara¢ olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Fakat bazi1 problemlerin
model olusturulmasinda adi diferensiyel denklemler yetersiz kalabilmektedir. Gergek
yasamda problemler ani soklarin siireksiz 6zelliklerinden etkilenmektedir. Asil siirece
gore ihmal edilebilecek kisa bir zaman zarfinda gerceklesen bir dis etki, siirecin
durumunda impals olarak belirtilen anlik degisimlere sebep olmaktadir. O siireglere
disaridan yapilan etkileri g6z ardi eden adi diferensiyel denklemler siirecin
modellenmesinde dogru sonug¢ vermeyebilir. S6z konusu siire¢leri matematiksel olarak
modellemek igin, siireksiz yoriingelere sahip impulsive diferensiyel denklemler
kullanilmaktadir. Impulsive diferensiyel denklemlerin teorik gelismeleri, teknoloji ve
bilimsel problemlerin uygulamaya yonelik ihtiyaglarindan dolay1 hizla gelismektedir. Bu
gelismelerle birlikte, impulsive diferensiyel denklemler fizik, kimya, biyoloji,
miithendislik ve ekonomi biliminde ger¢cek yasam problemlerinin modellenerek

analizinde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Samoilenko ve Perestyuk (1995) un “Impulsive Differential Equations” kitabinda
periyodik ¢oziimler, kararlilik, varlik ve teklik gibi bir ¢ok problem ele alindiginda bu

alandaki en 6nemli kaynaklardan biridir.

Yine Lakshmikantham, Bainov ve Simeonov (1989) tarafindan yazilan “Theory of
Impulsive Differential Equations” isimli kitap impulsive sinir deger problemleri {izerine

en kapsamli ¢alismalardan biridir.

Impusive diferensiyel denklemler konusu Howell et. al. (1993), Erbe ve Wang (1994),
Freiling and Yurka (2002), Eloe and Henderson (1998) tarafindan da gesitli problemler

incelenerek ele alinmastir.



Biz bu tezde

~[p(x)y'(x)] +a(x)y(x)=h(x), x e[a,c)u(c,b] (1.1.1)
y(c)=dyy(c’) . y¥(c)=d,y(c) (1.1.2)
y(a)=y(b),y" (a)=y"(b) (1.1.3)

siirdeger problemini ele alacagiz. Burada y™(x)= p(x)y’(x), y(x)fonksiyonunun

quasi tlirevi olarak adlandirilir.

y(c‘),y(x) fonksiyonun ¢ noktasindaki sol limitini; y(c+), y(x) fonksiyonunun ¢

noktasindaki sag limitini ve (1.1.2) kosullari ¢ noktasindaki impuls efekti gosterirler.
(1.1.3) smur kosullar1 periyodik sinir kosullart olarak adlandirilir ve ayrik olmayan sinir

kosullarin en 6nemli 6rnegini olustururlar.

Bu ¢alismada (1.1.1)-(1.1.3) impulsive siir deger problemi ele alinarak bu probleme
iliskin temel ¢oziimler bulunmus, ¢oéziimlerin varligr ve tekligi gosterilmis, Green

fonksiyonu insa edilmistir.



2. IKINCi MERTEBEDEN LINEER IMPULSIVE DIiFERENSIYEL
DENKLEMLER

2.1. Homojen Impulsive Diferensiyel Denklemler

C bir reel say1 ve d,, d, sifirdan farkli reel sayilar olmak {izere

~[p(x)y'(x)] +a(x)y(x)=0, x&(~,c)u(c,), (2.1.1)

y(c)=dy(c), y¥(c7)=d,y (c7) (2.1.2)

ikinci mertebeden lineer homojen impulsive diferensiyel denklemini ele alalim.Burada
y= y(x) aranilan ¢6ziim olup

Yo (%)= p(x)y' (%) (2.1.3)

y(x) fonksiyonunun quasi tiirevi olarak adlandirilir. (2.1.1) denklemindeki p(X) ve
q(x)katsayllarl (—oo,oo) aralig tizerinde Olgiilebilir reel degerli fonksiyonlardir ve her

bir ¢,c,sonlu reel sayilariigin ¢, <C, olmak iizere
Gy dx G
j—<oo, j|q(x)|dx<oo (2.1.4)
o

dir.

Eger y(x) fonksiyonu (—oo,c)u(c,0) arahifinda y"(X) tiirevine sahip, p(x)y’(x)
fonksiyonu (—oo, C) U (C, oo) araliginin her bir kapali alt araliginda mutlak siirekli ve sonlu

+

y(c*) yi (c*) degerlerine sahip ise ve de (2.1.1) diferensiyel denklemi ile (2.1.2)

impulsive kosullarin1  sagliyorsa y(x) fonksiyonuna (2.1.1)-(2.1.2) impulsive
diferensiyel denkleninin ¢6ziimii denir.

Teorem 1. X, €(—o0,¢)U(c,0) Ve C;,¢ € Rolmak iizere (2.1.1)-(2.1.2) impulsive
diferensiyel denkleminin,



y(x0)=c0, y[l](xo)zcl (2.1.5)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii vardir ve tektir. (Lakshimikantham et. al. 1989).

Ispat. x, e(—o,c) alalim. (2.1.4) kosullarindan birincisi saglandigindan diferensiyel
denklemler igin ¢dziimiin varlik ve tekligi teoremi geregince(—oo,c)araliginda (2.1.1)
denkleminin (2.1.5) kosullarini saglayan ¢oziimii vardir ve tektir. Yine y(x) ¢cOziimii
sonlu y(c”) ve y™(c") degerlerine sahiptir. Bu durumda y(c*) ve y"(c*) degerlerini
(2.1.2) impulsive kosullar1 saglanacak sekilde alirsak,

y(c*)zdily(c), y[l](c+)=d—12y[1](c) (2.1.6)
olacaktir. Boylelikle y(c*) ve yo (c*) degerleri de tanimlanmis olur. (2.1.4)

kosullarindan ikincisi de saglandigindan ve de diferensiyel denklemler i¢in ¢oziimiin

varlig1 ve tekligi teoreminden (C,oo) araliginda (2.1.1) denkleminin (2.1.6) kosullarini

saglayan ¢Oziimil vardir ve tektir. Sonug olarak X, e(—oo,c) almirsa (2.1.1), (2.1.2)

denkleminin (2.1.5) baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii vardir ve tektir.

X, €, ) i¢in ispat benzer yolla ispatlanir.

Tanim 2. y(x) ve z (X) , (—oo, C) U(C, oo) arahiginda diferensiyellenebilen iki fonksiyon

olmak iizere y(x) vez (X) fonksiyonlarinin Wronskiyen’i
W, (y,2) =y (%) 2 (x) =y (x) 2(x)

=p(X)[y(¥) 7' (x)-y' (x)z(x)] . xe(==,c)(c,0)
ile verilir.

Teorem 3. (2.1.1), (2.1.2) homojen impulsive diferensiyel denkleminin herhangi iki y
vez ¢Ozlimiiniin Wronskiyen’i (—oo,c) ve (C,oo) araliklarinin her biri lizerinde sabittir.

Bununla birlikte bu sabitler sirasiyla @ ve @ olmak iizere ,



71 - IC
Wx(y,2)={w+ xe(=ic) (2.1.7)
o', xe(c,0)
ile verilir. Ayrica
o =dd,o" (2.1.8)

bagintis1 saglanir.

Ispat. y ve z; (2.1.1), (2.1.2) denkleminin herhangi iki ¢6ziimii olsunlar. O taktirde

Tp()y(x)] +a(x)y(x)=0 ,  xe(-=»0,c)u(c,®), (2.1.9)
y(c)=dy(c"),  yH(c)=dyH(c) (2.1.10)
—[p(x)Z(x)] +a(x)z(x)=0 , xe(-o,c)u(c,), 2.1.11)
z(c")=dz(c"), 2%(c)=d,2"(c") (2.1.12)

saglanir. (2.1.9) ve (2.1.11) esitlikleri kullanilirsa
W, (y.2) = {p()[y ()2 () -y (9200 ]f

=y()[p(x)Z(x)] -[p(x)y'(x)] z(x)



elde edilir. Bu durum Wronskiyen’in X degiskeninden bagimsiz oldugunu gosterir.
Boylelikle @ ve @" sabitler olmak iizere

@, Xe(-%0C)

Wx(y,2)={ .

o xe(co) (2.1.13)

yazabiliriz.
(2.1.13) esitliklerinden
o =W_(y,2) , @ =W_(y,2)
olup, burada (2.1.2) impulsive kosullar1 kullanilirsa
o (y,2)=W_(y,z)=y(c")2"(c’)-y¥(c)z(c")
=d,y(c7)d, 2" (c")-d,y"(c")dz(c")
=d,dW. (y,2)

=d,d,0"

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4. y ve z; (2.1.1), (2.1.2) denkleminin iki ¢6ziimii iseler bu durumda her

X € (—oo,c)u(c,)i¢inya W, (y,z)=0yada W,(y,z)=0dir.

Teorem 5. (2.1.1), (2.1.2) homojen impulsive diferensiyel denkleminin herhangi iki
¢Ozlimiiniin lineer bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu ¢éztimlerin Wronskiyen’nin

sifirdan farkli olmasidir.



Ispat. (Gereklilik) y, ve y, fonksiyonlar1 (2.1.1), (2.1.2) denkleminin lineer bagimsiz
herhangi iki ¢6ziimii olsunlar. W, (yl, y2) # 0oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim ,
yani W, (y;,y,)=0 olsun. Bu durumdac, ve c,keyfi sabitler olmak iizere,
X, e(—oo,c)u(c,oo) noktasi i¢in

{ C, Y1 (%) +C,Y,(%) =0 (2.1.14)

CY (%) + .y, (%) =0

lineer homojen denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sisteminin determinanti

Vi(%)  ¥a(%)

v 06) vE (%) V2 (%) Y2 (%)= Y2 (%) 12 (%)

:on (yl’ y2)
#0

olur. Bu ise denklem sisteminin asikar olmayan en az bir (,,C,) ¢dziimiiniin olmas

demektir. (c,,c, ) ¢dziimii yardimiyla

y(X)=¢¥1 (%) +C,Y, (%)
fonksiyonunu olusturalim. (2.1.1) denklemi ve (2.1.2) kosullar1 lineer homojen
oldugundan yl(x) ve yz(x) ¢cozlimlerinin lineer birlesimi olan y(x) fonksiyonu da
(2.1.1),(2.1.2) probleminin bir ¢6ziimii olacaktir. (2.1.14) denklem sisteminden
Y (%) =CY1(%) +C,Y,(%) =0
ve
Y () = e ) + €y, 0) = 0
bulunur.

O halde Teorem 1 (¢dziimiin tekligi) geregi y(X)=0 olacaktir. Buradan

.Y (X)+C,y,(x)=0
elde ederiz. (c,,c, ) ¢iftlerinden en az biri sifirdan farkli olduklarindan y l(X) ve Y, (x)
fonksiyonlari lineer bagimli olur. Bu ise ¢eliskidir. Ciinkii y, ve y, fonksiyonlar: lineer

bagimsizdirlar. O halde kabuliimiiz yanls olup W, (Y;,Y,)# 0 olmaldur.



(Yeterlilik) W, (yl, Y, ) #0 olsun. y,vey, ¢dzlimlerinin lineer bagimli olduklarini
varsayalim. Bu durumda
¥ (X) =k y,(x)
olacaktir. Buradan her x e (—o0,¢)uU(c, ) igin
W (Y0 ¥,) =W, (K Y,,Y,)
=k, (%) 2" (%) =ky" () y, (x) = 0
elde edilir. Bu ise geliskidir. Ciinkii W, (y,,y,)# 0 dir. O halde y, ve y, ¢dziimleri

lineer bagimsizdirlar.

Teorem 6. (2.1.1),(2.1.2) homojen impulsive diferensiyel denkleminin iki lineer
bagimsiz ¢6ziimii her zaman var olup bu denklemin her hangi bir ¢6ziimii bu ¢éziimlerin

lineer birlesimi alarak yazilabilir.( Lakshmikantham et al. 1989).

Ispat . Ilk olarak (2.1.1), (2.1.2) denkleminin iki lineer bagimsiz ¢dziimiiniin her zaman

var oldugunu gdsterelim.
Teorem 1, geregince X, €(—o0,¢)U(C,0) olmak iizere (2.1.1), (2.1.2) denkleminin

sirastyla

ve
Y(%)=¢, ¥."(%)=c,
baslangi¢ kosullar1 saglayan y, ve y, ¢oziimleri vardir. Ayrica C;,C,,C; Ve C, sabitlerini
C,C, # C,C, sart1 saglayacak sekilde alalim. Bu segimi her zaman yapabiliriz.
W, (¥ ¥2) = Y5 (%) ¥ (%) = ¥ (%) 2 (%)

=C,C, —C,C,

#0
olup Teorem 5 geregince Y l(X) ve yz(X) ¢oziimleri lineer bagimsizdirlar.
Gosterelim ki (2.1.1), (2.1.2) denkleminin her hangi bir ¢oziimii y, (X) ve vy, (X)

¢oziimlerinin lineer birlesimi seklinde yazilabilir.



y(x) fonksiyonu (2.1.1), (2.1.2) denkleminin her hangi bir ¢6ziimii olsun.

y(x) = aiyl(x) +a,Y, (X)
olacak bi¢imde & Ve a, reel sayilarmin var oldugunu gdsterelim. X, € (—o,c)U(c, )

olmak tzere,

{ 2.y, (%) +a,Y, (%) = Y (%) (2.1.15)

aiyl[l] (Xo) +4a, yz[l] (Xo) = y[l] (Xo )
lineer homojen olmayan denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sisteminin

determinanti

yl(XO) yZ(XO)

=W, (V. Y,)
v vy T

#0
olur. O halde bu denklem sisteminin tek bir (a,,a,) ¢oziimii vardir. Buradan
z(x) =2y, (x) +a,Y,(x)

fonksiyonu nu olusturalim. (2.1.1) denklemi ve (2.1.2) kosullar1 lineer homojen olup
yl(X) ve yz(x) coziimlerinin lineer birlesimi olan Z(X) fonksiyonunda (2.1.1), (2.1.2)
denkleminin bir ¢oziimii olur. (2.1.15) denklem sisteminden

2(%)=y(%) ve 2(x) =y (%)
bulunur. Buradan Teorem 1 (¢6zlimiin tekligi) geregince

2(x) =y (x)=ay,(9+a,y,()

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

2.2. Homojen Olmayan Impulsive Diferensiyel Denklemler

~[p(x)y'(x)] +a(x)y(x)=h(x), x&(~,c) U (c,), (22.1)

y(c)=dy(c"), yd(c7)=d,y"(c) (2.2.2)

ikinci mertebeden lineer homojen olmayan impulsive diferensiyel denklemini ele alalim.



Burada h(X) , (—oo, C) u(C,oo) tizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon olup , X, <X,
kosulunu saglayan X, , X, sonlu reel sayilar1 i¢in

Xﬂh(x)‘dx<oo

X

gergeklenir.

Teorem7. y (x)ve y,(x), (2.1.1), (2.1.2) homojen impulsive diferensiyel denkleminin

temel ¢ozlimler ciimlesini olustursunlar. Bu durumlarda ¢, ve ¢, herhangi sabitler olmak

tizere (2.2.1) , (2.2.2) homojen olmayan impulsive diferensiyel denkleminin genel

¢Ozumi

X) Y2 (s) = Yi(s) ¥, (%) h

y(X) =Y, (X) +C,Y,(X) +_X[ %( (s)ds, xe(-o,c)u(c,0)(2.2.3)

W, (¥, Y2 )
seklindedir.
ispat
[P()Y ()] +a(9)y(x)=0. x&(-=0.c)(c,e0), (2.24)
y(c)=dy(c).  yH(eT)=dyH(e") (225)

homojen impulsive diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimii
y(x)zcl)/1(x)+cz>’2(x)
olup, (2.2.1)-(2.2.2) homojen olmayan impulsive diferensiyel denkleminin genel

¢Ozuiminu
y(x)=c(x)y,(x)+,(x) Y2 (x) (2:26)
olacak sekilde arayalim.
Y () =¢ (), (x) ¢ (x) v () +c. ) W' (¥) ¢, (x) 2 (X)
bulunur. Burada

¢/ ()% (X)+¢; (X) ¥, (x)=0 (2.2.7)

10



olacak sekilde ¢, (X)ve ¢,(x) katsayilarini bulalim.

Y () = () () +¢ ()Y, (x)

olup bu sonug (2.2.1) denkleminde yerine yazilirsa,

~[p(¥)e (%)% (x)+ p(x)e, (x) 5 (x)] +a(x)y(x) =h(x)

Buradan

Buradan,
& () =P/ ()W ()= () w(X)+a(x)y,(x) |+, ([ =P (x) v ()= P(0) 2 (x) +a (x) v (x) |
=p(x) ()% ()= P(x)e; (x)y, (x)=h(x)

olur. y, (X) ve Y, (X) , (2.1.1), (2.1.2) homojen denklemin birer ¢6ziimii olduklarindan

—p(x)cy () y; (%)= p(x)cy (x) y3 (x)=h(x) (2.2.8)
bulunur. (2.2.7) ve (2.2.8) den
¢, (X) i (x)+¢, (x)y,(x)=0
-h(Xx 2.2.9
e (¥ (0)+¢; (1), (x) = (229)

denklem sistemindenc, (x) vec, (x)katsayilarini bulalim. Bunun i¢in birinci ve ikinci

esitligin her iki yanini sirasiyla Y, (X) ve-y, (X) ile carpalim.

v O () (v (v () Y2 O ()
o (0% 0¥ (x) =& ()Y (x)y2 () == 15

&, () 2 ()3 (%)= i (%) ¥, (x)] = ¥, (X)h(x)

RNRACILIEY

W, (V.,Y,)

bulunur. Bu esitligin her iki tarafini ¢ den x e integrallersek,

11



e d—I
NP TACION
(0-e(0)= [

¢ (x)=c, +jy2 ylh)(/z))ds

y1 Y2

elde edilir.

Simdi (2.2.9) denklem sisteminin her iki tarafini y, (X) ve —y, (x) ile carpalim. Buradan

& (X)¥2(x) s (¥)—c (x) 2 () y, (x) = MDA )

OOLY: (%) 2 () - V5 () v, (%) ] = h(x){i(X)
c; (x)= b0

W, (Y.,Y,)

bulunur. Esitligin her iki yanini ¢ den x e integrallersek

W, (Y1 y2)
C, (X)—C, ( ):_:\3/\2((83:5’3(1
C,(X)= Z_I\il\z((?:j)(:;d

elde edilir.

Bulunan c; (X) Ve C, (X) degerleri (2.2.6) da yerlerine yazilirsa,

109 J PN as |y e, [ 2L By,

W, (V1 Y,) W, (V1Y)
=c,y.(x)+c,Y, (X +Xyl(x)y2(s)—yl(s)y2(x) s)ds, xe(—oo,c)u(c,o
98 = 0 ey 1) [ LVE BN D g, e )

bulunur.

12



3. GREEN FONKSiYONU

3.1. Green Fonksiyonunun Elde Edilmesi

a < €< bolmak tizere a,b ve ¢ birer nokta olsun.

[p(x)y(x)] +a(x)y(x)=h(x),  xe[a,c)u(c,b] (3.11)
y(c)=dy(c"), yI(c)=d,y"(c") (3.1.2)
y(a)=y(b) .y"(a)=y"(b) (3.13)

impulsive sinir deger problemini goz dniine alalim. Burada p(x),q(x)ve h(x), [a,b]

tizerinde tanimli reel degerli dl¢iilebilir fonksiyonlar olup

b

[ 4 <00 X){dXx < oo bxx<oo
Ity <+ [lnCofdcess . [incxfe

integrallenebilirlik kosullarini saglarlar. Ayrica d, ve d, sifirdan farkli birer reel sayidir.

(3.1.1), (3.1.2) denklemine iliskin
~[p(x)y'(x)] +a(x)y(x)=0,xe[a,c)u(c,b] (3.1.4)
y(c)=dy(c"), yJ(c)=d,y"(c") (3.1.5)

lineer homojen impulsive diferensiyel denklemini ele alalim. u(x) ve v(x) fonksiyonlart
(3.1.4), (3.1.5) denkleminin sirasiyla,

u(a)=1 u(a)=0

3.1.6
v(a)=0, v(a)=1 (349

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsunlar. Bu u(x) ve v(x) ¢dziimlerinin x =a
noktasi i¢cin Wronskiyen’i (3.1.6) kosullar1 yardimiyla,

bulunur.

13



Boylelikle Teorem 3 den,

WX(u,v):{El_ldz_l’ Xj?;’]) (3.1.7)
seklinde yazabiliriz.
Simdi

D=u(b)+v¥(b)-d,"d,* -1 (3.1.8)

olarak adlandiralim.
Teorem 8. D=0 olmasi igin gerek ve yeter kosul (3.1.4), (3.1.5) homojen impulsive

diferensiyel denkleminin (3.1.3) periyodik smir kosullarini saglayan tek ¢6ziimiiniin
y(x)=0 asikar ¢6ziim olmasidir.
Ispat. u(x) ve V(X); (3.1.4), (3.1.5) probleminin temel c¢oziimler ciimlesini
olusturduklarindan, (3.1.4), (3.1.5) probleminin genel ¢6ztimii

y(X)=cu(x)+cv(x)
seklinde yazilabilir, 6yle ki burada c ve C, keyfi sabitlerdir. Buradan (3.1.3) sinir
kosullart ile (3.1.6) baslangi¢ kosullar1 dikkate alinirsa;

[u(b)-1]c,+v(b)c,=0

{u[l] (b)c, +[v[1] (b)—l] c,=0

lineer homojen denklem sistemi elde edilir.

Bu denklem sisteminin determinanti

14



=-D
olacaktir. O halde bu denklem sisteminin tek ¢oziimiiniin Yy ( X) =0 asikar ¢6ziim olmasi

icin gerek ve yeter sart D #0 olmasidir.

Teorem 9. D#0 olmak iizere (3.1.1)-(3.1.3) homojen olmayan impulsive sinir deger

probleminin ¢6ziimii

b

y(x):jG(x,s)h(s)ds, xe[a,c)u(c,b] (3.1.9)

seklindedir. Burada
1

G(x,s)=W[v(b)u(x)u(s)—u[l]v(x)v(s)}
[v[l](b)—l]u X)Vv(s —[u b —1]u s)v(x), s<X

DW, (u,v) [Vm(b) d,td, ] X)—[u(b)—d,"d, " Ju(x)v(s), x<s

fonksiyonuna (3.1.1)-(3.1.3) impulsive sinir deger probleminin Green fonksiyonu denir.

Ispat. D0 kosulu altinda u(x) ve v(X) ¢dziimleri lineer bagimsiz olup Teorem 7

geregince (3.1.1), (3.1.2) denkleminin genel ¢éziimii,

y (%) = u(x) +C,V(x) +i u (X)V\(Aj)(?v()s)v(x) h(s)ds, xe[ac)u(cb]  (3.1.10)

seklindedir. ¢, ve c, sabitlerini dyle secelim ki, y(x) ¢Oziimii (3.1.3) kosullarini

saglasm. y(X) fonksiyonunun quasi tiirevi alinirsa,

yH (%) = cul (x) + v (x)+.xf u? (X)V(S)_U\I(S)V[l] (x) h(s)ds (3.1.11)

bulunur.

y(a), y(b)ve y[l](a), y™(b) degerlerini hesaplarsak, sirastyla

y[l](a):cz j:'W:J(( " h(s)ds,

15



ve

yH (b) = cul (b) +c,v (b) +I

elde edilir.
Bulunan bu degerleri (3.1.3) kosulunda sirasiyla yerlerine yazalim. y(a) = y(b) kosulu

g0z Oniine alinirsa

[u(b)—l]cl+v(b)czz_i[ V) p(s)as —z‘mh(s)ds{f%h(s)ds

:_j v(s) h(s)ds—j'u(b)v(s)_u(s)v(b)h(s)ds (3.1.12)

bulunur.

y (a)= y (b) kosulu dikkate alinirsa,

u[l](b)cl+[v[1](b)—1]c2 :j u(s) h(s)ds_ium(b)v(s)_u(s)vm(b)h(s)ds

bulunur. (3.1.10) , (3.1.11) den

[u(b)-1]e, +v(b)e, =] L) h(s)ds—jju(b)v(ss)_u(s)v(b)h(s)ds

W, (u,v)

a

U (b)Cl+|:V[1](b)—1JC2 :j‘ U(S) h(S)dS—.Tu[l] (b)V(S)—U(S)V[l] (b) h(S)dS

(3.1.14)

denklem sistemini ¢dzelim. Birinci ve ikinci esitligin her iki yanini sirasiyla vt (b) -1

ve —v(b) ile garpalim. Buradan

cv(s) v (p)=
Cl{u(b)Vm(b)—V[l](b)—U(b)+1—v(b)u[1](b)}=_J' (LES(U(?/; 1]

16



W, (u,v) W, (u,v)
+b V(S) S b_V(S)[V[l](b)—l} S —U(S)V(b) -
Skt Rr e e S L e O

olup buradan

v (b)-1% v(s)
D W, (uv)

C = h(s )ds+v(b j)'wu s) h(s)ds—jj v(s) h(s)ds

D (u,v)

elde edilir.

Simdi de (3.1.14) denklem sisteminde birinci ve ikinci esitligin her iki yanini sirayla,

—uytt (b) ve [u(b)-1] ile carpalim. Buradan

cz{-v(b)um(b)+u(b)vm(b)-u(b)_vm(b)+1}:jv(s)“m(b)h(s)ds
+ju(S)[u J ds+_|. [”(b)V(S)—U(S)u[”(b)V(b)h(s)ds

W, (u,v)

17



Cz(_D):iM ds+J [l;u ] ]
+I u(b)u (s)v[l] (b)+u[ ] (b)v(s)-u (s)u[l] (b)v(b)-u (s)v[l] (b) i

W, (u,v)

:ju [U :I +J' b)V(S)h(S)d j-U(S)(—D)
a a Ws

W, (u,v) (u,v) S+C W, (u,v) h(s)d(s)
b u(s)[u(b) ] 2 ul (b)v(s)
+! W () +~!—Ws(u,v) h(s)ds

b

J. () —’ j—b)v(s)h(s)ds+i—(_D)'u(s)h(s)ds

W, (u,v) W, (u,v)

olup buradan

u(b)-1% u(s u(b)% v(s u(s
c,=— (t;) les() h(s)ds— D(b);[WS() h(s)ds+! (s) h(s)ds

bulunur.

Bulunan ¢, ve ¢, degerleri (3.1.10) da yerlerine yazilirsa,




W, (u,v)

- W, (u,v
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3 3
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S o
~~— ~— [75) (%] [%2] /S\
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=) ° —~| = = —~
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> 172} © < /I\VA = = W |
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> > N~ (%] 5
b3 wn s | —_ x » —| 2 = = =
- < W S ~ ~ —~~ ~
. - W /|\V » ¢ =< =
O © 5 W [V
= = wn O — © >
~ <= - = & b = = +
= = u., = =] > o] o]
> ~|= Sl = 7~ = = =1 —
ae— s 2| — > a 2|0 = = 2
~ W O O —, © ~ ~
1_D = O Sy < o) X ey @
= S «la Ao 5 e e
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h(s)ds

W, (u,v)

x)u(S)—U(b)V(X)“(S)h(s)ds
19

W, (u,v)

W, (u,v)

- W, (u,v

—u(b)v(s)u(x)+v[1](b)u(s)v(x)—u(s)v(x)dl"ldz‘l+v(s)u(x)dl"ldz‘1




Sv(b)u(x)u(s)—ul(b)v(x)v(s
LR N

« (VB (b)=1)u(x)v(s)—(u(b)=1)v(x)u(s)
+%~£( ) W, (u,v) ) h(s)ds

o (Vi (b)—d,d, *)u(s)v(x)—(u(b)—d,d, ™ Jv(s)u(x)
%{( ) WS(U,E/) ) h(s)ds
olup buradan

y(x)=j.G(x,s)h(s)ds xe[a,c)u(c,b]

elde edilir.
3.2. Green Fonksiyonunun Pozitifligi
Bu kisimda yeniden
—[p(x)y'(x)]'+q(x)y(x):h(x) , xefa,c)u(c,b] (3.2.1)
y(c)=dy(c), y(c)=d,y(c) (3.2.2)
y(2)=y(b), y"(a)=y"(b) (32.3)

impulsive sinir deger problemini ele alalim. Burada

(H,) p(x)>0,q(x)>0 ve hemen hemen her yerde q(X)#0 olmak iizere

z pd();) < o0, zq(x)dx<oo

integrallenebilirlik kosullar1 saglanir.

(H,) d,>0,d,>0 ve d, +d, >1+d,d, dir.

(3.1.1), (3.1.2) denklemine iligkin

~[p(x) y’(x)]' +q(x)y(x)=0, xe[a,c)u(c,b] (3.2.4)
y(c)=dy(c), y¥(c)=dy"(c") (3.2.5)
lineer homojen diferensiyel denklemini gz 6niine alalim.

u(x) ve V(X) fonksiyonlar1 (3.1.4), (3.1.5) denklemlerinin sirasiyla

20



u(a)=1 u(a)=0 (3.2.6)
v(a)=0, vi(a)=1 (3.2.7)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢éziimleri olsunlar.

Lemma 3.2.1. U (X) ve V(X) fonksiyonlari i¢in sirasiyla asagidaki 6zellikleri vardir.

X

(i) u[l](x) :J'q(s)u(s)ds, xe[a,c), (3.2.8)
=1+ J‘D }q s)ds, xe[a,c) (3.2.9)

(iii) u(x) =u[1](c+)+j.q(s)u(s)ds, x e(c,b], (3.2.10)

(iv)u(x):u .X[dT .X[ﬁ } s)ds, xe[c,b) (3.2.11)

(v) vll](x):1+Jx'q(s)v(s)ds, xe[a,c) (3.2.12)

. codt P b odt

(vi) v(x) =£m+ﬂ!m}q(s)v(s)ds, xe[a,c), (3.2.13)

(vii) v (x) =v[1](c+)+Iq(s)v(s)ds, x e(c,b] (3.2.14)
- [ { .+ codt Pl ¢ odt

i) v(x)=v(e”) (e s +] D p—t)}Q(S)V(S)dS,XE(C,b] (3215)

Ispat.

(i) u(x) fonksiyonu (3.2.4) denkleminin ¢éziimii oldugundan

—[p(x)u’(x)]' +q(x)u(x)=0

gerceklenir. Buradan
[p(x)u’(x)]' =q(x)u(x) (3.2.16)
yazabiliriz. XE[a,C) alalim. (3.2.16) esitliginin her iki yanini a dan x e integralleyip

(3.2.6) kosulunun ikincisini ele alirsak,
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X (3.2.17)

[
=
—_
>
—
Il
—_—
o)
—_
w
~
[
—_
w
~
o
w
>
m
L |
o
(@]
~

a

bulunur.

(ii). (3.2.17) den
! ———1 X s)u(s)ds
u’(x) p(x)_a[q() ()d

yazabiliriz. Her iki yan1 a dan X e integralleyip (3.2.6) kosulunun birincisini kullanirsak

[uet :i{ﬁjq(s)u(s)ds}dt

elde edilir.
(iii) (3.2.16) esitliginin her iki yan1 ¢ den x e integrallenirse

j'[ p(s)u'(s)]ds = .X[q(s)u(s)ds

¥ (x)-ufl(c") = [q(s)u(s)ds

ut(x) =ul (c+)+j.q(s)u(s)ds, x e (c,b]

c

bulunur.
(iv) ul! (X) = p(X)U'(X) esitligi (iii)de kullanilirsa
! U[l] (C+) 1 T
u'(x)= o) + p(X)Jc'q(s)u(s)ds (3.2.18)

22



gergeklenir. (3.2.18) esitliginin her iki yanin1 ¢ den X e integrallersek,

Jur(t)dt=ut (c*)ii)dt+I[%IQ(s)u(s)ds}dt

elde edilir.

Simdi V(X) fonksiyonu i¢in verilen esitliklerin varligin1 gosterelim.

(V) \ ( X) fonksiyonu (3.2.4) denkleminin ¢6ziimii oldugundan

~[PO)V(x)] +a(x)v(x)=0

saglanir. Buradan

[PV (9] =a(x)v(x) (3219)

yazabiliriz. X e [a,C) olsun. (3.2.19) esitliginin her iki yanin1 a dan X e integrallersek,

X

[[p(s)v(s)] ds=§q<s>v(s)ds

a

p(x)v’(x)—v[l](a)=Iq(s)v(s)ds (3.2.20)

viI(x) =1+ Ja(s)v(s)ds, xe[a,c)

a

bulunur.

(vi)(3.2.20) den

"(x :LJrLX v
ORI ASUCL

yazabiliriz. Her iki yani a dan x e integralleyip (3.2.7) kosulunun birincisini géz 6niine
alirsak,
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elde edilir.

(vii) V(X) fonksiyonu (3.2.4) denkleminin ¢6ziimii oldugundan

~[p(x)V'(x)] +a(x)v(x)=0

saglanir. Buradan her iki yaninc den X e integralini alirsak,

Jp(s)v (s)]as Z_Iq(S)v(s)ds

X

v (x) v (c7) =J.q(s)v(s)ds

c

X

v (x) = (c+)+Iq(s)v(s)ds, x € (c,b]

c

bulunur.
(viii).v[l](x) = p(x)V'(x)esitligi (vii) de kullanilirsa

Vi

V'(x)= o

i;)+ p(lx):[q(s)v(s)ds (3.2.21)

saglanir. (3.2.21) esitliginin her iki yan1 ¢ den X e integrallenirse ,

elde edilir.

Lemma 1. A(X, S), -0 <X <X, S<X, <oo araliginda tanimli negatif olmayan siirekli

bir fonksiyon ve h(x) , [xl, x2] araliginda negatif olmayan integrallenebilir bir fonksiyon
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olsun. Bu durumda [x,, x,] araliginda tanimli negatif olmayan siirekli f (x)fonksiyonu
icin
y(x)=f (x)+IA(x,s)h(s)y(s)ds, X, <X<X,, (3.2.22)
Volterra integral denkleminin tek bir y(x) ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim siirekli olup
y(x)= f(x), x<x<x, (3.2.23)

esitsizligini gercekler.

Ispat. (3.2.22) denklemini ¢6zmek igin ardasik yaklasimlar metodunu uygulayalim.

Yo(x)= (%)

()= [A(x5)h($) Yy (s)db, K =12... (3.2.24)

X
olsun.

(3.2.24)esitliklerini taraf tarafa toplayalim, buradan

gyk(x): F(x)+ 3 [ A(x5)N() v, (5) s

= f (x)+iA(x,s)h(s)an;ykl(s)ds (3.2.25)

olur. O halde eger Y y,(x) serisinin [x,X,] araliginda diizgiin yakinsak oldugu

k=0
gosterilirse bu serinin toplami (3.2.22) denkleminin bir siirekli ¢6ziimii olacaktir.

a, =maks f (x), a,= maks A(X,s)

xe[ %%, | X <X, S<X,

alalim. Bu durumda

olur.

Y, (x)= I' A(x,s)h(s)y,(s)ds

X <X, S<Xp

<a, maks A(x,s)_fh(s)ds

25



= aiaz.fh(s)ds

bulunur.
yz(x):IA(x,s)h(s)yl(s)ds
<aa, rDak<sA (x,5) h (Ih dt}
az| f i
salEZUh(s)dsJ
X
elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse k =n i¢in

0< yn(x)gali—%[jh(s)ds] , n=12,..

olacaktir.
Burada

J h(s)ds=a,
alirsak,

a n
Ya(X) < . zaf)
n!

yazabiliriz.

8

olup Z Yi (X) serisi diizgilin yakinsaktir. (3.2.25) de n — o igin limit alinirsa,
k=0

Sy, (x)=f (x)+fA(x,s)h(s)gykl(s)ds

k=0 %

elde edilir. O halde (3.2.22) denklemi siirekli

o0

Y(x)= 2, (%)

n=0

26



¢oziimiine sahip ve f (X) >0 oldugundan n=1,2,...

XJ‘ZA(X’S)h(S) Yoa(s)ds>0

bulunur. Bu durumda
¥,(x)=0, n=12,.
elde edilir. Sonug olarak
Y(%)2 Yo (x)
= f(x)

gerceklenir.
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