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ÖZET 
Yüksek Lisans Tezi 

 

MAKSİMUM CEBİRİNDE BAZI ÖZEL MATRİS ÇARPIMLARININ 
KARAKTERİSTİK ÖZELLİKLERİ 

 

Mustafa TEKE 

 

Karamanoğlu Mehmetbey Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fen Bilimleri ve Teknolojileri (Matematik) 

 

Danışman: Doç. Dr. Ahmet İPEK 

Ocak, 2018, 104 sayfa 

 

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, ilk olarak klasik reel matris 

cebirinde Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh çarpımlarının bazı 

kullanım alanları açıklanmakta, bu çarpımlar için literatür bilgisi verilmekte ve bu tez 

çalışmasının amacı ve önemi belirtilmektedir. Daha sonra klasik reel matris cebirinde 

Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh çarpımları tanımlanmakta, bu 

çarpımlar için sayısal örnekler verilmekte, çarpımların bazı cebirsel özellikleri 

sunulmakta ve her bir cebirsel özellik sayısal örneklerle doğrulanmaktadır.  

İkinci bölümde, ilk olarak maksimum toplam cebiri üzerine tez çalışmasında gerekli 

olan temel tanım ve kavramlar verilmektedir. Daha sonra maksimum toplam matris 

cebirinde Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh çarpımları yeni kavramlar 

olarak tanımlanmakta, bu çarpımlar için sayısal örnekler verilmekte, çarpımların bazı 

cebirsel özellikleri ispatları ile birlikte sunulmakta ve her bir cebirsel özellik sayısal 

örneklerle doğrulanmaktadır. 

Üçüncü bölümde, tezin bulguları özetlenmekte ve elde edilen bulgular tartışılmaktadır.  

Anahtar Sözcükler: Matrislerin Hadamard çarpımı, Matrislerin Kronecker çarpımı, 

Matrislerin Khatri-Rao çarpımı, Matrislerin Tracy-Singh çarpımı, Maksimum cebiri. 
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January, 2018, 104 pages 

This thesis consists of three main chapters. In the first chapter, firstly some application 
areas of Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao and Tracy-Singh products in classical real 
matrix algebra have been explained, the literature information for these multiplications 
has been given and the aim and importance of this thesis work has been stated. Then, 
Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao and Tracy-Singh products have been defined in 
classical real matrix algebra, numerical examples for these products have been given, 
some algebraic properties of these products have been presented and each algebraic 
property has been verified with numerical examples. 
In the second chapter, firstly the basic definitions and concepts required in this thesis on 
maximum plus algebra have been given. Then, Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao and 
Tracy-Singh products have been defined as new concepts in the maximum plus algebra, 
numerical examples have been given for these products, some algebraic properties of 
these products have been presented together with proofs and each algebraic property has 
been verified with numerical examples. 
In the last chapter, the findings of this thesis have been summarized and the results 
obtained in the thesis have been discussed.  
 
Key Words: Hadamard product of matrices, Kronecker product of matrices, Khatri-Rao 
product of matrices, Tracy-Singh product of matrices, maximum algebra.              
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                               SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

Simgeler Açıklama 

   Hadamard matris çarpım 

  Kronecker matris çarpımı (Giriş Böl.) 

   Khatri-Rao matris çarpımı 

   Tracy-Sing matris çarpımı 

   max ta çarpma işlemi (Materyal ve Yöntem Böl.) 

   max ta Hamard matris çarpımı 

   max ta Kronecker matris çarpımı  

   max ta Khatri-Rao matris çarpımı 

  max ta Tracy-Singh matris çarpımı  

  Reel sayılar Kümesi 

max   Maksimum Toplam Cebiri 

  max  ta toplama işlemi 
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1. GİRİŞ 

Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh çarpımları; matrisleri, matematiği, 

istatistiği, ekonometriyi ve sinyal işleme sistemini içeren birçok alanda önemli 

uygulamalara ve potansiyele sahip çarpımlardır.  

Liu ve Trenkler (2008), Hadamard, Kronocker, Khatri-Rao, Tracy-Singh ve diğer matris 

çarpımları üzerine geniş literatür bilgilerini içeren geniş bir çalışma yapmışlardır. 

Matrisler ve matris işlemleri, mühendislik, doğa ve sosyal bilimler gibi birçok alanda 

çalışılmakta ve uygulanmaktadır. Berman ve ark. (1989), Barnett (1990), Lütkepohl 

(1996), Schott (1997), Magnus ve Neudecker (1999), Hogben (2006), Schmidt ve 

Trenkler (2006) ve Bernstein (2005) yazmış oldukları kitaplarda; matrisler, matris 

işlemleri ve uygulama alanları üzerine bilgiler vermişlerdir. 

Styan (1973), Neudecker ve Liu (1995), Neudecker ve Satorra (1995), Trenkler (1995), 

Rao ve Rao (1998), Zhang (1999), Liu (2000a, 2000b) ve Van Trees (2002) 

çalışmalarında Hadamard (veya Schur) ve Kronecker çarpımları üzerine çalıştılar ve bu 

çarpımların matris teoride, istatistikte, sistem teoride ve diğer bazı alanlarda 

uygulamaları üzerine bilgiler vermişlerdir. 

Horn (1990), Hadamard çarpımı üzerine odaklı faydalı bir deneme hazırlamıştır. 

Magnus ve Neudecker (1999), Hadamard veya Kronecker çarpımları içeren bazı temel 

sonuçlar ve istatistiksel uygulamalar sunmuşlardır. 

Browne (1974), Pukelsheim (1977) ve Faliva (1983), Hadamard ve Kronecker 

çarpımları arasındaki bir eşitliği çalışmalarında farklı şekillerde kullanmışlardır. 

Trenkler (2001, 2002) ve Neudecker ve Trenkler (2005, 2006a), Kronecker çarpım 

üzerine çalışmışlardır. 

Khatri ve Rao (1968), Rao (1970), Rao ve Kleffe (1988), Horn ve Mathias (1992), Liu 

(1995, 1999, 2002a), Rao ve Rao (1998) ve Yang (2002a, 2002b, 2003, 2005) 

Hadamard çarpımının bir genelleştirilmesi olarak görülen bloklara ayrılmış matrisler 

için tanımlı Khatri-Rao çarpımı üzerine çalışmışlardır. 

Singh (1972), Tracy ve Singh (1972), Hyland ve Collins (1989), Tracy ve Jinadassa 

(1989) ve Koning ve ark. (1991), Kronecker çarpımın bir genelleştirilmesi olarak 

görülen bloklara ayrılmış matrisler için tanımlı Tracy-Singh çarpımı üzerine 

çalışmışlardır. 
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Liu (1999), Khatri-Rao ve Tracy-Singh çarpımları arasında bir ilişki vermiş ve pozitif 

tanımlı matrisler için istatiksel uygulamaları ile birlikte bu iki çarpımı içeren bazı 

sonuçlar sunmuştur.  

Optimal kontrol problemlerinde (Plus,1990), istatistiksel fizikte (Dembo ve Zeitouni, 

1993; Maslov ve Samborski, 1992), ayrık sistemlerde (Cohen ve ark, 1992), otomata 

problemlerinde maksimum toplam cebirine çok sık başvurulmaktadır. 

Butkovič (2010) ve Heidergott ve ark. (2014) yazmış oldukları kitaplarda maksimum 

toplam cebiri üzerine geniş bilgiler vermişlerdir. 

Tezin birinci bölümünde, klasik reel matris cebirinde Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao 

ve Tracy-Singh çarpımları tanımlanmakta, bu çarpımlar için sayısal örnekler verilmekte, 

çarpımların bazı cebirsel özellikleri sunulmakta ve her bir cebirsel özellik sayısal 

örneklerle doğrulanmaktadır.  

Tezin ikinci bölümde, maksimum toplam cebiri üzerine tez çalışmasında gerekli olan 

temel tanım ve kavramlar verilmektedir. Daha sonra maksimum matris cebirinde 

Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh çarpımları yeni kavramlar olarak 

tanımlanmakta, bu çarpımlar için sayısal örnekler verilmekte, çarpımların bazı cebirsel 

özellikleri ispatları ile birlikte sunulmakta ve her bir cebirsel özellik sayısal örnekle 

doğrulanmaktadır. 

Tezin üçüncü bölümde, tezin bulguları özetlenmekte ve elde edilen bulgular 

tartışılmaktadır. 

1.1. Hadamard Matris Çarpımı ve Özellikleri 

Tanım 1.1.1 m n  boyutlu ijA a     ve ijB b     matrisleri için  

[ ]ij ijA B a b  

şeklinde m n  boyutlu A B  matrisine A  ve B  matrislerinin Hadamard çarpımı denir 

(Horn ve Johnson, 1991). 

Aşağıdaki önermede, matrislerin Hadamard çarpımlarının değişme özelliğinin olduğu 

verilmektedir. 

Önerme 1.1.1 , m nA B   matrislerinin Hadamard çarpımları için 

A B B A   

şeklinde değişme özelliği vardır (Horn ve Johnson, 1991). 
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Aşağıdaki önermede, matrislerin Hadamard çarpımlarının değişme özelliğinin olduğu 

doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.1.1 
2 3
1 4

A
 

  
 

 ve 
3 4
5 3

B
 

   
 matrisleri verilsin. A B  matrisi  

2 3 3 4 6 12
1 4 5 3 5 12

A B
      

            
    

ve B A  matrisi, 

3 4 2 3 6 12
5 3 1 4 5 12

B A
      

            
    

olarak bulunur. Buradan A B B A   olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, matrislerin Hadamard çarpımlarının birleşme özelliğinin olduğu 

verilmektedir. 

Önerme 1.1.2 , , m nA B C   matrislerinin Hadamard çarpımları için 

( ) ( )A B C A B C      

şeklinde birleşme özelliği vardır (Horn ve Johnson, 1991). 

Aşağıdaki önermede, matrislerin Hadamard çarpımlarının birleşme özelliğinin olduğu 

doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.1.2  
2 1
2 4

A
 

  
 

,
0 2
1 3

B
 

  
 

 ve 
2 1
3 2

C
 

  
 

 matrisleri için ( )A B C   matrisi 

2 1 0 2 2 1 0 2 2 1 0 2
( )

2 4 1 3 3 2 2 12 3 2 6 24
A B C

               
              

            
       

ve ( )A B C   matrisi, 

 
2 1 0 2 2 1 2 1 0 2 0 2

( )
2 4 1 3 3 2 2 4 3 6 6 24

A B C
               

              
            

       

olarak bulunur. Buradan ( ) ( )A B C A B C     olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, Hadamard çarpımının toplama işlemi üzerine sağdan ve soldan 

dağılma özelliği olduğu verilmektedir. 

Önerme 1.1.3 , , m nA B C   matrislerinin Hadamard çarpımlarının toplama işlemi 

üzerine 
( ) ( ) ( )A B C A C B C      

şeklinde sağdan dağılma özelliği ve  
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( ) ( ) ( )C A B C A C B      

şeklinde soldan dağılma özelliği vardır (Horn ve Johnson, 1991). 

Aşağıdaki örnekte, Hadamard çarpımının toplama işlemi üzerine sağdan ve soldan 

dağılma özelliği olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.1.3 
3 4
1 2

A
 

   
, 

1 2
4 0

B
 

  
 

, 
2 3
1 2

C
 

  
 

 matrisleri için, ( )A B C   

matrisi, 

3 4 1 2 2 3 2 6 2 3 4 18
( )

1 2 4 0 1 2 5 2 1 2 5 4
A B C

             
                              

      

şeklinde elde edilir. A C  ve B C  matrisleri, 

 
3 4 2 3 6 12
1 2 1 2 1 4

A C
     

            
  , 

1 2 2 3 2 6
4 0 1 2 4 0

B C
      

      
     

   

şeklinde elde edilir. Buradan    A C B C   matrisi, 

   
6 12 2 6 4 18
1 4 4 0 5 4

A C B C
     

              
   

olarak bulunur. Böylece      A B C A C B C      olduğu görülür. Benzer şekilde 

( )C A B  matrisi, 

2 3 3 4 1 2 2 3 2 6 4 18
( )

1 2 1 2 4 0 1 2 5 2 5 4
C A B

             
                              

    

şeklinde elde edilir. C A  ve C B  matrisleri, 

2 3 3 4 6 12
1 2 1 2 1 4

C A
     

            
  , 

2 3 1 2 2 6
1 2 4 0 4 0

C B
      

      
     

   

şeklinde elde edilir. Buradan    C A C B   matrisi, 

   
6 12 2 6 4 18
1 4 4 0 5 4

C A C B
     

              
   

olarak bulunur. Böylece      C A B C A C B      olduğu görülür. 
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Aşağıdaki önermede, matrislerin Hadamard çarpımının transpozunun matrislerinin ayrı 

ayrı transpozlarının Hadamard çarpımı olduğu verilmektedir. 

Önerme 1.1.4 , m nA B   matrislerinin Hadamard çarpımları için 

 ( )T T TA B A B    

özelliği vardır (Horn ve Johnson, 1991). 

Aşağıdaki örnekte, matrislerin Hadamard çarpımının transpozunun matrislerinin ayrı 

ayrı transpozlarının Hadamard çarpımı olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.1.4 
1 2
3 0

A
 

  
 

 ve 
2 3

1 2
B

 
  
 

 matrisleri için ( )TA B  matrisi, 

1 2 2 3 2 6 2 3
( )

3 0 1 2 3 0 6 0

T T

TA B
           

          
        

   

şeklinde elde edilir ve T TA B  matrisi, 

1 3 2 1 2 3
2 0 3 2 6 0

T TA B
      

      
     

    

olarak bulunur. Buradan ( )T T TA B A B   olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, herhangi bir matris ile tüm elemanları 0 olan matrisin Hadamard 

çarpımı 0 matrisi olduğu verilmektedir. 

Önerme 1.1.5 , m nA 0   matrislerinin Hadamard çarpımları için A 0 0  özelliği 

vardır.  

Aşağıdaki önermede, herhangi bir matris ile tüm elemanları 0 olan matrisin Hadamard 

çarpımı 0   matrisi olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.1.5 

1 0 2
3 4 2
1 0 3

A

 
   
  

 ve 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
  

 matrisleri için A 0  matrisi 

A 0
1 0 2 0 0 0 0 0 0
3 4 2 0 0 0 0 0 0
1 0 3 0 0 0 0 0 0

     
          
          

  0   

olarak bulunur. Böylece A 0 0  olduğu görülür. 

Önerme 1.1.6 Herhangi iki , n nA B   matrisleri ve n n  boyutlu D  ve E  köşegen 

matrisleri için  
 ( ) ( ) ( )D A B DA B A DB      
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ve 
( ) ( ) ( )A B E AE B A BE      

özellikleri vardır (Horn ve Johnson, 1991). 

Aşağıdaki örnekte, ( ) ( ) ( )D A B DA B A DB     ve      A B E AE B A BE     

özellikleri doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.1.6 
2 3
1 2

A
 

  
 

, 
2 0

2 3
B

 
  
 

, 
2 0
0 3

D
 

  
 

 ve 
1 0
0 3

E
 

  
 

 matrisleri 

tanımlansın. Bu durumda ( )D A B  matrisi, 

2 0 2 3 2 0 2 0 4 0 8 0
( )

0 3 1 2 2 3 0 3 2 6 6 18
D A B

               
              
            

   

şeklinde elde edilir. ( )DA B  matrisi, 

2 0 2 3 2 0 4 6 2 0 8 0
( )

0 3 1 2 2 3 3 6 2 3 6 18
DA B

               
              

            
     

şeklinde elde edilir ve ( )A DB  matrisi 

 
2 3 2 0 2 0 2 3 4 0 8 0

( )
1 2 0 3 2 3 1 2 6 9 6 18

A DB
               

              
            

     

olarak bulunur. Buradan ( ) ( ) ( )D A B DA B A DB     olduğu görülür. 

Benzer şekilde, ( )A B E  matrisi 

2 3 2 0 1 0 4 0 1 0 4 0
( ) .

1 2 2 3 0 3 2 6 0 3 2 18
A B E

               
              

            
   

şeklinde elde edilir. ( )AE B  matrisi 

2 3 1 0 2 0 2 9 2 0 4 0
( )

1 2 0 3 2 3 1 6 2 3 2 18
AE B

               
              

            
     

şeklinde elde edilir. ( )A BE  matrisi 

 
2 3 2 0 1 0 2 3 2 0 4 0

( )
1 2 2 3 0 3 1 2 2 9 2 18

A BE
               

              
            

     

olarak bulunur. Böylece ( ) ( ) ( )A B E AE B A BE     olduğu görülür. 

Önerme 1.1.7 a  ve c ; 1m  boyutlu vektörler, b ve d 1n ; boyutlu vektörler olmak 

üzere 

( ) ( ) ( )( )T T Tab cd a c b d     
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eşitliği vardır. 

Aşağıdaki örnekte, ( ) ( ) ( )( )T T Tab cd a c b d    özelliği doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.1.7 
3
2

1
a

 
   
  

, 
4
1
3

c

 
   
  

, 
2
1

b
 

  
 

 ve 
2
3

d
 

  
 

 matrisleri için ( ) ( )T Tab cd  

matrisi, 

   
3 4 6 3 8 12 48 36

( ) ( ) 2 2 1 1 2 3 4 2 2 3 8 6
1 3 2 1 6 9 12 9

T Tab cd

            
                               
                        

     

şeklinde elde edilir ve ( )( )Ta c b d   matrisi 

 
3 4 12 12 48 36

2 2 4
( )( ) 2 1 2 2 4 3 8 6

1 3 3
1 3 3 3 12 9

T T

Ta c b d

          
                                                                  

      

olarak bulunur. Böylece ( ) ( ) ( )( )T T Tab cd a c b d    olduğu görülür. 

1.2. Kronecker Matris Çarpımı ve Bazı Özellikleri 

Tanım 1.2.1 ijA a     ile ijB b     matrisleri sırasıyla m n  ile s r  tipinde matrisler 

olmak üzere .ij  terimi s r  boyutlu ija B alt matrisi olan  

.ijA B a B      

şeklindeki ms nr  boyutlu A B  matrisine A  ve B  matrislerinin Kronecker matris 

çarpımı denir (Horn ve Johnson, 1991). 

Bu tanıma aşağıda bir örnek verilmiştir. 

Örnek 1.2.1 
3 4
2 3

A
 

  
 

 ve 
0 1 3
2 4 1

B
 

  
 

 matrislerinin Kronecker çarpımı 

 
3 4 0 1 3
2 3 2 4 1

A B
   

     
   

 

            

0 3 9 0 4 12
6 12 3 8 16 4
0 2 6 0 3 9
4 8 2 6 12 3

 
 
 
 
 
 

 

olarak bulunur. 
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Kronecker matris çarpımı değişmeli değildir. Bir başka ifade ile  

 A B B A    

olması gerekmez. Bu durum aşağıda bir örnekle açıklanmıştır. 

Örnek 1.2.2 
2 3

4 1
A

 
  
 

 ve 
1 2 3
2 0 1

B
 

   
 matrisleri verilsin. A B matrisi 

 
2 3 1 2 3

4 1 2 0 1
A B

   
        

2 4 6 3 6 9
4 0 2 6 0 3
4 8 12 1 2 3
8 0 4 2 0 1

   
   
 
   

 

şeklinde elde edilir ve B A  matrisi 

 
1 2 3 2 3
2 0 1 4 1

B A
   

        

2 3 4 6 6 9
4 1 8 2 12 3
4 6 0 0 2 3
8 2 0 0 4 1

   
 
 
  
   

 

olarak bulunur. Buradan A B B A    olduğu görülür. 

Herhangi n n  mertebeli [ ]ijA a  matrisinin esas köşegeni üzerindeki 

11 22 33, , ,..., nna a a a  elemanları için  köş A  ile    11 22 33köş , , ,..., nnA a a a a  şeklinde 

1 n  matrisi gösterilmektedir. 

Önerme 1.2.1 

a. Kronecker matris çarpımı için  

 A A   0 0 0  

özelliği, 

b. A  ve B  kare matris olmak üzere, 

      köş köş köşA B A B    

özelliği vardır. 

Aşağıdaki örnekte, A A   0 0 0  ve      köş köş köşA B A B    özelliği 

doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.2.3 
1 2 3 0

,
1 3 1 1

A B
   

       
 ve 

0 0
0

0 0
 

  
 

 matrisleri verilsin.  

a. 0  ve A matrislerinin Kronecker çarpımı, 
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            A 0

0 0 0 0
0 0 1 2 0 0 0 0
0 0 1 3 0 0 0 0

0 0 0 0

 
               
 
 

 0  

ve 

 A 0

0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0 0
1 3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

 
               
 
 

 0  

olarak bulunur. Buradan A A   0 0 0  olduğu görülür. 

b. A ve B matrisleri için  köş A B ,  

 

3 0 6 0
1 2 3 0 1 1 2 2

köş köş köş
1 3 1 1 3 0 9 0

1 1 3 3

A B

 
                         

 

şeklindeki eşitlikten 

   köş 3 1 9 3A B    

şeklinde elde edilir.    köş köşA B  hesaplanırsa 

        köş köş 1 3 3 1A B    3 1 9 3  

olarak bulunur. Buradan      köş köş köşA B A B    olduğu görülür. 

Önerme 1.2.2 

a. 1A  ve 2A  aynı mertebeli ve B  herhangi mertebeli matrisler olmak üzere, 

      1 2 1 2A A B A B A B      , 

b. 1B  ve 2B  aynı mertebeli ve A  herhangi mertebeli matrisler olmak üzere, 

      1 2 1 2A B B A B A B      , 

c.   ve   birer skaler, A  ve B  herhangi mertebeli matrisler olmak üzere, 

  ( ) ( )A B A B      

özellikleri vardır (Horn ve Johnson, 1991). 
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Örnek 1.2.4 

a. 1

1 2
3 0

A
 

  
 

, 2

1 1
2 3

A
 

  
 

 ve 
2 0 1
1 2 2

B
 

   
 matrisleri verilsin.  1 2A A B   

matrisi 

  1 2

1 2 1 1 2 0 1
3 0 2 3 1 2 2

A A B
       

                
 

                        
0 3 2 0 1
5 3 1 2 2
   

       
 

                        

0 0 0 6 0 3
0 0 0 3 6 6

10 0 5 6 0 3
5 10 10 3 6 6

 
  
 
   

 

şeklinde elde edilir.    1 2A B A B    matrisi, 

    1 2

1 2 2 0 1 1 1 2 0 1
3 0 1 2 2 2 3 1 2 2

A B A B
           

                           
 

                                  

2 0 1 4 0 2 2 0 1 2 0 1
1 2 2 2 4 4 1 2 2 1 2 2
6 0 3 0 0 0 4 0 2 6 0 3
3 6 6 0 0 0 2 4 4 3 6 6

    
           
   
        

 

                                  

0 0 0 6 0 3
0 0 0 3 6 6

10 0 5 6 0 3
5 10 10 3 6 6

 
  
 
   

 

olarak bulunur. Buradan      1 2 1 2A A B A B A B       olduğu görülür. 

b. 
4 1 2
1 3 1

A
 

   
, 1

3 2
1 4

B
 

  
 

 ve 2

2 1
1 3

B
  

   
 matrisleri verilsin.  1 2A B B   

matrisi 

  1 2

4 1 2 3 2 2 1
1 3 1 1 4 1 3

A B B
        

                 
 

şeklindeki eşitlikten 
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 1 2

4 1 2 1 1
1 3 1 0 7

A B B
   

         

4 4 1 1 2 2
0 28 0 7 0 14
1 1 3 3 1 1

0 7 0 21 0 7

 
 
 
  
  

 

olarak elde edilir.    1 2A B A B    matrisi, 

    1 2

4 1 2 3 2 4 1 2 2 1
1 3 1 1 4 1 3 1 1 3

A B A B
            

                            
 

                                 

12 8 3 2 6 4 8 4 2 1 4 2
4 16 1 4 2 8 4 12 1 3 2 6
3 2 9 6 3 2 2 1 6 3 2 1
1 4 3 12 1 4 1 3 3 9 1 3

        
         
        
          

 

                                 

4 4 1 1 2 2
0 28 0 7 0 14
1 1 3 3 1 1

0 7 0 21 0 7

 
 
 
  
  

 

şeklinde elde edilir. Böylece      1 2 1 2A B B A B A B       olduğu görülür. 

c. 3, 2    skalerleri ile 
3 2
4 1

A
 

  
 

 ve 
2 3
1 5

B
 

   
 matrisleri için    3 2A B  

matrisi, 

    
3 2 2 3

3 2 3 2
4 1 1 5

A B
       

              
 

                      
9 6 4 6

12 3 2 10
   

       
 

                      

36 54 24 36
18 90 12 60

48 72 12 18
24 120 6 30

  
   
  
   

 

elde edilir ve   3.2 A B  matrisi 

   

36 54 24 36
3 2 2 3 18 90 12 60

3.2 6
4 1 1 5 48 72 12 18

24 120 6 30

A B

  
                             
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olarak bulunur. Böylece  A B A B      olduğu görülür. 

Önerme 1.2.3 , ,A B C  ve D  uygun boyutlu matrisler olmak üzere 

    A B C D AC BD     

özelliği vardır (Horn ve Johnson, 1991). 

Aşağıdaki örnekte,    A B C D AC BD     özelliği doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.2.5 
2 3
1 2

A
 

  
 

,
2 3

0 1
B

 
  
 

,
1 2 0
0 1 4

C
 

  
 

 ve 
3
1

D
 

  
 

 matrisleri verilsin. 

Bu durumda    A B C D   matrisi, 

   
2 3 2 3 1 2 0 3
1 2 0 1 0 1 4 1

A B C D
          

             
         

 

                              

4 6 6 9 3 6 0
0 2 0 3 1 2 0
2 3 4 6 0 3 12

0 1 0 2 0 1 4
6 21 36

2 7 12
3 12 24

1 4 8

    
   
   
    
   
   
   
 
 
   
 
 

 

şeklinde elde edilir.    AC BD  matrisi 

    
2 3 1 2 0 2 3 3
1 2 0 1 4 0 1 1

AC BD
           

            
          

 

                        

2 7 12 3
1 4 8 1

6 21 36
2 7 12
3 12 24

1 4 8

   
    
   
   
 
 
   
 
 

 

olarak bulunur. Böylece    A B C D AC BD     olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, matrislerin Kronecker çarpımların birleşme özelliğinin olduğu 

verilmektedir. 
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Önerme 1.2.4 ,A B  ve C herhangi üç matris olmak üzere  

    A B C A B C      

şeklinde birleşme özelliği vardır (Horn ve Johnson, 1991). 

Aşağıdaki örnekte, matrislerin Kronecker çarpımların birleşme özelliğinin olduğu 

doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.2.6 
4 2
1 3

A
 

  
 

, 
2 3 1
0 1 2

B
 

  
 

 ve 
2
3

C
 

  
 

 matrisleri verilsin.  A B C   

matrisi, 

  
4 2 2 3 1 2
1 3 0 1 2 3

A B C
      

          
      

 

                      

8 12 4 4 6 2
0 4 8 0 2 4 2
2 3 1 6 9 3 3
0 1 2 0 3 6
16 24 8 8 12 4
24 36 12 12 18 6
0 8 16 0 4 8
0 12 24 0 6 12
4 6 2 12 18 6
6 9 3 18 27 9
0 2 4 0 6 12
0 3 6 0 9 18

 
          
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  

 

şeklinde elde edilir.  A B C   matrisi,  

 
4 2 2 3 1 2
1 3 0 1 2 3

A B C
      

          
      

 

                     

4 6 2
4 2 6 9 3
1 3 0 2 4

0 3 6

 
         
 
 

16 24 8 8 12 4
24 36 12 12 18 6
0 8 16 0 4 8
0 12 24 0 6 12
4 6 2 12 18 6
6 9 3 18 27 9
0 2 4 0 6 12
0 3 6 0 9 18

 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  
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olarak bulunur. Böylece    A B C A B C      olduğu görülür.  

Önerme 1.2.5 Herhangi A ve B matrisleri, b reel vektörü ve   skaleri için 

 A A A       

özelliği ve AB  çarpımı tanımlı ise 

    .A b B A B b    

özelliği vardır. 

Örnek 1.2.7  

a. 3   ve 
2 3
1 2
4 0

A

 
   
  

 matrisi için 3 A  matrisi 

 
2 3

3 3 1 2
4 0

A

 
    
  

6 9
3 6

12 0

 
   
  

 

olarak elde edilir. 3A  matrisi  

     
2 3

3 3 1 2
4 0

A

 
   
  

6 9
3 6

12 0

 
   
  

 

şeklinde elde edilir ve 3A  matrisi 

 
2 3

3 1 2 3
4 0

A

 
    
  

6 9
3 6

12 0

 
   
  

 

olarak bulunur. Buradan  A A A       olduğu görülür. 

b. 
2 3
0 4

A
 

  
 

 ve 
1 4
2 3

B
 

   
 matrisleri, 

2
5

b
 

  
 

 vektörü için,  A b B  matrisi 

  
2 3 2 1 4
0 4 5 2 3

A b B
      

              
 

                   

4 6
10 15 1 4
0 8 2 3
0 20

 
         
 
 

8 34
20 85
16 24
40 60

 
  
 
  

 

şeklinde elde edilir ve  AB b  matrisi 
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  

8 34
2 3 1 4 2 4 17 2 20 85
0 4 2 3 5 8 12 5 16 24

40 60

AB b

 
                                               

 

olarak bulunur. Buradan    A b B AB b    bulunur. 

Önerme 1.2.6 Herhangi iki a  ve b  reel vektörleri için 

 T T Ta b ab b a     

özelliği vardır. 

Aşağıdaki örnekte, T T Ta b ab b a     özelliği doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.2.8 

1
3
2
0

a

 
 
 
 
 
 

 ve  1 4 3Tb   vektörleri için Ta b ve Tab matrisleri  

  

1
3

1 4 3
2
0

Ta b

 
 
   
 
 
 

1 4 3
3 12 9
2 8 6
0 0 0

   
 
 
 
 
 

 

ve 

  

1
3

1 4 3
2
0

Tab

 
 
 
 
 
 

1 4 3
3 12 9
2 8 6
0 0 0

   
 
 
 
 
 

 

şeklinde elde edilir. Tb a  matrisi 

  

1
3

1 4 3
2
0

Tb a

 
 
   
 
 
 

1 4 3
3 12 9
2 8 6
0 0 0

   
 
 
 
 
 

 

olarak bulunur. Buradan T T Ta b ab b a     olduğu görülür. 

Önerme 1.2.7  

a. A  ve B  herhangi boyutlu matrisler için  T T TA B A B   özelliği vardır (Horn ve 
Johnson, 1991). 
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b. A  ve B  karesel matrisler için      iz A B iz A iz B   eşitliği vardır (Horn ve 

Johnson, 1991). 

c. A  ve B  karesel matrisler için A  ve B  idempotent ise A B  idempotenttir (Horn ve 

Johnson, 1991). 

d. A  ve B  karesel matrisleri simetrik ise A B  simetriktir (Horn ve Johnson, 1991). 

Örnek 1.2.9 

a. 
4 5
2 3

A
 

    
 ve 

1 1
2 3

B
 

  
 

 matrisleri verilsin.  T
A B matrisi  

  
4 5 1 1
2 3 2 3

T

T
A B

    
           

 

                 

4 4 5 5
8 12 10 15
2 2 3 3
4 6 6 9

T
 
 
 
    
     

4 8 2 4
4 12 2 6
5 10 3 6
5 15 3 9

  
   
  
   

 

şeklinde elde edilir. T TA B  matrisi  

 
4 2 1 2
5 3 1 3

T TA B
   

        

4 8 2 4
4 12 2 6
5 10 3 6
5 15 3 9

  
   
  
   

 

şeklinde bulunur. Buradan  T T TA B A B    olduğu görülür. 

b. 
4 2
1 0

A
 

  
 

 ve 
1 3
3 1

B
 

   
 matrisleri verilsin.  iz A B hesaplanırsa 

  
4 2 1 3
1 0 3 1

iz A B iz
    

          
 

                   

4 12 2 6
12 4 6 2
1 3 0 0
3 1 0 0

iz

 
   
 
  

 

                    4 4 0 0    8  

şeklinde elde edilir.    iz A iz B  hesaplanırsa 
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    
4 2 1 3
1 0 3 1

iz A iz B iz iz
      

             
 

                       4 0 1 1   8  

sunucuna ulaşılır. Böylece      iz A B iz A iz B   olduğu görülür. 

c. 
2 1
2 1

A
 

    
 ve 

3 2
3 2

B
 

    
 idempotent matrislerinin Kronecker çarpımları 

 
2 1 3 2
2 1 3 2

A B
   

           

6 4 3 2
6 4 3 2
6 4 3 2

6 4 3 2

 
     
    
 
 

 

olarak bulunur. A B  ile A B  matrislerinin çarpımı ise, 

   

6 4 3 2 6 4 3 2
6 4 3 2 6 4 3 2
6 4 3 2 6 4 3 2

6 4 3 2 6 4 3 2

A B A B

   
               
          
   
   

 

      

6 4 3 2
6 4 3 2
6 4 3 2

6 4 3 2

 
     
    
 
 

 

olarak bulunur. Buradan A  ve B  idempotent ise A B  idempotent olduğu görülür. 

d. 
1 2
2 3

A
 

   
 ve 

3 1
1 4

B
 

   
 kare simetrik matrisleri verilsin. A B  matrisi 

 
1 2 3 1
2 3 1 4

A B
    

         

3 1 6 2
1 4 2 8
6 2 9 3

2 8 3 12

  
   
  
   

 

şeklinde elde edilir. Böylece A  ve B  kare simetrik matrisleri için A B  simetriktir. 

1.3 Khatri-Rao Matris Çarpımı ve Özellikleri 

Tanım 1.3.1 [ ]ijA a  ve [ ]pqB b  matrisleri sırasıyla m n  ve s r  tipinde herhangi 

iki matris olsun. ijA  ile ijB  sırasıyla A  ile B  matrislerinin i jm n  ve i js r  boyutlu alt 

matrisleri ve ij ijA B  de i i j jm s n r  boyutlu alt matris olmak üzere,  
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[ ]ij ij ijA B A B    

şeklinde tanımlanan i i j jm s n r   boyutlu A B  matrisine A  ve B  matrislerinin 

Khatri-Rao çarpımı denir ( Zhour ve Kilicman 2006). 

Örnek 1.3.1 

1 2 3
4 5 6
7 8 9

A

 
 

  
 
 

, 
1 4 7
2 5 8
3 6 9

B

 
 

  
 
 

 olsun. A  ve B  matrislerini 

11

1 2
4 5

A
 

  
 

, 12

3
6

A
 

  
 

,  21 7 8A  ,  22 9A    

 11

1 4
2 5

B
 

  
 

, 12

7
8

B
 

  
 

,  21 3 6B  ,  22 9B    

şeklinde alt matrislere ayıralım. A B  matrisi 

 11 12 11 12

21 22 21 22

A A B B
A B

A A B B

   
     

   
11 11 12 12

21 21 22 22

A B A B

A B A B

  
    

  

                     
11 11 12

11 11 12

21 21 22

1 2 3
4 5 6
7 8 9

B B B

B B B

B B B

 
   
  

  

          

1 4 2 8 21
2 5 4 10 24
4 16 5 20 42
8 20 10 25 48
21 42 24 48 81

 
 
 
 
 
 
  

  

şeklinde elde edilir. 

Matrislerinin Khatri-Rao çarpımı değişmeli değildir. Bir başka ifade ile matrislerin 

 A B B A     
olması gerekmez ( Zhour ve Kilicman 2006). Bu durum aşağıda bir örnekle 

açıklanmıştır. 

Örnek 1.3.2 

2 3 4
1 0 2

2 1 0
A

 
   
  

, 
4 2 1
2 1 0
0 3 1

B

 
   
  

 matrisleri verilsin. A  ve B  matrislerini 

 11

2 3
1 0

A
 

   
, 12

4
2

A
 

  
 

,  21 2 1A  ,  22 0A    
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 11

4 2
2 1

B
 

  
 

, 12

1
0

B
 

  
 

,  21 0 3B  ,  22 1B    

şeklinde alt matrislere ayıralım. A B  matrisi 

 11 11 12 12

21 21 22 22

A B A B
A B

A B A B

  
     

11 11 12

11 11 12

21 21 22

2 3 4
1 0 2

2 1 0

B B B

B B B

B B B

 
   
  

  

                     

8 4 12 6 4
4 2 6 3 0
4 2 0 0 2
2 1 0 0 0

0 6 0 3 0

 
 
 
   
   
  

 

şeklinde elde edilir ve B A  matrisi, 

 11 11 12 12

21 21 22 22

B A B A
B A

B A B A

  
     

 
11 11 12

11 11 12

21 21 22

4 2 1
2 1 0
0 3 1

A A A

A A A

A A A

 
   
  

  

           

8 12 4 6 4
4 0 2 0 2

4 6 2 3 0
2 0 1 0 0

0 0 6 3 0

 
   
 
   
  

  

olarak bulunur. Buradan A B B A    olduğu görülür. 

Önerme 1.3.1 A , B , C  ve D  aynı mertebeli reel matrisler olmak üzere 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A C B D A B A D C B C D            

özelliği vardır (Liu, 1999). 

Aşağıdaki örnekte,  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A C B D A B A D C B C D            özelliği 

doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.3.3 

4 2 3
1 3 2
2 4 0

A

 
   
  

, 
1 2 0
3 2 1
2 1 4

B

 
   
  

, 
2 1 3

0 3 1
4 2 1

C

  
   
  

 ve 

1 1 3
2 3 0

4 3 1
D

 
    
  

  

olsun. A C  ve B D  matrisleri  
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2 3 0
1 6 3
6 6 1

A C

 
    
  

 ve 
2 3 3
1 1 1
6 4 5

B D

 
    
  

  

olarak bulunur. A C K   ve B D L   matrislerini 

 11

2 3
1 6

K
 

  
 

, 12

0
3

K
 

  
 

,  21 6 6K  ,  22 1K    

 11

2 3
1 1

L
 

   
, 12

3
1

L
 

  
 

,  21 6 4L  ,  22 5L    

şeklinde alt matrislere ayıralım. K L  matrisi 

 11 11 12 12

21 21 22 22

K L K L
K L

K L K L

  
     

11 11 12

11 11 12

21 21 22

2 3 0
1 6 3
6 6 1

L L L

L L L

L L L

 
   
  

 

olup buradan,  

 

4 6 6 9 0
2 2 3 3 0
2 3 12 18 9
1 1 6 6 3
36 24 36 24 5

K L

 
   
  
   
  

  

olarak bulunur. A , B ,C ve D  matrislerini  

    11 12 21 22

4 2 3
, , 2 4 , 0

1 3 2
A A A A

   
      
   

 

    11 12 21 22

1 2 0
, , 2 1 , 4

3 2 1
B B B B

   
      
   

 

    11 12 21 22

2 1 3
, , 4 2 , 1

0 3 1
C C C C

    
      
   

 

    11 12 21 22

1 1 3
, , 4 3 , 1

2 3 0
D D D D

   
          

 

şeklinde alt matrislere ayıralım. A B , A D , C B  ve C D  matrisleri sırasıyla, 

 
11 11 12

11 11 12 12
11 11 12

21 21 22 22
21 21 22

4 8 2 4 0
4 2 3 12 8 6 4 3
1 3 2 1 2 3 6 0
2 4 0 3 2 9 6 2

4 2 8 4 0

B B B
A B A B

A B B B B
A B A B

B B B

 
                         
  
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11 11 12
11 11 12 12

11 11 12
21 21 22 22

21 21 22

4 4 2 2 9
4 2 3 8 12 4 6 0
1 3 2 1 1 3 3 6
2 4 0 2 3 6 9 0

8 6 16 12 0

D D D
A D A D

A D D D D
A D A D

D D D

 
                                
  

 

11 11 12
11 11 12 12

11 11 12
21 21 22 22

21 21 22

2 4 1 2 0
2 1 3 6 4 3 2 3

0 3 1 0 0 3 6 0
4 2 1 0 0 9 6 1

8 4 4 2 4

B B B
C B C B

C B B B B
C B C B

B B B

  
                             
  

 

 

11 11 12
11 11 12 12

11 11 12
21 21 22 22

21 21 22

2 2 1 1 9
2 1 3 4 6 2 3 0

0 3 1 0 0 3 3 3
4 2 1 0 0 6 9 0

16 12 8 6 1

D D D
C D C D

C D D D D
C D C

D D D

   
                              
  

 

olarak elde edilir. Buradan        A B A D C B C D        matrisi 

        

4 6 6 9 0
2 2 3 3 0
2 3 12 18 9
1 1 6 6 3
36 24 36 24 5

A B A D C B C D

 
   
        
   
  

 

şeklinde elde edilir. Böylece            A C B D A B A D C B C D            

olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının transpozunun, matrislerin 

transpozlarının Khatri-Rao çarpımları olduğu verilmektedir. 

Önerme 1.3.2 A  ve B  herhangi boyutlu matrisler olmak üzere 

  T T TA B A B    

özelliği vardır (Liu, 1999).  
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Aşağıdaki örnekte, matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının transpozunun, matrislerin 

transpozlarının Khatri-Rao çarpımları olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.3.4 

4 5 3 5 1 4
2 0 3 , 3 2 2
1 3 2 3 4 1

A B

   
        
      

 matrisleri verilsin. A  ve B  matrislerini 

    11 12 21 22

4 5 3
, , 1 3 , 2

2 0 3
A A A A

   
      
   

, 

    11 12 21 22

5 1 4
, , 3 4 , 1

3 2 2
B B B B

   
         

, 

şeklinde alt matrislere ayıralım.  T
A B  matrisi 

  
11 11 12

11 11 12 12
11 11 12

21 21 22 22
21 21 22

4 5 3
2 0 3
1 3 2

T
T

T

B B B
A B A B

A B B B B
A B A B

B B B

 
              

 

               

20 4 25 5 12
12 8 15 10 6
10 2 0 0 12
6 4 0 0 6
3 4 9 12 2

T  
  
  
  
  

 

20 12 10 6 3
4 8 2 4 4
25 15 0 0 9
5 10 0 0 12

12 6 12 6 2

  
 
 
  
 
 
   

  

olarak elde edilir. 

 
4 2 1 5 3 3
5 0 3 , 1 2 4
3 3 2 4 2 1

T TA B

   
       
      

  

matrislerini 

    11 12 21 22

4 2 1
, , 3 3 , 2

5 0 3
T T T TA A A A

   
      
   

 

    11 12 21 22

5 3 3
, , 4 2 , 1

1 2 4
T T T TB B B B

   
       
   

 

şeklinde alt matrislere ayıralım. T TA B  matrisi 
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11 11 12

11 11 12

21 21 22

20 12 10 6 3
4 2 1 4 8 2 4 4
5 0 3 25 15 0 0 9
3 3 2 5 10 0 0 12

12 6 12 6 2

T T T

T T T T T

T T T

B B B

A B B B B

B B B

  
                 
   

            

şeklinde elde edilir. Böylece  T T TA B A B    olduğu görülür. 

Önerme 1.3.3 Matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının toplama işlemi üzerine 

      A B C A C B C        

şeklinde  sağdan dağılma özelliği vardır. 

Aşağıdaki örnekte, Khatri-Rao çarpımının toplama işlemi üzerine sağdan dağılma 

özelliği olduğu doğrulanmıştır. 

Örnek 1.3.5 

3 4 2 1 2 1 3 2 2
1 3 2 , 4 1 3 , 4 1 3
2 1 4 2 3 1 2 3 4

A B C

     
            
          

 olsun. A  ve B  

matrislerinin toplamı, 

 
4 6 3
5 4 5
0 4 5

A B

 
    
  

  

olarak elde edilir. A B K   ileC  matrislerini 

    11 12 21 22

4 6 3
, , 0 4 , 5

5 4 5
K K K K

   
      
   

 

    11 12 21 22

3 2 2
, , 2 3 , 4

4 1 3
C C C C

   
      
   

 

şeklinde alt matrislere ayıralım. K C  matrisi, 

 
11 11 12

11 11 12 12
11 11 12

21 21 22 22
21 21 22

4 6 3
5 4 5
0 4 5

C C C
K C K C

K C C C C
K C K C

C C C

 
              

 

şeklinde yazılır ve  A B C   matrisi, 
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  

12 8 18 12 6
16 4 24 6 9
15 10 12 8 10
20 5 16 4 15
0 0 8 12 20

A B C

 
 
 
   
 
 
  

 

olarak elde edilir. A ve B matrislerini  

    11 12 21 22

3 4 2
, , 2 1 , 4

1 3 2
A A A A

   
       
   

 

    11 12 21 22

1 2 1
, , 2 3 , 1

4 1 3
B B B B

   
      
   

 

şeklinde alt matrislere ayıralım.    A B B C    matrisi, 

     11 11 12 12 11 11 12 12

21 21 22 22 21 21 22 22

A C A C B C B C
A C B C

A C A C B C B C

      
             

 

                             
11 11 12 11 11 12

11 11 12 11 11 12

21 21 22 21 21 22

3 4 2 1 2 1
1 3 2 4 1 3
2 1 4 2 3 1

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

   
       
      

 

                             

9 6 12 8 4 3 2 6 4 2
12 3 16 4 6 4 1 8 2 3
3 2 9 6 4 12 8 3 2 6
4 1 12 3 6 16 4 4 1 9
4 6 2 3 16 4 6 6 9 4

   
   
   
    
   
   
       

 

                             

12 8 18 12 6
16 4 24 6 9
15 10 12 8 10
20 5 16 4 15
0 0 8 12 20

 
 
 
 
 
 
  

 

olarak bulunur. Böylece      A B C A C B C       elde edilir. 

Önerme 1.3.4 Matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının toplama işlemi üzerine 

      A B C A B A C       

şeklinde soldan dağılma özelliği vardır. 

Aşağıdaki örnekte, Khatri-Rao çarpımının toplama işlemi üzerine soldan dağılma 

özelliği olduğu doğrulanmıştır. 
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Örnek 1.3.6 

5 4 3 4 2 1
2 3 1 , 3 1 2
1 3 4 3 1 4

A B

   
       
       

 ve 
1 2 3
3 4 2
1 2 5

C

 
  
  

 olsun. B  ve C  

matrislerinin toplamı, 

 
5 4 4
6 5 4
2 3 1

B C

 
    
  

 

olarak bulunur. A  ile B C K   matrislerini, 

    11 12 21 22

5 4 3
, , 1 3 , 4

2 3 1
A A A A

   
      
   

 

    11 12 21 22

5 4 4
, , 2 3 , 1

6 5 4
K K K K

   
       
   

 

şeklinde alt matrislere ayıralım. A K  matrisi, 

 
11 11 12

11 11 12 12
11 11 12

21 21 22 22
21 21 22

5 4 3
2 3 1
1 3 4

K K K
A K A K

A K K K K
A K A K

K K K

 
              

, 

           

25 20 20 16 12
30 25 24 20 12
10 8 15 12 4
12 10 18 15 4

2 3 6 9 4

 
 
 
 
 
 
   

 

olarak elde edilir. B  ve C  matrislerini 

    11 12 21 22

4 2 1
, , 3 1 , 4

3 1 2
B B B B

   
        
   

 

    11 12 21 22

1 2 3
, , 1 2 , 5

3 4 2
C C C C

   
      
   

 

şeklinde alt matrislere ayıralım.    A B A C    matrisi, 

     11 11 12 12 11 11 12 12

21 21 22 22 21 21 22 22

A B A B A C A C
A B A C

A B A B A C A C

      
             

 

                             
11 11 12 11 11 12

11 11 12 11 11 12

21 21 22 21 21 22

5 4 3 5 4 3
2 3 1 2 3 1
1 3 4 1 3 4

B B B C C C

B B B C C C

B B B C C C

   
       
      
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toplamı ile 

   

20 10 16 8 3 5 10 4 8 9
15 5 12 4 6 15 20 12 16 6
8 4 12 6 1 2 4 3 6 3
6 2 9 3 2 6 8 9 12 2
3 1 9 3 16 1 2 3 6 20

A B A C

   
   
   
       
   
   
        

 

       

25 20 20 16 12
30 25 24 20 12
10 8 15 12 4
12 10 18 15 4

2 3 6 9 4

 
 
 
 
 
 
   

 

olarak bulunur. Böylece      A B C A B A C       olduğu görülür.  

1.4 Tracy-Singh Matris Çarpımı ve Özellikleri 

Tanım 1.4.1 ijA a     ve pqB b     matrisleri sırasıyla m n  ve s r  tipinde herhangi 

iki matris olsun. ijA  ile pqB  sırasıyla, A  ile B  matrislerinin i im n  

( , )i jm m n n    ve p qs r  ( , )p qs s r   boyutlu .ij  ve .pq  blok alt matrisleri 

olmak üzere 

 ( )ij ij pq pqij ij
A B A B A B            

şeklinde tanımlanan ms nr  boyutlu A B  matrisine A  ve B  matrislerinin Tracy-

Singh çarpımı denir (Zhour ve Kilicman, 2006). 

Örnek 1.4.1 

2 1 0
1 0 1
3 0 0

A

 
 

  
 
 

 ve 
0 1 2
1 1 0
1 2 0

B

 
 

  
 
 

 matrisleri verilsin. A  ve B  matrislerini 

 11

2 1
1 0

A
 

  
 

, 12

0
1

A
 

  
 

,  21 3 0A  ,  22 0A    

 11

0 1
1 1

B
 

  
 

, 12

2
0

B
 

  
 

,  21 1 2B  ,  22 0B    

şeklinde alt matrislere ayıralım. Matrislerin Tracy-Singh çarpımları, 
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 11 12

21 22

A B A B
A B

A B A B

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
     

 

            

0 2 0 1 4 2 0 0 0
2 2 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 2 0 0 1 2
1 1 0 0 0 0 1 1 0
2 4 1 2 0 0 0 2 0
1 2 0 0 0 0 1 2 0
0 3 0 0 6 0 0 0 0
3 3 0 0 0 0 0 0 0
3 6 0 0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

olarak bulunur. 

Matrislerin Tracy-Singh çarpımları değişmeli değildir. Bir başka ifade ile 

 A B B A    

olması gerekmez (Zhour ve Kılıcman, 2006). Bu durum aşağıda bir örnekle 

doğrulanmıştır. 

Örnek 1.4.2 

1 3 1
2 1 0
4 1 1

A

 
 

  
  

 ve 
2 0 1

4 1 3
2 1 2

B

 
   
  

 matrisleri verilsin. A  ve B  

matrislerini 

 11

1 3
2 1

A
 

  
 

, 12

1
0

A
 

  
 

,  21 4 1A   ,  22 1A    

 11

2 0
4 1

B
 

  
 

, 12

1
3

B
 

  
 

,  21 2 1B  ,  22 2B    

şeklinde alt matrislerine ayıralım. A B  matrisi, 

 11 12

21 22

A B A B
A B

A B A B

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
     

  

ile 
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2 0 6 0 1 3 2 0 1
4 1 12 3 3 9 4 1 3
4 0 2 0 2 1 0 0 0

8 2 4 1 6 3 0 0 0
2 1 6 3 2 6 2 1 2
4 2 2 1 4 2 0 0 0
8 0 2 0 4 1 2 0 1

16 4 4 1 12 3 4 1 3
8 4 2 1 8 2 2 1 2

A B

   
 
 
  
 
 
 
 
 
   
 

   
    

   

olarak hesaplanır. B A  matrisi ise 

 11 12

21 22

B A B A
B A

B A B A

 
  
 

 


 
 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

B A B A B A B A

B A B A B A B A

B A B A B A B A

B A B A B A B A

    
     
    
     

 

            

2 6 0 0 2 0 1 3 1
4 2 0 0 0 0 2 1 0

4 12 1 3 4 1 3 9 3
8 4 2 1 0 0 6 3 0
8 2 0 0 2 0 4 1 1

16 4 4 1 4 1 12 3 3
2 6 1 3 2 1 2 6 2
4 2 2 1 0 0 4 2 0
8 2 4 1 2 1 8 2 2

   
   
 
 
 
    
 

   
 
 
 
    

  

olarak bulunur. Böylece A B B A   olduğu görülür. 

Önerme 1.4.1 A , B , C  ve D  matrisleri uygun mertebeli matrisler olmak üzere, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A C B D A B A D C B C D            

özelliği vardır (Zhour ve Kılicman, 2006). 

Örnek 1.4.3 

4 3 2
0 1 5
1 1 2

A

 
   
  

,

1 4 2
2 1 1
3 1 2

B

 
   
  

,

2 1 3
2 0 1
4 1 3

C

 
   
  

 ve 

3 1 2
2 3 4
1 2 2

D

 
  
  

 olsun. 

A C  ve B D  matrisleri  

 
6 4 5
2 1 6
5 2 5

A C

 
    
  

 ve 
4 5 4
4 4 5
4 3 4

B D

 
    
  
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şeklinde elde edilir A C K   ve B D L   olmak üzere K  ve L  matrislerini  

 11

6 4
2 1

K
 

  
 

, 12

5
6

K
 

  
 

,  21 5 2K  ,  22 5K    

 11

4 5
4 4

L
 

  
 

, 12

4
5

L
 

  
 

,  21 4 3L  ,  22 4L    

şeklinde alt matrislere ayıralım. K L  matrisi, 

 11 12

21 22

K L K L
K L

K L K L

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

K L K L K L K L

K L K L K L K L

K L K L K L K L

K L K L K L K L

    
     
    
     

 

           

24 30 16 20 24 16 20 25 20
24 24 16 16 30 20 20 20 25
8 10 4 5 8 4 24 30 24
8 8 4 4 10 5 24 24 30
24 18 16 12 24 16 20 15 20
8 6 4 3 8 4 24 18 24
20 25 8 10 20 8 20 25 20
20 20 8 8 25 10 20 20 25
20 15 8 6 20 8 20 15 20

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

olarak bulunur. A , B , C  ve D  matrislerini 

 11

4 3
0 1

A
 

  
 

, 12

2
5

A
 

  
 

,  21 1 1A  ,  22 2A   

 11

1 4
2 1

B
 

  
 

, 12

2
1

B
 

  
 

,  21 3 1B  ,  22 2B    

 11

2 1
2 0

C
 

  
 

, 12

3
1

C
 

  
 

,  21 4 1C  ,  22 3C    

 11

3 1
2 3

D
 

  
 

, 12

2
4

D
 

  
 

,  21 1 2D  ,  22 2D    

şeklinde alt matrislere ayıralım. A B  matrisi, 

 11 12

21 22

A B A B
A B

A B A B

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
     
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şeklindedir. Blok matrislerin maksimum çarpımı ile 

            

4 16 3 12 8 6 2 8 4
8 4 6 3 4 3 4 2 2
0 0 1 4 0 2 5 20 10
0 0 2 1 0 1 10 5 5

12 4 9 3 8 6 6 2 4
0 0 3 1 0 2 15 5 10
1 4 1 4 2 2 2 8 4
2 1 2 1 1 1 4 2 2
3 1 3 1 2 2 6 2 4

A B

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

olarak elde edilir. A D  matrisi 

 11 12

21 22

A D A D
A D

A D A D

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A D A D A D A D

A D A D A D A D

A D A D A D A D

A D A D A D A D

    
     
    
     

  

            

12 4 9 3 8 6 6 2 4
8 12 6 9 16 12 4 6 8
0 0 3 1 0 2 15 5 10
0 0 2 3 0 4 10 15 20
4 8 3 6 8 6 2 4 4
0 0 1 2 0 2 5 10 10
3 1 3 1 2 2 6 2 4
2 3 2 3 4 4 4 6 8
1 2 1 2 2 2 2 4 4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde elde edilir. C B  matrisi, 

 11 12

21 22

C B C B
C B

C B C B

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

C B C B C B C B

C B C B C B C B

C B C B C B C B

C B C B C B C B

    
     
    
     

 

şeklinde bulunur. Blok matrislerin çarpımı ile  
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2 8 1 4 4 2 3 12 6
4 2 2 1 2 1 6 3 3
2 8 0 0 4 0 1 4 2
4 2 0 0 2 0 2 1 1
6 2 3 1 4 2 9 3 6
6 2 0 0 4 0 3 1 2
4 16 1 4 8 2 3 12 6
8 4 2 1 4 1 6 3 3

12 4 3 1 8 2 9 3 6

C B

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

şeklinde elde edilir. C D  matrisi, 

 11 12

21 22

C D C D
C D

C D C D

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

C D C D C D C D

C D C D C D C D

C D C D C D C D

C D C D C D C D

    
     
    
     

  

            

6 2 3 1 4 2 9 3 6
4 6 2 3 8 4 6 9 12
6 2 0 0 4 0 3 1 2
4 6 0 0 8 0 2 3 4
2 4 1 2 4 2 3 6 6
2 4 0 0 4 0 1 2 2

12 4 3 1 8 2 9 3 6
8 12 2 3 16 4 6 9 12
4 8 1 2 8 2 3 6 6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

olarak elde edilir. ( ) ( ) ( ) ( )A B A D C B C D       matrisi, 

24 30 16 20 24 16 20 25 20
24 24 16 16 30 20 20 20 25
8 10 4 5 8 4 24 30 24
8 8 4 4 10 5 24 24 30

( ) ( ) ( ) ( ) 24 18 16 12 24 16 20 15 20
8 6 4 3 8 4 24 18 24
20 25 8 10 20 8 20 25 20
20 20 8 8 25 10 20 20 25
20 15 8 6 20 8 20 15 20

A B A D C B C D

 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 

      

olarak bulunur. Böylece ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A C B D A B A D C B C D            

olduğu görülür. 
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Aşağıdaki önermede, Önerme 1.4.1’de sunulan eşitliğin özel durumları verilmektedir.  

Önerme 1.4.2 Matrislerin Tracy-Singh çarpımının toplama işlemi üzerine 

( ) ( ) ( )A B C A C B C      

şeklinde sağdan dağılma özelliği ve 

     C A B C A C B      

şeklinde soldan dağılma özelliği vardır. 

Aşağıdaki örnekte matrislerin Tracy-Singh çarpımının toplama işlemi üzerine sağdan 

dağılma özelliğinin olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.4.4 

3 2 1
4 1 2
2 3 4

A

 
 

  
 
 

, 
3 0 1

2 4 3
1 1 2

B

 
 

  
 
 

 ve 
2 4 1
3 1 2
1 4 3

C

 
   
  

 matrisleri verilsin. A , 

B  ve C  matrisleri 

 11

3 2
4 1

A
 

  
 

, 12

1
2

A
 

  
 

,  21 2 3A  ,  22 4A    

 11

3 0
2 4

B
 

  
 

, 12

1
3

B
 

  
 

,  21 1 1B  ,  22 2B    

 11

2 4
3 1

C
 

  
 

, 12

1
2

C
 

  
 

,  21 1 4C  ,  22 3C    

şeklinde alt matrislere ayrılsın. İlk olarak ( )A B C   matrisini hesaplayalım. A B  

matrisi 

 
0 2 2
6 5 5
3 4 6

A B

 
    
  

  

şeklinde bulunur. A B K   olmak üzere K  matrisi 

 11

0 2
6 5

K
 

  
 

, 12

2
5

K
 

  
 

,  21 3 4K  ,  22 6K    

şeklinde alt matrislere ayrılsın. K C  matrisi, 

 11 12

21 22

K C K C
K C

K C K C

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

K C K C K C K C

K C K C K C K C

K C K C K C K C

K C K C K C K C

    
     
    
     

 

şeklinde bulunur. Blok matrislerin çarpımı ile 
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0 0 4 8 0 2 4 8 2
0 0 6 2 0 4 6 2 4

12 24 10 20 6 5 10 20 5
18 6 15 5 12 10 15 5 10
0 0 2 8 0 6 2 8 6
6 24 5 20 18 15 5 20 15
6 12 8 16 3 4 12 21 6
9 3 12 4 6 8 18 6 12
3 12 4 16 9 12 6 24 18

K C

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

şeklinde hesaplanır. A C  matrisi , 

 11 12

21 22

A C A C
A C

A C A C

  
    



11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A C A C A C A C

A C A C A C A C

A C A C A C A C

A C A C A C A C

    
     
    
     

 

           

6 12 4 8 3 2 2 4 1
9 3 6 2 6 4 3 1 2
8 16 2 4 4 1 4 8 2

12 4 3 1 8 2 6 2 4
3 12 2 8 9 6 1 4 3
4 16 1 4 12 3 2 8 6
4 8 6 12 2 3 8 16 4
6 2 9 3 4 6 12 4 8
2 8 3 12 6 9 4 16 12

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

olarak elde edilir ve B C  matrisi, 

 11 12

21 22

B C B C
B C

B C B C

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

B C B C B C B C

B C B C B C B C

B C B C B C B C

B C B C B C B C

    
     
    
     

 

şeklinde bulunur. Blok matrislerin çarpımı ile 
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6 12 0 0 3 0 2 4 1
9 3 0 0 6 0 3 1 2

4 8 8 16 2 4 6 12 3
6 2 12 4 4 8 9 3 6
3 12 0 0 9 0 1 4 3

2 8 4 16 6 12 3 12 9
2 4 2 4 1 1 4 8 2
3 1 3 1 2 2 6 2 4
1 4 1 4 3 3 2 8 6

B C

   
    
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 

  

şeklinde elde edilir.    A C B C   matrisi 

    

0 0 4 8 0 2 4 8 2
0 0 6 2 0 4 6 2 4

12 24 10 20 6 5 10 20 5
18 6 15 5 12 10 15 5 10
0 0 2 8 0 6 2 8 6
6 24 5 20 1 15 5 20 15
6 12 8 16 3 4 12 24 6
9 3 12 4 6 8 18 6 12
3 12 4 16 9 12 6 24 18

A C B C

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

    

olarak bulunur. Böylece    ( )A B C A C B C      olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede       A B C D AC BD    özelliği olduğu verilmektedir. 

Önerme 1.4.3 A, B, C ve D uygun boyutlu matrisler olmak üzere 

       A B C D AC BD    

özelliği vardır (Zhour ve Kilicman, 2006). 

Aşağıdaki örnekte       A B C D AC BD    özelliği doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.4.5 

1 2 1
2 0 1
1 3 2

A

 
   
  

, 
2 1 1
1 2 0
2 3 1

B

 
   
  

, 
1 2 1
0 2 1
3 1 2

C

 
   
  

 ve 
1 1 2
0 1 2
2 1 3

D

 
   
  

  

olsun. A , B , C  ve D  matrisleri 

 11

1 2
2 0

A
 

  
 

, 12

1
1

A
 

  
 

,  21 1 3A  ,  22 2A    

 11

2 1
1 2

B
 

  
 

, 12

1
0

B
 

  
 

,  21 2 3B  ,  22 1B    
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 11

1 2
0 2

C
 

  
 

, 12

1
1

C
 

  
 

,  21 3 1C  ,  22 2C    

 11

1 1
0 1

D
 

  
 

, 12

2
2

D
 

  
 

,  21 2 1D  ,  22 3D    

şeklinde alt matrislere ayrılsın. Önce   A B C D   çarpımını hesaplayalım. 

 11 12

21 22

A B A B
A B

A B A B

  
    

  

                      

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
     

 

            

2 1 4 2 1 2 2 1 1
1 2 2 4 0 0 1 2 0
4 2 0 0 2 0 2 1 1
2 4 0 0 0 0 1 2 0
2 3 4 6 1 2 2 3 1
4 6 0 0 2 0 2 3 1
2 1 6 3 1 3 4 2 2
1 2 3 6 0 0 2 4 0
2 3 6 9 1 3 4 6 2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde elde edilir. C D  matrisi 

 11 12

21 22

C D C D
C D

C D C D

  
    

  

                       

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

C D C D C D C D

C D C D C D C D

C D C D C D C D

C D C D C D C D

    
     
    
     

 

şeklinde bulunur. Blok matrislerin çarpımı ile 
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1 1 2 2 2 4 1 1 2
0 1 0 2 2 4 0 1 2
0 0 2 2 0 4 1 1 2
0 0 0 2 0 4 0 1 2
2 1 4 2 3 6 2 1 3
0 0 4 2 0 6 2 1 3
3 3 1 1 6 2 2 2 4
0 3 0 1 6 2 0 2 4
6 3 2 1 9 3 4 2 6

C D

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

olarak elde edilir ve    A B C D   matrisi  

   

16 16 28 28 36 63 20 20 45
4 12 7 21 24 42 5 15 30
20 20 20 20 45 45 16 16 36
5 15 5 15 30 30 4 12 24

16 24 28 42 52 91 20 30 65
20 30 20 30 65 65 16 24 52
28 28 40 40 63 90 32 32 72
7 21 10 30 42 60 8 24 48
28 42 40 60 91 130 32 48 104

A B C D

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

şeklinde bulunur. Şimdi ise    AC BD  hesaplayalım. AC  ve BD  matrisleri 

1 2 1 1 2 1 4 7 5
2 0 1 0 2 1 5 5 4
1 3 2 3 1 2 7 10 8

AC

     
           
          

, 

2 1 1 1 1 2 4 4 9
1 2 0 0 1 2 1 3 6
2 3 1 2 1 3 4 6 13

BD

     
           
          

 

olarak hesaplanır. AC K , BD L  olmak üzere. K ve L matrisleri, 

   11 12 21 22

4 7 5
, , 7 10 , 8

5 5 4
K K K K

   
      
   

 

   11 12 21 22

4 4 9
, , 4 6 , 13

1 3 6
L L L L

   
      
   

 

şeklinde alt matrislere ayrılsın. K L  matrisi 
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11 12

21 22

K L K L
K L

K L K L

 
  
 

 


 
 

          

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

K L K L K L K L

K L K L K L K L

K L K L K L K L

K L K L K L K L

    
     
    
     

 

ile 

16 16 28 28 36 63 20 20 45
4 12 7 21 24 42 5 15 30
20 20 20 20 45 45 16 16 36
5 15 5 15 30 30 4 12 24

16 24 28 42 52 91 20 30 65
20 30 20 30 65 65 16 24 52
28 28 40 40 63 90 32 32 72
7 21 10 30 42 60 8 24 48
28 42 40 60 91 130 32 48 104

K L

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

şeklinde bulunur. Böylece       A B C D AC BD    olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, matrislerin Tracy-Singh çarpımlarının transpozunun, matrislerin 

transpozlarının Tracy-Singh çarpımları olduğu verilmektedir 

Önerme 1.4.4 A  ve B  herhangi boyutlu matrisler olmak üzere, 

 ( )T T TA B A B   

 özelliği vardır (Zhour ve Kilicman, 2006). 

Aşağıdaki örnekte, matrislerin Tracy-Singh çarpımlarının transpozunun, matrislerin 

transpozlarının Tracy-Singh çarpımları olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.4.6 

4 1 3
2 1 0
3 2 2

A

 
   
  

 ve 
3 1 4
3 1 1
2 3 1

B

 
   
  

 olsun. A  ve B  matrislerini 

 11

4 1
2 1

A
 

  
 

, 12

3
0

A
 

  
 

,  21 3 2A  ,  22 2A    

 11

3 1
3 1

B
 

  
 

, 12

4
1

B
 

  
 

,  21 2 3B  ,  22 1B    
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şeklinde alt matrislere ayıralım. İlk olarak ( )TA B matrisini hesaplayalım. A B  

matrisi, 

 11 12

21 22

A B A B
A B

A B A B

 
  
 

 


 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
     

  

ile 

12 4 3 1 16 4 9 3 12
12 4 3 1 4 1 9 3 3
6 2 3 1 8 4 0 0 0
6 2 3 1 2 1 0 0 0
8 12 2 3 4 1 6 9 0
4 6 2 3 2 1 0 0 0
9 3 6 2 12 8 6 2 8
9 3 6 2 3 2 6 2 2
6 9 4 6 3 2 4 6 2

A B

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

olarak elde edilir. Bu matrisin transpozu ise 

 

12 12 6 6 8 4 9 9 6
4 4 2 2 12 6 3 3 9
3 3 3 3 2 2 6 6 4
1 1 1 1 3 3 2 2 6

( ) 16 4 8 2 4 2 12 3 3
4 1 4 1 1 1 8 2 2
9 9 0 0 6 0 6 6 4
3 3 0 0 9 0 2 2 6

12 3 0 0 3 0 8 2 2

TA B

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

şeklindedir. Şimdi 

 
4 2 3
1 1 2
3 0 2

TA

 
   
  

 ve 
3 3 2
1 1 3
4 1 1

TB

 
   
  

  

matrisleri için T TA B  matrisini hesaplayalım. Bunun için  

 11

4 2
1 1

TA
 

  
 

, 12

3
2

TA
 

  
 

,  21 3 0TA  ,  22 2TA    
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 11

3 3
1 1

TB
 

  
 

, 12

2
3

TB
 

  
 

,  21 4 1TB  ,  22 1TB    

şeklinde alt matrisleri belirleyelim T TA B  matrisi, 

11 12

21 22

T T T T
T T

T T T T

A B A B
A B

A B A B

 
  
 

 


 
 

              

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

T T T T T T T T

T T T T T T T T

T T T T T T T T

T T T T T T T T

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
 

     

 

ile 

12 12 6 6 8 4 9 9 6
4 4 2 2 12 6 3 3 9
3 3 3 3 2 2 6 6 3
1 1 1 1 3 3 2 2 6

16 4 8 2 4 2 12 3 3
4 1 4 1 1 1 8 2 2
9 9 0 0 6 0 6 6 4
3 3 0 0 9 0 2 2 6

12 3 0 0 3 0 8 2 2

T TA B

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

olarak bulunur. Böylece ( )T T TA B A B   olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, ( ) ( ) ( )iz A B iz A iz B  olduğu verilmektedir 

Önerme 1.4.5 A  ve B  n n  tipinde matrisler olmak üzere, 

 ( ) ( ) ( )iz A B iz A iz B   

özelliği vardır (Zhour ve Kılicman, 2006).  

Aşağıdaki örnekte, ( ) ( ) ( )iz A B iz A iz B  olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 1.4.7 

3 2 4
1 2 1
2 0 3

A

 
   
  

 ve 
2 3 1
1 4 0
1 2 2

B

 
   
  

 olsun. A  ve B  matrislerini 

 11

3 2
1 2

A
 

  
 

, 12

4
1

A
 

  
 

,  21 2 0A  ,  22 3A    

 11

2 3
1 4

B
 

  
 

, 12

1
0

B
 

  
 

,  21 1 2B  ,  22 2B    
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şeklinde alt matrislere ayıralım. A B  matrisi, 

 11 12

21 22

A B A B
A B

A B A B

 
  
 

 


 
 

                      

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
     

  

ile 

6 9 4 6 3 2 8 12 4
3 12 2 8 0 0 4 16 0
2 3 4 6 1 2 2 3 1
1 4 2 8 0 0 1 4 0
3 6 2 4 6 4 4 8 8
1 2 2 4 2 4 1 2 2
4 6 0 0 2 0 6 9 3
2 8 0 0 0 0 3 12 0
2 4 0 0 4 0 3 6 6

A B

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

şeklinde elde edilir. 

 ( ) (6 12 4 8 6 4 6 12 6)iz A B          64   

ve 

 ( ) (3 2 3)iz A    8 , ( ) (2 4 2)iz B    8   

     8.8 64iz A iz B    

olarak bulunur. Böylece 
( ) ( ) ( )iz A B iz A iz B  

olduğu görülür.    
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2. MATERYAL ve YÖNTEM 

Tezin bu bölümünde, maksimum toplam cebiri üzerine tez çalışmasında gerekli olan 

temel tanım ve kavramlar verilmektedir. Daha sonra maksimum toplam matris cebirinde 

Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh çarpımları yeni kavramlar olarak 

tanımlanmakta, bu çarpımlar için sayısal örnekler verilmekte, çarpımların bazı cebirsel 

özellikleri ispatları ile birlikte sunulmakta ve her bir cebirsel özellik sayısal örnekle 

doğrulanmaktadır.  

Bu bölümde   sembolü  max , ,   cebirsel yapısındaki ikinci işlem için 

kullanılacaktır. 

2.1 Maksimum Toplam Matris Cebiri ve Temel Özellikleri 

Tanım 2.1.1  max     kümesi üzerinde  max ,x y x y   ve x y x y    

işlemleri ile tanımlanmak üzere,   max , ,      cebirsel yapısına maksimum 

toplam cebiri denir. 

Önerme 2.1.1  max , ,   yapısı için aşağıdaki önermeler doğrudur (Butkovič, 2010). 

i.  max ,  yapısı değişmeli yarı gruptur. 

ii.  max ,  yapısı birleşmeli ve değişmelidir. 

iii. max yapısının çarpımsal birimi vardır. 

iv. max ta ,x y ve maxz için 

      z x y z x z y       

ve 

      x y z x z y z       

şeklinde   işleminin   işlemi üzerine dağılma özelliği vardır.  

v. Toplamsal birim   dur ve bu eleman çarpma işleminin yutan elemanıdır. 

Tanım 2.1.2 max, m n
ij ijA a B b            için, A  ve B ’ nin toplamı 

 ij ijA B a b      
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şeklinde tanımlanır. 

Örnek 2.1.1 
4 3
2 5

A
 

  
 

, 
3 2
4 6

B
 

  
 

2 2
max
  matrisleri verilsin. A ve B matrislerinin 

toplamı; 

 
4 3 3 2
2 5 4 6

A B
   

     
   

   
   

max 4,3 max 3, 24 3 3 2 4 3
max 2, 4 max 5,62 4 5 6 4 6
     

           
 

olarak bulunur. 

Tanım 2.1.3 maxc  skaleri ile max[ ] m n
ijA a     matrisinin çarpımı, 

 ijc A c a      

ile tanımlanır. 

Örnek 2.1.2 4c   skaleri ile 
4 3
2 5

A
 

  
 

 matrisinin çarpımı, 

4 4 4 3 4 4 4 3 8 7
4

4 2 4 5 4 2 4 5 6 9
A

        
                

 

olarak bulunur. 

Tanım 2.1.4 max
m pA   ve max

p nB   için A  ve B  matrislerinin çarpımı; elemanları 

          1 1 2 2 maxi j i j ip pj k ik kjij
A B a b a b a b a b           

şeklinde tanımlı max
m n  cebirinde bir matristir. 

Örnek 2.1.3 2 2
max
  de 

4 3
2 5

A
 

  
 

 ve 
3 2
4 6

B
 

  
 

 matrisleri verilsin. A  ve B  

matrislerinin çarpımı, 

       
       

4 3 3 2
2 5 4 6

4 3 3 4 4 2 3 6
2 3 5 4 2 2 5 6

A B
   

     
   

      
        

 

           
7 7 6 9 7 9
5 9 4 11 9 11
    

        
 

şeklinde bulunur. 
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Önerme 2.1.2 A, B, C ve D uygun boyutlu matrisler için, 

    A B C A B C      

birleşme özelliği vardır. 

İspat:  A B C   matrisinin ,i l elemanları  

      ,max max maxk j ij jk kl k j ij jk kla b c a b c      

ve  A B C   matrisinin ,i l elemanları 

      ,max max maxj ij k jk kl j k ij jk kla b c a b c      

şeklindedir. Dolayısıyla    A B C A B C      olduğundan maksimum toplam 

cebirinde matris çarpımının birleşme özelliği vardır. 

Örnek 2.1.4 
2 4 2 3

,
1 3 3 5

A B
   

    
   

, 
1 4
2 3

C
 

  
 

2 2
max
  matrisleri için  A B C   

matrisi 

  
2 4 2 3 1 4
1 3 3 5 2 3

A B C
      

          
      

4 7 5 9 1 4
3 6 4 8 2 3
    

        
 

                     
7 9 1 4 8 11 11 12
6 8 2 3 7 10 10 11

      
             

11 12
10 11
 

  
 

 

ve  A B C   matrisi 

  
2 4 2 3 1 4
1 3 3 5 2 3

A B C
      

          
      

2 4 3 5 6 6
1 3 4 7 7 8

    
        

 

                     
2 4 5 6
1 3 7 8
   

    
   

7 11 8 12 11 12
6 10 7 11 10 11
    

        
 

olarak bulunur. Buradan    A B C A B C      olduğu görülür. 

Maksimum toplam cebirinde matris çarpımının değişme özelliği olmadığını bir örnekle 

açıklayalım. 

Örnek 2.1.5  
3 4
5 6

A
 

  
 

, 
2 3
1 4

B
 

  
 

2 2
max
  matrisleri verilsin. A B matrisi 
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3 4 2 3 5 8
5 6 1 4 7 10

A B
     

        
     

 

ve B A  matrisi 

 
2 3 3 4 8 9
1 4 5 6 9 10

B A
     

        
     

 

olarak bulunur. Buradan A B B A    olduğu görülür. 

2.2. Maksimum Toplam Cebirinde Hadamard Matris Çarpımı ve Bazı Özellikleri 

Tanım 2.2.1 ijA a     ve max
m n

ijB b       matrisleri için, ij ija b  .ij  eleman olmak 

üzere, 

 ij ijA B a b     

şeklinde m n  boyutlu A B  matrisine A  ve B matrislerinin maksimum toplam 

cebirinde Hadamard matris çarpımı denir. 

Bu tanıma bir örnek verelim. 

Örnek 2.2.1 
3 4
2 5

A
 

  
 

 ve 2 2
max

2 3
1 4

B  
  
 

  matrislerinin Hadamard çarpımı 

 
3 4 2 3
2 5 1 4

A B
   

    
   

   3 2 4 3
2 1 5 4

    
    

 

           3 2 4 3
2 1 5 4

    
    

1 7
3 9
 

  
 

 

olarak bulunur. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard çarpımlarının 

değişme özelliğinin olduğu verilmektedir 

Önerme 2.2.1 max, m n
ij ijA a B b            matrislerinin Hadamard çarpımları için 

 A B B A   

şeklinde değişme özelliği vardır. 

İspat: max, m n
ij ijA a B b            matrislerinin Hadamard çarpımı 

 ij ij ij ijA B a b a b           

olup buradan deki toplama işleminin değişmeli olmasından 
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 ij ij ij ij ij ijA B a b b a b a B A                   

eşitliğine ulaşılır. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard çarpımlarının 

değişme özelliğinin olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 2.2.2 
2 3
1 4

A
 

  
 

 ve 2 2
max

3 4
5 3

B  
   

  matrisleri verilsin. A B  matrisi

 
2 3 3 4
1 4 5 3

A B
   

       
 

5 1
4 7

 
   

 

ve B A  matrisi, 

 
3 4 2 3
5 3 1 4

B A
   

       
 

5 1
4 7

 
   

 

olarak bulunur. Buradan A B B A   olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard çarpımlarının 

birleşme özelliğinin olduğu verilmektedir. 

Önerme 2.2.2 ,A B  ve max
m nC   matrislerinin Hadamard çarpımları için 

    A B C A B C     

şeklinde birleşme özelliği vardır. 

İspat:   kümesinin adi toplama işlemine göre değişmeli ve birleşmeli olduğu dikkate 

alınırsa ,A B  ve max
m nC   matrislerinin Hadamard çarpım tanımından 

   ij ij ijA B C a b c           ij ij ija b c      

          ij ij ija b c      ij ij ija b c      

                     ij ij ija b c     ij ij ija b c         

                     A B C    

olduğu görülür.  

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard çarpımlarının 

birleşme özelliğinin olduğu gösterilmektedir. 



46 
 

Örnek 2.2.3 

1 2 3 2 1 5
4 2 1 , 3 2 1
5 3 4 3 4 5

A B

   
         
      

 ve 3 3
max

4 1 2
5 2 3
1 2 2

C 

 
    
  

  matrisleri 

verilsin.  A B C   matrisi 

  
1 2 3 2 1 5 4 1 2
4 2 1 3 2 1 5 2 3
5 3 4 3 4 5 1 2 2

A B C

       
               
            

     

                 
3 3 2 4 1 2 7 4 4
1 0 2 5 2 3 6 2 1
8 7 9 1 2 2 9 9 11

     
             
          

  

ve  A B C   matrisi 

  
1 2 3 2 1 5 4 1 2
4 2 1 3 2 1 5 2 3
5 3 4 3 4 5 1 2 2

A B C

       
               
            

     

                  
1 2 3 6 2 7 7 4 4
4 2 1 2 4 2 6 2 1
5 3 4 4 6 7 9 9 11

     
              
          

  

olarak bulunur. Buradan    A B C A B C     olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard çarpımlarının 

toplama işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özelliğinin olduğu verilmektedir. 

Önerme 2.2.3 ,A B  ve max
m nC   matrisleri için 

      A B C A C B C      

şeklinde Hadamard çarpımının toplama işlemi üzerine sağdan dağılma özelliği ve 

      C A B C A C B      

şeklinde Hadamard çarpımının toplama işlemi üzerine soldan dağılma özelliği vardır. 

İspat: Maksimum cebirinde matrislerin toplamı ve Hadamard çarpımı tanımları ile 

 A B C   matrisi 

   ij ij ijA B C a b c           max ,ij ij ija b c     
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                     max ,ij ij ija b c     max c ,ij ij ij ija b c      

                       ij ij ij ija c b c       

                    ij ij ij ija c b c          ij ij ij ija c b c           

                       A C B C    

ve  C A B  matrisi  

   cij ij ijC A B a b           max ,ij ij ijc a b     

                     max ,ij ij ijc a b     max ,cij ij ij ijc a b      

                    ij ij ij ijc a c b          ij ij ij ijc a c b           

                        C A C B    

sonuçlarına ulaşılır.  

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard çarpımlarının 

toplama işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özelliğinin olduğu gösterilmektedir. 

Örnek 2.2.4 

1 2 3 2 1 5
4 2 1 , 3 2 1
5 3 4 3 4 5

A B

   
         
      

 ve 3 3
max

4 1 2
5 2 3
1 2 2

C 

 
    
  

  matrisleri 

için  A B C   matrisi 

  
1 2 3 2 1 5 4 1 2
4 2 1 3 2 1 5 2 3
5 3 4 3 4 5 1 2 2

A B C

       
                 
            

   

                    
2 2 5 4 1 2 6 3 7
4 2 1 5 2 3 9 4 2
5 4 5 1 2 2 6 6 7

     
             
          

  

ve    A C B C   matrisi, 

   
1 2 3 4 1 2 2 1 5 4 1 2
4 2 1 5 2 3 3 2 1 5 2 3
5 3 4 1 2 2 3 4 5 1 2 2

A C B C

           
                          
                    

     
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5 3 1 6 2 7
9 0 2 2 4 2
6 5 6 4 6 7

   
         
      

6 3 7
9 4 2
6 6 7

 
   
  

 

olarak bulunur. Buradan      A B C A C B C      olduğu görülür. Benzer olarak 

 C A B  matrisi, 

  
4 1 2 1 2 3 2 1 5
5 2 3 4 2 1 3 2 1
1 2 2 5 3 4 3 4 5

C A B

       
                 
            

    

           
4 1 2 2 2 5 6 3 7
5 2 3 4 2 1 9 4 2
1 2 2 5 4 5 6 6 7

     
             
          

   

ve    C A C B   matrisi, 

   
4 1 2 1 2 3 4 1 2 2 1 5
5 2 3 4 2 1 5 2 3 3 2 1
1 2 2 5 3 4 1 2 2 3 4 5

C A C B

           
                          
                    

      

        
5 3 1 6 2 7 6 3 7
9 0 2 2 4 2 9 4 2
6 5 6 4 6 7 6 6 7

     
               
          

  

şeklinde elde edilir. Böylece      C A B C A C B      olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard çarpımlarının 

transpozunun, matrislerin transpozlarının Hadamard çarpımları olduğu verilmektedir.  

Önerme 2.2.4 A , max
m nB   matrislerinin Hadamard çarpımları için  

  T
T TA B A B   

özelliği vardır. 

İspat: max
m n  deki matrislerin Hadamard çarpımı ve matrislerin transpozu tanımları ile 

   T TT

ij ij ij ijA B a b a b            

                ji ji ji jia b a b            

                T TA B   

olduğu görülür.  
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Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard çarpımlarının 

transpozunun, matrislerin transpozlarının Hadamard çarpımları olduğu gösterilmektedir.  

Örnek 2.2.5 

2 3 1
5 4 6
8 7 3

A

 
   
  

, 3 3
max

2 4 5
5 6 2
4 3 1

B 

 
   
  

  matrisleri için ( )TA B  matrisi 

 
2 3 1 2 4 5 4 7 6 4 10 12

( ) 5 4 6 5 6 2 10 10 8 7 10 10
8 7 3 4 3 1 12 10 4 6 8 4

T T

TA B

        
                  
                

   

ve T TA B  matrisi, 

 
2 5 8 2 5 4 4 10 12
3 4 7 4 6 3 7 10 10
1 6 3 5 2 1 6 8 4

T TA B

     
           
          

    

olarak bulunur. Böylece  T T TA B A B   olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde herhangi bir A matrisi ile tüm 

elemanları   olan   matrisin Hadamard çarpımının   matrisi olduğu verilmektedir.  

Önerme 2.2.5 A  ve max
m n  matrislerinin Hadamard çarpımları için A    özelliği 

vardır.  

İspat: max
m n  deki Hadamard çarpımı tanımı gereği 

      ij ijA a a                 

elde edilir.  

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde herhangi bir A matrisi ile tüm 

elemanları   olan   matrisin Hadamard çarpımının   matrisi olduğu 

doğrulanmaktadır.   

Örnek 2.2.6 

4 3 1
5 1 4
3 5 7

A

 
   
  

, 3 3
max


   
      
    

  matrislerinin Hadamard 

çarpımları, 

 
4 3 1
5 1 4
3 5 7

A

          
                  
                

    
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olarak bulunur.  

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde herhangi bir matris ile tüm 

elemanları 0 olan matrisin Hadamard çarpımının A  matrisi olduğu verilmektedir. 

Önerme 2.2.6 A  ve max
m n0   matrislerinin Hadamard çarpımları için A A0  özelliği 

vardır.   

İspat: max
m n  deki Hadamard çarpım tanımı gereği 

A 0 0 0ij ij ija a a A                 

A  matrisine ulaşılır. 0 çarpımsal birim matris olur. 

Aşağıdaki örnek, maksimum toplam cebirinde herhangi bir matris ile tüm elemanları 0 

olan matrisin Hadamard çarpımı ile ilgilidir. 

Örnek 2.2.7 

4 3 1
5 1 4
3 5 7

A

 
   
   

 ve 0 3 3
max

0 0 0
0 0 0
0 0 0



 
  
  

  matrisleri için, A 0  matrisi 

 A 0
4 3 1 0 0 0 4 3 1
5 1 4 0 0 0 5 1 4
3 5 7 0 0 0 3 5 7

A

     
           
             

  

olarak bulunur. Buradan A A0  olduğu görülür. 

Önerme 2.2.7 a  ve c , 1m  boyutlu vektörler, b  ve d , 1n  boyutlu vektörler olmak 

üzere, 

        T T Ta b c d a c b d        

eşitliği vardır. 

İspat: Ta b E   matrisinin elemanları, 

 ij i je a b  , 1 i m  , 1 j n    

şeklinde olur. Benzer olarak Tc d F   matrisinin elemanları 

ij i jf c d  , 1 i m  , 1 j n    

şeklinde olurlar. Buradan 

    T Ta b c d E F G       

matrisinin elemanları ise 

    ij ij ij i j i jg e f a b c d        
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         i j i j i i j ja b c d a c b d          

             i i j j i i j ja c b d a c b d          

         ,i j ja c b d      

şeklindedir. Böylece,   

    TG a c b d     

olduğu görülür. 

Aşağıdaki örnekte        T T Ta b c d a c b d       özelliği doğrulanmaktadır. 

Örnek 2.2.8 

1
3
2

4

a

 
 
 
 
 
 

, 

4
2
5
3

c

 
 
 
 
 
 

, 
3
2
4

b

 
   
  

 ve 
2
3
1

d

 
   
  

 vektörleri için, Ta b  matrisi 

  

1 4 3 5
3 6 5 7

3 2 4
2 1 0 2

4 7 6 8

Ta b

   
   
      
   
   
   

 

şeklinde elde edilir. Tc d  matrisi  

  

4 2 1 3
2 0 1 1

2 3 1
5 3 2 4
3 1 0 2

Tc d

   
            
   
   
   

 

şeklinde elde edilir. Buradan  

    
6 4 8
6 4 8
4 2 6
8 6 10

T Ta b c d

 
 
   
 
 
 

  

şeklinde elde edilir. Benzer olarak, 

 

1 4 5
3 2 5
2 5 3

4 3 7

a c

     
     
      
     
     
     

   

ve 
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3 2 1
2 3 1
4 1 3

b d

     
             
          

   

olup, böylece  

 

5 6 4 8
5 6 4 8

( ) ( ) 1 1 3
3 4 2 6
7 8 6 10

Ta c b d

   
   
       
   
   
   

   

olarak bulunur. Buradan ( ) ( )T T Ta b c d a c b d       olduğu görülür.  

2.3 Maksimum Toplam Cebirinde Kronecker Matris Çarpımı ve Bazı Özellikleri 

Tanım 2.3.1 ijA a     ile ijB b     matrisleri sırasıyla m n  ile s r  tipinde matrisler 

ve ija B , s r boyutlu ij . alt matris olmak üzere 

ijA B a B       

şeklindeki ms nr  boyutlu A B  matrisine A  ve B  matrislerinin maksimum toplam 

cebirinde Kronecker matris çarpımı denir. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde Kronecker çarpımına bir örnek 

verilmiştir. 

Örnek 2.3.1 2 2
max

4 2
3 5

A  
  
 

  ve 2 3
max

2 3 4
1 2 0

B  
  
 

  matrislerinin Kronecker 

çarpımı, 

6 7 8 4 5 6
4 2 2 3 4 5 6 4 3 4 2
3 5 1 2 0 5 6 7 7 8 9

4 5 3 6 7 5

A B

 
                 
 
 

  

olarak bulunur. 

Maksimum toplam cebirinde Kronecker matris çarpımı değişmeli değildir. Bir başka 

ifade ile, 

A B B A     

olması gerekmez. 

Aşağıdaki örnek, maksimum toplam cebirinde Kronecker matris çarpımı değişmeli 
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olmadığı ile ilgilidir. 

Örnek 2.3.2 2 2
max

3 2
4 1

A  
  
 

  ve 2 3
max

1 4 2
3 0 2

B  
  
 

  matrisleri için, A B  matrisi 

4 7 5 3 6 4
3 2 1 4 2 6 3 5 5 2 4
4 1 3 0 2 5 8 6 2 5 3

7 4 6 4 1 3

A B

 
                 
 
 

 

şeklinde elde edilir ve B A  matrisi, 

4 3 7 6 5 4
1 4 2 3 2 5 2 8 5 6 3
3 0 2 4 1 6 5 3 2 5 4

7 4 4 1 6 3

B A

 
                 
 
 

  

olarak bulunur. Buradan A B B A    olduğu görülür. 

Önerme 2.3.1 Aşağıdaki önemeler doğrudur. 

a.  A=A  =  eşitliği vardır. 

b. A  ve B  kare matrisler olmak üzere 

köş( ) köş( ) köş( )A B A B   ,  

eşitliği vardır. 

İspat: 

a. max ’daki Kronecker matris çarpımı ve cebirsel işlemler hatırlanırsa  

 A=   A   =   

ve 

A  =  ija     =   

elde edilir. 

b. A  ve B  n n  boyutlu kare matrisler olsun. Bu takdirde,  

11

köş( ) köş

nn

a B

A B

a B

  
 

   
   


  



  

         
11 köş( )

köş

köş( )nn

a B

a B

  
 

  
   


  


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                    köş( ) köş( )A B   

olduğu görülür. 

Aşağıdaki örnekte,  A=A  =  ve köş( ) köş( ) köş( )A B A B    özellikleri 

doğrulanmaktadır. 

Örnek 2.3.3  

a. 
1 2 3
2 1 4

A
 

  
 

 olsun. Bu durumda 

 A=
A A

A A

      
         

    

ve 

A  =
1 2 3
2 1 4
   

    
    

olduğu görülür. 

b. 
1 0
0 2

A
 

  
 

 ve 
2 0
0 3

B
 

  
 

 olsun. Buradan, 

  1 0 2 0
köş köş

0 2 0 3
A B

    
      

    

3 1 2 0
1 4 0 3

köş
2 0 4 2
0 3 2 5

 
 
 
 
 
 

  

                                3 4 4 5   

ve 

   köş( ) köş( ) 1 2 2 3A B     

                            1 2 1 3 2 2 2 3       

   3 4 4 5   

olarak bulunur. Böylece köş( ) köş( ) köş( )A B A B    olduğu görülür. 

Önerme 2.3.2 

a. 1A  ve 2A  aynı boyutlu ve B  herhangi boyutlu matrisler olmak üzere, 

 1 2 1 2( ) ( ) ( )A A B A B A B      , 

b. 1B  ve 2B  aynı boyutlu ve A  herhangi boyutlu matrisler olmak üzere, 
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1 2 1 2( ) ( ) ( )A B B A B A B      , 

c.   ve   skalerler, A  ve B  herhangi boyutlu matrisler olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )A B A B            

özellikleri vardır. 

İspat: 

a. 1 2A A A   olsun. A B  matrisinin ij . blok alt matrisinin ija B  olduğu 

hatırlanırsa, 1 2( )A A B   matrisinin ij . blok alt matrisinin     1 2ij ij
A A B  olacağı 

görülür.  

Buradan, 

       1 2 1 2( )
ij ijij

A A B A A B       

              1 2ij ij
A B A B      

elde edilir ve  

1 2 1 2( ) ( ) ( )A A B A B A B        

sonucuna ulaşılır. 

b. 1 2B B B  olsun. A B  matrisinin bir blok alt matrisi ija B  olur. Buradan   

  1 2ij ija B a B B      

              1 2ij ija B a B     

elde edilir ve  

1 2 1 2( ) ( ) ( )A B B A B A B        

olduğu görülür. 

c. Maksimum toplam cebirinde Kronecker matris çarpımı tanımından 

        ijA B a B            

             A B       

olduğu görülür. 

Örnek 2.3.4 

a. 1

1 2
2 3

A
 

  
 

, 2

2 1
3 2

A
 

  
 

 ve  2 3 1B   matrisleri için, 1 2A A  matrisi  
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1 2

1 2
3 3

A A
 

   
 

 

şeklinde hesaplanır.  1 2A A B   matrisi 

    1 2

1 2 3 4 2 4 5 3
2 3 1

3 3 5 6 4 5 6 4
A A B

   
       

   
 

şeklinde elde edilir. 1A B  ve 2A B  matrisleri  

  1

1 2 3 4 2 4 5 3
2 3 1

2 3 4 5 3 5 6 4
A B

   
      

   
,  

  2

2 1 0 1 1 3 4 2
2 3 1

3 2 5 6 4 4 5 3
A B

    
      

   
, 

şeklinde elde edilir.    1 2A B A B    matrisi, 

   1 2

3 4 2 4 5 3 0 1 1 3 4 2
4 5 3 5 6 4 5 6 4 4 5 3

A B A B
   

       
   

  

         
3 4 2 4 5 3
5 6 4 5 6 4
 

  
 

  

olarak bulunur. Buradan      1 2 1 2A A B A B A B       olduğu görülür. 

b. 
2 4
3 2

A
 

   
, 1

3 4
2 3

B
 

   
 ve 2 2

2 max

2 4
2 3

B  
  
 

  matrisleri için, 1 2B B  matrisi 

 1 2

3 4
2 3

B B
 

   
 

 

olarak hesaplanır.  1 2A B B   matrisi 

  1 2

1 2 7 8
2 4 3 4 0 1 6 7
3 2 2 3 0 1 5 6

1 0 4 5

A B B

 
                  
  

 

şeklinde elde edilir. 1A B  ve 2A B  matrisleri  

 1

1 2 7 8
2 4 3 4 0 5 6 1
3 2 2 3 0 1 5 6

1 6 4 1

A B

 
                   
    

, 
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 2

0 2 6 8
2 4 2 4 0 1 6 7
3 2 2 3 1 1 4 6

1 0 4 5

A B

 
                  
  

, 

şeklinde elde edilir.    1 2A B A B    matrisi, 

   1 2

1 2 7 8 0 2 6 8
0 5 6 1 0 1 6 7
0 1 5 6 1 1 4 6
1 6 4 1 1 0 4 5

A B A B

   
          
   
         

  

              

1 2 7 8
0 1 6 7
0 1 5 6
1 0 4 5

 
 
 
 
  

  

olarak bulunur. Bu takdirde,      1 2 1 2A B B A B A B       eşitliği sağlanır  

c. 
2 3
3 5

A
 

  
 

, 
3 2
4 5

B
 

   
, 3   ve 5   olsun. Buradan, 

    

7 12 8 13
5 6 2 7 6 15 7 16

3 5
6 8 1 10 8 13 10 15

7 16 9 18

A B

 
                   
 
 

  

ve 

      
2 3 3 2

3 5 3 5
3 5 4 5

A B
     

              
  

eşitliği ile  

   
1 4 0 5
2 7 1 8

3 5 8
0 5 2 7
1 8 1 10

A B

 
       
 
  

 

                                    

7 12 8 13
6 15 7 16
8 13 10 15
7 16 9 18

 
 
 
 
 
 
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olarak bulunur. Her  ,   skaleri için        A B A B           olduğu 

görülür. 

Aşağıdaki önermede,        A B C D A C B D        özelliğinin olduğu 

verilmektedir. 

Önerme 2.3.3 max
m nA  , max

r sB  , max
n pC   ve max

s tD   olsun. Bu durumda 

       A B C D A C B D        

özelliği vardır. 

İspat: Matrislerin Kronecker çarpımı ve max ’ daki cebirsel işlemler ile 

   
11 1 11 1

1 1

n p

m mn n np

a B a B c D c D

A B C D

a B a B c D c D

     
        

         

 
     

 
 

           

       

       

1 1 1
1 1

1
1 1

n n

k k k kp
k k

n n

mk k mk kp
k k

a c B D a c B D

a c B D a c B D

 

 

 
      

 
  
 
       
 

 

 



  



  

      
       

       

11 1

1

p

m mp

A C B D A C B D

A C B D A C B D

      
 

  
       
 



  


  

         A C B D      

sonucu elde edilir. 

Aşağıdaki örnekte        A B C D A C B D        özelliği doğrulanmaktadır. 

Örnek 2.3.5  2 3A  , 
2 3
4 2

B
 

  
 

, 
3
2

C
 

  
 

, 
3 4
2 5

D
 

  
 

 olsun. Bu matrisler için 

   4 5 5 6
2 3

6 4 7 5
A B B B

 
      

 
, 
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6 7
3 5 8
2 5 6

4 7

D
C D

D

 
          
 
 

 

ve  

   
6 7

4 5 5 6 5 8
6 4 7 5 5 6

4 7

A B C D

 
            
 
 

  

     
4 6 5 5 5 5 6 4 4 7 5 8 5 6 6 7
6 6 4 5 7 5 5 4 6 7 4 8 7 6 5 7
              

                
 

                           
10 10 10 10 11 13 11 13
12 9 12 9 13 12 13 12
      

        
  

      
10 13
12 13
 

  
 

 

olarak bulunur. Ayrıca 

       3
2 3 2 3 3 2 5 5 5

2
A C

 
          

 
,  

2 3 3 4
4 2 2 5

B D
   

     
   

  

 
2 3 3 2 2 4 3 5
4 3 2 2 4 4 2 5
      

        
  

 
5 5 6 8 5 8
7 4 8 7 7 8
    

        
 

ve 

       5 8
5

7 8
A C B D

 
     

 
  

           
5 5 5 8 10 13
5 7 5 8 12 13
    

       
  

matrisleri bulunur. Böylece        A B C D A C B D        olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Kronecker çarpımlarının 

birleşme özelliğinin olduğu verilmektedir 
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Önerme 2.3.4 ijA a    , m n  boyutlu matris, B  ve C  herhangi boyutlu iki matris 

olmak üzere, 

   A B C A B C       

şeklinde birleşme özelliği vardır. 

İspat: max  daki adi çarpım tanımı, matrislerin Kronecker çarpımı tanımı ve max  da 

var olan birleşme özelliği ile 

 
11 1

1

n

m mn

a B a B

A B C C

a B a B

  
     
   


  


 

         
   

   

11 1

1

n

m mn

a B C a B C

a B C a B C

    
 

  
     


  



  

          
   

   

11 1

1

n

m mn

a B C a B C

a B C a B C

    
 
 
 
     



  



  

            A B C     

olduğu görülür. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Kronecker çarpımlarının 

birleşme özelliğinin olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 2.3.6  2 3A  , 
2 3
4 2

B
 

  
 

, 
3
2

C
 

  
 

 matrisleri verilsin.  A B C   matrisi; 

   2 3 2 2 2 3 3 2 3 3 4 5 5 6
2 3

4 2 2 4 2 2 3 4 3 2 6 4 7 5
A B

        
                 

 

matrisi ile  

  
7 8 8 9

4 5 5 6 6 7 7 8
6 4 7 5 9 7 10 8

8 6 9 7

C C C C
A B C

C C C C

 
                 
 
 

  

şeklinde ve  A B C   matrisi de 
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5 6
2 3 4 5
4 2 7 5

6 4

C C
B C

C C

 
            
 
 

, 

matrisi ile  

      
7 8 8 9
6 7 7 8

2 3
9 7 10 8
8 6 9 7

A B C B C B C

 
 
            
 
 

  

şeklinde bulunur. Buradan    A B C A B C      olduğu görülür. 

Önerme 2.3.5 

a. Her   skaleri için 

 A A A       ,  

b. A B  tanımlı ise her b  vektörü için 

    A b B A B b       

özellikleri vardır. 

İspat: 

a. max ’ da skaler ve matris Kronecker çarpımı ile  

A A      

ve 

ijA a A A              

olur.  

b. max ’ da matrislerin Kronecker çarpım tanımından ve Önerme 2.3.3 den 

 
     

   

1

1

A b B A b B

A B b

     

   
  

          A B b     

olduğu görülür. 

Aşağıdaki örnekte, A A     ve    A b B A B b      özellikleri 

doğrulanmaktadır. 
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Örnek 2.3.7 

a. 
2 3
4 2

A
 

  
 

 ve 5   olsun. Bu durumda 

 
5 2 5 3 7 8

5
5 4 5 2 9 7

A
    

         
  

ve 

 
2 5 3 5 7 8

5
4 5 2 5 9 7

A
    

         
  

olarak bulunur. Buradan A A     olduğu görülür. 

b. 
2 3
2 4

A
 

   
, 

1
2

b
 

  
 

 ve 
3 5
2 1

B
 

   
 matrisleri verilsin. Bu durumda, 

  
3 4 6 8
4 5 3 5 7 9
1 5 2 1 3 6

0 6 4 7

A b B

   
                 
   
   

  

ve 

  

6 8
2 3 3 5 1 5 7 1 7 9
2 4 2 1 2 2 5 2 3 6

4 7

A B b

 
                                             
 

  

olarak bulunur. Buradan    A b B A B b      olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, T T Ta b a b b a      özelliğinin olduğu verilmektedir. 

Önerme 2.3.6 Herhangi iki a ve b vektörleri için 

T T Ta b a b b a       

özelliği vardır. 

İspat:  1
T

ma a a   ve  1
T

nb b b   olmak üzere max ’ da matrislerin 

Kronecker çarpım tanımından,  

  
1

1

T

T T T
n

T
m

a b

a b a b b a b a b a

a b

 
          
  

    



63 
 

olduğu görülür. 

Aşağıdaki örnekte, T T Ta b a b b a      özelliğinin olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 2.3.8: 

1
2
3

a

 
   
  

,  2 4Tb   olsun. Bu durumda Ta b  matrisi 

 
1 3 5
2 2 4 4 6
3 5 7

Ta b

   
         
      

  

şeklinde elde edilir. Ta b  matrisi  

 
1 3 5
2 2 4 4 6
3 5 7

Ta b

   
         
      

 

olarak elde edilir ve Tb a  matrisi  

  
1 3 5

2 4 2 4 6
3 5 7

Tb a

   
         
      

 

olarak bulunur. Buradan T T Ta b a b b a      olduğu görülür.  

Önerme 2.3.7 Aşağıdaki önermeler doğrudur. 

a. Herhangi boyutlu A  ve B  matrisleri için,  T
T TA B A B    eşitliği vardır. 

b. A  ve B  karesel matrisleri için,      iz A B iz A iz B    eşitliği vardır.  

c. A  ve B  karesel matrisleri simetrik ise A B  de simetriktir. 

İspat: a. max
m n  deki matrislerin Kronecker çarpım tanımı ve matrislerin transpozu 

tanımları ile 

 
11 1

1

11 1

1

T

n
T

m mn

T T
m

T T
n mn

T T

a B a B

A B

a B a B

a B a B

a B a B

A B

  
    
   
  
 

  
   

 


  




  


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olduğu görülür. 

b. A  ve B sırasıyla n n  ve m m boyutlu matrisler olsun. Bu durumda 

  
11 1

1

n

n nn

a B a B

iz A B iz

a B a B

  
    
   


  


  

          11 nniz a B iz a B       

          11 nna a iz B      

          iz A iz B    

olduğu görülür. 

c. A  ve B simetrik kare matrisler olsun. Önerme 2.3.7.a. dan 

 T T TA B A B

A B

  

 
  

elde edilir. Böylece, A B  de simetriktir. 

Örnek 2.3.9 

a. 
2 3
2 4

A
 

  
 

 ve 
4 2
5 3

B
 

  
 

 matrisleri verilsin. A B  matrisi 

 

6 4 7 5
2 3 7 5 8 6
2 4 6 4 8 6

7 5 9 7

B B
A B

B B

 
            
 
 

 

şeklinde elde edilir. Bu matrisin transpozu ise 

  
6 7 6 7
4 5 4 5
7 8 8 9
5 6 6 7

T

A B

 
 
  
 
 
 

 

şeklindedir. 
2 2
3 4

TA
 

  
 

 ve 
4 5
2 3

TB
 

  
 

 matrislerinden T TA B  matrisi 

2 2
3 4

T T
T T

T T

B B
A B

B B

 
   

 
  

şeklinde yazılır ve buradan  
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6 7 6 7
4 5 4 5
7 8 8 9
5 6 6 7

T TA B

 
 
  
 
 
 

  

olarak bulunur. Böylece  T T TA B A B    olduğu görülür. 

b. 
2 3
2 4

A
 

  
 

, 
4 2
5 3

B
 

  
 

 matrisleri için, A B  matrisi 

 

2 3
2 4
6 4 7 5
7 5 8 6
6 4 8 6
7 5 9 7

B B
A B

B B

  
     

 
 
 
 
 
 

                         

şeklinde elde edilir.  iz A B  hesaplanırsa 

   6 5 5 8 7 8iz A B         

sonucuna ulaşılır ve 

        2 4 4 3 4 4 8iz A iz B         

olarak bulunur. Buradan 

     iz A B iz A iz B    

olduğu görülür. 

c. 
4 2
2 3

A
 

  
 

, 
2 3

3 4
B

 
  
 

 matrisleri için A B  matrisi 

 
4 2
2 3

B B
A B

B B

  
     

 

şeklinde yazılır ve 

2 7 0 5
7 8 5 6
0 5 1 6
5 6 6 7

A B

 
 
  
 
 
 

  

olarak bulunur. A  ve B  matrisleri simetrik ise A B  simetrik olduğu görülür. 
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2.4. Maksimum Toplam Cebirinde Khatri-Rao Matris Çarpımı ve Bazı Özellikleri 

Tanım 2.4.1 ijA a     ve ijB b     matrisleri sırasıyla m n  ve s r  tipinde herhangi 

iki matris olsun. ijA  ile ijB  sırasıyla A  ile B  matrislerinin i jm n  ve i js r  boyutlu alt 

matrisleri ve ij ijA B  de i i j jm s n r  boyutlu matrisi için 

 ( ) ij ij ij
A B A B      

şeklinde tanımlanan i i j jm s n r   boyutlu A B  matrisine A  ve B  matrislerinin 

maksimum toplam cebirinde Khatri-Rao matris çarpımı denir. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde Khatri-Rao çarpımına bir örnek 

verilmiştir. 

Örnek 2.4.1 

1 2 3
4 5 6
7 8 9

A

 
   
  

 ve 3 3
max

1 4 7
2 5 8
3 6 9

B 

 
   
  

  olsun. A  ve B  matrislerini 

 11

1 2
4 5

A
 

  
 

, 12

3
6

A
 

  
 

,  21 7 8A  ,  22 9A   

11

1 4
2 5

B
 

  
 

, 12

7
8

B
 

  
 

,  21 3 6B  ,  22 9B   

şeklinde alt matrislere ayırırsak A B  matrisi  

11 11 12
11 11 12 12

11 11 12
21 21 22 22

21 21 22

2 5 3 6 10
1 2 3 3 6 4 7 11
4 5 6 5 8 6 9 13
7 8 9 6 9 7 10 14

10 13 11 14 18

B B B
A B A B

A B B B B
A B A B

B B B

 
                                
  

 

olarak bulunur. 

Maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao çarpımı değişmeli değildir. Bir 

başka ifade ile  

 A B B A     
olması gerekmez. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde Khatri-Rao çarpımının değişme özelliği 

olmadığını gösteren bir örnek verilmiştir. 
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Örnek 2.4.2 

2 3 2 4
5 1 0 2
3 2 1 4

A

 
   
  

, 3 4
max

1 1 2 3
4 3 5 2
3 1 1 0

B 

 
   
  

  olsun. Bu durumda,  

11

2 3
5 1

A
 

  
 

, 12

2 4
0 2

A
 

  
 

,  21 3 2A  ,  22 1 4A    

 11

1 1
4 3

B
 

  
 

, 12

2 3
5 2

B
 

  
 

,  21 3 1B  ,  22 1 0B   

şeklinde alt matrislere ayrılan A ve B matrisleri için A B  matrisi 

 

11 11 12 12

21 21 22 22

11 11 12 12

11 11 12 12

21 21 22 22

2 3 2 4
5 1 0 2
3 2 1 4

A B A B
A B

A B A B

B B B B

B B B B

B B B B

  
     

     
      
     

 

           

3 3 4 4 0 5 6 1
6 5 7 6 3 0 9 6
6 6 2 2 2 3 4 1
9 8 5 4 5 2 7 4
6 4 5 3 2 1 5 4

 
 
 
   
 
 
  

  

olarak bulunur. B A  matrisi ise 

 

11 11 12 12

21 21 22 22

11 11 12 12

11 11 12 12

21 21 22 22

1 1 2 3
4 3 5 2
3 1 1 0

B A B A
B A

B A B A

A A A A

A A A A

A A A A

  
     

     
      
     

 

           

3 4 3 4 0 6 5 1
6 2 6 2 2 4 3 1
6 7 5 6 3 9 0 6
9 5 8 4 5 7 2 4
6 5 4 3 2 5 1 4

 
   
 
 
 
  

 

olarak bulunur. Bundan dolayı A B B A    olduğu görülür. 

Önerme 2.4.1 A , B , C , D  uygun boyutlu matrisler ise 

            A C B D A B A D C B C D            

eşitliği vardır. 
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İspat: Matrislerin Khatri-Rao ve Kronecker çarpımı tanımları ile 

        ij ij ij
A C B D A C B D           

             kl kl ij kl ij
a c B D      

  

               kl klij ij
kl ij

a B D c B D        
  

          kl ij kl ij kl ij kl ij kl ij
a B a D c B c D            

                    ij ij ij ij ij ij ij ij
ij ij ij ij

A B A D C B C D                        

                           A B A D C B C D          

olduğu görülür. 

Örnek 2.4.3 

1 0 2 3
4 1 2 5
3 4 1 2

A

 
   
  

, 

3 2 1 2
0 3 2 1
4 2 1 3

B

 
   
  

, 

1 4 5 2
3 1 2 1
6 2 1 0

C

 
    
  

, 

3 4
max

2 1 0 4
2 5 4 3

6 2 1 4
D 

 
    
  

  olsun. A C  ve B D  matrisleri 

1 0 2 3 1 4 5 2 1 4 5 3
4 1 2 5 3 1 2 1 4 1 2 5
3 4 1 2 6 2 1 0 6 4 1 2

A C

     
                 
          

 

ve 

3 2 1 2 2 1 0 4 3 2 1 4
0 3 2 1 2 5 4 3 0 5 4 3
4 2 1 3 6 2 1 4 6 2 1 3

B D

     
              
           

 

şeklinde hesaplanır. A C K  , B D L   olmak üzere K  ve L  matrislerini 

 11

1 4
4 1

K
 

  
 

, 12

5 3
2 5

K
 

   
,  21 6 4K  ,  22 1 2K    

    11 12 21 22

3 2 1 4
, , 6 2 , 1 3

0 5 4 3
L L L L

   
      
   

 

şeklinde alt matrislere ayıralım. İlk olarak K L  matrisini hesaplayalım. K L  matrisi  
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11 11 12 12

21 21 22 22

11 11 12 12

11 11 12 12

21 21 22 22

1 4 5 3
4 1 2 5
6 4 1 2

K L K L
K L

K L K L

L L L L

L L L L

L L L L

  
     

    
       
     

 

          

4 3 7 6 6 9 4 7
1 6 4 9 9 8 7 6
7 6 4 3 1 2 6 9
4 9 1 6 2 1 9 8

12 8 10 6 2 4 3 5

 
 
 
  
 
 
  

 

olarak bulunur. A , B , C  ve D  matrislerini, 

 11

1 0
4 1

A
 

  
 

, 12

2 3
2 5

A
 

   
,  21 3 4A   ,  22 1 2A    

 11

3 2
0 3

B
 

  
 

, 12

1 2
2 1

B
 

  
 

,  21 4 2B   ,  22 1 3B   

 11

1 4
3 1

C
 

  
 

, 12

5 2
2 1

C
 

    
,  21 6 2C  ,  22 1 0C    

 11

2 1
2 5

D
 

   
, 12

0 4
4 3

D
 

  
 

,  21 6 2D  ,  22 1 4D      

şeklinde alt matrislere ayıralım. Buradan 

 

11 11 12 12

21 21 22 22

11 11 12 12

11 11 12 12

21 21 22 22

1 0 2 3
4 1 2 5
3 4 1 2

A B A B
A B

A B A B

B B B B

B B B B

B B B B

  
     

    
       
      

 

         

4 3 3 2 3 0 4 1
1 4 0 3 4 3 5 4
7 6 4 3 1 4 6 3
4 7 1 4 0 1 7 6
1 5 8 2 2 4 3 5

 
 
 
   
  
  

, 
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11 11 12 12

21 21 22 22

11 11 12 12

11 11 12 12

21 21 22 22

1 0 2 3
4 1 2 5
3 4 1 2

A D A D
A D

A B A D

D D D D

D D D D

D D D D

  
   

  
    

       
      

 

        

3 2 2 1 2 6 3 7
1 6 2 5 6 5 7 6

6 5 3 2 2 2 5 9
2 9 1 6 2 1 9 8
3 1 10 6 2 3 3 2

 
   
  
  
    

, 

11 11 12 12

21 21 22 22

11 11 12 12

11 11 12 12

21 21 22 22

1 4 5 2
3 1 2 1
6 2 1 0

C B C B
C B

C B C B

B B B B

B B B B

B B B B

  
     

    
        
     

 

          

4 3 7 6 6 3 3 0
1 4 4 7 7 6 4 3
6 5 4 3 1 4 0 3
3 6 1 4 0 1 1 0

10 4 6 0 2 4 1 3

 
 
 
   
  
  

, 

11 11 12 12

21 21 22 22

11 11 12 12

11 11 12 12

21 21 22 22

1 4 5 2
3 1 2 1
6 2 1 0

C D C D
C D

C D C D

D D D D

D D D D

D D D D

  
   

   
    

        
     

 

           

3 2 6 5 5 9 2 6
1 6 2 9 9 8 6 5

5 4 3 2 2 2 1 3
1 8 1 6 2 1 3 2

12 8 8 4 2 3 1 4

 
  
   
  
   

 

matrisleri elde edilir. Böylece ( ) ( ) ( ) ( )A B A D C B C D        matrisi  
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4 3 7 6 6 9 4 7
1 6 4 9 9 8 7 6

( ) ( ) ( ) ( ) 7 6 4 3 1 2 6 9
4 9 1 6 2 1 9 8

12 8 10 6 2 4 3 5

A B A D C B C D

 
 
 
         
 
 
  

 

olarak bulunur. Buradan        ( ) ( ) ( ) ( )A C B D A B A D C B C D            

olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının 

transpozunun, matrislerin transpozlarının Khatri-Rao çarpımları olduğu verilmektedir. 

Önerme 2.4.2 A  ve B  herhangi boyutlu matrisler ise 

  T T TA B A B     

özelliği vardır.  

İspat: Matrislerin Khatri-Rao ve Kronecker  çarpımları ve matrisin transpozu 

tanımlarından, 

    
TTT

ij ij kl ij kl ij
A B A B a B            

      lk ji ji jikl ijij
a B A B           

     T TA B    
olduğu görülür. 

Örnek 2.4.4 

2 1 3 1
4 2 5 0
3 1 0 2

A

  
   
  

 ve 3 4
max

1 1 2 2
4 3 0 1
5 1 3 2

B 

 
   
  

  olsun. A  ve B  

matrislerini, 

 11

2 1
4 2

A
  

  
 

, 12

3 1
5 0

A
 

  
 

,  21 3 1A  ,  22 0 2A    

 11

1 1
4 3

B
 

  
 

, 12

2 2
0 1

B
 

  
 

,  21 5 1B  ,  22 3 2B     

şeklinde alt matrislere ayıralım. A B  matrisi 

 
11 11 12 12

11 11 12 12
11 11 12 12

21 21 22 22
21 21 22 22

2 1 3 1
4 2 5 0
3 1 0 2

B B B B
A B A B

A B B B B B
A B A B

B B B B

      
                     

  

ile 
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1 1 0 0 5 5 3 3
2 1 3 2 3 4 1 2
5 5 3 3 7 7 2 2
8 7 6 5 5 6 0 1
8 4 6 2 3 2 1 4

A B

  
 
 
  
 
 
   

 

olarak bulunur. Bu matrisin transpozu  

 

1 2 5 8 8
1 1 5 7 4

1 1 0 0 5 5 3 3
0 3 3 6 6

2 1 3 2 3 4 1 2
0 2 3 5 2

( ) 5 5 3 3 7 7 2 2
5 3 7 5 3

8 7 6 5 5 6 0 1
5 4 7 6 2

8 4 6 2 3 2 1 4
3 1 2 0 1
3 2 2 1 4

T

TA B

 
    
  
  
       
  
      
 
  

  

şeklinde elde edilir. Şimdi 

2 4 3
1 2 1

3 5 0
1 0 2

TA

 
  
 
 
 

 ve 

1 4 5
1 3 1
2 0 3
2 1 2

TB

 
 
 
 
 
 

 matrislerini  

 11

2 4
1 2

TA
 

   
, 12

3
1

TA
 

  
 

, 21

3 5
1 0

TA
 

  
 

, 22

0
2

TA
 

  
 

 

 11

1 4
1 3

TB
 

  
 

, 12

5
1

TB
 

  
 

, 21

2 0
2 1

TB
 

  
 

, 22

3
2

TB
 

  
 

 

şeklinde alt matrislere ayıralım. T TA B  matrisi Khatri-Rao çarpımı ile 

 11 11 12 12

21 21 22 22

T T T T
T T

T T T T

A B A B
A B

A B A B

  
     

  

şeklinde yazılır. Buradan blok matrislerin Kronecker çarpımı ile T TA B  matrisi  

11 11 12

11 11 12

21 21 22

21 21 22

2 4 3
1 2 1

3 5 0
1 0 2

T T T

T T T
T T

T T T

T T T

B B B

B B B
A B

B B B

B B B

    
      
   
 

    

  

şeklini alır. Böylece 
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1 2 5 8 8
1 1 5 7 4

0 3 3 6 6
0 2 3 5 2
5 3 7 5 3
5 4 7 6 2
3 1 2 0 1
3 2 2 1 4

T TA B

 
  
 
 
    
 
 
 
 
  

  

olarak bulunur. Buradan ( )T T TA B A B    olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının 

toplama işlemi üzerine sağdan dağılma özelliğinin olduğu verilmektedir. 

Önerme 2.4.3 Matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının toplama işlemi üzerine  

      A B C A C B C       

şeklinde sağdan dağılma özelliği vardır. 

İspat: Matrislerin Khatri-Rao ile Kronecker çarpımları tanımları ve çarpma işleminin 

toplama işlemi üzerine dağılma özelliğinden, 

     ijij ij
A B C A B C        

                    kl kl ij ij
a b C      

                       kl ij kl ij
kl ij

a C b C       

eşitliğine ve matris toplamından
 

     kl ij kl ijkl klij ij
A B C a C b C             

                    ij ij ij ijij ij
A C B C           

             A C B C      

sonucuna ulaşılır. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının 

toplama işlemi üzerine sağdan dağılma özelliğinin olduğu verilmektedir 

Örnek 2.4.5 

3 4 5 6
2 3 1 4
0 2 3 2

A

 
   
   

, 
1 2 2 3
0 2 0 1
4 6 3 2

B

 
   
  

, 3 4
max

2 1 5 0
3 2 4 1
6 1 4 2

C 

 
    
  

  

olsun. A , B  ve C  matrislerini  
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 11

3 4
2 3

A
 

  
 

, 12

5 6
1 4

A
 

  
 

,  21 0 2A  ,  22 3 2A     

 11

1 2
0 2

B
 

  
 

, 12

2 3
0 1

B
 

   
,  21 4 6B  ,  22 3 2B   

 11

2 1
3 2

C
 

   
, 12

5 0
4 1

C
 

  
 

,  21 6 1C  ,  22 4 2C    

şeklinde ve 
3 4 5 6
2 3 1 4
4 6 3 2

A B D

 
     
  

 matrisini de  

 11

3 4
D

2 3
 

  
 

, 12

5 6
D

1 4
 

  
 

,  21D 4 6 ,  22D 3 2  

şeklinde alt matrislere ayıralım. İlk olarak  A B C D C     matrisi 

 
11 11 12 12

11 11 12 12
11 11 12 12

21 21 22 22
21 21 22 22

3 4 5 6
2 3 1 4
4 6 3 2

C C C C
D C D C

D C C C C C
D C D C

C C C C

    
                     

 

ile 

5 4 6 5 10 5 11 6
6 1 7 2 9 6 10 7
4 3 5 4 6 1 9 4
5 0 6 1 5 2 8 5

10 5 12 7 1 5 2 4

D C

 
 
 
  
 
 
   

 

olarak bulunur. Ayrıca  

 
11 11 12 12

11 11 12 12
11 11 12 12

21 21 22 22
21 21 22 22

3 4 5 6
2 3 1 4
0 2 3 2

C C C C
A C A C

A C C C C C
A C A C

C C C C

    
                       

 

           

5 4 6 5 10 5 11 6
6 1 7 2 9 6 10 7
4 3 5 4 6 1 9 4
5 0 6 1 5 2 8 5
6 1 8 3 7 1 6 0

 
 
 
 
 
 
    

, 

 
11 11 12 12

11 11 12 12
11 11 12 12

21 21 22 22
21 21 22 22

1 2 2 3
0 2 0 1
4 6 3 2

C C C C
B C B C

B C C C C C
B C B C

C C C C

    
                      
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3 2 4 3 7 2 8 3
4 1 5 0 6 3 7 4
2 1 4 3 5 0 4 1
3 2 5 0 4 1 3 0

10 5 12 7 1 5 2 4

B C

 
  
   
  
   

 

matrisleri ve bu matrisler ile 

 

5 4 6 5 10 5 11 6 3 2 4 3 7 2 8 3
6 1 7 2 9 6 10 7 4 1 5 0 6 3 7 4

( ) ( ) 4 3 5 4 6 1 9 4 2 1 4 3 5 0 4 1
5 0 6 1 5 2 8 5 3 2 5 0 4 1 3 0
6 1 8 3 7 1 6 0 10 5 12 7 1 5 2 4

A C B C

   
      
        
      
          

 

     

5 4 6 5 10 5 11 6
6 1 7 2 9 6 10 7
4 3 5 4 6 1 9 4
5 0 6 1 5 2 8 5

10 5 12 7 1 5 2 4

 
 
 
 
 
 
   

  

matrisi elde edilir. Buradan      A B C A C B C       olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının 

toplama işlemi üzerine soldan dağılma özelliğinin olduğu verilmektedir. 

Önerme 2.4.4 Matrislerin Khatri-Rao çarpımının toplama işlemi üzerine  

      A B C A B A C       

şeklinde soldan dağılma özelliği vardır. 

İspat: Matrislerin Khatri-Rao çarpımı ve Kronecker çarpımı tanımları ve çarpma 

işleminin toplama işlemi üzerine dağılma özelliğinden,   

 ij ij ij
A B C       kl ij kl ij

a B C     
 

                                    kl ij kl ij
kl ij

a B a C        

                                   kl ij kl ijkl kl ij
a B a C        

                                   kl ij kl ijkl klij ij
a B a C            

                                ij ij ij ijij ij
A B A C           
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elde edilir ve böylece 

            A B C A B A C        

olduğu görülür. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao çarpımlarının 

toplama işlemi üzerine soldan dağılma özelliğinin olduğu doğrulanmaktadır. 

Örnek 2.4.6 

5 4 4 3
2 3 1 2
2 6 3 0

A

 
   
  

, 

0 4 6 1
3 7 1 0
4 2 5 1

B

 
   
  

, 3 4
max

3 2 1 1
4 3 3 2
5 1 0 3

C 

  
   
  

  

olsun. A , B  ve C  matrislerini  

 11

5 4
2 3

A
 

  
 

, 12

4 3
1 2

A
 

  
 

,  21 2 6A   ,  22 3 0A   

11

0 4
3 7

B
 

  
 

, 12

6 1
1 0

B
 

  
 

,  21 4 2B  ,  22 5 1B   

11

3 2
C

4 3
 

  
 

, 12

1 1
C

3 2
 

  
 

,  21C 5 1 ,  22C 0 3   

şeklinde ve 
0 4 6 1
4 7 3 2
5 2 5 1

B C D

 
     
  

 matrisini 

 11

0 4
4 7

D
 

  
 

, 12

6 1
3 2

D
 

  
 

,  21 5 2D  ,  22 5 1D   

şeklinde alt matrislere ayıralım. İlk olarak  A B C A D     matrisi 

 
11 11 12 12

11 11 12 12
11 11 12 12

21 21 22 22
21 21 22 22

5 4 4 3
2 3 1 2
2 6 3 0

D D D D
A D A D

A D D D D D
A D A D

D D D D

    
                      

 

           

5 9 4 8 10 5 9 4
9 12 8 11 7 6 6 5
2 6 3 7 7 2 8 3
6 9 7 10 4 3 5 4
3 0 11 8 8 4 5 1

 
 
 
 
 
 
  

 

olarak bulunur. Şimdi ise    A B A C    matrisini hesaplayalım. A B  matrisi  
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11 11 12 12

11 11 12 12
11 11 12 12

21 21 22 22
21 21 22 22

5 4 4 3
2 3 1 2
2 6 3 0

B B B B
A B A B

A B B B B B
A B A B

B B B B

    
                      

 

           

5 9 4 8 10 5 9 4
8 12 7 11 5 4 4 3
2 6 3 7 7 2 8 3
5 9 6 10 2 1 3 2
2 0 10 8 8 4 5 1

 
 
 
 
 
 
  

  

ve A C  matrisi  

 

11 11 12 12

21 21 22 22

11 11 12 12

11 11 12 12

21 21 22 22

5 4 4 3
2 3 1 2
2 6 3 0

2 7 1 6 5 3 4 2
9 8 8 7 7 6 6 5
1 4 0 5 2 0 3 1

6 5 7 6 4 3 5 4
3 1 11 7 3 0 0 3

A C A C
A C

A C A C

C C C C

C C C C

C C C C

  
     

    
      
      
 
 
 
  
 
 
   

  

şeklinde ve böylece ( ) ( )A B A C    matrisi  

5 9 4 8 10 5 9 4 2 7 1 6 5 3 4 2
8 12 7 11 5 4 4 3 9 8 8 7 7 6 6 5

( ) ( ) 2 6 3 7 7 2 8 3 1 4 0 5 2 0 3 1
5 9 6 10 2 1 3 2 6 5 7 6 4 3 5 4
2 0 10 8 8 4 5 1 3 1 11 7 3 0 0 3

A B A C

   
   
   
        
   
   
       

maksimum toplamı ile 

5 9 4 8 10 5 9 4
9 12 8 11 7 6 6 5

( ) ( ) 2 6 3 7 7 2 8 3
6 9 7 10 4 3 5 4
3 0 11 8 8 4 5 1

A B A C

 
 
 
    
 
 
  

 

olarak bulunur. Buradan 
 ( ) ( ) ( )A B C A B A C       

olduğu görülür.  
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2.5 Maksimum Toplam Cebirinde Tracy-Singh Matris Çarpımı ve Bazı Özellikleri 

Tanım 2.5.1 ijA a     ve pqB b     matrisleri sırasıyla m n  ve s r  tipinde herhangi 

iki matris olsun. ijA  ile pqB  sırasıyla, A  ile B  matrislerinin i jm n  

( , )i jm m n n    ve p qs r   ,p qs s r r    boyutlu .ij  ve .pq  blok alt 

matrisleri olmak üzere 

  ij ij pqij pq ij
A B A B A B       
   

şeklinde tanımlanan ms nr  boyutlu A B  matrisine maksimum toplam cebirinde A  

ve B  matrislerinin Tracy-Singh çarpımı denir. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde Tracy-Singh çarpımına bir örnek 

verilmiştir. 

Örnek 2.5.1 

3 0 1
0 3 2
4 0 0

A

 
   
  

 ve 3 3
max

0 1 3
2 5 1
0 2 1

B 

 
   
  

  olsun A  ve B  matrisleri 

 11

3 0
0 3

A
 

  
 

, 12

1
2

A
 

  
 

,  21 4 0A  ,  22 0A   

 11

0 1
2 5

B
 

  
 

, 12

3
1

B
 

  
 

,  21 0 2B  ,  22 1B   

şeklinde alt matrislere ayrılsın. Böylece A B  matrisi, 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 12 11 12 11 21 11 22 12 21 12 22

21 22 21 22 21 11 21 12 22 11 12 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A A B B A B A B A B A B
A B

A A B B A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
                       

    

 

, 

                      

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

3 0 3 0 1 1
0 3 0 3 2 2
3 0 3 0 1 1
0 3 0 3 2 2
4 0 4 0 0 0
4 0 4 0 0 0

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

      
       
      

        
      
 
      

 

eşitliği ile  
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3 4 0 1 6 3 1 2 4
5 8 2 5 4 1 3 6 2
0 1 3 4 3 6 2 3 5
2 5 5 8 1 4 4 7 3
3 5 0 2 4 1 1 3 2
0 2 3 5 1 4 2 4 3
4 5 0 1 7 3 0 1 3
6 9 2 5 5 1 2 5 1
4 6 0 2 5 1 0 2 1

A B

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

şeklinde elde edilir. 

Maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh çarpımı değişmeli değildir. Bir 

başka ifade ile 

A B B A   

olması gerekmez. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde Tracy-Singh çarpımının her zaman 

değişmeli olmadığı gösterilmektedir. 

Örnek 2.5.2 

2 0 0
0 1 2
4 3 0

A

 
   
  

, 3 3
max

1 3 0
4 2 3
2 4 0

B 

 
   
  

  olsun. A ve B  matrislerini 

 11

2 0
0 1

A
 

  
 

, 12

0
2

A
 

  
 

,  21 4 3A  ,  22 0A   

 11

1 3
4 2

B
 

  
 

, 12

0
3

B
 

  
 

,  21 2 4B  ,  22 0B    

şeklinde alt matrislere ayıralım. A B  matrisi 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 12 11 12 11 21 11 22 12 21 12 22

21 22 21 22 21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A A B B A B A B A B A B
A B

A A B B A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
                       

    

 

                      

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

2 0 2 0 0 0
0 1 0 1 2 2
2 0 2 0 0 0
0 1 0 1 2 2
4 3 4 3 0 0
4 3 4 3 0 0

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

      
       
      

        
      
 
      
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eşitliği ile  

3 5 1 3 2 0 1 3 0
6 4 4 2 5 3 4 2 3
1 3 2 4 0 1 3 5 2
4 2 5 3 3 4 6 4 5
4 6 2 4 2 0 2 4 0
2 4 3 5 0 1 4 6 2
5 7 4 6 4 3 1 3 0
8 6 7 5 7 6 4 2 3
6 8 5 7 4 3 2 4 0

A B

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

olarak ve B A  matrisi 

11 12 11 12

21 22 21 22

B B A A
B A

B B A A

   
    
   

 
 

                      

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

B A B A B A B A

B A B A B A B A

B A B A B A B A

B A B A B A B A

    
     
    
 

    

 

          

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

1 3 1 3 0 0
4 2 4 2 3 3
1 3 1 3 0 0
4 2 4 2 3 3
2 4 2 4 0 0
2 4 2 4 0 0

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

      
       
      

        
      
 
      

 

         

3 1 5 3 1 3 2 0 0
1 2 3 4 3 5 0 1 2
6 4 4 2 4 2 5 3 3
4 5 2 3 6 4 3 4 5
5 4 7 6 1 3 4 3 0
8 7 6 5 4 2 7 6 3
4 2 6 4 2 4 2 0 0
2 3 4 5 4 6 0 1 2
6 5 8 7 2 4 4 3 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

olarak bulunur. Böylece A B B A   olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh çarpımının 

toplama işlemi üzerine sağdan dağılma özelliğinin olduğu verilmektedir. 
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Önerme 2.5.1 Matrislerin Tracy-Singh çarpımının toplama işlemi üzerine 

      A B C A C B C      

şeklinde sağdan dağılma özelliği ve 

      C A B C A C B      

şeklinde soldan dağılma özelliği vardır. 

İspat: Matrislerin Tracy-Singh matris çarpım tanımı ve matrislerin çarpma işleminin 

toplama işlemi üzerine dağılma özelliği ile 

    ij ij
A B C A B C       

                                  klij kl ij
A B C     

 

               ij kl ij kl
kl ij

A C B C       

              ij kl ij klkl kl ij
A C B C       

              ij kl ij klkl klij ij
A C B C           

              A C B C    

olduğu görülür. 

Benzer şekilde maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh çarpımının 

toplama işlemi üzerine soldan dağılma özelliğinin      C A B C A C B      

olduğu da gösterilebilir. 

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh çarpımının 

toplama işlemi üzerine sağdan dağılma özelliğinin olduğu verilmektedir 

Örnek 2.5.3 

3 0 2
1 3 4
0 1 2

A

  
 

  
   

, 
3 2 0
2 1 3

4 0 3
B

 
 

  
  

, 3 3
max

2 4 1
0 2 3
4 0 0

C 

 
 

   
 
 

  şeklinde 

tanımlansın ve 
3 2 0
1 3 3
4 0 2

A B K

 
 

    
  

 olsun. , ,A B C  ve K  matrisleri 

 11

3 0
1 3

A
 

  
 

, 12

2
4

A
 

   
,  21 0 1A   ,  22 2A    
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 11

3 2
2 1

B
 

   
, 12

0
3

B
 

  
 

,  21 4 0B  ,  22 3B    

 11

2 4
0 2

C
 

  
 

, 12

1
3

C
 

   
,  21 4 0C  ,  22C 0  

 11

3 2
1 3

K
 

  
 

, 12

0
3

K
 

  
 

,  21 4 0K  ,  22 2K    

şeklinde alt matrislere ayrılsın.  A B C K C    matrisi 

11 12 11 12

21 22 21 22

K K C C
K C

K K C C

   
    
   

 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

K C K C K C K C

K C K C K C K C

K C K C K C K C

K C K C K C K C

    
     
    
 

    

 

 

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

3 2 3 2 0 0
1 3 1 3 3 3
3 2 3 2 0 0
1 3 1 3 3 3
4 0 4 0 2 2
4 0 4 0 2 2

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

      
       
      

       
        

        







 

 

5 1 4 2 4 3 2 4 1
3 5 2 4 0 1 0 2 3
3 3 5 1 2 4 5 1 4
1 3 3 5 2 0 3 5 0
7 3 6 2 3 2 4 0 0
5 1 7 3 1 3 7 3 3
6 0 2 4 5 1 0 6 1
4 6 0 2 1 3 2 0 5
8 4 4 0 4 0 2 2 2

   
   
   
  
 
 
 
   
 

   
   

 

olarak bulunur. A C  matrisi  

11 12 11 12

21 22 21 22

A A C C
A C

A A C C

   
    
   

 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A C A C A C A C

A C A C A C A C

A C A C A C A C

A C A C A C A C

    
     
    
 

    

 

ile 
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11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21

3 0 3 0 2 2
1 3 1 3 4 4
3 0 3 0 2 2

1 3 1 3 4 4
0 1 0 1 2 2
0 1 0 1 2 2

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C
A C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C

         
       

         


       
         
        



22C

 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

            

1 7 2 4 2 1 0 6 1
3 1 0 2 6 3 2 0 5

3 3 5 1 2 4 2 8 3
1 3 3 5 2 0 4 2 7
1 3 4 0 3 0 2 2 2
5 1 7 3 1 3 0 4 4
2 4 1 5 1 0 0 6 1
0 2 1 1 3 4 2 0 5
4 0 3 1 0 1 2 2 2

      
       
     
     
     
 

  
    
 

     
     

 

ve B C  matrisi  

11 12 11 12

21 22 21 22

B B C C
B C

B B C C

   
    
   

   

                      

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

B C B C B C B C

B C B C B C B C

B C B C B C B C

B C B C B C B C

    
     
    
 

    

 

          

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

3 2 3 2 0 0
2 1 2 1 3 3

3 2 3 2 0 0
2 1 2 1 3 3
4 0 4 0 3 3
4 0 4 0 3 3

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

      
       
      

        
        


       










 

eşitliği ile  
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5 1 4 2 4 3 2 4 1
3 5 2 4 0 1 0 2 3
0 6 3 3 1 2 5 1 4
2 0 1 3 5 2 3 5 0

7 3 6 2 3 2 4 0 0
2 2 5 1 2 1 7 3 3
6 0 2 4 5 1 1 7 2
4 6 0 2 1 3 3 1 6
8 4 4 0 4 0 1 3 3

B C

   
   
    
    
 
 

  
    
 

    
   

  

olarak elde edilir. Böylece ( ) ( )A C B C   matrisi  

 

5 1 4 2 4 3 2 4 1
3 5 2 4 0 1 0 2 3
3 3 5 1 2 4 5 1 4
1 3 3 5 2 0 3 5 0

( ) ( ) 7 3 6 2 3 2 4 0 0
5 1 7 3 1 3 7 3 3
6 0 2 4 5 1 0 6 1
4 6 0 2 1 3 2 0 5
8 4 4 0 4 0 2 2 2

A C B C

   
   
   
  
  
 
 
   
 

   
   

   

şeklinde hesaplanır. Buradan  

 ( ) ( ) ( )A B C A C B C       

olduğu görülür. 

Önerme 2.5.2 , ,A B C  ve D  uygun boyutlu matrisler olmak üzere 

 ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D        

eşitliği vardır. 

İspat: Matrislerin Tracy-Singh çarpımı ve maksimum matris çarpımı tanımları 

hatırlanırsa  

        ik pq kj srij pq sr kjikl

A B C D A B C D               

eşitliği yazılır. Böylece matrislerin Kronecker çarpımı tanımı ve Kronecker çarpım ile 

maksimum matris çarpımı arasındaki bağıntının kullanılması ile 

       A B C D A C B D       

sonucuna ulaşılır.  
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Örnek 2.5.4 

2 3 1
0 4 1
3 2 0

A

  
 

  
  

, 

1 2 3
0 3 2
0 0 1

B

 
 

  
 
 

, 

4 1 0
2 3 2
3 0 1

C

 
 

  
  

 ve  

3 3
max

1 1 3
2 0 0
4 2 1

D 

 
 

  
 
 

  matrisleri tanımlansın. A  ve B  matrislerini 

 11

2 3
0 4

A
 

   
, 12

1
1

A
 

  
 

,  21 3 2A   ,  22 0A   

 11

1 2
0 3

B
 

  
 

, 12

3
2

B
 

   
,  21 0 0B  ,  22 1B   

şeklinde alt matrislere ayıralım. İlk olarak ( ) ( )A B C D   matrisini hesaplayalım. 

A B  matrisi  

11 12 11 12

21 22 21 22

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

11 11 12 12 11 12 3 2 3 1 1

A A B B
A B

A A B B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

B B B B B B

   
    
   
    
     
    
 

    
         



 

2

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

0 4 0 4 1 1
2 3 2 3 1 1

0 4 0 4 1 1
3 2 3 2 0 0
3 2 3 2 0 0

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

 
         
          
         
        
 

         
            

eşitliği ile                 

1 0 4 5 1 6 0 1 2
2 1 3 6 4 1 1 2 3

1 2 3 2 3 1 2 3 4
0 3 4 1 2 6 1 4 1
2 2 3 3 1 4 1 1 0

0 0 4 4 1 3 1 1 2
4 5 1 0 6 1 1 2 3
3 6 2 1 1 4 0 3 2
3 3 2 2 4 1 0 0 1

A B

 
    
   
      
      
 

   
 
 

   
    

  
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olarak elde edilir. C  ile D  matrislerini, 

 11

4 1
2 3

C
 

  
 

, 12

0
2

C
 

  
 

,  21 3 0C   ,  22 1C   

 11

1 1
2 0

D
 

  
 

, 12

3
0

D
 

  
 

,  21 4 2D  ,  22 1D   

şeklinde alt matrislere ayırırsak, 

11 12 11 12

21 22 21 22

C C D D
C D

C C D D

   
    
   

   

                       

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 12

C D C D C D C D

C D C D C D C D

C D C D C D C D

C D C D C D C D

    
     
    
 

    

 

           

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

4 1 4 1 0 0
2 3 2 3 2 2
4 1 4 1 0 0
2 3 2 3 2 2
3 0 3 0 1 1
3 0 3 0 1 1

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

      
       
      

       
       

        







 

eşitliğinden 

5 5 2 2 7 4 1 1 3
6 4 3 1 4 1 2 0 0
3 3 4 4 5 6 3 3 5
4 2 5 3 2 3 4 2 2
8 6 5 3 5 2 4 2 1
6 4 7 5 3 4 6 4 3
2 2 1 1 0 3 2 2 4
1 3 2 0 3 0 3 1 1

1 1 4 2 2 1 5 3 2

C D

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
   
   

  

matrisi elde edilir. Buradan ( ) ( )A B C D E    matrisi 
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1 0 4 5 1 6 0 1 2 5 5 2 2 7 4 1 1 3
2 1 3 6 4 1 1 2 3 6 4 3 1 4 1 2 0 0

1 2 3 2 3 1 2 3 4 3 3 4 4 5 6 3 3 5
0 3 4 1 2 6 1 4 1 4 2 5 3 2 3 4 2 2
2 2 3 3 1 4 1 1 0 8 6 5 3 5 2 4 2 1

0 0 4 4 1 3 1 1 2 6 4 7 5 3 4 6 4 2
4 5 1 0 6 1 1 2 3 2 2 1 1
3 6 2 1 1 4 0 3 2
3 3 2 2 4 1 0 0 1

E

 
     
   
      
      
 

   
   
 

   
    

0 3 2 2 4
1 3 2 0 3 0 3 1 1

1 1 4 2 2 1 5 3 2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
               

    

12 10 13 11 9 10 12 10 9
10 8 11 9 8 9 10 8 8
11 9 8 6 8 5 9 7 6
9 7 6 4 7 4 7 5 5

10 8 11 9 8 9 10 8 8
9 7 6 4 7 4 7 5 5

14 12 11 9 11 8 10 8 7
12 10 9 7 10 7 8 6 6
12 10 9 7 10 7 8 6 6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

olarak elde edilir. Şimdi ise ( ) ( )A C B D   matrisini elde edelim. A C  ve B D  

matrisleri sırasıyla 

2 3 1 4 1 0 5 6 5
0 4 1 2 3 2 4 1 2
3 2 0 3 0 1 7 4 3

A C

      
              
           

 

ve 

1 2 3 1 1 3 7 5 4
0 3 2 2 0 0 5 3 3
0 0 1 4 2 1 5 3 3

B D

     
              
          

 

şeklinde hesaplanır. Buradan A C K  , B D L   matrislerini  

11

5 6
4 1

K
 

  
 

, 12

5
2

K
 

  
 

,  21 7 4K  ,  22 3K   

11

7 5
5 3

L
 

  
 

, 12

4
3

L
 

  
 

,  21 5 3L  ,  22 3L   

şeklinde alt matrislere ayırırsak, K L   



88 
 

11 12 11 12

21 22 21 22

K K L L
K L

K K L L

   
    
   

   

                       

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

K L K L K L K L

K L K L K L K L

K L K L K L K L

K L K L K L K L

    
     
    
 

    

 

             

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

5 6 5 6 5 5
4 1 4 1 2 2
5 6 5 6 5 5
4 1 4 1 2 2
7 4 7 4 3 3
7 4 7 4 3 3

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L

      
       
      

        
      
 
      

 

            

12 10 13 11 9 10 12 10 9
10 8 11 9 8 9 10 8 8
11 9 8 6 8 5 9 7 6
9 7 6 4 7 4 7 5 5

10 8 11 9 8 9 10 8 8
9 7 6 4 7 4 7 5 5

14 12 11 9 11 8 10 8 7
12 10 9 7 10 7 8 6 6
12 10 9 7 10 7 8 6 6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

olarak bulunur. Böylece ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D       olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh 

çarpımlarının transpozunun, matrislerin transpozlarının Tracy-Singh çarpımları olduğu 

verilmektedir. 

Önerme 2.5.3 Matrislerin Tracy-Singh çarpımının, 

 ( )T T TA B A B    

şeklinde özelliği vardır. 

İspat: Matrislerin Tracy-Singh çarpımı ve matrislerin transpozu tanımları ile, 

    
TTT

ij ij klij kl ij
A B A B A B          ji lk kl ij

A B   
T TA B   

eşitliği elde edilir.  

Aşağıdaki örnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh çarpımlarının 

transpozunun, matrislerin transpozlarının Tracy-Singh çarpımları olduğu verilmektedir. 
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Örnek 2.5.5 

4 2 1
3 2 0

1 4 2
A

 
 

   
 
 

, 3 3
max

3 1 1
2 4 3
2 0 1

B 

 
 

   
   

  olsun.İlk olarak ( )TA B  

matrisini elde eldim. A  ve B  matrisleri 

 11

4 2
3 2

A
 

    
, 12

1
0

A
 

  
 

,  21 1 4A  ,  22 2A   

 11

3 1
2 4

B
 

   
, 12

1
3

B
 

  
 

,  21 2 0B   ,  22 1B    

şeklinde alt matrislere ayrılırsa 

11 12 11 12

21 22 21 22

A A B B
A B

A A B B

   
    
   

   

                       

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
 

    

 

            

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

4 2 4 2 1 1
3 2 3 2 0 0

4 2 4 2 1 1
3 2 3 2 0 0

1 4 1 4 2 2
1 4 1 4 2 2

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

      
         
      

          
      


     










 

eşitliğinden 

           

7 5 5 3 5 3 4 2 2
6 0 4 2 7 5 3 3 4
0 2 1 1 2 1 3 1 1
1 7 0 6 0 1 2 4 3

2 4 0 2 3 1 1 1 0
5 3 4 2 4 3 2 0 1

4 2 7 5 2 5 5 3 3
3 3 6 0 4 7 4 2 5
1 1 2 4 0 3 0 2 1

A B

 
   
    
     
  
 
        
 
 

  
  

  

matrisi elde edilir. Bu matrisin transpozu 
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7 6 0 1 2 5 4 3 1
5 0 2 7 4 3 2 3 1
5 4 1 0 0 4 7 6 2
3 2 1 6 2 2 5 0 4

( ) 5 7 2 0 3 4 2 4 0
3 5 1 1 1 3 5 7 3
4 3 3 2 1 2 5 4 0
2 3 1 4 1 0 3 2 2
2 4 1 3 0 1 3 5 1

TA B

   
     
 
     
   
 

  
  
 

   
  

  

biçimindedir. Şimdi ise T TA B  matrisini hesaplayalım.  

4 3 1
2 2 4
1 0 2

TA

 
 

  
 
 

 ve 3 3
max

3 2 2
1 4 0
1 3 1

TB 

 
 

   
  

   

matrislerini 

 11

4 3
2 2

TA
 

   
, 12

1
4

TA
 

  
 

,  21 1 0TA  ,  22 2TA   

11

3 2
1 4

TB
 

   
, 12

2
0

TB
 

  
 

,  21 1 3TB  ,  22 1TB    

şeklinde bloklara ayırırsak T TA B  matrisi için 

11 12 11 12

21 22 21 22

T T T T
T T

T T T T

A A B B
A B

A A B B

   
    
   

   

yazılır. Buradan 

   

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

T T T T T T T T

T T T T T T T T
T T

T T T T T T T T

T T T T T T T T

A B A B A B A B

A B A B A B A B
A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
 

     

  

                

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21

4 3 4 3 1 1
2 2 2 2 4 4
4 3 4 3 1 1
2 2 2 2 4 4
1 0 1 0 2 2
1 0

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

B B

       
       
       


       
     
  22 22 21 221 0 2 2T T T T TB B B B

 
 
 
 
 
 
 
 

     

 

şeklinde elde edilen matrisin elemanları hesaplanırsa 
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7 6 0 1 2 5 4 3 1
5 0 2 7 4 3 2 3 1
5 4 1 0 0 4 7 6 2
3 2 1 6 2 2 5 0 4
5 7 2 0 3 4 2 4 0
3 5 1 1 1 3 5 7 3
4 3 3 2 1 2 5 4 0
2 3 1 4 1 0 3 2 2
2 4 1 3 0 1 3 5 1

T TA B

   
     
 
     
   
 

  
  
 

   
  

  

olarak bulunur. Böylece  T T TA B A B   olduğu görülür. 

Önerme 2.5.4 A , B , C  ve D  uygun boyutlu matrisler olmak üzere, 

( ) ( ) ( ) ) ( ) ( )A C B D A B A B C B C D           

özelliği vardır. 

İspat: Matrislerin Tracy-Singh çarpımı tanımı ile, 

       ij ij
A C B D A C B D         

                         ij kl kl ij
A C B D      

 

                                              ij ij kl kl
kl ij

A C B D       

                        ij ijkl kl kl ij
A B D C B D         

                       ij kl ij kl ij kl ij klkl kl ij
A B A D C B C D           

eşitliği elde edilir ve buradan 

           ij kl ij kl ij kl ij klkl kl kl kl ij
A C B D A B A D C B C D             

               ij ij ij ijij ij ij ij
A B A D C B C D                      

                                        A B A D C B C D        

sonucuna ulaşılır.  

Örnek 2.5.6 

3 2 3
2 1 4

0 4 3
A

 
    
  

, 

4 1 3
2 1 0
3 4 2

B

 
   
  

, 

1 1 2
2 3 2
5 1 4

C

 
   
  
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3 3
max

2 1 1
3 1 4
0 2 0

D 

 
    
  

  olsun. A C  ve B D  matrisleri 

 
3 2 3
2 3 4
5 1 4

A C

 
 

   
 
 

, 
4 1 3
3 1 0
3 2 2

B D

 
 

   
 
 

 

olarak elde edilir. A C K  , B D L   matrislerini 

 11

3 2
2 3

K
 

  
 

, 12

3
4

K
 

  
 

  21 5 1K  ,  22 4K   

 11

4 1
3 1

L
 

  
 

, 12

3
0

L
 

  
 

,  21 3 2L  ,  22 2L   

şeklinde alt matrislere ayıralım. İlk olarak, ( ) ( )A C B D K L     matrisi  

11 12 11 12

21 22 21 22

K K L L
K L

K K L L

   
    
   

   

                      

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

K L K L K L K L

K L K L K L K L

K L K L K L K L

K L K L K L K L

    
     
    
 

    

 

eşitliğinden  

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

3 2 3 2 3 3
2 3 2 3 4 4
3 2 3 2 3 3
2 3 2 3 4 4
5 1 5 1 4 4
5 1 5 1 4 4

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L
K L

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L

      
       
      

       
      

      







 

                       

7 2 6 1 6 5 7 2 6
6 4 5 3 3 2 6 4 3
6 1 7 2 5 6 8 3 7
5 3 6 4 2 3 7 5 4
6 5 5 4 5 4 6 5 5
5 4 6 5 4 5 7 6 6
9 4 5 0 8 4 8 3 7
8 6 4 2 5 1 7 5 4
8 7 4 3 7 3 7 6 6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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olarak bulunur. Şimdi ise ( ) ) ( ) ( )A B A B C B C D       matrisini elde edelim. 

A , B, C ve D matrislerini  

 11

3 2
2 1

A
 

    
, 12

3
4

A
 

  
 

,  21 0 4A   ,  22 3A   

 11

4 1
2 1

B
 

  
 

, 12

3
0

B
 

  
 

,  21 3 4B   ,  22 2B   

11

1 1
2 3

C
 

  
 

, 12

2
2

C
 

   
,  21 5 1C  ,  22 4C   

11

2 1
3 1

D
 

  
 

, 12

1
4

D
 

   
,  21 0 2D  ,  22 0D   

şeklinde alt matrislere ayıralım A B  matrisi  

11 12 11 12

21 22 21 22

A A B B
A B

A A B B

   
    
   

   

                      

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
     
    
 

    

 

eşitliğinden 

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

3 2 3 2 3 3
2 1 2 1 4 4

3 2 3 2 3 3
2 1 2 1 4 4

0 4 0 4 3 3
0 4 0 4 3 3

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B
A B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

     
         

     


         
       
       







 
 
 
 
 
 

 

            

7 2 6 1 6 5 7 2 6
5 4 4 3 3 2 5 4 3
2 3 3 2 1 2 8 3 7
0 1 1 0 2 1 6 5 4
6 1 5 2 5 4 6 1 5
1 6 2 5 0 1 7 0 6
4 1 0 5 3 1 7 2 6
2 1 2 3 0 4 5 4 3
3 4 1 8 2 2 6 1 5

 
 
 
  
    
    
 

  
   
 

   
      
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olarak elde edilir. A D  matrisi 

11 12 11 12

21 22 21 22

A A D D
A D

A A D D

   
    
   

   

                       

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A D A D A D A D

A D A D A D A D

A D A D A D A D

A D A D A D A D

    
     
    
 

    

 

            

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

3 2 3 2 3 3
2 1 2 1 4 4

3 2 3 2 3 3
2 1 2 1 4 4

0 4 0 4 3 3
0 4 0 4 3 3

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

     
         
      

          
       
       








 
 
 

 

eşitliğinden 

5 2 4 1 4 3 5 2 4
6 4 5 3 1 2 6 4 1
0 3 1 2 1 0 6 3 5
1 1 2 0 6 5 7 5 0
3 5 2 4 3 2 3 5 3
2 0 1 1 2 1 4 6 4

2 1 2 5 1 3 5 2 4
3 1 1 3 4 8 6 4 1
0 2 4 2 0 4 3 5 3

A D

 
    
   
    
 
 
    
    
 

     
    

  

şeklinde elde edilir. C B  matrisi 

11 12 11 12

21 22 21 22

C C B B
C B

C C B B

   
    
   

   

                      

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

C B C B C B C B

C B C B C B C B

C B C B C B C B

C B C B C B C B

    
     
    
 

    

 

olarak bulunur. Kronecker çarpımların yapılması sonucu C B  matrisi 
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11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

1 1 1 1 2 2
2 3 2 3 2 2
1 1 1 1 2 2
2 3 2 3 2 2
5 1 5 1 4 4
5 1 5 1 4 4

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B
C B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

      
        
      

         
      

      












 

            

5 0 5 0 4 4 6 1 5
3 2 3 2 1 1 4 3 2
6 1 7 2 5 6 2 3 1
4 3 5 4 2 3 0 1 2
4 3 4 3 3 3 5 2 4
5 2 6 1 4 5 1 6 0
9 4 5 0 8 4 8 3 7
7 6 3 2 5 1 6 5 4
8 1 4 3 7 3 7 0 6

 
 
 
 
   
    
 

   
 
 
 
  

 

biçiminde elde edilir. C D  matrisi 

11 12 11 12

21 22 21 22

C C D D
C D

C C D D

   
    
   

   

çarpımından 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

C D C D C D C D

C D C D C D C D
C D

C D C D C D C D

C D C D C D C D

    
     
    
 

    

  

            

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

1 1 1 1 2 2
2 3 2 3 2 2
1 1 1 1 2 2
2 3 2 3 2 2
5 1 5 1 4 4
5 1 5 1 4 4

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

      
         
      

         
      

      







 

olarak bulunur. Sayı-matris maksimum çarpımlarının yapılması sonucu C D  matrisi 
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3 0 3 0 2 2 4 1 3
4 2 4 2 3 3 4 3 2
4 1 5 2 3 4 0 3 1
5 3 6 4 2 1 1 1 6
1 3 1 3 1 1 2 4 2
2 4 3 5 2 3 2 0 2
7 4 3 0 6 2 6 3 5
8 6 4 2 1 3 7 5 0
5 7 1 3 5 1 4 6 4

C D

 
    
  
     
 
 

  
 
 

 
 
 

  

olarak elde edilir. Buradan ( ) ( ) ( ) ( )A B A B C B C D P        matrisi 

7 2 6 1 6 5 7 2 6
6 4 5 3 3 2 6 4 3
6 1 7 2 5 6 8 3 7
5 3 6 4 2 3 7 5 4
6 5 5 4 5 4 6 5 5
5 4 6 5 4 5 7 6 6
9 4 5 0 8 4 8 3 7
8 6 4 2 5 1 7 5 4
8 7 4 3 7 3 7 6 6

P

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde hesaplanır. Sonuç olarak,  

 ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( )A C B D A B A B C B C D           

olduğu görülür. 

Aşağıdaki önermede; matrislerin Tracy-Singh çarpımının izinin, matrislerin ayrı ayrı 

izlerinin çarpımı olduğu verilmektedir. 

Önerme 2.5.5 A  ve B  n n  tipinde matrisler olmak üzere 

      iz A B iz A iz B   

özelliği vardır. 

İspat: A B  matrisinin izi,  temel köşegen üzerindeki elemanları 

      11 22 ,
, , ,kl kl nn klkl kl kl

A B A B A B    

şeklindeki .kl  blok alt matrislerinin  

  11 11 11 11 22 11kl nnkl
iz A B a b a b a b            

   11 22nn kl nn nn nn nnkl
iz A B a b a b a b         

   


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şeklindeki izlerinin toplamları olur. Böylece 

 
1 1

n n

ss tt
s t

iz A B a b
 

      
 

   

                  
1 1

n n

ss tt
s t

a b
 

    

           iz A iz B   

sonucu elde edilir. 

Matrislerin Tracy-Singh çarpımının izinin, matrislerin ayrı ayrı izlerinin çarpımı olduğu 

aşağıdaki örnekle doğrulanmaktadır. 

Örnek 2.5.7: 

3 4 1
0 3 2
5 0 1

A

  
   
  

 ve 3 3
max

1 1 3
2 3 1
4 4 2

B 

 
   
  

 olsun. A  ve B  matrislerini 

 11

3 4
0 3

A
 

   
, 12

1
2

A
 

  
 

,  21 5 0A   ,  22 1A    

 11

1 1
2 3

B
 

  
 

, 12

3
1

B
 

  
 

,  21 4 4B  ,  22 2B   

şeklinde alt matrislere ayıralım. A B  matrisi 

 

11 11 11 12 12 11 12 12

11 12 11 12 11 21 11 22 12 21 12 22

21 22 21 22 21 11 21 12 22 11 22 12

21 21 21 22 22 21 22 22

A B A B A B A B

A A B B A B A B A B A B
A B

A A B B A B A B A B A B

A B A B A B A B

    
                       

    

 

 

eşitliğinden 

 

11 11 12 12 11 12

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

21 21 22 22 21 22

11 11 12 12 11 12

21 21 22 22 21 22

3 4 3 4 1 1
0 3 0 3 2 2
3 4 3 4 1 1
0 3 0 3 2 2
5 0 5 0 1 1
5 0 5 0 1 1

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B
A B

B B B B B B

B B B B B B

B B B B B B

         
       
         


       
       
       



 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

olarak bulunur. Sayı-matris maksimum çarpımlarının yapılması sonucu A B  matrisi 
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4 4 3 3 6 1 0 0 2
5 6 2 1 4 3 1 2 0
1 1 2 2 3 0 3 3 5
2 3 1 0 1 2 4 5 3
7 7 0 0 5 2 3 3 1
4 4 1 1 2 1 6 6 4
6 6 1 1 8 3 0 0 2
7 8 2 3 6 1 1 3 0
9 9 4 4 7 2 3 3 1

A B

   
    
  
   
  
 

 
 
 
 
 
 

  

olarak bulunur. ( )iz A B  ise 

 ( ) max[4 6 ( 2) (0) (5) ( 1) (0) (3) 1] 6iz A B              

olarak hesaplanır. Ayrıca 

 ( ) max[3 ( 3) 2] 3iz A       

ve 

 ( ) max[1 3 2] 3iz B      

olup 

 ( ) ( ) 3 3 6iz A iz B     

olur. Buradan ( ) ( ) ( )iz A B iz A iz B   olduğu görülür. 
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3. SONUÇ 

Tez çalışmasında, maksimum toplam cebiri üzerinde Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao 

ve Tracy-Singh çarpımları tanımlandı. Bu cebir üzerinde Hadamard, Kronecker, Khatri-

Rao ve Tracy-Singh çarpımlarının bazı cebirsel özellikleri ispatları ile birlikte sunuldu. 

İspatı verilen her bir cebirsel özellik için sayısal örnekler verildi. 

Reel matris cebirinde çok sayıda uygulaması olan Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve 

Tracy-Singh çarpımlarının maksimum toplam cebirine taşınmış olmalarının bilime 

önemli bir katkı olduğu düşünülmektedir. 
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