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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

MAKSIMUM CEBIiRINDE BAZI OZEL MATRIS CARPIMLARININ
KARAKTERISTIK OZELLIKLERI

Mustafa TEKE

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Fen Bilimleri ve Teknolojileri (Matematik)

Damsman: Dog. Dr. Ahmet IPEK
Ocak, 2018, 104 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ilk olarak klasik reel matris
cebirinde Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh carpimlarinin bazi
kullanim alanlar1 agiklanmakta, bu carpimlar i¢in literatiir bilgisi verilmekte ve bu tez
caligmasinin amact ve onemi belirtilmektedir. Daha sonra klasik reel matris cebirinde
Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh carpimlar1 tanimlanmakta, bu
carpimlar i¢in sayisal oOrnekler verilmekte, carpimlarin bazi cebirsel o6zellikleri
sunulmakta ve her bir cebirsel 6zellik sayisal 6rneklerle dogrulanmaktadir.

Ikinci boliimde, ilk olarak maksimum toplam cebiri iizerine tez galismasinda gerekli
olan temel tanim ve kavramlar verilmektedir. Daha sonra maksimum toplam matris
cebirinde Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh c¢arpimlar1 yeni kavramlar
olarak tanimlanmakta, bu ¢arpimlar icin sayisal 6rnekler verilmekte, ¢carpimlarin bazi
cebirsel ozellikleri ispatlari ile birlikte sunulmakta ve her bir cebirsel 6zellik sayisal
orneklerle dogrulanmaktadir.

Ugiincii béliimde, tezin bulgular1 6zetlenmekte ve elde edilen bulgular tartisiimaktadir.
Anahtar Sozciikler: Matrislerin Hadamard c¢arpimi, Matrislerin Kronecker ¢arpimu,

Matrislerin Khatri-Rao ¢arpimi, Matrislerin Tracy-Singh ¢arpimi, Maksimum cebiri.



ABSTRACT
Ms Thesis

CHARACTERISTIC PROPERTIES OF SOME SPECIAL MATRIX PRODUCTS
IN MAXIMUM ALGEBRA

Mustafa TEKE

Karamanoglu Mehmetbey University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Do¢. Dr. Ahmet IPEK
January, 2018, 104 pages

This thesis consists of three main chapters. In the first chapter, firstly some application
areas of Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao and Tracy-Singh products in classical real
matrix algebra have been explained, the literature information for these multiplications
has been given and the aim and importance of this thesis work has been stated. Then,
Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao and Tracy-Singh products have been defined in
classical real matrix algebra, numerical examples for these products have been given,
some algebraic properties of these products have been presented and each algebraic
property has been verified with numerical examples.

In the second chapter, firstly the basic definitions and concepts required in this thesis on
maximum plus algebra have been given. Then, Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao and
Tracy-Singh products have been defined as new concepts in the maximum plus algebra,
numerical examples have been given for these products, some algebraic properties of
these products have been presented together with proofs and each algebraic property has
been verified with numerical examples.

In the last chapter, the findings of this thesis have been summarized and the results
obtained in the thesis have been discussed.

Key Words: Hadamard product of matrices, Kronecker product of matrices, Khatri-Rao
product of matrices, Tracy-Singh product of matrices, maximum algebra.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

Hadamard matris ¢arpim

Kronecker matris ¢arpimi (Giris Bol.)

* Khatri-Rao matris ¢arpimi1
O Tracy-Sing matris ¢arpimi
® R ta¢arpma islemi (Materyal ve Yontem Bol.)
O R ... ta Hamard matris ¢arpimi
® R .. ta Kronecker matris ¢arpimi
* R ta Khatri-Rao matris ¢arpim
o, R .. ta Tracy-Singh matris ¢arpimi
Reel sayilar Kiimesi
R, Maksimum Toplam Cebiri

® R, .. tatoplama islemi



1. GIRiS

Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh c¢arpimlari; matrisleri, matematigi,
istatistigi, ekonometriyi ve sinyal isleme sistemini igeren bir¢ok alanda Onemli
uygulamalara ve potansiyele sahip ¢arpimlardir.

Liu ve Trenkler (2008), Hadamard, Kronocker, Khatri-Rao, Tracy-Singh ve diger matris
carpimlari iizerine genis literatiir bilgilerini i¢eren genis bir calisma yapmiglardir.
Matrisler ve matris islemleri, miihendislik, doga ve sosyal bilimler gibi bir¢ok alanda
calisilmakta ve uygulanmaktadir. Berman ve ark. (1989), Barnett (1990), Liitkepohl
(1996), Schott (1997), Magnus ve Neudecker (1999), Hogben (2006), Schmidt ve
Trenkler (2006) ve Bernstein (2005) yazmis olduklar kitaplarda; matrisler, matris
islemleri ve uygulama alanlari iizerine bilgiler vermislerdir.

Styan (1973), Neudecker ve Liu (1995), Neudecker ve Satorra (1995), Trenkler (1995),
Rao ve Rao (1998), Zhang (1999), Liu (2000a, 2000b) ve Van Trees (2002)
caligmalarinda Hadamard (veya Schur) ve Kronecker ¢arpimlari {izerine ¢alistilar ve bu
carpimlarin matris teoride, istatistikte, sistem teoride ve diger bazi alanlarda
uygulamalari iizerine bilgiler vermislerdir.

Horn (1990), Hadamard ¢arpimi iizerine odakli faydali bir deneme hazirlamistir.
Magnus ve Neudecker (1999), Hadamard veya Kronecker carpimlar igeren bazi temel
sonugclar ve istatistiksel uygulamalar sunmuslardir.

Browne (1974), Pukelsheim (1977) ve Faliva (1983), Hadamard ve Kronecker
carpimlari arasindaki bir esitligi calismalarinda farkli sekillerde kullanmiglardir.
Trenkler (2001, 2002) ve Neudecker ve Trenkler (2005, 2006a), Kronecker carpim
tlizerine ¢alismislardir.

Khatri ve Rao (1968), Rao (1970), Rao ve Kleffe (1988), Horn ve Mathias (1992), Liu
(1995, 1999, 2002a), Rao ve Rao (1998) ve Yang (2002a, 2002b, 2003, 2005)
Hadamard g¢arpiminin bir genellestirilmesi olarak goriilen bloklara ayrilmis matrisler
icin taniml Khatri-Rao ¢arpimi {izerine ¢alismislardir.

Singh (1972), Tracy ve Singh (1972), Hyland ve Collins (1989), Tracy ve Jinadassa
(1989) ve Koning ve ark. (1991), Kronecker ¢arpimin bir genellestirilmesi olarak
goriilen bloklara ayrilmis matrisler i¢in tanimli Tracy-Singh ¢arpimi {izerine

calismislardir.



Liu (1999), Khatri-Rao ve Tracy-Singh carpimlar1 arasinda bir iliski vermis ve pozitif
taniml1 matrisler icin istatiksel uygulamalar ile birlikte bu iki ¢arpimi igeren bazi
sonuclar sunmustur.

Optimal kontrol problemlerinde (Plus,1990), istatistiksel fizikte (Dembo ve Zeitouni,
1993; Maslov ve Samborski, 1992), ayrik sistemlerde (Cohen ve ark, 1992), otomata
problemlerinde maksimum toplam cebirine ¢ok sik bagvurulmaktadir.

Butkovi¢ (2010) ve Heidergott ve ark. (2014) yazmis olduklar1 kitaplarda maksimum
toplam cebiri lizerine genis bilgiler vermislerdir.

Tezin birinci boliimiinde, klasik reel matris cebirinde Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao
ve Tracy-Singh ¢arpimlar1 tanimlanmakta, bu carpimlar i¢in sayisal 6rnekler verilmekte,
carpimlarin bazi cebirsel Ozellikleri sunulmakta ve her bir cebirsel Ozellik sayisal
orneklerle dogrulanmaktadir.

Tezin ikinci bdliimde, maksimum toplam cebiri iizerine tez ¢alismasinda gerekli olan
temel tanim ve kavramlar verilmektedir. Daha sonra maksimum matris cebirinde
Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh c¢arpimlari yeni kavramlar olarak
tanimlanmakta, bu ¢arpimlar i¢in sayisal drnekler verilmekte, ¢arpimlarin baz1 cebirsel
ozellikleri ispatlart ile birlikte sunulmakta ve her bir cebirsel 6zellik sayisal drnekle
dogrulanmaktadir.

Tezin Tglincli boliimde, tezin bulgular1 6zetlenmekte ve elde edilen bulgular

tartisilmaktadir.

1.1. Hadamard Matris Carpim ve Ozellikleri

Tanim 1.1.1 mxn boyutlu A= [aij] ve B= [bij] matrisleri i¢in
AOB=[a,b,]

seklinde mxn boyutlu AOB matrisine A ve B matrislerinin Hadamard ¢arpim1 denir

(Horn ve Johnson, 1991).
Asagidaki 6nermede, matrislerin Hadamard carpimlarinin degisme 6zelliginin oldugu

verilmektedir.
Onerme 1.1.1 A B e R™" matrislerinin Hadamard ¢arpimlari igin
AOB=BOA

seklinde degisme 6zelligi vardir (Horn ve Johnson, 1991).



Asagidaki onermede, matrislerin Hadamard carpimlarinin degisme 6zelliginin oldugu

dogrulanmaktadir.

N 2 3 3 4
Ornek 1.1.1 A:L 4} ve B :[ s 3 } matrisleri verilsin. AOB matrisi

AOB_z 303 —41 [6 -12
11 4075 3| |=5 12

ve BOA matrisi,

BOA = 3 —402 3| |6 -12
15 371 4] |52
olarak bulunur. Buradan AOB=BQOA oldugu goriiliir.

Asagidaki onermede, matrislerin Hadamard ¢arpimlarinin birlesme 6zelliginin oldugu

verilmektedir.

Onerme 1.1.2 A B,C € R™" matrislerinin Hadamard carpimlari i¢in
(AOB)OC = AO(BOC)

seklinde birlesme 6zelligi vardir (Horn ve Johnson, 1991).

Asagidaki onermede, matrislerin Hadamard ¢arpimlarinin birlesme 6zelliginin oldugu

dogrulanmaktadir.

1 3

B (O | N S i S S

ve AO(BOC) matrisi,

e N < < [ O

olarak bulunur. Buradan (AOB)OC = AO(BOC) oldugu goriiliir.

N 2 -1 0 2 2 1
Ornek 1.1.2 A:{z 4}, B:{ } ve C :L 2} matrisleri icin (AOB)OC matrisi

Asagidaki onermede, Hadamard ¢arpiminin toplama iglemi {izerine sagdan ve soldan

dagilma 6zelligi oldugu verilmektedir.
Onerme 1.1.3A B,C e R™" matrislerinin Hadamard carpimlarinin toplama islemi

uzerine
(A+B)OC =(AOC)+(BOC)

seklinde sagdan dagilma 6zelligi ve



CO(A+B)=(COA)+(COB)
seklinde soldan dagilma 6zelligi vardir (Horn ve Johnson, 1991).
Asagidaki ornekte, Hadamard carpiminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan

dagilma 6zelligi oldugu dogrulanmaktadir.

.. 3 4 -1 2 2 3 C .
Ornek 1.1.3 A= , B= , C= matrisleri i¢in, (A+B)OC
1 -2 4 0 1 2

matrisi,

oo [ 24 3 SHE 3

seklinde elde edilir. AOC ve BOC matrisleri,

AOC—_3 4‘02 3] [6 12 ]

o2 2] | 4
BC)C—__I 2'02 3] [-2 6]
L4 o1 2] |4 o]

seklinde elde edilir. Buradan (AOC)+(BOC) matrisi,

(AOC)+(BOC):ﬁ iﬂ{_j g}:[: iﬂ

olarak bulunur. Bdylece (A+B)OC=(ACC)+(BCC) oldugu goriiliir. Benzer sekilde

CO(A+ B) matrisi,

canen ) W SFE M R SHS G

seklinde elde edilir. COA ve COB matrisleri,

CoA_‘z 3‘0‘3 4‘_‘6 12 ]
1 207 =2 |1 -4l

cos-|? 30‘—1 2] [-2 6]
L1274 o] |4 o]

seklinde elde edilir. Buradan (COA)+(COB) matrisi,

(COA)+(COB):ﬁ ﬂ{_j g}:[: ﬂ

olarak bulunur. Bdylece CO{ A+B)=(COA)+(COB) oldugu gériiliir.



Asagidaki 6nermede, matrislerin Hadamard ¢arpiminin transpozunun matrislerinin ayri

ayr1 transpozlarinin Hadamard ¢arpimi oldugu verilmektedir.

Onerme 1.1.4 A B e R™" matrislerinin Hadamard garpimlari igin
(AOB)" = A"TOB'

ozelligi vardir (Horn ve Johnson, 1991).

Asagidaki Ornekte, matrislerin Hadamard carpiminin transpozunun matrislerinin ayri

ayr1 transpozlarinin Hadamard ¢arpimi oldugu dogrulanmaktadir.

.. 1 2 -2 3
Ornek 1.1.4 Az[3 0} ve B :{ . 2} matrisleri icin (AOB)" matrisi,

oomr {[) 212 292

seklinde elde edilir ve A"OB" matrisi,

AT OB = 1 30—2 1| (-2 3
2 0]713 2] |6 0
olarak bulunur. Buradan (AOB)" = A"OB' oldugu goriiliir.
Asagidaki onermede, herhangi bir matris ile tiim elemanlar1 0 olan matrisin Hadamard
carpimi 0 matrisi oldugu verilmektedir.

Onerme 1.1.5 A 0cR™" matrislerinin Hadamard carpimlart igin AO0=0 ozelligi

vardir.
Asagidaki 6nermede, herhangi bir matris ile tiim elemanlar1 0 olan matrisin Hadamard

carpimi 0 matrisi oldugu dogrulanmaktadir.

1 0 2] 000
Ornek 1.1.5 A=| 3 4 2|ve 0=|0 0 0| matrisleriigin AOO matrisi
-1 0 3] 0 0 0
1 0 2][0 00 0 0 O
AOO=|3 4 2|00 0 0|={0 0 0]=0
-1 0 3] 1000 0 0 0

olarak bulunur. Boylece AO0 =0 oldugu goriiliir.
Onerme 1.1.6 Herhangi iki A B €R™ matrisleri ve nxn boyutlu D ve E kdsegen

matrisleri i¢in

D(AOB) = (DA)OB = AO(DB)



ve
(AOB)E =(AE)OB = AO(BE)
ozellikleri vardir (Horn ve Johnson, 1991).

Asagidaki drnekte, D(AOB)=(DA)OB=AO(DB) ve (AOB)E =(AE)OB=AOQ(BE)

ozellikleri dogrulanmaktadir.

.. 2 3 -2 0 2 0 1 0 .
Ornek 1.1.6 A= , B= , D= ve E= matrisleri
1 2 2 3 0 3 0 3

tanimlansin. Bu durumda D(AQOB) matrisi,

oo AR e S

seklinde elde edilir. (DA)OB matrisi,

R Y ) P O R P

seklinde elde edilir ve AO(DB) matrisi

Ao(DB)—2 3O 2 0l[-2 of) [2 304 o] [-8 o
11 2 0 312 3!/ |1 2176 9| |6 18
olarak bulunur. Buradan D(AOB) =(DA)OB = AO(DB) oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, (AOB)E matrisi

L | P R

seklinde elde edilir. (AE)OB matrisi

ooon-([ 30 T2 2 b7 M7

seklinde elde edilir. AO(BE) matrisi

AO(BE)—23O_2010—230_20—_40
11 2 2 310 3|) [1 2712 9| |2 18
olarak bulunur. Béylece (AOB)E =(AE)OB = AO(BE) oldugu goriiliir.

Onerme 1.1.7 a ve ¢; mx1 boyutlu vektorler, bve d nx1; boyutlu vektorler olmak

uzere

(ab")O(cd ") = (a0c)(bod)'



esitligi vardir.

Asagidaki 6rnekte, (ab’)O(cd") = (a0c)(bOd)" 6zelligi dogrulanmaktadir.

3
- 2 2
Ornek 1.1.7 a=|-2|, c=|1|, b:[l} ve dz[J matrisleri igin (ab")O(cd")
1
matrisi,
3 4 6 3] [8 12] [48 36
@"hoed ) =||-2[2 1]lo||1|[2 3]|=|4 -2l0|2 3|=|-8 -6
1 3 2 1]1]6 9 12 9

seklinde elde edilir ve (aOc)(bOd)" matrisi

3 4 T 12 T 12 48 36

. 27 [2 4
(aoc)(bod)' =|| -2 |0] 1 i @) 5] = -2 5| = ] [4 3]: -8 -6
1 3 3 3 12 9

olarak bulunur. Boylece (ab’)O(cd") = (a0c)(bOd)" oldugu goriiliir.

1.2. Kronecker Matris Carpimi ve Baz1 Ozellikleri

Tamm 1.2.1 A= [aij] ile B= [bij] matrisleri sirastyla mxn ile Sxr tipinde matrisler
olmak {izere ij. terimi Sxr boyutlu a;B alt matrisi olan
A®B=|a;B]

seklindeki msxnr boyutlu A®B matrisine A ve B matrislerinin Kronecker matris
carpimi denir (Horn ve Johnson, 1991).
Bu tanima agagida bir 6rnek verilmigtir.

0 1

N 3 4
Ornek 1.2.1 A= ve B =
2 3 2

3
J matrislerinin Kronecker ¢arpimi

3 4] [0 1 3
A®B = ®
2 3 2 4 1
0 3 90 4 12
|6 12 3 8 16 4
1o 2 6 0 3 9
4 8 2 6 12 3

olarak bulunur.



Kronecker matris ¢arpimi degigsmeli degildir. Bir bagka ifade ile
A®RB=B®A

olmasi1 gerekmez. Bu durum asagida bir 6rnekle agiklanmistir.

N -2 3 1 2
Ornek 1.2.2 A= ve B= matrisleri verilsin. A® B matrisi
4 1 -2 0 1
-2 4 -6 3 6 9
-2 3 1 2 3 4 0 -2 -6 0 3
4 1 -2 0 1 4 8 12 1 2 3
-8 0 4 -2 01
seklinde elde edilir ve B ® A matrisi
-2 3 -4 6 -6 9
1 23 -2 3 4 1 & 2 12 3
-2 0 1 4 1 4 -6 0 0 -2 3
-8 2 0 0 4 1

olarak bulunur. Buradan A® B # B® A oldugu goriiliir.

Herhangi nxn  mertebeli A=[a;] matrisinin esas kosegeni izerindeki

a,,,8,,8y,..,8,, elemanlart i¢in kos(A) ile kos(A)=[a,,a,,,a;,...a, ] seklinde

*2nn
Ixn matrisi gosterilmektedir.

Onerme 1.2.1
a. Kronecker matris ¢arpimi i¢in
0IXA=A®0=0
ozelligi,
b. A ve B kare matris olmak lizere,
kos( A®B) =kos(A) ®kos(B)
ozelligi vardir.
Asagidaki Ornekte, 0®A=A®0=0 ve kos(A®B)=kos(A)®kos(B) ozelligi

dogrulanmaktadir.

.. 1 2 30 0 0 e
Ornek 1.2.3 A= ,B= ve 0= matrisleri verilsin.
-1 3 1 1 00

a. 0 ve A matrislerinin Kronecker ¢arpimi,



0 0 0O
0 0 1 2 0 0 0O
0®A= ® = =0
0 0 -1 3 0 0 0O
0 0 0O
vE
0 0 0O
I 2 0 0 0 0 0O
-1 3 0 0 0 0 0O
0 0 0O

olarak bulunur. Buradan 0® A= A® 0 =0 oldugu goriiliir.
b. A ve B matrisleri igin kos(A®B),

3 0 6 0
) (M1 213 01y . [1 1 22
kos(A® B) =kos 3 ®1 ) =kos y &
-1 -1 3 3

seklindeki esitlikten
kos(A®B)=[3 1 9 3]

seklinde elde edilir. kos ( A) ® kés( B) hesaplanirsa
kos(A)®kos(B)=[1 3]®[3 1]=[3 1 9 3]

olarak bulunur. Buradan kds( A® B)=kés( A)®kos(B) oldugu goriiliir.

Onerme 1.2.2

a. A ve A, aynimertebeli ve B herhangi mertebeli matrisler olmak tizere,
(A+A)@B=(ADB)+(A ®B).

b. B, ve B, ayni mertebeli ve A herhangi mertebeli matrisler olmak {izere,
A®(B +B,)=(A®B,)+(A®B,),

c. a ve 3 birer skaler, A ve B herhangi mertebeli matrisler olmak {izere,
(aA)®(SB)=af(A®B)

Ozellikleri vardir (Horn ve Johnson, 1991).



Ornek 1.2.4

1 2 -1 1 2 0 1 o .
a. A= A = ve B= L2 matrisleri verilsin. (A +A,)®B

R Y

matrisi

0 3 2 0 1
- ®

5 3] |1 2 =2
[0 0 0 6 0 3
{00 0 36 -6
110 0 5 6 0 3
|5 10 -10 3 6 —6

seklinde elde edilir. (A ® B)+(A, ® B) matrisi,

(weey(men)(|} ole[t 5 LIl(( iel;

NN O
|
o Lo
(I
N

20 1 40 212 0 -1 20 1
1 2 2 2 4 4| -1 2 2 1 2 =2
1603 00 0|4 0 2 60 3
36 600 0] |2 4 -4 3 6 —6
000 0 6 0 3
o0 0 36 -6
110 0 5 6 0 3
5 10 -10 3 6 -6

olarak bulunur. Buradan (A +A,)®B=(A ®B)+(A, ® B) oldugu gbriiliir.

4 1 2 3 2 -2 -1 C
b. A= , B = ve B, = matrisleri verilsin. A®(B, + Bz)
-1 3 1 1 4 1 3

rsen)- 5 3 e 343 2

seklindeki esitlikten

matrisi
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4 4 1 2 2
4 1 2] 1 17 |0 28 0 0 14

A®(B, +B,)= ® =
13 1) [0 7] |-1 -1 3 3 1 1
0 -7 021 0 7

olarak elde edilir. (A® B, )+(A®B, ) matrisi,

4 1 213 21 (T4 1 2] [—2 -1
(A®B,)+(A®B,) - L 3 lMl 4D+{ ‘o 1H_1 3D
(12 8 3 2 6 4] [-8 4 2 -1 4 =2
4 16 1 4 2 8| |=4 12 -1 3 =2 6
13 29 6 3 272 1 -6 -3 2 -1
-1 4 3121 4/ |1 -3 3 9 -1 3
(4 4 1 2 2
0 28 0 0 14
Tl-1 -1 03 31
0 -7 0 21 0 7

seklinde elde edilir. Boylece A® (B, +B,)=(A®B,)+(A®B, ) oldugu gbriiliir.

2 _53} matrisleri i¢in (3A)®(2B)

3 2
c. a =3, =2 skalerleri ile A:{4 J ve Bz{

matrisi,

wetee)(3; J)e(% 7]
1 2%

36 -54 24 -36
-18 90 -12 60

48 -72 12 -I8
24 120 -6 30

elde edilir ve (3.2) ( A® B) matrisi

36 54 24 -36

(3_2)(A®B):6£B 2}@{2 —3D: -18 90 -12 60

1 -1 5 48 =72 12 -18
-24 120 -6 30
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olarak bulunur. Bdylece 2A® B = af( A®B) oldugu goriiliir.

Onerme 1.2.3 A B,C ve D uygun boyutlu matrisler olmak iizere

(A®B)(C®D)=AC®BD

ozelligi vardir (Horn ve Johnson, 1991).

Asagidaki ornekte, (A® B) (C ® D) =AC®BD 0zelligi dogrulanmaktadir.
3 -2 3

o2 e

Bu durumda (A® B)(C ® D) matrisi,
ol 7]

6
2
3
1

1
0

3
1
0
0

20
1 4

I

N 2 3
Ornek 1.2.5 A= L } ve D= [J matrisleri verilsin.

2 3
1 2

-2 3
0 1

}

-36
12
-24
8

1
0

(A® B)(C®D):q

—_— W N D

9
3
6
2

=21
7

-12
4

seklinde elde edilir. ( AC) ®( BD) matrisi

s3]

2 0]
1 4

2 3
1 2

1
0

3

2 7 12
1 4 8
-6 21
2 7

-12

-3
1 4

-3

bl

—24
8

1

olarak bulunur. Bdylece (A®B)(C®D)=AC®BD oldugu goriiliir.

Asagidaki onermede, matrislerin Kronecker ¢arpimlarin birlesme 6zelliginin oldugu

verilmektedir.
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Onerme 1.2.4 A B ve C herhangi ii¢ matris olmak iizere
(A® B)®C = A®(B®C)

seklinde birlesme 6zelligi vardir (Horn ve Johnson, 1991).
Asagidaki Ornekte, matrislerin Kronecker carpimlarin birlesme 6zelliginin oldugu

dogrulanmaktadir.

" 4 2 2 31 2 . . L
Ornek 1.2.6 A:{1 3} B :{0 | 2} ve C ={3} matrisleri verilsin. (A® B)®C

matrisi,

8 12 4 4 6 2
0 4 8 0 2 4| [2]

:231693®L_
01 2036
(16 24 8 8 12 4|
24 36 12 12 18
0 8 16 0 4
0 12 24 0 6 12

14 6 2 12 18 6
6 9 3 18 27 9
0 2 4 0 6 12
0 3 6 0 9 18]

seklinde elde edilir. A ®( B® C) matrisi,

rotoc)-[! Jol[2 ¥ 1Jf7]

16 24 8 8 12 4]
24 36 12 12 18
46 2] |0 8 16 0 4

421 |6 93/ |0 12 24 0 6 12
:[13}@024:4621218
036/ |6 9 3 18 27

0 2 4 0 6 12

0 3 6 0 9 18]

13



olarak bulunur. Bdylece (A® B)®C = A®(B®C) oldugu gbriiliir.
Onerme 1.2.5 Herhangi A ve B matrisleri, b reel vektorii ve « skaleri igin
a®@A=aA=A®«
ozelligi ve AB c¢arpimi tanimli ise
(A®b)B=(AB)®b

ozelligi vardir.

Ornek 1.2.7
2 3
a.a=3ve A=|1 2| matrisii¢in 3&® A matrisi
4 0
2 3 6 9
3A=3®|1 2|=|3 6
4 0 12 0

olarak elde edilir. 3A matrisi

2 3 6 9
3A=3|1 2|=|3 6
4 0 12 0

seklinde elde edilir ve A®3 matrisi

2 3 6 9
A®3=1 2|®3=|3 6
4 0 12 0

olarak bulunur. Buradan o ® A=aA=A®a oldugu goriiliir.

2 3 1 4] o 2 . .
b. A:[O 4} ve B :{ matrisleri, b =[5} vektoril i¢in, (A®b)B matrisi

-2 3]
2 37 211 4
(A®Db)B= ®
0 4| |5])|—2 3
4 6 -8 34
|10 15[ 1 4] |-20 85
1o s8|l-2 3| |-16 24
0 20 —40 60

seklinde elde edilir ve (AB) ®b matrisi
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-8 34
2 311 4 2 -4 17 2 -20 85
0 4{|-2 3 5 -8 12 5 -16 24
—40 60
olarak bulunur. Buradan (A®b)B =(AB)®b bulunur.
Onerme 1.2.6 Herhangi iki @ ve b reel vektorleri igin
a®b’' =ab" =b' ®a
ozelligi vardir.

Asagidaki ornekte, a®b" =ab" =b" ® a 6zelligi dogrulanmaktadir.

-1
. 3 T . e e . T T . .
Ornek 1.2.8 a= b ve b =[1 4 3] vektorleri icin a®b’ ve ab’ matrisleri
0
-1 -1 4 -3
3 3 12 9
a®b'=| _ [®[l 4 3]=
2 8 6
0
ve
-1 -1 -4 -3
3 12 9
ab" =| |1 4 3]=
2 6
0 0 0 O

seklinde elde edilir. b" ® a matrisi

-1] [-1 -4 -3
3

b"®a=[1 4 3]® 5 |
0] [0 0 0

olarak bulunur. Buradan a®b" =ab" =b" ® a oldugu goriliir.

Onerme 1.2.7

a. A ve B herhangi boyutlu matrisler igin (A® B)T = A" ® BT 6zelligi vardir (Horn ve
Johnson, 1991).
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b. A ve B karesel matrisler i¢in iz( A®B)=iz(A)iz(B) esitligi vardir (Horn ve

Johnson, 1991).

c. A ve B karesel matrisler i¢in A ve B idempotent ise A® B idempotenttir (Horn ve
Johnson, 1991).

d. A ve B karesel matrisleri simetrik ise A® B simetriktir (Horn ve Johnson, 1991).

Ornek 1.2.9

4 5 1 1 . . . T ..
a. A= ve B= 5 3 matrisleri verilsin. (A® B) matrisi

2 -3
c(T4 57 1 1Y
(A®B) = ®
2 3| |2 3
4 5 57 [4 8 2 —4
|8 12 10 15| |4 12 -2 -6
|2 =2 -3 3| |5 10 -3 -6
4 6 -6 9| |5 15 -3 -9
seklinde elde edilir. A" ® BT matrisi
4 8 2 —4
L[4 2] 1 2] |4 12 2 -6
5 =30 |1 3| |5 10 -3 -6
5 15 -3 -9

seklinde bulunur. Buradan (A® B)T = A" ®B" oldugu goriiliir.

4 2 1 3 e
b. A= { o ve B= 3 1 matrisleri verilsin. IZ(A® B)hesaplanlrsa

eaom)-i ) ole| | ]

4 12 2 6
-12 4 -6 2
1 3 0 O
-3 1 0 0

=iz

=4+4+0+0=8
seklinde elde edilir. iz(A)iz(B) hesaplanirsa
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oot Jp([} ]

=(4+0)(1+1) =8

sunucuna ulagilir. Boylece iz(A®B)=iz(A)iz(B) oldugu gorilliir.

2 1 3 2
c. A z{ 5 } ve B= { } idempotent matrislerinin Kronecker ¢arpimlari

-1 -3 2
6 4 3 2
2 1 3 2 -6 -4 -3 -2
{—2 —1} [—3 —2} 6 —4 -3 -2
6 4 3 2

olarak bulunur. A®B ile A® B matrislerinin ¢arpimu ise,

6 4 3 216 4 3 2
-6 -4 -3 2||l-6 4 -3 2
-6 -4 -3 2||l-6 4 -3 =2
6 4 3 2|6 4 3 2

(A®B)(A®B)=

6 4 3 2
6 —4 -3 -2
16 -4 3 -2
6 4 3 2

olarak bulunur. Buradan A ve B idempotent ise A® B idempotent oldugu goriiliir.

1 =2 3 -1
d. A= { 3 } ve B =[ 4 } kare simetrik matrisleri verilsin. A® B matrisi

3 -1 -6 2
I -2 3 -1 -1 4 2 -8
A®B= ® =
-2 3 -1 4 -6 2 9 3
2 -8 -3 12

seklinde elde edilir. Boylece A ve B kare simetrik matrisleri icin A® B simetriktir.

1.3 Khatri-Rao Matris Carpim ve Ozellikleri

Tamm 1.3.1 A=[a;] ve B=[b, ] matrisleri sirastyla mxn ve sxr tipinde herhangi
iki matris olsun. A; ile B swrasiyla A ile B matrislerinin m;xn; ve s, xr; boyutlu alt

matrisleri ve A; ® B; de m;s; xn;r; boyutlu alt matris olmak tizere,
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AxB=[A; ®B;];
seklinde tanimlanan Z:misi iniri boyutlu A*B matrisine A ve B matrislerinin

Khatri-Rao ¢arpimi denir ( Zhour ve Kilicman 2006).

1 213 1 417
Ornek 1.3.1 A=|4 5 i 6|,B=12 5 i 8 | olsun. A ve B matrislerini
7 8:T9 3 619
1 o] o
Asly 5| A=l A=l 8l A=)
1 4] 7]
Bn:_2 5_’ 8122_8_, le :[3 6], 822:[9]

seklinde alt matrislere ayiralim. A* B matrisi

A*B=_A” AU}{B” BIZ}=|:AH®BH A, ®B,,
_AZI A22 le BZZ A21 ® 821 )A\22 ® 822

1B, 2B, 3B,
=|4B, 5B, 6B,
7B, 8B, 9B,

2 8 21
5 4 10 24
16 5 20 42
20 10 25 48
21 42 24 48 81

seklinde elde edilir.

Il
o B N S I

Matrislerinin Khatri-Rao ¢arpimi degismeli degildir. Bir bagka ifade ile matrislerin
AxB=B=*A

olmas1 gerekmez ( Zhour ve Kilicman 2006). Bu durum asagida bir Ornekle

aciklanmistir.
2 3 4 2 1

Ornek 1.3.2 A=|-1 0 2|,B=|2 1 0| matrisleri verilsin. A ve B matrislerini
2 1 0 3 1
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BH:[“ 2}, B:m B,=[0 3. B, =[]

2 1

seklinde alt matrislere ayiralim. A* B matrisi

A ®B, A BB 2B, 3B, 4B,
1 11 2 12:|: —lB OB” 2B

® B ® B 11 12
_AZI 21 AZZ 22 2821 1821 0822

AxB =

(8 4 12 6 4
4 2 6 30
=4 2 0 0 2
2 -1 0 0 0
0 6 0 3 0

seklinde elde edilir ve B * A matrisi,

4A, 2A, 1A
Bs A= B11®A11 BIZ®A12 -2 1 1 l 0 ’
"5 ® B ® =12A, 1A, O0A,
21 A21 22 A22
0A, 3A, 1A,
(8 12 4 6 4]
-4 0 2 0 2
=14 6 2 30
2 0 -1 0 0
0 0 6 3 0

olarak bulunur. Buradan A*B # B * A oldugu goriiliir.

Onerme 1.3.1 A, B, C ve D ayni mertebeli reel matrisler olmak iizere
(A+C)*(B+D)=(A=* B)+(A>1< D)+(C *B)+(C*D)
ozelligi vardir (Liu, 1999).

Asagidaki  rnekte, (A+C)*(B+D)=(A#*B)+(A*D)+(C*B)+(C*D) ozelligi

dogrulanmaktadir.
4 2 3 1 20 -2 1 3 1 1 3
Ornek 1.33 A={1 3 2|,B=[3 2 1|,C=|0 3 1|veD=|-2 -3 0
2 40 2 1 4 4 2 1 4 3 1

olsun. A+C ve B+ D matrisleri
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2 30 2 3 3
A+C=|1 6 3|veB+D=|1 -1 1
6 6 1 6 4 5

olarak bulunur. A+C =K ve B+ D =L matrislerini

2 3 0]
K”:L 6},K12= , K, =[6 6], Ky, =[1]

an{? _:SJa l—|2:_3_a L21:[6 4]a L22:[5]

seklinde alt matrislere ayiralim. K * L matrisi
2 Ll 1 3 Lll O L12

=1L, oL, 3L,

K*Lz{KH@Ln K12®L12:|
6L, oL, 1L,

K21 ® L21 K22 ® L22

olup buradan,

4 6 6 9 0
2 2 3 30
KsL=|2 3 12 18 9
1 -1 6 —6 3
36 24 36 24 5

olarak bulunur. A, B,C ve D matrislerini
2 3
A = 3 A, = ) ,Am:[Z 4]’A22:[O]

B —

11

4
1

1 2 0

3 2},812:{1}82]:[2 1],822:[4]
-2 1

-3
C11:_0 3}(:12:{1}021:[4 2]aC22:[1]

1 1 3
D11 = }a D12 :{O} D21 :[4 3]’ Dzz :[1]

seklinde alt matrislere ayiralim. A*B, A*D, C*B ve C*D matrisleri sirasiyla,

(4 8 2 4 0]
4B, 2B, 3B,] |12 8 6 4 3
A*B_ AI1®Bll A12®Blz _ IB SB 2B _
_A2®B AZ®B_ 11 11 12_12360
o =TS 0B 4B, OB, | |3 2 9 6 2
4 2 8 4 0
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(4 4 2 2 9]
4D, 2D,, 3D, -8 -12 4 -6 0
AII®D11 A12®Dl2
A%D = =|1D, 3D, 2D,|=[1 1 3 3 6
A21®D21 A22®D22
2D,, 4D,, 0D, 2 3 -6 -9 0
'8 6 16 12 0]
2 4 1 2 0]
C 9B C. ®B -2B,, 1B, -3B, -6 -4 3 2 -3
cxB=| " " B2 _toB, 3B, 1B, |=|0 0 3 6 0
C ®B C ®B 11 11 12
S 4B, 2B, IB 0 0 9 6 1
21 21 22
i 4 4 2 4

2D, ID, -3D,] |4 6 -2 -3
- oD, 3D, 1D, |=|{0 0 3 3
4D, 2D, 1D, 0 0 —6 -9
16 12 8 6

C*D=|:C“®Dll C12®D12:|
CZI ® D21 C22 ®22

— O W O

olarak elde edilir. Buradan (A* B)+(A* D)+(C * B)+(C * D) matrisi

4 6 6 9 0
2 2 3 30
(A%B)+(A*D)+(C*B)+(C*D)={ 2 3 12 18 9
1 -1 6 -6 3
136 24 36 24 5

seklinde elde edilir. Boylece (A+C)*(B+D):(A* B)+(A* D)+(C*B)+(C*D)

oldugu goriiliir.
Asagidaki onermede, matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarinin transpozunun, matrislerin
transpozlarinin Khatri-Rao ¢arpimlar1 oldugu verilmektedir.

Onerme 1.3.2 A ve B herhangi boyutlu matrisler olmak iizere
(AxB) = AT *B'

ozelligi vardir (Liu, 1999).
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Asagidaki Ornekte, matrislerin Khatri-Rao carpimlarinin transpozunun, matrislerin

transpozlarinin Khatri-Rao ¢arpimlart oldugu dogrulanmaktadir.

4 5 3 -5 1 4
Ornek 1.3.4 A=(2 0 3|,B=| 3 2 -2| matrisleri verilsin. A ve B matrislerini
1 3 2 3 4 1

20

. {—5 l}B12 {_42}521 =[3 4],B,, =[1],

3 2

N {4 S}AQ :B}AZI =1 3].A,=[2].

seklinde alt matrislere ayiralim. (A= B)T matrisi

4B,, 5B, 3B,

QB B, |
(A*B)T:|:AII®BII A12®812j| il ZBH OB11 3812
AZI 21 A22 22 1821 3821 2822
(20 4 =25 5 127 [=20 12 -10 6 3]
12 8 15 10 -6 4 8 2 4
=l-10 2 0 0 12| =/-2515 0 0 9
6 4 0 0 -6 5 10 0 0 12
'3 4 9 12 2| |12 -6 12 -6 2|
olarak elde edilir.
4 2 1 -5 3 3
Al=|5 0 3,B"=|1 2 4
3 3 2 4 -2 1
matrislerini
4 2 1
NSNS RS
-5 3 3

seklinde alt matrislere ayiralim. A" *B" matrisi
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[-20 12 -10 6 3

4B/ 2B/ 1B} 4 8 2 4 4
A"«B" =|5B] OB/ 3B, |=|-25 15 0 0 9
3B, 3B, 2B, 5 10 0 0 12

12 -6 12 -6 2]

seklinde elde edilir. Boylece (A B)T = A" BT oldugu goriiliir.

Onerme 1.3.3 Matrislerin Khatri-Rao carpimlarinin toplama islemi iizerine
(A+B)*C=(A*C)+(B=C)

seklinde sagdan dagilma 6zelligi vardr.

Asagidaki Ornekte, Khatri-Rao carpiminin toplama iglemi iizerine sagdan dagilma

ozelligi oldugu dogrulanmustir.

3 4 2 1 2 1 3 2 2
Ornek 135 A= 1 3 2|,B=|4 1 3,C=[4 1 3| olsun.A ve B
-2 1 4 2 3 1 2 3 4

matrislerinin toplama,

olarak elde edilir. A+ B =K ileC matrislerini

(4 6 3
K11:_5 4 5K12: 5 ’K21:[O 4]aK22:[5]

(3 2 2
C11: 4 1 ’Clzz 3 ’C21:[2 3]’C22:[4]

seklinde alt matrislere ayiralim. K *C matrisi,

4C,, 6C, 3C,
=|5C,, 4C,, 5C,

Kc [
0C,, 4C,, 5C,

I‘<11®C11 K12®C12:|
K21 ® CZl K22 ® C22

seklinde yazilir ve (A+ B) *C matrisi,
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(12 8 18 12 6|
16 4 24 6 9
(A+B)*C=|15 10 12 8 10
20 5 16 4 15
0 0 8 12 20]

olarak elde edilir. A ve B matrislerini

O N MRV

1 2 1
B11:[4 1}’812:{3}821:[2 3]’822:[1]

seklinde alt matrislere ayiralim. (A*B)+(B*C) matrisi,

(A*C)+(B*C): A, ®C, A,8C, p B,®C, B,®C,
A,®C, A,®C, B, ®C, B,®C,

3C,, 4C,, 2C, 1C,, 2C, 1C,
1IC,, 3C,, 2C, |+]|4C, 1C, 3C,
-2C,, 1C,, 4C,, 2C,, 3C, IC,

9 6 128 4][3 26 42
12 3 16 4 6|4 18 2 3
=3 2 9 6 4[+12 8326
4 1 123 6|16 4419
4 6 2 316] |4 6 6 9 4]

(12 8 18 12 6|
16 4 24 6 9
=15 10 12 8 10
20 5 16 4 15
0 0 8 12 20]

olarak bulunur. Bdylece (A+B)*C =(A*C)+(B*C) clde edilir.

Onerme 1.3.4 Matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarinin toplama islemi iizerine
A#(B+C)=(AxB)+(A=C)

seklinde soldan dagilma 6zelligi vardir.

Asagidaki Ornekte, Khatri-Rao carpiminin toplama islemi iizerine soldan dagilma

ozelligi oldugu dogrulanmistir.
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5 43 4 2 1 123
Ornek 1.3.6 A=(2 3 1[,B=[3 1 2 |veC=[3 4 2|olsun. B ve C
1 3 4 -3 1 4 125
matrislerinin toplamu,
5 4 4
B+C=6 5 4
-2 3 1

olarak bulunur. A ile B+C = K matrislerini,

RN YR

K”:{S 4}=K12:|:4}9K21:[_2 3]aK22:[1]
6 5 4

seklinde alt matrislere ayiralim. A* K matrisi,

5K,, 4K, 3K,
=|2K,, 3K, 1K, |,
IK,, 3K,, 4K,

A*K:_A”®K” A12®K12:|

_A'Zl ® K21 A22 ® K22

(25 20 20 16 12]
30 25 24 20 12
=10 8 15 12 4
12 10 18 15 4
2 3 -6 9 4

olarak elde edilir. B ve C matrislerini

(4 2] 1

Bu __3 1_’ BlZ :_2_5 B21 :[_3 1]’ Bzz :[_4]
1 2] 3]

C:11 = _3 4_9 C12 = _2_9 C2] :[1 2]: sz :[5]

seklinde alt matrislere ayiralim. ( Ax B) + ( Ax C) matrisi,

A, ®B; AI2®BIZ_+ A, ®C, A,®C,
A, ®B, A,®B,| |A,®C, A,®C,
5B, 4B, 3B, | [5C, 4C, 3C,

=|2B, 3B, 1B, |+ 2C, 3C, IC,
1B, 3B, 4B, | |IC, 3C, 4C,

(A=B)+(A=C)=
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toplamu ile

20 10 16 8 3 ][5 10 4 8 9
15 5 12 4 6| [15 20 12 16 6
(A*B)+(A*C)=|8 4 12 6 1 |+|2 4 3 6 3
6 2 9 3 2 8§ 9 12 2
3 1 -9 3 -16] [1 2 3 6 20]

(25 20 20 16 12]
30 25 24 20 12
=10 8 15 12 4
12 10 18 15 4
2 3 -6 9 4

olarak bulunur. Boylece A*( B+ C) = ( A B) + ( A C) oldugu goriiliir.

1.4 Tracy-Singh Matris Carpim ve Ozellikleri

Tanmm 1.4.1 A= [aij] ve B = [bpq] matrisleri sirastyla mxn ve sxr tipinde herhangi

iki matris olsun. A; ile B, swrasiyla, A ile B matrislerinin - m;xn,

(m= Zmi N :Z n,) ve s xr, (s= Zsp,qu) boyutlu ij. ve pg. blok alt matrisleri
olmak iizere

AOB :I:Aﬁ © B]ij :I:(Ai ® qu)pq]ij

seklinde tanimlanan msSxnr boyutlu A® B matrisine A ve B matrislerinin Tracy-

Singh carpimi denir (Zhour ve Kilicman, 2006).

2 1!0] 0 1!2
Ornek 1.4.1 A=|1 0 i 1|veB=|1 1 i 0 | matrisleri verilsin. A ve B matrislerini
S . e

30:0 1 2:0

A = ? 1:|: A, = ) > A21:[3 0]’ AD:[O]

[0 1 2
B, = | J, B, = ol B, =[1 2], B,,=[0]

seklinde alt matrislere ayiralim. Matrislerin Tracy-Singh ¢arpimlari,
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A1®Bll AII®BIZ A2®BII A2®BIZ

A@B:|:A”®B AIZOB:|= A11®BZI AII®BZZ A12®BZI A12®BZZ
AZIQB AZZQB A21®Bll A21®Blz A22®Bll A22®Blz
A21®BZI A21®BZZ A22®BZI &2®BZZ
(02 01 420 0 O]
221100000
01 0020012
1 10000110
=2 41200020
120000120
030060000
330000000
3600000 0 0

olarak bulunur.

Matrislerin Tracy-Singh ¢arpimlar1 degismeli degildir. Bir bagka ifade ile

AOB=BOA
olmas1 gerekmez (Zhour ve Kilicman, 2006). Bu durum asagida bir ornekle
dogrulanmustir.
1 3 !1 -2 0 1
Ornek 1.42 A=|2 1 !0|ve B=| 4 1 3| matrisleri verilsin. A ve B
4 -1l 2 12
matrislerini

O I N N R

2 0

1
B, = 4 1} 812:[3}9 821:[2 1]= 822:[2]

seklinde alt matrislerine ayiralim. A® B matrisi,

A|16<)Bll All®BIZ A|2®Bll A|2®BIZ
AIIOB A12®Bj| — A1®B21 A|1®BZ2 A12®BZI A2®BZZ
AZIQB AZZQB AZI®BII A21®BIZ A22®Bll A22®BIZ
A21 ® BZI AZI ® BZZ A22 ® B21 A22 ® BZZ

A@B:{

ile
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20 6 0 1 3 =201
4 112 3 3 9 4 1 3
4 0 -2 0 2 1 0 00
8 2 4 1 6 3 0 00
AGB=2 1 6 3 2 6 2 1 2
4 2 2 1 4 2 0 00
-8 0 2 0 4 -1 -2 0 1
16 4 4 -1 12 -3 4 1 3
'8 4 -2 -1 8 -2 2 1 2]

olarak hesaplanir. B ® A matrisi ise

B11®A|1 Bll®A12 Bl2®A11 BIZ®A2

BOA:|:B”®A BIZGA:| _ BII®AZI BII®A’22 BIZ®A’21 BIZ®A22
BZI O A BZZ @ A BZI ® Axl BZI ® A|2 B22 ® All BZZ ® AIZ

BZl ® AZ] BZI ® A22 BZZ ® A‘Zl BZZ ® AZZ

2 60 0 20 1 3 1
4 200 00 2 1 0
4 121 3 4 1 3 9 3
8 4 2 1 0 0 6 3 0

=|-8 2 0 0 20 4 -1 1
16 -4 4 -1 4 112 -3 3
2 6 1 3 2 1 2 6 2
4 2 1 0 0 4 0
'8 24 -1 2 1 8 -2 2]

olarak bulunur. Boylece A© B = B© A oldugu goriiliir.
Onerme 1.4.1 A, B, C ve D matrisleri uygun mertebeli matrisler olmak iizere,

(A+C)O(B+D)=(AGB)+(AGD)+(CoB)+(COD)

ozelligi vardir (Zhour ve Kilicman, 2006).

4 3 2 1 4 2 2 13 312
Ornek1.43 A=|0 1 5|,B=(2 1 1[,C=|2 0 1|ve D=2 3 4|olsun.
1 1 2 31 2 4 1 3 122
A+C ve B+ D matrisleri
6 4 5 4 5 4
A+C=|2 1 6|veB+D=|4 4 5
525 4 3 4

28



seklinde elde edilir A+C =K ve B+ D =L olmak tizere K ve L matrislerini

6 4 5
Ku:[z J’ K12:{6}a K21=[5 2]’ K22=[5]

4 5 4
L, = 4 4s|—12: 5 7L21:[4 3]7L22:[4]
seklinde alt matrislere ayiralim. K © L matrisi,
I<116<)L|1 K11®L12 K12®L11 K12®L’|2
K@L:|:K11©L KIZOLj|_ K11®L21 |‘<11®L22 K12®L21 K12®L22
KZI QL KZZQL K21 ®L'll K21 ®L12 K22®Lll K22®L’12
K21 ® L21 K21 ® LZZ K22 ® LZl K22 ® L22

(24 30 16 20 24 16 20 25 20]
24 24 16 16 30 20 20 20 25
10 4 5 8 4 24 30 24
8 10 5 24 24 30
=124 18 16 12 24 16 20 15 20

~

8 6 4 3 8 4 24 18 24
20 25 8 10 20 8 20 25 20
20 20 8 25 10 20 20 25
20 15 8 20 8 20 15 20

olarak bulunur. A, B, C ve D matrislerini

4 3 2

A“:_O 1j|s A12:|:5j|’ A&lz[l 1]9 Azzz[z]
1 4] 2

Bn:_2 1_a B12:_J7 821:[3 1]a 822:[2]
2 1] 3

Ci=l; o Cu:_J, C,=[4 1],C.=[3]

31 2
Dy, = 7 30 D, = k D21:[1 2], D22:[2]
seklinde alt matrislere ayiralim. A® B matrisi,

A|1®Bll A1®BIZ A|2®Bll A|2®BIZ
AIIQB AAZGB:| — A‘II®B21 AI1®BZ2 A12®BZI A2®BZZ
AZIQB AZZQB A21®Bll A’ZI®BIZ A22®Bll A22®BIZ
AZI ® BZI AZI ® BZZ A22 ® B21 AZZ ® BZZ

A@Bz{
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seklindedir. Blok matrislerin maksimum carpimu ile

16 3 12 8 6 2

AOB=

olarak elde edilir. A® D matrisi

AGD:{A“@D A,OD
A, 0D A,0D
12 4 9 3 8
8 12 6 9 16
0 0 31 0
0 0 23 0
=14 8 3 6 8
0 012 0
31 31 2
2 3 2 3 4
12 1 2 2

4

8
0

12

W N = O

4

_ = A O ~ O O

6

W N = W O N =

seklinde elde edilir. C © B matrisi,

COB: CIIGB CIZOB
CZIQB CZZOB

|

3

4
1
3
1
4
1
1

4 3 4
25
1 10
6 6
2 15
2 2
1

2

D = DO O O

6 6 2

12 4 6

[NCTEEF SN (S IS e

Cll ® Bll
Cll ®BZI
CZl ®Bll
C21 ® BZl

seklinde bulunur. Blok matrislerin ¢arpimu ile

30

8 4]
2 2
20 10
5 5
4
10

NS \O e RNV, I \§)

All ® D12
All ® D22
AZI ® D12
Azl ® D22

10
20

10

Cll ® BIZ
Cll ® BZZ
C21 ® BlZ
C21 ® BZZ

A12 ® Dll
A|2 ®D21

A22 ® Dll
A22 ® D21

C12 ® Bll
C12 ® BZl
C22 ® Bll
C22 ® BZI

AZ ® D12

A‘IZ ® D22
AZZ ® D12
AZZ ® D22

C12 ® BlZ
C12 ® BZ2
C22 ® BIZ
C22 ® B22



CoB=

A O BN BN
[\CTN \O R (O e RN\ o]

g8 4
12 4

16

1
2
0
0
3
0
1
2
3

seklinde elde edilir. C © D matrisi,

CoD= C,ob C,oD
C,0D C,0D

A A SN

3
2
0
0
1
0
3
2
1

olarak elde edilir. (AOB)+(A®D)+(C ®B)+(C © D) matrisi,

(AOGB)+(AOGD)+(CoB)+(CoD)=

W —= O N O O W =

[\

© &~ A 0 A o0 A

|

—_— kO = O O = b

2
4
0
0
2!
0
2
4

2

{

(o I S e S PN - L " - (ST S

S e e =\

O N W W O N —~= O W

C11 ® Dll
Cll ® D21
C21 ® Dll
C21 ® D21

O

W N O — W N W O

24

24

24
8
20
20
20

O W D N W — O W

(o)

30
24
10
8
18
6
25
20
15

—_
\9}

W W

Cll ® D12
Cll ® D22
C21 ® D12
C21 ® D22

—_— W = NN W

—_
\S)

16
16

4
4

16

4

8
8
8

[©) NV I e N \S B Nl \° I VS o))

20 24
16 30
5 8
4 10
12 24
3 8
10 20
8 25
6 20

16
20

5
16

8
10
8

C12 ® Dll
C12 ® D21
C22 ® Dll
C22 ® D21

20
20
24
24
20
24
20
20
20

C12 ® Dl2
C12 ® D22
C22 ® D12

C22 ® D22

25
20
30
24
15
18
25
20
15

20|

25
24
30
20
24
20
25
20

olarak bulunur. Boylece (A+C)®(B+D)=(A0OB)+(AOD)+(COB)+(Co D)

oldugu gortiliir.
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Asagidaki 6nermede, Onerme 1.4.1°de sunulan esitligin 6zel durumlari verilmektedir.

Onerme 1.4.2 Matrislerin Tracy-Singh ¢arpimiin toplama islemi {izerine
(A+B)OC=(AOGC)+(BOC)

seklinde sagdan dagilma 6zelligi ve
CoO(A+B)=(COA)+(COB)

seklinde soldan dagilma 6zelligi vardir.

Asagidaki ornekte matrislerin Tracy-Singh carpiminin toplama islemi {lizerine sagdan

dagilma 6zelliginin oldugu dogrulanmaktadir.

3 211 -3 011 2 4 1
Ornek 1.44 A=|4 1 i 2|,B=|2 4 i 3|ve C=3 1 2| matrisleri verilsin. A,
2 314 1 112 1 4 3

B ve C matrisleri

T RS R

3 0 1
B, = ) 4}, BuzM, B, =[1 1], B, =[2]

an{z 4} C, :|:1}a C, :[1 4]a Cy :[3]
31 2

seklinde alt matrislere ayrilsin. ilk olarak (A+B)®C matrisini hesaplayalim. A+ B

matrisi

A+B

Il
w N O
YA )
N W N

seklinde bulunur. A+ B = K olmak {lizere K matrisi

0 2 2
K11:{6 5} K12:|:5:|’ K21:[3 4]a K22:[6]

seklinde alt matrislere ayrilsin. K © C matrisi,

Kll ®C11 Kll ®C:IZ K12 ®C11 K12 ®C:12

KGC:|:K11®C KIZQCj| — I<11(>§C:21 K11®C22 K12®C21 K12®C22
K2l GC K22 QC |(21 ®C11 K21 ®C12 K22 ®C11 K22 ®C12

K21 ®C21 K21 ®(:22 K22 ®C21 K22 ®C22

seklinde bulunur. Blok matrislerin ¢arpimi ile
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[0 0 4 8 0 2 4
0 0 6 2 0 4 6
12 24 10 20 6 5 10

18 6 15 5 12 10 15
KoC={0 0 2 8 0 6 2
6 24 5 20 18 15 5
6 12 8 16 3 4 12
9 3 12 4 6 8 18
3 12 4 16 9 12 6

seklinde hesaplanir. AQC matrisi ,

AI1®C11

A@c{’*l@C A2®C}= A,®C,

A,®C A,®C] | A,®C,

A21®C21

[6 12 4 8 3 2 2 4

9 3 6 2 6 4 3 1

8 16 2 4 4 1 4 8

12 4 3 1 8 2 6 2

=3 12 2 8 9 6 1 4

4 16 1 4 12 3 2 8

4 6 12 2 3 8 16

6 9 3 4 6 12 4

| 2 312 6 9 4 16
olarak elde edilir ve B ® C matrisi,

BII®C11

BOC: BHQC BIZOC — BII®C21

BZI OC BZZ QC BZ] ®C11

BZI®C21

seklinde bulunur. Blok matrislerin ¢arpimu ile

33

20 5
10

20 15
21 6

24 18

All ®C12
AII®C22

AZI ® C12
AZI ®C:22

o A O W A N DN~

—
[\

Bll ®C12
Bll ®C22
BZ] ®C12
BZl ®C22

AZ ®C11
A12 ®C21

A22 ®C11
AZZ ®C:Zl

BIZ ®C11
BlZ ®C21
BZZ ®C:11
822 ®C21

A, ®Cy,
A12 ®C22
AZ2 ®C12
A22 ® C22

BIZ ® C12
Bl2 ® C22
BZZ ® C12
BZZ ® C22



-6 -12 0 0 -3 0 2 4 1
-9 3 0 0 -6 0 3 1 2
4 8 8 16 2 4 6 12 3
6 2 12 4 4 8 9 3 6
BOC={-3 -12 0 0 -9 0 1 4 3
2 8 4 16 6 12 3 12 9
2 4 2 4 1 1 4 8 2
31 3 2 2 6 2 4
1 4 1 4 3 3 2 8 6
seklinde elde edilir. (A@C)+(B©C) matrisi
[0 0 4 8 0 2 4 8 2]
0 0 6 2 0 4 6 2
12 24 10 20 6 5 10 20 5
18 6 15 5 12 10 15 5 10
(AoC)+(BoC)=|{0 0 2 8 0 6 2 8 6
6 24 5 20 1 15 5 20 15
6 12 8 16 3 4 12 24 6
9 3 12 4 6 8 18 6 12
13 12 4 16 9 12 6 24 18]

olarak bulunur. Boylece (A+B)©C =(AO®C)+(BOC) oldugu goriiliir.

Asagidaki 6nermede (AOB)(C © D) =(AC)®(BD) ézelligi oldugu verilmektedir.

Onerme 1.4.3 A, B, C ve D uygun boyutlu matrisler olmak iizere
(AOB)(CoD)=(AC)O(BD)

ozelligi vardir (Zhour ve Kilicman, 2006).

Asagidaki 6rnekte ( AOB) (C oD)= ( AC)0O ( BD) 0zelligi dogrulanmaktadir.

1 21 2 1 1 1 21 112
Ornek 145 A=2 0 1|,B=|1 2 0[,C=|0 2 1|veD=|01 2
1 3 2 2 3 1 31 2 21 3

olsun. A, B, C ve D matrisleri

A= 1 » A, = ﬂaAzl:[l 3]’A22:[2]

2 1] 1
B, = | , B, = } B, =[2 3], B, =[]
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1 2 1
C11: 0 Z}Cn:[l}aczlzp 1]aC22:[2]

11 2
D11: 0 J’ D12=|:2}, D21:[2 1], D22:[3]

seklinde alt matrislere ayrilsin. Once (A@ B)(C ©) D) carpimini hesaplayalim.

noB|A®B %@B}

_A21®B A,®B
—A11®Bll A|1®BIZ A|2®Bll A12®Bl2
All ® BZI All ® BZZ A‘IZ ® BZI A|2 ® BZZ
AZI ® Bll All ® BIZ A22 ® Bll A22 ® BlZ
_A21 ® BZI A21 ® BZZ AZZ ® B21 A22 ® BZ2

[\
(\]
\]

N = DR NN R —
N — N W R NN —
T Ie NN U - T SN

O WO N O A

_O = N = O N O

WO W o N O o O

N N T N e N )

A AN W W~ N —

N O = = O =D =

(98]
(@)

seklinde elde edilir. C © D matrisi

[C,®D C,®D
C,®D C,®D

Cob

_C11®Dll C11®Dl2 C12®D11 C12®D12
Cll ® D21 Cll ® D22 C12 ® D21 C12 ® D22
C21 ® Dll C21 ® D12 C22 ® Dll C22 ® D12

_C21 ® D21 C21 ® D22 C22 ® D21 C22 ® D22

seklinde bulunur. Blok matrislerin ¢arpim ile
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11222411 2]
010224012
002204112
000204012
CoD=[2 1 4236 2 13
004206213
331162224
030162024
6 321 9 3 4 2 6]

olarak elde edilir Ve(AQ B)(C O] D) matrisi

(16 16 28 28 36 63 20 20 45
4 12 7 21 24 42 5 15 30
20 20 20 20 45 45 16 16 36
5 15 5 15 30 30 4 12 24
(AOB)(COD)=|16 24 28 42 52 91 20 30 65
20 30 20 30 65 65 16 24 52
28 28 40 40 63 90 32 32 T2
7 21 10 30 42 60 8 24 48
28 42 40 60 91 130 32 48 104]

seklinde bulunur. Simdi ise (AC)©(BD) hesaplayalim. AC ve BD matrisleri

12 11 2 1] [4 5
AC={2 0 2 1|=|5 5 4,
13 2[3 1 2] |7 10 8
2 M1 2] [4 4 9
BD=[1 2 0[|[0 1 2[=|1 3 6
2 3 1[2 1 3] [4 6 13

olarak hesaplanir. AC =K , BD =L olmak iizere. K ve L matrisleri,

K“:F ! ,Kn:H,Kzlzp 10],K,, =[8]
55 4

4 4] 9
I—11:L 3 ’L12:{6]L21:[4 6]’L22:[13]

seklinde alt matrislere ayrilsin. K © L matrisi
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KOL: KIIOL KIZOL
KZIOL K22®L

I<11®L11 K11®L12 K12®L11 K12®L12

— Kll ® L21 Kll ® L22 K12 ® I‘21 K12 ® L22

K21 ® Lll K21 ® L12 K22 ® I_ll K22 ® L12

K21 ® LZI K21 ® L22 K22 ® L21 K22 ® L22

ile

16 16 28 28 36 63 20 20 45
4 12 7 21 24 42 5 15 30
20 20 20 20 45 45 16 16 36
5 15 5 15 30 30 4 12 24
KoL=[16 24 28 42 52 91 20 30 65
20 30 20 30 65 65 16 24 52
28 28 40 40 63 90 32 32 72
7 21 10 30 42 60 8 24 48
28 42 40 60 91 130 32 48 104

seklinde bulunur. Boylece (A©B)(C © D) =(AC)©®(BD) oldugu goriiliir.

Asagidaki onermede, matrislerin Tracy-Singh ¢arpimlarinin transpozunun, matrislerin
transpozlarinin Tracy-Singh ¢arpimlari oldugu verilmektedir

Onerme 1.4.4 A ve B herhangi boyutlu matrisler olmak iizere,
(AOB) =A"OB'
ozelligi vardir (Zhour ve Kilicman, 2006).

Asagidaki Ornekte, matrislerin Tracy-Singh c¢arpimlarinin transpozunun, matrislerin

transpozlarinin Tracy-Singh ¢arpimlar1 oldugu dogrulanmaktadir.

4 1 3 31 4
Ornek1.4.6 A=|2 1 0|ve B=|[3 1 1] olsun. A ve B matrislerini
3 2 2 2 3 1

N HE R
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seklinde alt matrislere ayralim. ilk olarak (AQ® B)' matrisini hesaplayahm. A®B

matrisi,

A1®Bll A|1®BIZ
AIQB AIZGB:|: AII®BZI A11®BZZ
AZIQB AZZOB A21®Bll A21®BIZ
AZI®BZI A21®BZZ

A@B:{

ile

—_
[\

NS O EN N

—_

l\')|

AGB=

—_
\S]

A A DN W W W W

N N 0 = = = N = N

A O O N O O Vv O

A DD NSO O OO W W

[\OJE S e C N I - = - S

A\ NN W W = = e

O W W &

olarak elde edilir. Bu matrisin transpozu ise

(12 12 6 6 8 4 9 9 6

4 4 2 212 6 3 39

3 3 33 2 2 6 6 4

1 1 11 3 3 2 26

(AOB)Y' =16 4 8 2 4 2 12 3 3

1 41 1 1 8 22

9 00 6 0 6 6 4

300 9 0 2 26

12 3 0 0 3 0 8 2 2]

seklindedir. Simdi

4 2 3 3 3 2
Al=|1 1 2|veB'=[1 1 3
302 4 1 1

matrisleri igin A" ©® B" matrisini hesaplayalim. Bunun igin

T _ 4 2 T _ 3 T _ T _
NN SRS
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AL2 ® Bll
AIZ ® BZI
A22 ® Bll
A22 ® BZI

AZ ® BlZ
A12 ® BZZ
A22 ® BIZ
AZZ ® BZZ



3 3 2
B;:L J, BL:M, B, =[4 1], B}, =[]]

seklinde alt matrisleri belirleyelim A" © B" matrisi,

A OB {Aﬁ@BT
A, OB’
A, ®B|
_ AITI ® Ble
A, ®B]
A, ®B,

ile

12

AT OB =

—_
[\

AL OBT
AL@BT}
AIT1®BITZ
A ®B;,
A, ®B),
A, ®B,,

—
\S]

W W O = N = W N
S O O B~ 0 = W N D
S O O = N = W N D

AITZ ® BlTl
A, ®B,,
A, ® B},
A, ®B;,

W O N = B~ W D
S O OO = N W NN B

o N o w o

o D N ©

A, ®B),
A, ®B,,
A, ®B),
A, ®B;,

NN AN W NN WO
N AN RN WO WO

olarak bulunur. Béylece (A®B)" = ATOB" oldugu gériiliir.

Asagidaki 6nermede, iz(A© B) =iz(A)iz(B) oldugu verilmektedir

Onerme 1.4.5 A ve B nxn tipinde matrisler olmak iizere,

iz(AGB)=iz(A)iz(B)

ozelligi vardir (Zhour ve Kilicman, 2006).

Asagidaki ornekte, iz(A© B) =iz(A)iz(B) oldugu dogrulanmaktadir.

4 0] olsun. A ve B matrislerini

3 2 4 2 3 1
Ornek 1.4.7 A=|1 1|ve B=|1
2.0 3 1 2 2
3 2 4
Aly oA et o -
2 3 1
Bll:_l 4}5812:[0}821:[1 2]5822:[2]
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seklinde alt matrislere ayiralim. A® B matrisi,

A, OB AzeB}
A, OB A,OB

A11®Bll A|1®BIZ AI2®Bll A12®BIZ
— AII®BZI AII®BZZ A12®BZI A12®822
AZl ® Bll AZl ® BIZ A22 ® Bll A22 ® BlZ
AZI ® BZl AZ] ® BZZ A22 ® BZI A22 ® 822

A@B:{

ile

6 9 4 6 3 2 8 12 4
312 2 8 0 0 4 16 0
2 3 461 2 2 3 1
1 4 28 0 01 4 0
AGB=|3 6 2 4 6 4 4 8 8
1 2 2 42 41 2 2
4 6 00206 9 3
2 8 00 00 3 120
2 4 00 40 3 6 6]
seklinde elde edilir.

iZ(AOB)=(6+12+4+8+6+4+6+12+6) =64
ve
iz(A)=(3+2+3) =8, iz(B)=(2+4+2) =8
iz(A)iz(B)=8.8=64
olarak bulunur. Boylece
iz(AO B)=iz(A)iz(B)

oldugu goriiliir.
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2. MATERYAL ve YONTEM

Tezin bu boliimiinde, maksimum toplam cebiri iizerine tez ¢aligmasinda gerekli olan
temel tanim ve kavramlar verilmektedir. Daha sonra maksimum toplam matris cebirinde
Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh ¢arpimlar1 yeni kavramlar olarak
tanimlanmakta, bu ¢arpimlar i¢in sayisal drnekler verilmekte, carpimlarin bazi cebirsel
ozellikleri ispatlart ile birlikte sunulmakta ve her bir cebirsel 6zellik sayisal drnekle

dogrulanmaktadir.

Bu bélimde & sembolii (]R (-D,@) cebirsel yapisindaki ikinci islem icin

max °

kullanilacaktir.

2.1 Maksimum Toplam Matris Cebiri ve Temel Ozellikleri

Tanmm 2.1.1 R, =RU{-o} kiimesi lizerinde X®y=max{X,y} ve x®y=x+y
islemleri ile tanimlanmak tizere, (]Rm =RU {—oo} , D, ®) cebirsel yapisina maksimum

toplam cebiri denir.

Onerme 2.1.1 (Rm,@, ®) yapisi i¢in asagidaki 6nermeler dogrudur (Butkovic, 2010).

i. (R,,..®) yapisi degismeli yar1 gruptur.

ii. (R,,.,®) yapisi birlesmeli ve degismelidir.

iii. R . yapisinin ¢carpimsal birimi vardir.

iv.R__tax,yvezeR,  icin
2®(x®y)=(2®x)®(z®yY)

ve

(x®y)®z=(x®7)®(y®z)

seklinde ® isleminin @ islemi iizerine dagilma 6zelligi vardir.

v. Toplamsal birim —oo dur ve bu eleman ¢arpma igsleminin yutan elemanidir.

Tamm 2.1.2 A= [aij ] ,B= [bij] e R™ icin, A ve B’ nin toplami

A®B=a @b |
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seklinde tanimlanir.

max

) 4 3 32 .
Ornek 2.1.1 A= , B= e R7“ matrisleri verilsin. A ve B matrislerinin

25 4 6

toplamu;
25

4 6 204 506

A®B{4 3}@{3 2}:{4@3 3@2}{max(4,3) max(3,2)}{4 3

max (2,4) max(5,6)

olarak bulunur.

Tamm 2.1.3 ce R skaleriile A=[a;]eRT " matrisinin ¢arpimu,

COA=[c®a]

ile tanimlanir.

. 4 3
Ornek 2.1.2 ¢ =4 skaleri ile A= {2 5} matrisinin ¢arpimi,

4®4 4®3 44+4 443 g 7
{4@2 4®5} {4+2 4+5} {6 9}
olarak bulunur.

Tanim 2.1.4 AcR"" ve BeR"”" i¢cin A ve B matrislerinin ¢arpimi; elemanlari

(A®B), =(a, ®b;;)®(a, ®b,;)®--&(a, ®b,; ) = max, (a, +by)

ij

mxn
max

seklinde tanimli R™"" cebirinde bir matristir.

max

v 4 3 3 2
Ornek 2.1.3 R*>? de A:{2 5} ve B:{4 6} matrisleri verilsin. A ve B

matrislerinin ¢arpimi,

4 3 3 2
A®B = ®
25 4 6

(4®3)®(3®4) (402)®(3®6)
{(2@3)@(5@4) (2®2)®(5®6)}

|7®7 6®9 | |7 9
1509 4@11] |9 11
seklinde bulunur.
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Onerme 2.1.2 A, B, C ve D uygun boyutlu matrisler icin,

A®(B®C) :(A® B)®C
birlesme 6zelligi vardir.

Ispat: (A® B)® C matrisinini, | elemanlar

max, ((maxj (a].j +bjk))+ckl ) = max, | (aij +by, +Ckl)
ve A®(B®C) matrisinini, | elemanlari

max (aﬂ +(maxk (bjk +Cy ))) =max (aij +bjk +Ck,)

seklindedir. Dolayisiyla A ®( B® C) = (A ® B) ®C oldugundan maksimum toplam

cebirinde matris ¢arpiminin birlesme 6zelligi vardir.

) 2 4 2 3 14l
Ornek 2.1.4 A= | 9 I 3 sl C= A e R?? matrisleri i¢cin (A®B)®C

matrisi

2 4 2 3 1 4 4®7 5®9 1 4
(A®B)®C = ® ® = ®
1 3 3 5 2 3 306 4®8 2 3
3 7 9 ® 1 4 3 P11 1112 3 11 12
16 8] |2 3| |7®10 10®@11| |10 11
ve A®(B®C) matrisi
2 4 2 3 1 4 2 4 3®5 6D6
A®(B®C)= ® ® = ®
1 3 3 5 2 3 1 3 4®7 TD8
3 2 4 ® 5 6 3 TP11 8@12 3 11 12
11 3] |7 8| |6e®@10 7®11] |10 11
olarak bulunur. Buradan (A® B)®C:A®(B®C) oldugu goriiliir.

Maksimum toplam cebirinde matris ¢arpiminin degisme 6zelligi olmadigini bir 6rnekle

aciklayalim.

N 3 4 23 - . .
Ornek 2.1.5 A= s 6l B= | 4 e R matrisleri verilsin. A® B matrisi
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ros-[; Jef} I )

ve B® A matrisi

oor s L

olarak bulunur. Buradan A® B # B® A oldugu goriiliir.

2.2. Maksimum Toplam Cebirinde Hadamard Matris Carpimi ve Baz1 Ozellikleri

Tamm 2.2.1 A:[aij} ve B:[qj]eRm matrisleri icin, a; ®b; ij. eleman olmak

uzere,
AOB =[a; ®b |
seklinde mxn boyutlu AOB matrisine A ve B matrislerinin maksimum toplam

cebirinde Hadamard matris ¢arpimi denir.

Bu tanima bir 6rnek verelim.

.. 3 4 -2 3
Ornek 2.2.1 A= {2 5} ve B = { 4} e R*? matrislerinin Hadamard ¢arpimi

1 max

__ [3 4] ]2 3] [3®(-2) 4®3
AOB =
2 5|71 4] | 201 504

_[3+(—2) 4+3] [1 7}

| o241 544 [3 9

olarak bulunur.
Asagidaki 6nermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard ¢arpimlarinin

degisme ozelliginin oldugu verilmektedir

Onerme 2.2.1 A= [aij ], B= [bij] e R™" matrislerinin Hadamard ¢arpimlari i¢in

AOB =BOA
seklinde degisme 6zelligi vardir.

ispat: A= ':aij } ,B= [bij ] e R matrislerinin Hadamard ¢arpimi

AOB=[a; ®b; |=[a;+b; |

olup buradan R deki toplama isleminin degismeli olmasindan
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AOB =|a; +b; |=[b; +a; | =[b; ®a; |=BOA
esitligine ulasilir.
Asagidaki ornekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard carpimlarinin

degisme 6zelliginin oldugu dogrulanmaktadir.

N 23 3 4 -
Ornek 2.2.2 A= | 4 ve B= 5 3 e R”* matrisleri verilsin. AOB matrisi

osl? 33 s
|1 475 3] |4 7
ve BOA matrisi,

_ 3 4|2 3 5 -1
-5 3 1 4 -4 7
olarak bulunur. Buradan AOB = BOA oldugu goriiliir.
Asagidaki 6nermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard ¢arpimlarinin

birlesme 6zelliginin oldugu verilmektedir.

Onerme 2.2.2 A,B ve C € R"" matrislerinin Hadamard garpimlari igin

(AOB)OC = AQ(BOC)
seklinde birlesme 6zelligi vardir.

Ispat: R kiimesinin adi toplama islemine gére degismeli ve birlesmeli oldugu dikkate

mxn
max

(AOB)OC =[ a; ®b; [0[c; | =[(aﬁ ®bij)®cij]
[(au +bu.)+cij} =[aii +(by +Cij)}
|2 @ (b, ®c,) | =[2; ]o[b, @c; ]

= AO(BOC)

almirsa A,B ve C € R""" matrislerinin Hadamard ¢arpim tanimindan

oldugu goriiliir.
Asagidaki ornekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard g¢arpimlarinin

birlesme 6zelliginin oldugu gosterilmektedir.

45



1 2 3 2 1 5 4 1 2
Ornek2.23 A=|4 -2 1 |,B=|-3 2 1|veC=|5 2 =3 ERSI;:X matrisleri
5 3 4 3 45 1 2 2

verilsin. ( AOB )6C matrisi

12 3][2 1 5])[41 2
(AOB)OC=||4 -2 1|0|-3 2 1||0]5 2 -3
5 3 4|3 45|12 2

332141 2] ([7 4 4

=|1 0 205 2 3|=|6 2 -1

8 7 9|1 2 2] (99 11

ve A(_)(B(_)C) matrisi

1 2 3] ([2 5 1 2
AO(BOC)=(4 -2 1|0/|-3 2 1|05 2 -3
3 4 3 511 2 2

1 2 -3][6 2 7] [7 4 4

=|4 2 102 4 2|=|6 2 -1
53 4f[46 7] (9091

olarak bulunur. Buradan (A(_)B)(_)C = A(_)( B(_)C) oldugu goriiliir.

Asagidaki 6nermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard ¢arpimlarinin

toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelliginin oldugu verilmektedir.

Onerme 2.2.3 A,B ve C € R™" matrisleri i¢in

max

(A®B)GC =(ASC)®(BAC)
seklinde Hadamard ¢arpiminin toplama iglemi {izerine sagdan dagilma 6zelligi ve
CO(A®B)=(COA)®(COB)
seklinde Hadamard ¢arpiminin toplama iglemi {izerine soldan dagilma 6zelligi vardir.

Ispat: Maksimum cebirinde matrislerin toplami ve Hadamard ¢arpimi tanimlari ile

(A@ B)@C matrisi

(A®B)OC =[ & @by O], | =| max(ay,b; )@ |
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max ] [ a+c b+c)]

'J’ IJ ij>

[
[(a+c;)® (b +c;)]
[
(AS

a; +¢ ] [b +c} [aij®cij]®[bij®cij}

ACC)®(BOC)

ve Cé(A@ B) matrisi

CO(A® B):[cij](_)[aij @bi] [C ®max(a b. )]

ij > Mij

ij> M ij 2 il

c;+a; |®[c;+b; |=[c;®a; |®[c; ®b; |

_(COA)®(CTB)

[+maxab][ C+ac+b)J
[

sonuclarina ulagilir.
Asagidaki ornekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard carpimlarinin

toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelliginin oldugu gosterilmektedir.

1 2 3 2 S 4 1 2
Ornek2.24 A={4 -2 1 [,B=|-3 2 1|veC=|5 2 -3|eR¥ matrisleri
5 3 4 3 45 1 2 2

i¢in (A®B)OC matrisi

1 5]\ [4 1
(A®@B)OC=|{4 -2 1 |® -3 2 1||O5 2 -3
4 5]) |1 2

2 2 5[4 1 2] [63
=14 2 1|10/5 2 3(=|9 4 2
545/ [1 2 2] (66

ve (A@C) ® ( BéC) matrisi,

12 3] [4 1 2 2 1 5][41 2
(AOC)®(BOC)=[|4 -2 1|05 2 3||®||-3 2 1|05 2 -3
5 3 4] |12 2 3.4 5] |12 2
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53 -17[62 7] 7[63 7
=9 0 2|®2 4 —2|=|9 4 =2
65 6| (46 7|66 7

olarak bulunur. Buradan (A® B)OC = (A(_)C) C—B( B@C) oldugu goriiliir. Benzer olarak

CO(A® B) matrisi,

4 2 1 2 -3 2 15
CO(A®B)=|5 2 -3[0O[[4 2 1 [®|-3 2 1
1 2 2 5 3 4 3 45
4 27 72 2 51 [6 3 7
=15 2 3|04 2 1|=|9 4 =2
1 2 215 4 5| |6 6 7
ve (C6A)®(C6B) matrisi,
4 21 [1 2 =3 2 2 1 5
(C6A)@(C6B)= 5 2 3/0/4 =2 1||®|]|5 303 2 1
] 2] |5 3 4 1 2 3 45
53 -1] [6 2 7 6 3 7
-9 0 2/®2 4 2|=|9 4 =2
6 5 6| |46 7 6 6 7

seklinde elde edilir. Bdylece CO(A® B) =(COA) ®(COB) oldugu gériilir.

Asagidaki 6nermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard ¢arpimlarinin
transpozunun, matrislerin transpozlarinin Hadamard ¢arpimlar1 oldugu verilmektedir.

Onerme 2.2.4 A, B € R™" matrislerinin Hadamard ¢arpimlari igin

(ACB) = AOBT
ozelligi vardir.

Ispat: R™" deki matrislerin Hadamard garpimi ve matrislerin transpozu tamimlari ile

(ACB)' =[a; ®b, ]T =[a;+b, ]T
=[a; +b; |=[a; ®by ]
— ATéBT
oldugu goriiliir.
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Asagidaki ornekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Hadamard carpimlarinin

transpozunun, matrislerin transpozlarinin Hadamard ¢arpimlari oldugu gosterilmektedir.

2 31 2 45
Ornek 2.2.5 A=|5 4 6|, B=|5 6 2|eR> matrisleriicin (AOB)' matrisi
8 73 4 3 1
23172 450 [4 7 6] [4 10 12
(AOBY =|[5 4 655 6 2|| =[10 10 8| =|7 10 10
8 7 3 4 3 1 12 10 4 6 8 4

ve A'OB' matrisi,

2 5 81 [2 5 4] [4 10 12
ATOB"=|3 4 7|04 6 3|=|7 10 10
1 6 3|52 1| |6 8 4

olarak bulunur. Bylece (AOB )T = ATOB" oldugu goriiliir.

Asagidaki Onermede, maksimum toplam cebirinde herhangi bir A matrisi ile tim

elemanlar1 —o olan & matrisin Hadamard ¢arpiminin & matrisi oldugu verilmektedir.

Onerme 2.2.5 A ve £ € R™" matrislerinin Hadamard ¢arpimlari igin ACe =& ozelligi

max

vardir.

Ispat: R™" deki Hadamard ¢arpimi tanim geregi

A0z =3, ® ()] ~[, +(~0) ] =[ 0] =
elde edilir.
Asagidaki Ornekte, maksimum toplam cebirinde herhangi bir A matrisi ile tim
elemanlari —o olan & matrisin Hadamard c¢arpiminin & matrisi oldugu
dogrulanmaktadir.
—00 —00 —00

4 3 1
Ornek2.2.6 A=|5 1 4|, g=|-0 -0 -wo|ecR>* matrislerinin Hadamard
3 5

max

-7 —00 —00 —00
carpimlari,
4 3 1 —00 —00 —00 —00 —00 —00
ADe=|5 1 4 |0|-0 —o0 —w0|=|-0 -0 -—-wo|=g
3 5 -7 —00  —00 —00 —0 -0 —0



olarak bulunur.
Asagidaki Onermede, maksimum toplam cebirinde herhangi bir matris ile tim
elemanlar1 0 olan matrisin Hadamard ¢arpiminin A matrisi oldugu verilmektedir.

Onerme 2.2.6 A ve 0 ¢ R™" matrislerinin Hadamard ¢arpimlar1 i¢cin AO0 = A dzelligi

max

vardir.

Ispat: R™" deki Hadamard ¢arpim tanimi geregi

AD0 =3, ®0]=[a;+0]=[a;]|=A
A matrisine ulasilir. 0 ¢arpimsal birim matris olur.

Asagidaki 6rnek, maksimum toplam cebirinde herhangi bir matris ile tiim elemanlar1 0

olan matrisin Hadamard ¢arpimu ile ilgilidir.

4 3 1] 0 0 0
Ornek2.2.7 A=| 5 1 4 |{ve0=|0 0 0|eR> matrisleri igin, AOO matrisi
-3 5 7] 0 0 0
4 3 1 0 00 4 3 1
ACO=|5 1 41|00 0 O=5 1 4|=A
-35 =710 0 0 -3 5 -7

olarak bulunur. Buradan AO0 = A oldugu gériiliir.
Onerme 2.2.7 a ve ¢, mx1 boyutlu vektérler, b ve d, nx1 boyutlu vektorler olmak

uzere,

(a®b")o(c®d™)=(acc)®(bod )"
esitligi vardir.
Ispat: a®b "= E matrisinin elemanlari,

g =& +b,,1<i<m,1<j<n

seklinde olur. Benzer olarak ¢ ® d "= F matrisinin elemanlari
fy=c¢+d;, I<i<m,1<j<n

seklinde olurlar. Buradan
(a®b™)o(c®d)=EOF =G

matrisinin elemanlar ise

g; =¢ ®f; =(a +b,)®(c +d)
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=a,+b, +¢ +d; =(a+¢)+(b, +d,)
=(a,+¢)® (b, +d;)=(a ®c)® (b ®d,)
=(aoc )®(b;0d; )
seklindedir. Boylece,
G =(acc)®(bod)T
oldugu gorilliir.

Asagidaki 6rnekte (a b’ )6(0 ®d’ ) = (aac) ® (b6d )T ozelligi dogrulanmaktadir.

1 4
3 -2
) 3 2 . “ .. T .« .
Ornek 2.2.8 a = ,C= 5|’ b=|2]|ve d=|-3| vektorleri i¢in, a®b' matrisi
4 -1
4 3
4 3 5
6 5 7
a®b’=| _|®[3 2 4]=
- 1 0 2
4 7 6 8
seklinde elde edilir. c®d™ matrisi
4 2 1 3
2 0 -1 1
c®d' =| _|®[2 -3 -1]=
5 3 2 4
3 1 0 2

seklinde elde edilir. Buradan

(a®b')o(c®d )=

o A O D
o) N S

10

seklinde elde edilir. Benzer olarak,

1 4 5
a60=36 _|°
-2 3
4 3 7

ve
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4 -1 3
olup, boylece
5 6 4
— — 5 6 4
aoc)®(bod)" =| ~ |®[1 -1 3]=
(@cc)® (bod)’ =| [ ] 4 )
7 8 6 10

olarak bulunur. Buradan a®b" Oc®d" = (a0c) ® (bod)" oldugu goriiliir.

2.3 Maksimum Toplam Cebirinde Kronecker Matris Carpimi ve Baz1 Ozellikleri

Tamm 2.3.1 A= [aij] ile B= [bij] matrisleri sirastyla mxn ile Sxr tipinde matrisler
ve a; ® B, sxrboyutlu ij . alt matris olmak iizere

A®B =[a; ®B]
seklindeki msxnr boyutlu A®B matrisine A ve B matrislerinin maksimum toplam
cebirinde Kronecker matris ¢arpimi denir.

Asagidaki Ornekte, maksimum toplam cebirinde Kronecker carpimina bir &rnek

verilmigtir.

. 4 2 o 2 3 4 - C
Ornek 2.3.1 A= 3 5 eR™ ve B= : e R?* matrislerinin Kronecker

max 2 0 max
(;arplml,
6 7 8 4 5 6
— 4 2|—=|2 3 4 5 6 4 3 4 2
35 1 20 56 77 89
4 53 6 75

olarak bulunur.
Maksimum toplam cebirinde Kronecker matris ¢arpimi degismeli degildir. Bir baska
ifade ile,
A®B = BOA
olmasi1 gerekmez.

Asagidaki 6rnek, maksimum toplam cebirinde Kronecker matris ¢arpimi degismeli
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olmadig ile ilgilidir.

. 3 2 2%2 1 4 2 2%3 . “ e . ey . .
Ornek 2.3.2 A= 4 1 eR” ve B= 0 e R matrisleri i¢cin, A®B matrisi

max 3 2 max
4 7 5 3 6 4
— 3 2|=|1 4 2 6 3 55 2 4
A®B = ® =
4 1 3 02 5 8 6 2 5 3
7 4 6 4 1 3
seklinde elde edilir ve B®A matrisi,
4 37 6 5 4
— 1 4 2|—=[3 2 52 8 5 6 3
302 4 1 6 53 2 5 4
7 4 41 6 3

olarak bulunur. Buradan A®B = B®A oldugu goriiliir.
Onerme 2.3.1 Asagidaki onemeler dogrudur.
a. 0 @A=A® o =00 esitligi vardir.
b. A ve B kare matrisler olmak iizere
kos(A®B) = kos(A)®kos(B),
esitligi vardir.
Ispat:
a. R ’daki Kronecker matris ¢arpimi ve cebirsel islemler hatirlanirsa
® & A=[0® A] =[] =<0
ve
A® wo=[a; ®o|=[x]=c
elde edilir.

b. A ve B nxn boyutlu kare matrisler olsun. Bu takdirde,

a,®B ... *
kos(A®B)=kos| 1 :
* a,, ®B
a, ®kos(B) ... *
= kos : :
x ... a_ ®kos(B)
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= kos(A)®kds(B)
oldugu goriiliir.
Asagidaki ornekte, o ®A=A® w=w ve kis(A®B)=kos(A)®kos(B) ozellikleri
dogrulanmaktadir.

Ornek 2.3.3

1 2 3
a. A= olsun. Bu durumda
2 1 4

[
8

_ ([0®@A o®A 0 o0
| 0®@A ©o®A ©

ve
[1®0 2®w 3®wn

A® o= =00
|2®00 1®w® 4®oo}

oldugu goriiliir.

1 0 2 0
b. A= ve B= olsun. Buradan,
0 2 0 3

3
K& (AéB) Kos| | ! O®2 0 Kos|

() = KO = KO
; o 21710 3 4P
0

=[3 4 4 5]

w O A~ =
[\ RN E O e I V)
(2 I \O R VS B )

ve
kos(A)®kos(B) =[1 2]®[2 3]
=[1®2 1®3 2®2 2Q3]
=[3 4 4 3]

olarak bulunur. Boylece kos( A@B) = kés(A)ékés(B) oldugu goriiliir.
Onerme 2.3.2

a. A ve A, ayniboyutlu ve B herhangi boyutlu matrisler olmak {iizere,

(A®A,)®B=(AR®B)®(A®B),

b. B, ve B, ayni boyutlu ve A herhangi boyutlu matrisler olmak iizere,
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AR(B, ®B,)=(ARB,)®(AGB,),

c. a ve f skalerler, A ve B herhangi boyutlu matrisler olmak iizere
(a®A)R(BOB)=(a® B)®(A®B)

ozellikleri vardr.

Ispat:

a. ADA =A olsun. A®B matrisinin ij. blok alt matrisinin a; ® B oldugu

hatirlanirsa, (A @ %)@)B matrisinin ij . blok alt matrisinin (( A )ij D (A, )ij )® B olacagi

gortlir.

Buradan,

((A®A)EB) =((A), ®(A),)®B

:((A)ij ®B)@<(A2)ij ®B)
elde edilir ve

(A ®A,)B = (A®B)®(ASB)
sonucuna ulagilir.

b. B, ® B, = B olsun. A®B matrisinin bir blok alt matrisi a; ® B olur. Buradan
a, ®B=2a;®(B ®B,)
=(a,;®B,)®(a;®B,)
elde edilir ve
AQ(B, ®B,) = (A®B,) ®(A®B,)
oldugu gortiliir.
¢. Maksimum toplam cebirinde Kronecker matris ¢arpimi tanimindan
(a®A)®(S®B)=(a®B)®(a, ®B)
=(a®p)®(A®B)

oldugu gortiliir.

Ornek 2.3.4

1 2 -2 1
a. A :[2 3} A :{ ; 2} ve B=[2 3 1] matrisleri icin, A @ A, matrisi
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2
AoA-|, 3

seklinde hesaplanir. (A ® A, )®B matrisi

(MBAZ)@B{I 2}@2 ; 1]2[3 4 2 45 3}
33 56456 4

seklinde elde edilir. AléB ve AzéB matrisleri

[\S)

—[1 2]= '3 4 2 4 5 3]
A®B = ®[2 3 1]= :
2 3 4 5 3 5 6 4
AZéB_‘—z 1®[2 ; 1]—_ 1 -1 3 4 2]
13 2 |56 4 45 3]

seklinde elde edilir. (A®B)®(A,®B) matrisi,
(A@B)Cﬁ(/&@B)—F 4 2 45 }@{ -1 3 4 2}
|4 35 56 4 453

I3 2 4
15 6 45

olarak bulunur. Buradan (A @ A, )®B=(A®B)® ( A, ®B) oldugu goriilir.

-2 4 3 4 2 4 e
b. A= , B = ve B, = e R_ - matrisleri i¢in, B, ® B, matrisi
-3 2 2 3 2 3

3 4
B OB =

olarak hesaplanir. A@( B, ®B,) matrisi

_ 2 4][3 47 |0
A®(B ®B,)= S 510 517

-1

9]
(@)

AN
AN WD

S = = N
A OO0 N
hn N 3 0

seklinde elde edilir. A@B1 ve A@B2 matrisleri

_  [=2 4]1=[3 47 |0 -5
A®Bl = ® =
-3 2 2 3 0 1

A 0 N



2
— -2 4 0 1
A®B, = 3 2 :

0

A~ B~ O O
LD N 9 ©

seklinde elde edilir. A Bl)(@ A Bz) matrisi,

(A®B,)®(A®B, )=

A L oo
@

S = = N

I O NG =)

hn N 9 ©

o

S = = N
IV N
LN N 3 o

=l

olarak bulunur. Bu takdirde, A@( B,®B,)= (A@B1 ) @ (A@B2 ) esitligi saglanir

2 3 -3 2
c. A:{ }, B:{ }, a =3 ve =5 olsun. Buradan,

305 45
7 12 8 13
_ 5 6]=[2 77 |6 15 7 16
(3®A)®(5®B)= ® =
6 8] |1 10] |8 13 10 15
7 16 9 18

\%

<3®5>®(A@B>=<3®5>®(B iﬁj iD
esitligi ile
-1

(305)®(A®B)=8®

0 W 9 A
|
—

10

13 10 15

7
6 15 7 16
8
7 16 9 18
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olarak bulunur. Her @, A skaleri i¢in (a® A) (f®B)=(a®p)® (A@)B) oldugu

goriiliir.

Asagidaki  onermede, (A®B)®(C®D)=(A®C)®(B®D) ozelliginin oldugu

verilmektedir.

Onerme 2.3.3 AcR™", BeR"™

max ? max

nxp sxt
CeR}" ve DeR), olsun. Bu durumda

(A®B)®(C®D)=(A®C)®(B®D)
ozelligi vardir.

Ispat: Matrislerin Kronecker ¢arpimi ve R__ * daki cebirsel islemler ile

3, ®B .. a,®B) (¢, ®D .. c,®D
(A®B)®(Cc®D)=| . i e i

a,®B .. a,®B) |c,®D .. c,®D

> (a,®c,)®(B®D) - Y (a, ®c,)®(BOD)
k=1 k=1

k:l(a”‘k®c“)® (B®D) - kZ:‘( . ®c,)®(B®D)
(A®C), ®(B®D) - (A®C) ®(B®D)
(A®C) ®(B®D) - (A®C) ®(B®D)

=(A®C)®(B®D)

sonucu elde edilir.

Asagidaki drnekte ( A@)B) ® (C@)D) =(A®C) é( B®D) ozelligi dogrulanmaktadr.

N 2 3 3 3 4 . .
Ornek 2.3.5 A= [2 3] , B= ,C= , D= olsun. Bu matrisler i¢in
4 2 2] 2 5

4 5 5 6]
6 4 7 5]

A®B=[2®B 3®B]:{
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— 30D
C®D =
2®D

B~ O O N
~N N 0

Ve

(A@B)@(céD)z[4 > 2 6}

6 4 7 5

H O
~N N 0

| 4B6D5R5D5R@50604 4RTO508D50606Q7
6X6D4JR5DTRSD5K¥4 6Q7TD4XERTRO6D5KR7

109010010010 11913011013
| 120991209 13012013812

23
A®C =2 3]®m=[2®3@3®2]=[5@5]=[5],

2 3 3 4
B®D= ®

4 2 25
[2®@3@3®2 204®3®5
[4®302®2 4®4D2Q5

[5@5 o6@8] [5 8
|7@4 s®7| |7 8

olarak bulunur. Ayrica

Ve

(A®C)®(B®D)= [5]@{3 Z}

505 5®8| |10 13
507 58| [12 13
matrisleri bulunur. Boylece (A@B) ®(C@D) = ( A®C)@( B® D) oldugu goriiliir.

Asagidaki 6nermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Kronecker carpimlarinin

birlesme 6zelliginin oldugu verilmektedir
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Onerme 2.3.4 A= [aij], mxn boyutlu matris, B ve C herhangi boyutlu iki matris
olmak iizere,

A®(BEC)=(A®B)&C
seklinde birlesme 6zelligi vardir.

Ispat: R__ daki adi ¢arpim tanimi, matrislerin Kronecker ¢arpimi tanimi ve R__ da

var olan birlesme 6zelligi ile

a,®B ... a,®B
(A®B)eC=| . i jeC
a,®B ... a,®B
& &C

(a, ®B)&C ... (a,®B)

oldugu goriiliir.
Asagidaki 6rnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Kronecker carpimlarinin

birlesme 6zelliginin oldugu dogrulanmaktadir.

. 2 3 3 — \—
Ornek 2.3.6 A=[2 3], B :L 2}, C :{2} matrisleri verilsin. (A@B)@C matrisi;

A®B =[2 3]@[2 3} =

[2@2 2®3 3®2 3®3}_[4 55 6}
4 2 -

204 2®2 3®4 3®2 6 4 7 5

matrisi ile

(A@B)@C:F@c 5C 5®C 6®C}

6®C 4®C 7®C 5®C 10

o O N
AN N 9 ©
N o0 o0 O

seklinde ve A@( BEC) matrisi de
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— 2®C 3®C
®C =
4®C 2Q®C

AN N B~ W
B~ O O N

matrisi ile

A@(Bé(:):[zca(séc) 3@(3@(:)}: 0

9

0o O N 2
~N 0 0 O

AN N 9

seklinde bulunur. Buradan A@( Béc) = (A@B)éc oldugu goriiliir.

Onerme 2.3.5

a. Her « skaleri icin
a®@A=a®A=A®a,

b. A®B tanimli ise her b vektorii i¢in
(A®b)®B=(A®B)&b

ozellikleri vardir.

Ispat:

a. R __ ’° da skaler ve matris Kronecker ¢arpimu ile
a®A=a® A

ve
AR =[a;®a|=A®a=a®A

olur.

b. R~ da matrislerin Kronecker ¢arpim tanimindan ve Onerme 2.3.3 den

(A®b)® B =(Acb)®(B&I)
=(A®B)®(b®1)
=(A®B)&b

oldugu goriliir.

Asagidaki ~ omekte, a®A=A®z ve (A®b)®B=(A®B)®  ozellikleri

dogrulanmaktadir.
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Ornek 2.3.7

2 3
a. A=L 2} ve o =5 olsun. Bu durumda
— 52 5®3 7 8
S®A= =
54 5®2 9 7

— 205 3®5 7 8
A®S = =
4®5 2®5 9 7

Ve

olarak bulunur. Buradan a®A = AQu oldugu goriiliir.

2 3 1 3 5 Yy &
b. A= , b= ve B= A matrisleri verilsin. Bu durumda,

2 4 2

(3 4 6 8

_ 4 5 3 5] |7 9
(A@b)@B: ® r

-1 5/ |=2 1| |3 6

0 6 4 7

Ve

~N O O ©

6
— 2 3 3 5])=|1 5 7(=|1 7
(A®B)®b= ® ® |= ® |=
-2 4 -2 1 2 25 2 3
4
olarak bulunur. Buradan (A@b) ®B= (A@ B)@b oldugu goriiliir.

Asagidaki 6nermede, a®' =a®b’ =b"®a zelliginin oldugu verilmektedir.

Onerme 2.3.6 Herhangi iki a ve b vektorleri igin

a®' =a®b' =b'®a
ozelligi vardir.
ispat: a=[a, -~ a,]' ve b=[b - b] olmak iizere R, ’ da matrislerin
Kronecker ¢carpim tanimindan,

a ®b’
ag' =|  |=a®b' =[b®a - b ®a]=b'®a
a ®b'
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oldugu gortiliir.

Asagidaki ornekte, a®b’ =a®b’ =b"®a 6zelliginin oldugu dogrulanmaktadir.

1
Ornek 2.3.8: a=|2|, b" =[2 4] olsun. Budurumda a®b" matrisi
3
1 3 5
a®b’ =2 |®[2 4]=|4 6
3 5 7

seklinde elde edilir. a®b' matrisi

1 35
a®b’' =|2|®[2 4]=4 6
57

olarak elde edilir ve b" ®a matrisi

11 [3 5
b'®a=[2 4]®|2|=|4 6
3] |5 7

olarak bulunur. Buradan a®’ =a®b’ =b' ®a oldugu goriiliir.

Onerme 2.3.7 Asagidaki dnermeler dogrudur.

a. Herhangi boyutlu A ve B matrisleri igin, (A@B)T = AT®B" esitligi vardr.
b. A ve B karesel matrisleri i¢in, iz (A@)B) =iz(A)®iz(B) esitligi vardir.

¢. A ve B karesel matrisleri simetrik ise A®B de simetriktir.

Ispat: a. RT" deki matrislerin Kronecker garpim tamimi ve matrislerin transpozu

X

tanimlari ile

T

a,®B .. a, ®B
— T
(A®B) = :
a,®B .. a ®B
a,®B" ... a, ®B'
a,®B" ... a, ®B'
= A"®B"
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oldugu gortiliir.

b. A ve Bsirasiyla Nxn ve mxmboyutlu matrisler olsun. Bu durumda

a,®B ... a,®B

iz(A@B)ziz :

a,®B ... a,®B
=iz(a, ®B)®---@iz(a,, ®B)
=(a, ®--®a, )®iz(B)
=iz(A)®iz(B)

oldugu gortiliir.

c. A ve B simetrik kare matrisler olsun. Onerme 2.3.7.a. dan
(A®B) = ATGB'
= AGB
elde edilir. Boylece, A®B de simetriktir.
Ornek 2.3.9

2 3 4 2 o o — ..
a. A= 5 ve B = 5 3 matrisleri verilsin. A®B matrisi

4

6 4 7 5

— 20B 3®B 7 5 8 6
A®B = =

20B 4®B 6 4 8 6

7 5 9 7

seklinde elde edilir. Bu matrisin transpozu ise

6 7 6 17
A—BT_4545
(®)_7889

56 6 17

2 2 4 5 _
seklindedir. A’ =L 4} ve B' =L 3} matrislerinden A" ® B" matrisi

R ={23T ZBT}

3BT 4BT

seklinde yazilir ve buradan
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AT®B" =

[ N )
AN 0 W
o) e I %)
~N O W»n

— \T

olarak bulunur. Bdylece (A ® B) =A"®B" oldugu goriiliir.

23 4 2 I~ .
b. A={ }, B ={ 3} matrisleri i¢cin, A®QB matrisi

2 4 5
— [2®B 3®B
ARB =
2®B 4®B
(6 4 7 5
|7 586
16 4 8 6
75 9 7

seklinde elde edilir. iz (A@B) hesaplanirsa

iz( A®B)=6@5®5@8D7 =8
sonucuna ulastlir ve
iZ(A)®iz(B)=(204)®(4®3)=4®4=38
olarak bulunur. Buradan
iz( A®B) =iz(A)®iz(B)
oldugu goriiliir.

4 2 -2 3 = -
c. A= , B= matrisleri icin A®B matrisi
2 3 3 4

— 4®B 2®B
A®B:[ }

2®B 3®B

seklinde yazilir ve

2

0
5
A®B =
1
6

AN L 0
~N N &N WD

7
0
5
olarak bulunur. A ve B matrisleri simetrik ise A®B simetrik oldugu goriiliir.
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2.4. Maksimum Toplam Cebirinde Khatri-Rao Matris Carpim ve Bazi Ozellikleri

Tanmm 2.4.1 A= [aij] ve B= [bij] matrisleri sirastyla mxn ve Sxr tipinde herhangi

iki matris olsun. A; ile B; sirasiyla A ile B matrislerinin m; xn; ve §;xr; boyutlu alt

i
matrisleri ve AH@Bij de m;s; xn;r; boyutlu matrisi i¢in

(A%B)=[ A ®B, |,
seklinde tanimlanan Zmisi xanl’j boyutlu A* B matrisine A ve B matrislerinin

maksimum toplam cebirinde Khatri-Rao matris ¢arpimi denir.

Asagidaki Ornekte, maksimum toplam cebirinde Khatri-Rao ¢arpimina bir 6rnek

verilmigtir.
1 2 3] 1 4 7
Ornek2.4.1 A={4 5 6|veB=[2 5 8|cR> olsun. A ve B matrislerini
7 8 9] 3 6 9
1 2] 3]
A|1:_4 5_3 A12:_6_’ A21:[7 8]7 Azzz[g]
1 4] 7]
B, = 2 5] , B, = B » By :[3 6] » By, :[9]

seklinde alt matrislere ayirirsak A* B matrisi

2 5 3 10]

_ _ 1®B, 2®B, 3®B,| |3 6 4 11
A¥B:{A”(?B” AZ(?B”} 4®B, 5®B, 6®B,|=|5 8 6 13
A ®By A, OB, 7®B, 8®B, 9®B,| [6 9 7 10 14

110 13 11 14 18]

olarak bulunur.
Maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao c¢arpimi degismeli degildir. Bir
baska ifade ile
A*B = B*A
olmasi1 gerekmez.
Asagidaki 6rnekte, maksimum toplam cebirinde Khatri-Rao ¢arpiminin degisme 6zelligi

olmadigini gdsteren bir 6rnek verilmistir.
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2 3 2 4 I 12 3
Ornek24.2 A=|5 1 0 2[,B=[4 3 5 2 |eR¥ olsun. Budurumda,
3 2 311 0
2 3] 2 4]
A, = s Ay = 0 2 ’A21:[3 2]5A22:[1 4]
1 1] 2 3]
B“:_4 3_,812:_5 2_,|321=[3 1], B, =[1 0]

seklinde alt matrislere ayrilan A ve B matrisleri i¢in A * B matrisi
_AH@BII A12®812

_AZI ® BZl A22 ® B22

2®B, 3®B, -2®B, 4®B,

-|5®B, 1®B, 0®B, 2®B,
3®B,, 2®B, 1®B, 4®B,

A*xB=

33440 56 1
6 5763 0 9 6
=16 6 2 22 3 4 -1
98 545 2 7 4
6 4 5 3 2 5 4

olarak bulunur. B * A matrisi ise

BIIC;)AII B]2®A12i|
_BZI ® Azl BZZ @ A22

1A, 1®A, 2®A, -3®A,
=[4®A, 3®A, 5®A, 2®A,
3®A, I®A, 1®A, O0®A,

B* A=

343406 -5 1
6 2622 4 -3 -1
=6 75639 0 6
958 457 2 4
6 54325 1 4

olarak bulunur. Bundan dolay1 A*B # B * A oldugu goriiliir.

Onerme 2.4.1 A, B, C, D uygun boyutlu matrisler ise
(A®C)*(B®D)=(A+B)®(AD)®(C+B)®(C*D)

esitligi vardir.
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Ispat: Matrislerin Khatri-Rao ve Kronecker ¢arpimi tanimlari ile

(A®C)%(B®D)=[(A®C) ®(BD), |

ij ij ij

- _((akl ®c,)®(BO D)ii )klj|

-|((as®(B®D),)®(cs ®(BED), ))J

:(ak, ®B, ®a, ®D, ®c, ®B, &c, ®D,) }

kI _ljj

| A/®B; | ®| A®D, | ®|C,®B; | ®|C,&D, |

ij

= (AB)@®( A*D)®(C*B)®(C*D)

oldugu goriiliir.
1 0 2 3 3 2 1 =2 1 4 5 2
Ornek243 A=| 4 1 -2 5(,B=|0 3 2 ,C=(3 1 =2 -1|,
-3 4 1 2 4 -2 1 3 6 2 1 0
2 1 0 4
D=|-2 5 4 3 |eR¥ olsun. A©@C ve B® D matrisleri
6 2 -4
1 0 2 3 1 4 5 2 1 4 5 3
A®C=|4 1 -2 5|3 1 -2 —-1|=|4 1 -2 5
-3 4 1 2 6 2 1 0 6 4 1 2
ve
3 2 1 =2 2 1 0 4 3 2 1 4
B®D=(0 3 2 1|®-2 5 4 3 |=|0 5 4 3
4 -2 1 3 6 2 1 -4 6 2 1 3

seklinde hesaplanir. A@C =K, B® D =L olmak {izere K ve L matrislerini

Kuz[l 4},&2:[5 3}, K, =[6 4], K, =[1 2]
4 1 -2 5

R TS AN RS CE NS

seklinde alt matrislere ayrralim. 1k olarak K*L matrisini hesaplayalim. K*L matrisi
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K¥L= KII(E)LII KIZCE)L12:|
_K21 ® I‘21 K22 ® L22
[1®L, 4®L, 5®L, 3®L,
=l4®L, 1®L, -2®L, 5®L,
|6®L, 4®L, 1®L, 20®L,
(4 3 7 6 9 4 7]
1 6 4 9 8 7 6
=7 6 4 3 -1 2 6 9
4 9 1 6 2 1 9 8
12 8 10 6 2 4 3 5

olarak bulunur. A, B, C ve D matrislerini,

1 0] 2 3]

A11: 4 1 ’Au: 9 5 ’A21=[_3 4],A22=[1 2]
(3 2] [1 2]

B”:_O 3_,812:_2 1_=|321=[4 —2],822:[1 3]
(1 4] 5 2

C,= 31 ’Clzz{_z _1}5C21:[6 2],C22:[1 O]
2 1 0 4

D=, 5},%:{4 3},D21=[6 2], D, =[1 4]

seklinde alt matrislere ayiralim. Buradan

A;B: AIICE)BII AIZCE)BH:|
_A21®le A22®Bzz
[ 1®B, 0®B, 2®B, 3®B,
=| 4®B, 1®B, -2®B, 5®B,
-3®B, 4®B, 1®B, 2®B,
4 3 32 3 0 4 1]
1 4 03 4 3 5 4
=7 6 4 3 -1 4 6 3|,
4 7 1 4 0 -1 7 6
1 -5 8 2 2 4 3 5]
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A;D= An?Dn AIZ?DD
_A21®BZI A22®D22
1®D,, 0®D, 2®D, 3®D,
=| 4®D,, 1®D,, -2®D, 5®D,
-3®D,, 4®D, 1®D, 2®D,,
(3 2 2 1 2 6 3 7]
-1 6 25 6 5 7 6
=6 5 3 2 -2 2 5 9/,
2 9 -1 6 2 1 9 8
'3 -1 10 6 2 -3 3 -2
C¥B= C11§Bll C12§B12
_C21 ® BZI C22 ® BZZ
[1®B,, 4®B, 5®B, 2®B,
=|3®B, 1®B, -2®B, -1®B,
6®B, 2®B, 1®B, 0®B,
(4 37 6 6 3 3 0]

1 4 47 7 6 4 3
=6 5 4 3 -1 4 0 -3|,
3614 0 -11 0
10 4 6 0 2 4 1 3]

C§D= C:ll&)Dll C12(;)D12

L C21 ®D21 C22 ®D22

[1®D,, 4®D, 5®D,, 2®D,
=|3®D,, 1®D, -2®D, -1®D,
6®D, 2®D, 1®D, 0®D,

3 2 55 9 2 6]

-1 6 9 9 8 6 5

=5 4 2 2 2 -1 3
8§ -1 6 2 1 3 2

12 8 8 4 2 -3 1 -4

matrisleri elde edilir. Boylece (A*B)® (A* D)® (C * B)® (C * D) matrisi
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4 3 7 6 6 9 4 7
1 6 49 9 876
(A¥B)®(A*D)®(C*B)®(C*D)=|7 6 4 3 -1 2 6 9
49 1 6 2 19 8
12 8 10 6 2 4 3 5|

olarak bulunur. Buradan (A®C)*(B@® D) =[(A% B)® (A% D)|®[(C*B)®(C * D)]

oldugu goriiliir.
Asagidaki onermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarinin
transpozunun, matrislerin transpozlarinin Khatri-Rao ¢arpimlar1 oldugu verilmektedir.

Onerme 2.4.2 A ve B herhangi boyutlu matrisler ise
(A%B) =AT+BT
ozelligi vardir.

Ispat: Matrislerin Khatri-Rao ve Kronecker carpimlari ve matrisin transpozu

tamimlarindan,

=A"*B"
oldugu goriiliir.
-2 -1 3 11 2 2
Ornek244 A=|4 2 5 0|veB=[(4 3 0 1|eR¥ olsun. A ve B
31 0 2 51 -3 2
matrislerini,
-2 -1 31
A|1:_4 ) ’Azz 5 0 ’A21=[3 1]’A22:[0 2]

Bn:l 1}’812:{2 2}7821:[5 1]7822:[_3 2]
4 3 0 1

seklinde alt matrislere ayiralim. A*B matrisi

2®B, -1®B, 3®B, 1®B,
-| 4®B, 2®B, 5®B, 0®B,

A¥B=|:AII®BII A12®BIZ:|
3®B, 1®B, 0®B, 2®B,

A21 ® BZI AZZ ® BZZ
ile
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-1 -1 0 0 5 5 3 3]
2 1 32 3 4 1 2
AB=|5 5 33 7 7 2 2
8 7 6 5 5 6 0 1
|8 4 6 2 -3 2 -1 4]
olarak bulunur. Bu matrisin transpozu
-1 2 5 8 8]
_ o |-1 1 5 7 4
-1 -1 00 5 5 3 3
0 3 3 6 6
2 1 32 3 4 1 2
T 0 2 3 5 2
(A*B) =|5 5 3 3 7 7 2 2| =
5 375 3
8 7 6 5 5 6 0 1
5 47 6 2
8 4 6 2 -3 2 -1 4
= - 31 2 0 -1
13 2 2 1 4]
(-2 4 3 1 4 5
. e 1 i -1 241 ;|1 31 S
seklinde elde edilir. Simdi A" = ve B = matrislerini
3 50 2 0 -
|1 0 2 12 1 2
(-2 4 3] 35 0
T _ To_ T _ T o_
w2 e S

1 4 5 20
T N

1]

seklinde alt matrislere ayiralim. A’ *B" matrisi Khatri-Rao carpimi ile

AT;BT:|:A1T1(E)BITI AITZCE)BITZ:|
A, ®B; A,®B,

seklinde yazilir. Buradan blok matrislerin Kronecker garpimi ile A’ *BT matrisi

-2®B,
-1®B)|
3®B,
1® B,

AT*BT =

seklini alir. Boylece

4®B,
2®B|,
5®B,,
0®B],

3®B),
1®B],
0®B,,
2® B,
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-1 2 5 8 8]
-1 15 7 4
0 3 3 6 6
AT;BT=02352
5 375 3
5 476 2
312 0 -1
'3 221 4

olarak bulunur. Buradan (A% B)" = A" * B" oldugu gériiliir.

Asagidaki 6nermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarinin
toplama iglemi iizerine sagdan dagilma 6zelliginin oldugu verilmektedir.

Onerme 2.4.3 Matrislerin Khatri-Rao carpimlarinin toplama islemi iizerine
(A®B)¥C=(A%C)®(B%C)
seklinde sagdan dagilma 6zelligi vardir.

Ispat: Matrislerin Khatri-Rao ile Kronecker carpimlari tanimlari ve garpma isleminin

toplama islemi iizerine dagilma 6zelliginden,
(A®B)*C=|(A®B), &C, |
]

=[(ay ®b,)®C; ]ij
_ [((akl ®C,)® (b, ®C, )M
esitligine ve matris toplamindan

(A®B)FC=[(a,®C,), | ®[(b,®C,), |

ij ij

ij

=|A®C, | ®|B,®C, |
—(A¥C)®(B*C)
sonucuna ulasilir.

Asagidaki 6rnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarinin

toplama islemi iizerine sagdan dagilma 6zelliginin oldugu verilmektedir

34 5 6 1 22 3 21 5 0
Ornek245A=(2 3 1 4[,B=[0 2 0 -1[,C=[3 2 4 1|eR*
0 2 -3 -2 4 6 3 2 6 1 -4 2

olsun. A, B ve C matrislerini
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A - 3 4 A, -
2 o3
g _
Bll__o _’Blz_
2 1
Cll__ i) =C12
3
seklinde ve A@B=D=|2
4

3 4
D, = 2 3 » Dy

1

n

5 6
= 7D21: s Yoy =
{ } [4 6].D,=[3 2]

seklinde alt matrislere ayiralim. Ilk olarak (A® B);C = D*C matrisi

D11®C11

ch{ ®
D, ®C,,

ile

O

*

@)

Il
I N Y
= NV BEEN Bio N

4
1
3
0
5

[S—
S

12

olarak bulunur. Ayrica

A%C =

—_ O W = K
o AN L 9N

R QI

_ 30C,
D22®C22 4®C21
510 5 11 6]
2 9 6 10 7
4 6 1 9 4
1 5 2 8 5
7 -1 5 2 4

_ 30C,
28] Lzac,
A22®C22 0®C21
510 5 11 6]
2 9 6 10 7
4 6 1 9 4|,
1 5 2 8 5
3 -7 -1 -6 0]
B, ®C 18C,

12_ 12 — 0®C”
822®CZZ 4@9(:21

4®C,,
3®C,,
6®C,,

4®C,,
3®C,,
2®C,,

2®C,
2®C,,
6®C,,

5®C,,
1®C,,
3®C,,

5®C,,
1®C,
-3®C,,

2®C,,
0®C,
3®C,,

6®C,,
4®C,
2®C,,

6®C,,
4®C,,
—2®C,,

3®C,,
-1®C,,
2®C,,



(3 2 4 3 7 2 8 3]

4 -1 5 0 6 3 7 4

BxC={2 1 4 3 5 0 4 -1

3 25 0 4 1 3 0

o5 12 7 -1 5 =2 4]

matrisleri ve bu matrisler ile

5 4 6 510 5 11 6| [3 2 4 3 7 2 8 3]
6 1 72 9 6 10 7 4 -1 5 0 6 3 7 4
(A*C)®((B*C)=|4 3 5 4 6 1 4l@l2 1 4 3 5 0 4 -1
5061 5 2 5 3 25 0 4 1 3 0
6 1. 8 3 -7 -1 -6 0] |10 5 12 7 -1 5 -2 4

(5 4 6 510 5 11 6]

6 1 7 2 9 6 10 7

=4 3 5 4 6 1 9 4

50 6 1 5 2 8 5

110 5 12 7 -1 5 -2 4]

matrisi elde edilir. Buradan (A®@B)*C =(A*C)®(B*C) oldugu goriiliir.

Asagidaki 6nermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarinin
toplama iglemi iizerine soldan dagilma 6zelliginin oldugu verilmektedir.

Onerme 2.4.4 Matrislerin Khatri-Rao ¢arpimimin toplama islemi {izerine
A*(B®C)=(A*B)®(A*C)
seklinde soldan dagilma 6zelligi vardir.

Ispat: Matrislerin Khatri-Rao ¢arpimi ve Kronecker ¢arpimi tanimlar1 ve ¢arpma

isleminin toplama iglemi {izerine dagilma 6zelliginden,

[A®(Bec), | -|(a ®(B®C), )HJ

ij

a, ®B;)®(a, ®C, ))m l,—

]

a, ®B,), l [(ak,®cij )k.l

[A®B; ] ®[ A ®C; ],

I
- (ak|®B) ®(a, ®Cy), 1_
[

]
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elde edilir ve boylece
AQ(B@C) :(A¥ B)@(AEC)
oldugu goriiliir.
Asagidaki 6rnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarinin

toplama islemi lizerine soldan dagilma 6zelliginin oldugu dogrulanmaktadir.

5 4 4 3 0 4 6 1 -3 2 1 -1
Ornek24.6 A=| 2 3 1 2[,B=[3 7 1 0[,C=[4 3 3 2|eR¥™
-2 6 3 0 4 2 5 1 5 1 0 -3
olsun. A, B ve C matrislerini
S R L A e I S
Yl 3 o2 T
0 4] (6 1]
11:{3 7_9812=_ O_’BZI_[4 2]9822_[5 1]
-3 2 1 -1
C, = 4 3 , G, = ) ’C21:[5 1]’C22:[0 _3]
0 4 6 1
seklindeve B&C=D=4 7 3 2| matrisini
5 2 51

4 7

0 4 6 1
D, = , Dy, = 3 9 9D21:[5 2]7D22:[5 1]

seklinde alt matrislere ayiralim. Ilk olarak A;( B® C) = A*D matrisi

50 50 5®D, 4®D, 4®D, 3®D,
A?D{:“C;)D“ AZ&DDH}: 2®D, 3®D, 1®D, 2®D,
2 ®D; A, OD, -2®D,, 6®D, 3®D, 0®D,

5 9 4 8 10 5 9 4
912 8 11 7 6 6 5
=2 6 3 7 7 283
6 9 7 10 4 3 5 4
3 0 11 8 8 4 5 1

olarak bulunur. $imdi ise (A* B)@(A*C) matrisini hesaplayalim. A* B matrisi
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_ _ 5B, 4®B,, 4®B,
AxB= A“Ci)B“ A'Z?B”}: 2®B,, 3®B, 1®B,
A ®By A, OBy -2®B, 6®B, 3®B,
5 9 4 8 10 5 9 4]
8 12 7 11 5 4 4 3
=2 6 3 7 7 2 8 3
59 6 10 2 1 3 2
12 0 10 8 8 4 5 1]
ve A* C matrisi
A;C: AI(E)CH AZCE)CH
_A21 ®C21 A22 ®C22
[ 5®C,, 4®C, 4®C,, 3®C,
=| 2®C,, 3®C,, 1®C, 2®C,
| 2®C,, 6®C, 3®C, 0®C,
(2 7 1 6 5 3 4 2]
9 8 8 7 7 6 6 5
=-1 4 0 5 2 0 3 1
6 5 7 6 4 3 5 4
|13 -1 117 3 0 0 -3]
seklinde ve boylece (A* B)® (A* C) matrisi
5 9 4 8 10 59 4| [2 7
8 12 7 11 5 4 4 3 9 8
(A*B)®(A*C)=|12 6 3 7 7 2 8 3|®|-1 4
59 6 10 2 1 3 2 6 5
2 0 10 8 8 4 5 1] |3 -1
maksimum toplamu ile
5 9 4 8 10 5 9 4]
9 12 8 11 7 6 6 5
(A*xB)®(A*C)=|2 6 3 7 7 2 8 3
6 9 7 10 4 3 5 4
3 0 11 8 8 4 5 1}

olarak bulunur. Buradan
Ax(B®C)=(A*B)®(A*C)

oldugu goriiliir.
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2.5 Maksimum Toplam Cebirinde Tracy-Singh Matris Carpimi ve Baz1 Ozellikleri

Tanmmm 2.5.1 A=|a. | ve B=|b matrisleri sirasiyla mxn ve Sxr tipinde herhangi
ij pq Yy p g

iki matris olsun. A; ile B, swrasiyla, A ile B matrislerinin m xn,

(m=Zmi,n=an) ve S, XI, (S=Zsp,r=2rq) boyutlu ij. ve Ppg. blok alt

matrisleri olmak tizere

AOB =|:A1j 0] B]ij =[(AJ ® BF’Q)pq}

ij
seklinde tanimlanan msxnr boyutlu AQ® B matrisine maksimum toplam cebirinde A
ve B matrislerinin Tracy-Singh ¢arpimi denir.

Asagidaki oOrnekte, maksimum toplam cebirinde Tracy-Singh c¢arpimina bir &rnek

verilmistir.
301 0 1 3
Ornek2.5.1 A={0 3 2|veB=[2 5 1|eRX olsun A ve B matrisleri
4 0 0 0 2 1
[3 0] 1
A”:_O 3_’A2: b aA21=[4 O],A22=[0]

0 17 3
B, = 2 5 ,Bl2:|:1j|5821:[0 2]’822:[1]

seklinde alt matrislere ayrilsin. Boylece A® B matrisi,
AI?BII All?BIZ AZ?BII AZ?BIZ
AéB:|:A“ A2:|6|:Bll Ble|: AllCiDBZI Allci>822 A‘IZCi)BZl AZ?BZZ
AZ] A22 BZI BZZ AZl ® Bll AZI ® BIZ AZZ ® Bll A12 ® BIZ
A21 ® BZI AZI ® BZZ AZZ ® BZI AZZ ® BZZ

[3®B, 0®B, 3®B, 0®B, 1®B, 1®B, |
0®B, 3®B, 0®B, 3®B, 2®B, 2®B,
3®B,, 0®B, 3®B, 0®B, 1®B, 1®B,
0®B, 3®B, 0®B, 3®B, 2®B, 2®B,
4®B, 0®B, 4®B, 0®B, 0®B, 0®B,
4®B, 0®B, 4®B, 0®B, 0®B, 0®B, |

esitligi ile
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AGOB=

A O A O W N O B W
A O LN WL W = 0 A
S N O WO W WO
N D — W DN 0~ D =
whnmn D 9 —= B~ ~= W &~ O
—_— = W R = B~ N = W
S N O N~ BN W=
D D — AW W N
— = W W N W N D

seklinde elde edilir.
Maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh carpimi degismeli degildir. Bir
baska ifade ile
AGB=BOA
olmas1 gerekmez.
Asagidaki ornekte, maksimum toplam cebirinde Tracy-Singh c¢arpiminin her zaman

degismeli olmadig1 gosterilmektedir.

2 0 0 1 3 0
Ornek2.52 A={0 1 2|,B=|4 2 3|eR¥ olsun. Ave B matrislerini
4 3 0 2 4 0
(2 0] 0]
A”:_O 1_9'6\2:_2_’ A21=[4 3]’Azz:[0]
1 3] 0]
B11:_4 2_’812:_3_9821:[2 4]’822:[0]

seklinde alt matrislere ayiralim. AQ B matrisi

A11®Bll A11®Blz A12&3811 Al2®Blz
All Alz}6|:Bll BIZ}: A11®BZI A11®BZZ A12®BZI A12®BZZ
AZ] AZZ BZI BZZ A21 ® Bll AZl ® Blz A22 ® Bll A22 ® Blz

AZI C;) BZl AZI C;) BZZ A22 C;) BZI A22 C;) Bzz
[2®B,, 0®B, 2®B, 0®B, 0®B, 0®B,|
0®B, 1®B, 0®B, 1I®B, 20B, 2®B,
2®B, 0®B, 2®B,, 0®B, 0®B, 0®B,
0®B, 1®B, 0®B, 1®B, 2®B, 2®B,
4®B, 3®B, 4®B, 3®B, 0®B, 0®B,
4®B, 3®B, 4®B, 3®B, 0®B, 0®B, |

A@B:{
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esitligi ile

1
I

3513201 30
6 4 4 2 5 3 4 2 3
1 324 01 3 5 2
4 2 5 3 3 4 6 4 5
AGB={4 6 2 4 2 0 2 4 0
24 3 5 01 4 6 2
57 46 43130
8 6 757 6 4 2 3
6 8 57 43 2 4 0]
olarak ve B® A matrisi
BéA:_B” Blz:|6|:Al A2i|
_821 822 AZ] A22
BII®A11 BII®A12 BIZ®A11 B12®A12
— Bll C;) A21 Bll C;) A22 812 C;) AZI BIZ C;) A22
BZI @ All BZI ® A12 822 ® A11 BZZ ® A|2
_BZI®A21 BZI®A22 B22®A21 822®A22

1®A, 3®A, I®A, 3®A, 0®A, 0®A,]
40A, 20A, 4®A, 20A, 3®A, 3®A,
I®A, 3®A, 1®A, 3®A, 0®A, 0®A,
40A, 20A, 4®A, 20A, 3®A, 3®0A,
20A, 40A, 20A, 40A, 0®A, 0®A,

2QA, 40A, 20A, 40A, 0®A, O0®A, |

1

315313200
1 23435012
6 4 42 42533
4523643 45
=15 47613430
8 765 4276 3
426 424200
234546012
6 58 7 2 4 43 0

olarak bulunur. Béylece AQ B # B A oldugu gériiliir.
Asagidaki 6nermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh ¢arpiminin

toplama iglemi tizerine sagdan dagilma 6zelliginin oldugu verilmektedir.
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Onerme 2.5.1 Matrislerin Tracy-Singh ¢arpiminin toplama islemi iizerine
(A®B)OC=(AGC)®(BOC)

seklinde sagdan dagilma 6zelligi ve
CO(A®B)=(COA)®(COB)

seklinde soldan dagilma 6zelligi vardir.

Ispat: Matrislerin Tracy-Singh matris carpim tanimi ve matrislerin ¢arpma isleminin

toplama islemi iizerine dagilma 6zelligi ile

(A®B)OC=|(A®B) OC]|

ij

[
>
®I
ie)

L

oldugu gortiliir.
Benzer sekilde maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh c¢arpiminin

toplama islemi tizerine soldan dagilma 6zelliginin CO(A®B)=(COA)®(COB)

oldugu da gosterilebilir.
Asagidaki Ornekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh g¢arpiminin

toplama islemi tizerine sagdan dagilma 6zelliginin oldugu verilmektedir

-3 0 !-=2 3 200 2 411
Ornek 253 A=| 1 3 1-4|,B=|-2 113(,C=[0 2 |-3|cR* seklinde
0 12 4 01-3 4070
3 210
tanimlansn ve A@B=K=|1 3 i 3 | olsun. A B,C ve K matrisleri
4012

O N R O RN
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3 2] 0

Bn:__z 1_’ 812:_3 > B212[4 0]9
(2 4] 1

Cll__o 2_’012___3 ’C21=[4 0
3 2 0

Ky = 1 30 Ky, = 3| K21:[4 0]:

seklinde alt matrislere ayrilsin. (A®@B)OC

Kll CE>(:ll
K6C:|:Kll K12i|6|:cll C12j|: Kll(i)CZI
K21 K22 CZI CZZ K21 ®Cll
K21 ®(:21
3®C, 2®C, 3®C, 28C,
1®C, 3®C, 1®C, 3®C,
B 3®C,, 2®C, 3®C, 2®C,
|1®C, 3®C, 1®C, 3®C,
4®C, 0®C, 4®C, 0®C,
4®C, 0®C, 4®C, 0®C,
5 -1 4 2 4 3 2 -4
352 4 0 -1 0 2
335 -1 2 4 5 -l
1 3 3 5 -2 0 3 5
=7 3 6 2 3 2 4 0
51 7 3 1 3 7 3
6 0 2 4 5 1 0 -6
4 6 0 2 1 -3 -2 0
8 4 4 0 4 0 2 =2
olarak bulunur. A®QC matrisi
All CEDCII
A6C:|:A11 A|2:|6|:C11 C12j|: Allci)CZI
AZI A22 C21 C22 AZl ®C11
AZl ®C21

ile
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B,, =[-3]

=
O

—

¥

x X X
I ® ® QI
0O

[
—_

0

S}

N
®
0O

A\ll ®C12
All ®C22
A‘Zl C;>(:12
AZ] ®C:22

K © C matrisi

ke

—
8]

g

R R X @I
ke

I3
S}

X X X X

353
8]

0

0®C, |
3®C,
0®C,,
3®C,,
-2®C,
—2®C,, |

A\I2 ®C11
AIZ ®C21
AZZ C;>(:11
A22 ®C:Zl

I~}
O

-

I~}

O

8]
[
)

I3
[
0
8]

X X X X
R R &V Xl

[
)

0

A|2 ®C12
A12 ® C22
AZZ C;>(:12
A22 ®C22



3®C, 0®C, -3®C, 0®C, -28C,
1®C, 3®C, 1®C, 3®C, -4®C,
AGC|38C 08C, 38C, 08C, -28C,
1®C, 3®C, 1®C, 3®C, -4®C,
0®C, -1®C, 0®C, -1®C, -28C,
0®C, -1®C, 0®C, -1®C, -2®C,
-1 =7 2 -4 2 1 0 -6 -1
3 -1 0 2 -6 -3 2 0 -5
3 35 -1 2 4 -2 -8 -3
1 3 3 5 2 0 -4 -2 -7
=1 3 4 0 3 0 2 -2 -2
5.1 7 3 1 3 0 -4 -4
2 4 1 -5 1 0 0 -6 -1
0 2 -1 1 -3 -4 2 0 -5
4 0 3 -1 0 -1 2 -2 -2
ve BOC matrisi
86C:|:Bll BlZi|6|:Cll C12:|
BZl BZZ CZI C22
Bll ®Cll Bll C;)CIZ BIZ C;)c:ll BIZ C;)CIZ
— B]l ®C21 Bl] ®C22 BIZ ®C21 BlZ ®C22
BZI C;DC:II BZI C;>(:12 BZZ C;>(:ll BZZ C;>C12
_B2] ®C21 BZ] ®C:22 BZ2 ®C:2] BZZ ®C22
3®C, 2®C, 3®C, 2®C, 0®C,
2®C, 1®C, -2®C, 1®C, 3®C,
3®C, 2®C, 3®C, 2®C, 0®C,
“|2®c, 1®C, -2®C, 1®C, 3®C,
4®C, 0®C, 4®C, 0®C, -3®C,
| 4®C, 0®C, 4®C, 0®C, -3®C,

esitligi ile

&3

3®C,,
—3®C,,

-2®C,, |
—4®C,
-2®C,,
—4®C,,
-2®C,
—2®C,, |

0®C,
3®C,,
0®C,,
3®C,,




(5 -1 4 -2 4 3 2 —4 1]
352 4 0 -1 0 2 -3
0 6 3 3 -1 2 5 -1 4
-2 0 1 3 -5 =2 3 5 0
BOC=|7 3 6 2 3 2 4 0
2 25 1 =2 7 3 3
6 0 2 -4 5 1 -1 -7 =2
4 6 0 2 1 -3 -3 -1 -6
'8 4 4 0 4 0 1 -3 -3]

olarak elde edilir. Boylece (A©C)@® (B ® C) matrisi

5 -1 4 22 4 3 2 -4 1
352 4 0 -1 0 2 -3
3 35 -1 2 4 5 -1 4
1 3 3 5 =2 0 3 5 0

(AGC)®(BOC)=|7 3 6 2 3 2 4 0 0
5 1 7 3 1 3 7 3 3
6 0 2 4 5 1 0 -6 -1
4 6 0 2 1 -3 =2 0 -5
8 4 4 0 4 0 2 -2 -2

seklinde hesaplanir. Buradan
(A®B)OC=(AOC)®(BOC)

oldugu goriiliir.

Onerme 2.5.2 A,B,C ve D uygun boyutlu matrisler olmak iizere
(AOB)®(COD)=(A®C)O(B®D)

esitligi vardir.

Ispat: Matrislerin Tracy-Singh carpimi ve maksimum matris ¢arpimi tanimlar

hatirlanirsa
[(a5B)2(coD)], =¥ [(A E8,), ] o[(c,BD,), ],

esitligi yazilir. Boylece matrislerin Kronecker ¢arpimi tanimi ve Kronecker carpim ile

ik
maksimum matris ¢arpimi arasindaki bagintinin kullanilmasi ile

(AGB)®(COD)=(A®C)O(B®D)

sonucuna ulagilir.
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-2 3 -1 1 213 4 110
Ornek2.54 A=| 0 —411|,B=|0 31-2|,C=[2 312|ve
3210 0 011 -3 011
1113
D=[2 0 i 0 |eR> matrisleri tammlansm. A ve B matrislerini
i e
4 211

1 2 3
B, :_0 3] B, = Yk B, :[0 O]’ 822:[1]
seklinde alt matrislere ayralim. ilk olarak (A® B)®(C © D) matrisini hesaplayalim.
AQ® B matrisi

A68=_A1 Al2j|6|:Bll BIZ:|
BZI BZZ

AH@BII All®Blz A12®Bll A12®Blz
All ® le All @ Bzz Al2 @ BZl A12 ® BZZ
AZl @ Bl] Azl ® B]2 A22 @ B]l AZZ ® Blz
A21®BZI AZI®BZZ A22®le A22®BZZ
-2®B,, 3®B, -2®B, 3®B, -1®B, -1®B,]
0®B, -4®B, 0®B, -4®B, 1®B, 1®B,
-2®B, 3®B, -2®B, 3®B, -1®B, -1®B,
0®B, -4®B, 0®B, -4®B, 1®B, 1®B,
3®B, -2®B, 3®B, -2®B, 0®B, 0®B,
 3®B,, -2®B, 3®B, -2®B, 0®B, 0®B, |

esitligi ile

-1 0 4 5 1 6 0 1 2
2 1 3 6 4 1 1 2 =3
1 2 3 2 3 -1 2 3 4
0 3 -4 -1 2 -6 1 4 -l
AGB=[-2 2 3 3 -1 4 -1 -1 0
0 0 -4 -4 1 3 1 1 2
4 5 -1 0 6 1 1 2 3
36 2 1 1 -4 0 3 =2
'3 3 2 2 4 -1 0 0 1




olarak elde edilir. C ile D matrislerini,

seklinde alt matrislere ayirirsak,

CoD

esitliginden

matrisi elde edilir. Buradan(A® B) ® (C © D) = E matrisi

C.,

0

1
—_

000
| @ ® ®I

C12
C22

O O

[SS)

O

D
D

}6[ !
Cll CE) D12
c:11 ? D22
C21 ? D12
C21 ® D22

21

1®D,,
3®D,
1®D,,
3®D,,
0®D,,
0®D,,

N —m 3 O D A WD
N © = W W W A = N

S

D, }
D22

0

R Q@ VI ®I

000

1S
[SS]

4®D,,
2®D,
4®D,,
2®D,,
3®D,
3®D,,

— O W A N W N = N
hN W DD N B B W DN -

86

W)

—_

O

[ S8

@)

—_

O

5]
—_

W —~= N BN DN W o =

000
R ® ® I

14
S}

c:22

1®D,
3®D,
1®D,,
3®D,,
0®D,
0®D,,

N = W= N O W

)

(S
(S}

O

—_
(S}

o

O

0®D,,
2®D,
0®D,,
2®D,,
1®D,,
1®D,,

0®D,, |
2Q®D,,
0®D,,
2Q®D,,
1®D,,
1®D,, |




-1 0 4 5 1 6 0 1 275 5 22 7 4113
2 1 3 6 -4 1 -1 2 3|6 4 31 41200
1 2 3 2 3 -1 2 3 4| [3 3 445 6335
0 3 —4 -1 2 -6 1 4 —1| |4 2 53 2 3 422
E=|-2 2 3 3 -1 4 -1 -1 0|® 8 6 53 5 2 4 21
0 0 —4 -4 1 =3 1 1 6 4 75 3 46 42
4 5 -1 0 6 1 1 2 3| |2 2110 3224
36 2 1 1 -4 0 3 2/ |-1 320 30311
'3 3 2 2 4 -1 0 0 1] |1 -142 21532
12 10 13 11 9 10 12 10 9]

10 8 11 9 8 9 10 8 8

119 8 6 8 5 9 7 6

9 7 4 7 4 7 55

=10 8 11 9 8 9 10 8 8

9 7 6 4 7 4 7 55

14 12 11 9 11 8 10 8 7

12 10 7 10 7 8 6 6

1210 7 10 7 8 6 6]

olarak elde edilir. Simdi ise (A® C)® (B ® D) matrisini elde edelim. A®C ve B® D

matrisleri sirastyla

-2 3 -1 4 1 0 5 65
ARC=|{0 4 1 |® 2 3 2|=41 2
3 -2 0 -3 0 1 7 4 3

Ve

1 2 3 I 1 3 7 5 4
B®D={0 3 2(®2 0 O0|=|5 3 3
0 0 1 4 2 1 5 33

seklinde hesaplanir. Buradan A® C = K, B® D = L matrislerini

5 6 5
K11: 4 1 =K12: ) 5K21:[7 4]’ K22:[3]

LH{Z ﬂ gzzm, =[5 3. L,=[3]

seklinde alt matrislere ayirirsak, K © L

87



K@LZ_K“ K12:|6|: 11 L12:|

_K21 K22 21 L22

K11@)'-!1 KII&DLIZ KIZC;)LII K12®L12
— KIIC;DLZI K11®L22 K]2<§)|‘21 K]2®L22

K21 C;) Lll K21 C;) le K22 @ Lll K22 @ I-12

_K2] ® L2] K2] @ L22 K22 ® LZl K22 ® L22

5®L, 6®L, 5®L, 6®L, 5®L, 5®L,]
4®L, 1®L, 4®L, 1®L, 2®L, 2®L,
5L, 6®L, 5®L, 6®L, 5®L, 5®L,
Tla®L, 1®L, 4®L, 1®L, 20L, 20L,
7®L, 4®L, 7®L, 4®L, 3®L, 3®L,
7®L, 4®L, 7®L, 4®L, 3®L, 3®L,
(12 10 13 11 9 10 12 10 9]

10 8 11 9 8 9 10 8 8

11 9 8 6 8 5 7 6

9 7 6 4 7 4 55
=[10 8 11 9 8 9 10 8 8

9 7 6 4 7 4 7 55

14 12 11 9 11 8 10 8 7

12 10 9 7 10 7 6 6

12 10 9 7 10 7 6 6]

olarak bulunur. Béylece (AOB)®(C ©D)=(A®C)O (B® D) oldugu goriiliir.

Asagidaki Onermede, maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh
carpimlarinin transpozunun, matrislerin transpozlarinin Tracy-Singh ¢arpimlar1 oldugu
verilmektedir.
Onerme 2.5.3 Matrislerin Tracy-Singh ¢arprminin,
(AGB) =A" OB’
seklinde 6zelligi vardir.
Ispat: Matrislerin Tracy-Singh ¢arpimi ve matrislerin transpozu tanimlari ile,
(AGB) =[A 0B8] =[(A 8,), I -[(a@B,), ] =~ oE
esitligi elde edilir.
Asagidaki 6rnekte, maksimum toplam cebirinde matrislerin Tracy-Singh c¢arpimlarinin

transpozunun, matrislerin transpozlarinin Tracy-Singh carpimlari oldugu verilmektedir.
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1
Ornek 2.55 A=|-3 -2 3 |eR¥ olsun.ilk olarak (A® B)'

max

matrisini elde eldim. A ve B matrisleri

4 2 1
A11:__3 _2}A12:L)} Anz[1 4]’ A22=[2]
3 1 1

B, = ) _4}, B, =M, B, =[-2 0], B,, =[-1]

seklinde alt matrislere ayrilirsa

= o A, A, |=|B, B,
AQB{AZI AJG{BH BJ

AIIC;)BH AIC;)BlZ A‘12®Bll AIZC;)BIZ
All ® BZI All ® BZZ A12 ® BZl AIZ ® BZZ
AZl C;) Bll AZI ® BlZ A22 C;) Bll AZZ ® BIZ
_AZI C;) BZl AZl ® BZZ AZZ ® BZI AZZ @ 822

[4®B, 2®B, 4®B, 2®B, 1®B, 1®B, |
-3®B,, —2®B, -3®B, -2®B, 0®B, 0®B,
4®B, 2®B, 4®B, 2®B, 1®B, 1®B,
-3®B, -2®B, -3®B,, -2®B, 0®B, 0®B,
1®B, 4®B, 1®B, 4®B, 2®B, 2®B,
| 1®B,, 4®B, 1®B, 4®B, 2®B, 2®B,

esitliginden

[a—
S W = &N

matrisi elde edilir. Bu matrisin transpozu

&9



(AOB)" =

N DR LW LW K
3

0 -1 2 -5 4 3 -l
2 -7 4 32 -3 1
1 0 0 47 6 2
-1 6 2 25 0 4
2 0 3 -4 2 4 0
-1 1 1 35 7 3
302 -1 25 4 0
4 1 0 3 =2 2
1 3 0 -1 3 5 1]

4 -3 3 212

Al=2 214|veB =|1 -4 0 |eR®
1012 13-

matrislerini

,, W ]

W=y S| A, Ao A
3 2] [—

Bﬂ=_1 _4_,832:_0},8;1:[1 3], By, =[-1]

seklinde bloklara ayirirsak A" © B matrisi igin

A,
A,

AT 6 BT — Al-l-l:l
LA

yazilir. Buradan
A, ®B]
A, ®B;,
LY
LA ®B,,

ATGBT:

(4B,
2®B]|
4®B,,
2®B,,
1®B],

18]

e
BZI Bzz

A\®B, A,®B| A,®B)
A\®B, A,®B, A,®B),
A, ®B, A,®B; A,®B)
A, ®B), A,®B, A,®B,
-3®B], 4®B], -3®B, 1®B
—2®B/, 2®B], -2®B] 4Q®B]
-3®B], 4®B,, -3®B], 1®B]
-2®B], 2®B) -2®B], 4®B]
0®B,, 1®B, 0®B, 2®B]
0®B) 1®B], 0®B], 2®B

seklinde elde edilen matrisin elemanlar1 hesaplanirsa
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1®B], |
4®B),
1®B],
4®B,,
2®B,
2®B), |




1
|

76 0 -1 2 -5 4 3 -]
5 0 2 -7 4 -3 2 -3 1
5 4 1 0 0 -4 7 6 2
3 2 -1 -6 2 25 0 4
ANGB' =[5 7 =2 0 3 -4 2 4 0
35 -1 1 1 =35 7 3
4 3 3 2 -1 25 4 0
2 =3 4 1 0 3 =2 2
2 4 1 3 0 -1 3 5 1|

olarak bulunur. Bdylece (A® B)T =A" OB oldugu goriiliir.
Onerme 2.5.4 A, B, C ve D uygun boyutlu matrisler olmak iizere,

(A®C)O(B®D)=(AOB)® AGB)®(COB)®(COD)
ozelligi vardir.

Ispat: Matrislerin Tracy-Singh ¢arpin tanimi ile,

(A©C)5(B@D)=|(AC),B(BOD)|

(A@C),8(B@D), )kllj

A B(B®D), @C, @(B@D)kl)kllj

[
((nec)s@ @), ]
I
I

A;®B,®A ®D,), ®(C,®B,®C,®D,), |

]

esitligi elde edilir ve buradan

(A®C)B(B®D)=|(A BB, ), ®(A ®D,), ®(C,®8,), ®(C,®D, )kl]”

=(AGB)®(AOD)®(COB)®(COD)

sonucuna ulagilir.

3 2 3 4 -1 3 1 1 2
Ornek 2.5.6 A=| 2 -1 4|,B=[2 1 0[,C=[2 3 -2
0 4 3 3 4 2 51 4
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2 -1 1
D=|3 1 -4|eR¥ olsun. A@C ve B® D matrisleri
0 2 0
3 213 4 -113
A®C=|2 314|,B®D=|3 110
5 114 3 212

|
olarak elde edilir. A®@C =K, B® D = L matrislerini
3 2 3]
K, :{2 3} K, = 4 K, 2[5 1]’ K, :[4]

4 -1 3]
Lll:|:3 1j|’ L12: 0 ’ L21:|:3 2]’ L22:[2]

seklinde alt matrislere ayiralim. Ilk olarak, (A® C)® (B® D)= K © L matrisi

K6L=|:Kll K12:|6|:L11 I'12:|
K21 K22 L22

L21

K]1 ® I‘ll K]1 ® L12 K]2 ® |-11 Klz ® le

il Kll?LZI Kll(?l-zz Klzc?LZI K12Ci>|_22

K2] ® Ll] K2] ® le K22 ® I-ll K22 ® L12

K21 ® L21 K21 ® L22 K22 ® L21 K22 ® L22

esitliginden

3®L, 2®L, 3®L, 2®L, 3®L, 3®L,]
2®L, 3®L, 2®L, 3®L, 4®L, 4®L,
KS Lo 3®L, 2®L, 3®L, 2®L, 3®L, 3®L,

2®L, 3®L, 20®L, 3®L, 4®L, 4®L,
50L, 1®L, 5®L, 1®L, 4®L, 4®L,
50L, 1®L, 50L, 1®L, 4®L, 4®L,

726165726
6 4 53326 43
6 17256837
536423754
=16 554546 55
546545766
94508 4837
8 6 425175 4
8 7 437376 6

\O
[\S)



olarak bulunur. Simdi ise (AOB)® AOB)® (C © B)® (C © D) matrisini elde edelim.

A, B, C ve D matrislerini

A =:_‘°’2 _ﬂ A2=m, Ay =[0 4], A, =[3]

4 -1 3

Bu:_2 1 ’812: 0 » By =13 _4]’822:[2]
11 2

C:11:_2 3}9C12:|:_2j|9C21:[5 1]’C22:[4]

2 -1 1
D, = 3 l}Dlz:{_‘Jﬂ D21:[0 2]’ D22=[O]

seklinde alt matrislere ayiralim AQ B matrisi

=n A Ay |=|B, By,
AQB_{AN AQJQ{le sz

A11®Bll A|1®BIZ A|2®Bll A12®BIZ
il Allc;)Bﬂ AIC;)BZZ A2®BZI A|2 ®BZZ
AZI ® Bll AZI ® BlZ AZZ ® Bll AZZ ® BlZ
AZl ® BZl AZI ® BZZ AZZ ® BZl AZZ ® B22

esitliginden
[ 3®B, 2®B, 3®B, 2®B, 3®B, 3®B,]
-2®B, -1®B, -2®B, -1®B, 4®B, 4®B,
AG B 3®B, 2®B, 3®B, 2®B, 3®B, 3®B,

2®B, -1®B, -2®B, -1®B, 4®B, 4®B,
0®B, -4®B, 0®B, -4®B, 3®B, 3®B,
| 0®B, -4®B, 0®B, -4®B, 3®B, 3®B, |

7 2 6 1 6 7 2 6
5 4 4 3 3 5 4 3
2 3 3 2 1 8 3 7
0 -1 1 0 -2 -16 5 4

=6 -1 5 2 5 4 6 -1 5
1 -6 2 -5 0 7 0 6
4 -1 0 -5 3 -17 2 6
21 2 3 0 45 43

3 4 -1 -8 2 2 6 -1 5]
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olarak elde edilir. A® D matrisi

A@D:_A” A12i|6|:D1] D12i|
_AZI AZZ D21 D22
_A11®D1] A11®D12 A12®Dll
_|A/®D, A,®D, A,®D,
AZI®D]1 AZI®D]2 A22®D1]
_AZI ® DZ] AZI ® D22 AZZ ® D21
_3®D11 2®D, 3®D,,
-2®D,, -1®D,, -2®D,
_ 3®D,, 2®D,, 3®D,,
-2®D, -1®D, -2®D,,
0®D,, -4®D,, 0®D,
| 0®D,, -4®D, 0®D,,
esitliginden
(5 2 4 1 4 3 5
6 4 5 3 -1 =2 6
0O 3 1 -2 -1 0 6
1 -1 2 0 -6 -5 7
AGD=[3 5 2 4 3 2 3
-2 0 -1 1 =2 -1 4
2 -1 -2 -5 1 -3 5
3 1 -1 -3 4 -8 6
10 2 4 -2 0 43
seklinde elde edilir. C ® B matrisi
CéB=|:Cll C12:|6|:Bll BIZ:|
C21 C22 BZI BZZ
C]1®Bll CII®BIZ C12®Bll
— Cll (i) BZI Cll Ci) BZZ CIZ Ci) BZI
CZ] ® Bll C21 ® BIZ C22 ® B]l
C21 ® BZI C21 ® BZZ C22 ® BZ]

olarak bulunur. Kronecker ¢arpimlarin yapilmasi sonucu C © B matrisi
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AIZ ® D]2
AIZ C;) D22
A22 ® D12
AZZ ® D22

2®D,,
-1®D,
2®D,,
-1®D,,
—4®D,
~4®D,,

N A N O U W LW B DN

Q)

R ® ® &I
W W

I3
S}

000
o

I3
S}

0o
S

3®D,,
4®D,,
3®D,
4®D,,
3®D,
3®D,

3®D, ]
4®D,,
3®D,,
4®D,,
3®D,
3®D,, |




[1®B, 1®B, 1®B, 1®B, 2®B, 2®B, ]
2®B, 3®B, 2®B, 3®B, —2®B, —2®B,
1®B, 1®B, 1®B, 1®B, 2®B, 2®B,
2®B, 3®B, 2®B, 3®B, —2®B, —2®B,
5®B, 1®B, 5®B, 1®B, 4®B, 4®B,
5®B, 1®B, 5®B, 1®B, 4®B, 4®B,

50 5 0 4 46 1 5
32 3 2 11 4 3 2
6 1 7 2 5 6 2 -3 1
4 3 5 4 2 3 0 -1 =2
=4 -3 4 -3 3 3 5 2 4
5 26 -1 451 -6 0
9 4 5 0 8 4 8 3 7
7 6 3 2 51 6 5 4
8 1 4 -3 7 37 0 6|
biciminde elde edilir. C © D matrisi
CéD:_Cll C12:|6|:D11 D12j|
CZl C22 DZI DZZ
carpimindan
_C11§D11 C11§D12 C12§Dll CIZ§D12
C 6 D — Cll CiD DZl Cll CiD D22 ClZ Ci) D21 Cl2 Ci> D22
C21 ? Dll CZl ? D12 C22 ? Dll CZZ ? DIZ
C21 ® D21 CZI ® D22 CZZ ® DZl C22 ® D22

[1®D,, 1®D, 1®D,, 1®D, 2®D, 2®D, |
2®D,, 3®D, 2®D, 3®D, -2®D, -2®D,
1®D, 1®D, 1®D, 1®D, 2®D, 2®D,,
2®D, 3®D, 2®D, 3®D, -2®D, -2®D,,
5D, 1®D, 5®D, 1®D, 4®D, 4®D,
|5®D, 1®D, 5®D, 1®D, 4®D, 4®D, |

olarak bulunur. Say1-matris maksimum carpimlarinin yapilmasi sonucu C © D matrisi
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3030 2 2 4 -1 3
4 2 4 2 3 3 4 3 2
4152 3 4 0 -3 -1
536 4 -2 -1 1 -1 -6
cob=1 31 3 1 1 2 4 2
2 435 2 3 =2 0 2
7430 6 2 6 3 5
8 6 4 2 1 3 7 5 0
5713 5 1 4 6 4

olarak elde edilir. Buradan (AOB)®(AOB)®(COB)@®(C © D)= P matrisi
(7 26 1 65 7 2 6]
6 4 53 3 2 6 4 3
6 1 7 2 5 6 8 3 7
53 6 4 2 3 7 5 4
P=l6 5 5 4 5 4 6 5 5
54 6 545 7 6 6
9 4 5 0 8 4 8 3 7
8 6 4 2 5 1 7 5 4
8 7437376 6]

seklinde hesaplanir. Sonug olarak,
(A®C)O(B®D)=(AOB)®AGB)®(COB)®(COD)

oldugu goriiliir.

Asagidaki 6nermede; matrislerin Tracy-Singh ¢arpiminin izinin, matrislerin ayr1 ayri

izlerinin ¢arpimi oldugu verilmektedir.

Onerme 2.5.5 A ve B nxn tipinde matrisler olmak iizere
iZz(AOB)=iz(A)®iz(B)
ozelligi vardir.

Ispat: AO B matrisinin izi, temel kosegen iizerindeki elemanlar

(Aﬂ ® By )kl ’(A22 ® By )kl ""’(Am ® By )kl,

seklindeki kl. blok alt matrislerinin

iz[ (A ®B,), |=a,®b, ®a, ®b, ®--®a, @b,

iz (A, ®B,), |=2,®b, ®a,®b, ®--®a, ®b,
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seklindeki izlerinin toplamlari olur. Boylece

iz AOB]= Z(;a ®an
= zass ®tht
s=1 t=1

=iz(A)®iz(B)
sonucu elde edilir.

Matrislerin Tracy-Singh ¢arpiminin izinin, matrislerin ayr1 ayri izlerinin ¢arpimi oldugu

asagidaki ornekle dogrulanmaktadir.

3 4 -1 1 1 3
Ornek 2.5.7: A=|0 -3 2 |veB=[2 3 1|eR’ olsun. A ve B matrislerini
5 0 -1 4 4 2

Ay T A S | s o

1 1 3
Bn: b 3} Blzz|:1:|’ 821:[4 4]> 822:[2]

seklinde alt matrislere ayiralim. A® B matrisi

A11®Bll AI®BIZ A2®Bll A|2®BIZ

A@B:{A” A12:|6|:Bll Blz}: AuCE)le AHCE)BZZ AlZCE)Bﬂ AlZCE)BZZ
AZl A22 BZI BZZ Azl ® Bll AZl ® BIZ AZZ ® Bll AZZ ® BIZ

A21®le A21®Bzz Azz®le A22®Bzz

esitliginden
[3®B, -4®B, 3®B, -4®B, -1®B, -1®B,]
0®B, -3®B, 0®B, -3®B, 2®B, 2®B,
AT B 3®B, -4®B, 3®B, -4®B, -1®B, -1®B,

0®B, —-3®B, 0®B, -3®B, 2®B, 2®B,
5®B, 0®B, 5®B, 0®B, -1®B, -1®B,
5®B, 0®B, 5®B, 0®B, -1®B, -1®B,

olarak bulunur. Say1-matris maksimum ¢arpimlarinin yapilmasi sonucu AQ B matrisi
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44 3 36 -100 2
56 2 -1 4 3120
11 2 230 335
23 -1 0 1 2 453
AGB=|7 7 0 0 5 -2 3 3 1
44 1 1 2 -16 6 4
6 6 1 1 8 3 00 2
78 2 3 6 1 130
99 4 4 7 2 33 1]

olarak bulunur. iz(AQ B) ise
iZ(AOB)=max[4@ 6@ (-2)+(0)+(5) + (-1 +(0)+(3)+1]=6
olarak hesaplanir. Ayrica
iz(A)=max[3®(-3)D2]=3
ve
iz(B)=max[1®3®2]=3
olup
iz(A)®iz(B)=3+3=6
olur. Buradan iz(A® B) =iz(A)®iz(B) oldugu goriiliir.
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3. SONUC

Tez calismasinda, maksimum toplam cebiri tizerinde Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao
ve Tracy-Singh carpimlari tanimlandi. Bu cebir lizerinde Hadamard, Kronecker, Khatri-
Rao ve Tracy-Singh carpimlarinin bazi cebirsel 6zellikleri ispatlari ile birlikte sunuldu.
Ispat1 verilen her bir cebirsel 6zellik i¢in sayisal drnekler verildi.

Reel matris cebirinde ¢ok sayida uygulamasi olan Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve
Tracy-Singh carpimlarinin maksimum toplam cebirine taginmig olmalarinin bilime

onemli bir katki oldugu diistiniilmektedir.
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