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BOLUM 1

GIRIS

Son yillarda analitik fonksiyonlar ve harmonik fonksiyonlar siiflar1 ile ilgili birgok
calisma yapilmistir. Bu calismalarda bir ¢ok yeni operatér ve bu operatorler
yardimiyla yeni smiflar veya daha oOnceden tanimlanmis olan siniflarin ve
operatorlerin genellestirilmis durumlar1 tanimlanmistir. Bu ¢alismanin amaci, analitik
fonksiyonlar ve harmonik fonksiyonlar sinifinda ¢alisanlara yardimci olmasi adina,
analitik fonksiyonlar ve harmonik fonksiyonlar sinifinda tanimlanmis olan 6nemli
gordigimiiz  operatoérlerden  Salagean, Ruscheweyh ve Sakaguchi tiirev
operatdrlerinin tanimlarini bir arada bulabilecekleri bir kaynak meydana getirmektir.
Bunun yaninda c¢alismamizda arastirmacilara fikir vermesi igin operatorler
yardimiyla meydana getirilen birkag¢ sinif 6rneginede yer verilmistir. Bu ¢aligma dort

boliimden olusmaktadir.

Calismanin birinci boliimi giris bolimi olup, ikinci bolimde, diger boliimlerde

sikca kullanacagimiz bazi tanimlar ve sonuglar verilmistir.

Ugiincii  bolim  dort ana  kisimdan  olusmaktadir.  Birinci  kisimda,

f(0) = f'(0) —1=0 seklinde normalize edilmis, yon koruyan analitik tinivalent f

fonksiyonlarin S smifi ve S sinifinin y1ldizil ve konveks alt siniflarinin tanimlari
verilmistir. Ikinci kisimda analitik fonksiyonlar smifinda tanimlanan Salagean
operatdriiniin tanimi ve bu operatdr yardimiyla tanimlanan fonksiyon siniflari ile elde
edilen sonuglar ispatsiz olarak verilmistir. Ugiincii kistmda analitik fonksiyonlar
sinifinda tanimlanan Ruscheweyh operatoriiniin tanimi ve bu operatér yardimiyla
tanimlanan fonksiyon simiflart ile elde edilen sonuglar ispatsiz olarak verilmistir.
Dordiincii  kisimda  analitik  fonksiyonlar sinifinda tamimlanan  Sakaguchi
operatoriiniin (Sakaguchi Tipli fonksiyonlarin) tanimi ve bu operatér yardimiyla

tanimlanan fonksiyon siniflari ile elde edilen sonuglar ispatsiz olarak verilmistir.



Dordiincii  bolimde ise ilk olarak harmonik fonksiyonlarmm smifinin tanimi
verilmistir.h  ve ¢ fonksiyonlar1 birim diskte analitik olmak iizere
h(0) =h’(0)—1=0 ve g(0) = g'(0) —1=0seklinde normalize edilmis, yon koruyan
harmonik tinivalent f = h + g tipindeki fonksiyonlarin H smifi ve H smifinin
yildizil ve konveks alt siniflarinin tanimlar1 verilmistir. Diger kisimlarda {igiincii
boliimde analitik fonksiyonlar smifi i¢in tanimlanan operatorlerin harmonik

fonksiyonlar sinifindaki tanimlar1 benzer sekilde ayni sirayla verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1 (I¢ Nokta) : AcC ve z, € Aolsun. z, € Anoktasmin en az bir & -

komsulugu tamamen A kiimesine ait ise Zynoktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi

denir.

Tanim 2.2 (Agik Kiime) : A kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta ise, bu kiimeye agik

kiime denir.

Tanim 2.3 (Kapali Kiime) : Ac C olsun. A kiimesinin tiimleyeni agik ise A

kiimesine kapal1 kiime denir.

Tanim 2.4 (Baglantili Kiime) : A, B,C — C altkiimeleri verilsin. Eger

e AcBUC
o« ANB=xYZ ANC=zY

e ANBNC =Y

olacak sekilde B ve C gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime bulunmaz ise,

A c C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir.

Tanim 2.5 (Bolge) : Kompleks diizlemde agik ve baglantili olan bir kiimeye C ° de
bir bolge denir.

Tamm 2.6 (Basit Baglantili Bélge) : Eger bir bolgenin C = C U{oo} genisletilmis
karmasik diizlemine gore tiimleyeni baglantili ise bu bolgeye basit baglantili bolge

denir.



Tanim 2.7 : Karmasik diizlemin bir D bélgesinde tanimli f : D — C siirekli
doniistimii verilsin. Eger bir z, € D noktasindan gegen ve aralarinda « agist bulunan
herhangi iki diizgiin y, ve y, egrilerinin f(y,) ve f(y,) resim egrilerinin de W,
noktasinda aralarinda yon ve biiyiikliik bakimmndan « agisi varsa, f fonksiyonuna
Z, noktasinda konformdur denir ve eger f fonksiyonu her z, € D noktasinda

konformise f fonksiyonu D bolgesinde konformdur denir (Sekil 1.1.).

7 dizlemi Cduzlemi
B
D - C
Konform
- déinilgilm
—_— C
P
¢ =1(z)
n 1 ] A
A B D

Sekil 1.1. Konform doniistim.

Tanim 2.8 (Diferansiyellenebilme) : f : A— C bir fonksiyon ve z, , A" nin bir i¢

noktasi olsun.

f(z)-1(z)
lim ————&

Z1—17
Z»ZO 0

limiti varsa f(z) fonksiyonuna z, ' da diferansiyellenebilirdir denir. Bu limit

degerine f (z) 'nin z, 'daki tiirevi denir ve f’(z,) ile gosterilir.

Tanim 2.9 (Analitik Fonksiyon): f (z) fonksiyonu z, noktasinin uygun bir & -
komsulugunda diferansiyellenebiliyorsa f (z) 'ye z, noktasinda analitiktir denir.

Baska bir ifadeyle; z, noktasinin uygun bir & - komsulugunda f (z) fonksiyonu



f@= 31 gy

n!

formunda yazilabiliyorsa f (z) Tonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir. Eger
f(z) fonksiyonu bir D bolgesinin biitiin noktalarinda analitik ise  f (z)
fonksiyonuna D bolgesinde analitiktir denir ve eger f (z) fonksiyonu C kompleks

diizleminin tim noktalarinda analitik ise f (z) fonksiyonuna tam fonksiyon denir.

Tanim 2.10 : Bir D bolgesinde analitik ve D bolgesindeki farkli Z degerleri igin

farkli W degerlerini karsilik getiren f fonksiyonuna D bolgesinde iinivalent
(yalinkattir) denir. Bu durumda, w= f (z) denklemi, her W degeri i¢in D bolgesinde

en fazla bir koke sahiptir. Boyle fonksiyonlar, D bdlgesini bire-bir ve konform
olarak, W -diizlemindeki bir bolge tizerine doniistiiriir.

Yukaridaki tanima esdeger olarak yalinkatligi asagidaki sekilde de ifade edebiliriz.

Herhangi bir D bolgesinde ve en fazla bir kutup noktasi harig tiim diizlemde analitik

bir f fonksiyonu i¢in, z,,z, € D olmak iizere,
z,#z, = f(z,) = f(z,)
oluyorsa, f fonksiyonuna D bolgesinde yalinkattir (inivalent) denir.

Teorem 2.11 (Rieamann Doniisiim Teoremi) : D, C ’nin basit baglantili 6z alt
kiimesi ve Z, € Dnoktasi verilmis olsun. Bu takdirde f(z,)=0, f'(z,)>0
ozelliginde D ’yi U= {Z : |Z| < 1} birim daire lizerine konform olarak doniistiiren bir

tek f fonksiyonu vardir.

Onceki sayfada verdigimiz iinlii Riemann Déoniisiim Teoremi' nin sonucu olarak
genelligi bozmayacagindan bir¢ok yazarinda yaptigi gibi herhangi bir basit baglantili

D bolgesi yerine U birim diskini alacagiz.



Lemma 2.12 (Schwarz Lemmasi) : |W(Z)|:ClZ+CZZ+... fonksiyonu U ° da

tanimlanmis ve analitik olsun. Ayrica w(0)=0 ve w(z)<l kosullarim

gergeklesin. Bu durumda

w(z)|<|z| ve |w(0)|<1

esitsizlikleri gerceklenir. Esitlik hali ancak ve ancak |k| =1 olmak tizere, w(z) =kz

ve fonksiyonu icin gecerlidir.

Tanim 2.13 (Subordinasyon) : f (z) ve g(z), D bolgesinde analitik iki fonksiyon
olsun. f(z)=g(v(z)) olacak sekilde D bolgesinde v(0) =0 ve |V(Z)|<1 sartlarmni
saglayan bir v(z) analitik (iinivalent degil)fonksiyonu varsa f(z), g(2)

fonksiyonuna subordinatedir denir ve f(z) <g(z) ile gosterilir (Pommerenke,1975).



BOLUM 3
ANALITIK FONKSiYONLAR VE ALT SINIFLARI

Bu kesimde, tinivalent analitik fonksiyonlarin bazi 6zel alt smiflarindan soz

edecegiz.

U birim diskinde analitik, yalinkat ve normallestirilmis yani, f (0)=f'(0)—1=0
kosullar1 ile normalize edilmis fonksiyonlarin smmifi S ile gosterilir. Her feS

fonksiyonu, |z|<1 igin,

00

f(z)=z+a,2°+---=z+Ya_ 2"
n=2

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir. Yani,

S={f | f : U — C,analitik ve tinivalent, f(0)= f'(0)—-1=0}

S smifindaki fonksiyonlarin en 6nemlisi

Snz"=z+22°+32%+---
n=1

seklinde Taylor serisi acilimma sahip olan k(z)=2z(1-2z)? fonksiyonudur. Bu
fonksiyona Koebe fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyon, U birim diskini 1 den

—O0 a kadar olan seridi ¢ikarilmig tiim karmasik diizlem tizerine konform olarak

dontistiirlir. Bunun bir diger yorumu asagidaki teoremde ifade edilmistir.



Teorem 3.1 (Koebe Dortte Bir Teoremi) : U birim diskinde analitik, {inivalent ve

normallestirilmis fonksiyonlarin S sinifindaki her fonksiyonun deger kiimesi,
{w:|w|<1/4} diskini kapsar . Yani, VvfeS icin {w:|vv|<%}cf(U)

dur(Sekil3.1.).

Sekil 3.1. Koebe dortte bir teoremi.

Tanim 3.2 : Bir Dc C kiimesi ve bir z, € D noktasini alalim. z; noktasini, her
zeD noktasma birlestiren dogru parcasi tamamen D iginde kaliyorsa, D
kiimesine z; noktasina gore yildizil denir. f fonksiyonu yalinkat ve f(U) gorunti
bolgesi orijine gore yildizil ise f fonksiyonuna yildizil fonksiyon veya kisaca yildizil

denir. Bu tanim S sinifindaki fonksiyonlar i¢in farkli bigimde verilebilmektedir.

Simdi verecegimiz teorem bunu gostermektedir.

Teorem 3.3 : f €S fonksiyonunun yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sart

0< |Z| <1 igin,

me{% } >0 (3.1)

olmasidir. Bu tip fonksiyonlarin sinifi S* ile gosterilir.



Yani, vf € S olmak iizere, z=re'’,0<0<27rve0<r <1 igin, %(arg f (re“g))> 0

dir (Sekil 3.2.).

z

AT |
\ / /,,/

\T/ 0

Sekil 3.2. Yildizil fonksiyon.

Daha genel olarak; f(z)eS , 0<|z|=r <1 olmak iizere

se) LD L,
f(2)
sartin1 saglayan f (z)eS fonksiyonuna o mertebeli yildizil fonksiyon denir ve bu tip

fonksiyonlarin sinifi S*(a) ile gosterilir.

Tanim 3.4 : D kompleks diizlemde bir bolge olsun. Farkli herhangi z,w e D
noktalart ve 0<t<1 i¢in tz+(@—t)w dogru parcasi D *de kaliyorsa D ’ye

konveks bolge denir. Baska bir ifadeyle, D bolgesinin herhangi iki noktasini
birlestiren dogru parcasi tamamen D kiimesinde kaliyorsa, D bolgesine konvekstir

denir.

Tanim 3.5 : f:D — C analitik fonksiyonu i¢in f (D) konveks bir bolge ise f
fonksiyonuna konvekstir denir. Yani bir f fonksiyonu yalinkat ve f (D) goriintii

bolgesi konveks ise, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denilmektedir.



Herhangi bir konveks bolge her noktasina goére yildizil oldugundan bir konveks

fonksiyon ayn1 zamanda bir y1ldizil fonksiyondur. Ancak tersi dogru degildir.

Teorem 3.6 : f €S olsun. Bu taktirde f(U) nun konveks olmasi igin gerek ve yeter

sart her r € (0,1)i¢in f(D,) 'nin konveks olmasidir.

Teorem 3.7 : f €S fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart |Z| < ligin,

SRe{1+ Z; ((ZZ)) } >0 (3.2)

olmasidir. Bu tip fonksiyonlarn sinifi K ile gosterilir. Yani, f S olmak iizere,

z=re'"?,0<0<2rve0<r <ligin;

o 0 io
ag{arg[ag (arg f(re ))J} >0

dir (Sekil 3.3.).

Sekil 3.3. Konveks fonksiyon.

10



Daha genel olarak; f(z)eS , 0<|z|=r <1 olmak iizere,

‘Re{1+w } >a
f'(2)

sartin1 saglayan f(z) €S fonksiyonuna a mertebeli konveks fonksiyon denir ve bu

tip fonksiyonlarin sinift K(«) ile gosterilir.

Simdi tinivalent fonksiyonlarmn S smifinin yi1ldizil ve konveks alt siniflari arasindaki

iliskiyi veren Alexander Teoremi'ni verelim.

Teorem 3.8 (Alexander Teoremi) : f fonksiyonu, U birim diskinde
f (0)= f'(0) —1=0 kosullari ile normallestirilmis analitik bir fonksiyon olmak iizere,
f fonksiyonun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart zf' fonksiyonunun yildizil

olmasidir.

Ispat : f fonksiyonu konveks olsun. Bu durumda,

f'(2) zf '(2) zf '(2)

0< iRe{1+ 7f"(2) } _ me{ 2(f'(2)+ 2 "(2)) } _ ‘Re{z(Zf (2)) }

oldugundan zf '(z) fonksiyonu yildizildir. Tersine zf '(z) fonksiyonu yildizil ise

me{ﬂ}“me{ﬂ}w
zf’ f’

dir. Ustelik zf'(z) = z+2a,2> +---€ S oldugundan f fonksiyonu konvekstir.

11



3. 1. ANALITIK FONKSIYONLAR ICIN SALAGEAN OPERATORU VE
BAZI OZEL SINIFLARI

Tanim 3.1.1 : Univalent bir f fonksiyonu i¢cin Salagean (1981) tarafindan,
D°f(z)=f(z) , D*f(z)=12'(2)

ve m>2 icin

D" f(z)=D(D™"f(2))

seklinde bir tiirev operatorli tanimlanmistir. Bu operatdr, Salagean operatdrii adiyla

bilinmektedir. Bu durumda U birim diskinde analitik ve
f(z)=2+a,2° +--=2 +§2:ak z

formundaki f fonksiyonlari igin Salagean operatorii
D™ f(2)=z2 +§2:k’“ak 7, meN,=NuU{0}

seklinde elde edilir .

Simdi tanimlanan bir sinif i¢in genel olarak katsayi esitsizlikleri, distorsiyon teoremi
ve yarigap tahmini gibi teoremler calisilmaktadir. Bunlarin ispatlar1 nasil yapilir bir
fikir vermesi adma Silverman (1975) * 1n ¢alismasindan bahsedecegiz. Daha sonra
operatorler yardimiyla olusturulmus siniflar i¢inde benzer ¢aligsmalar ve sonuglar elde

edilmis oldugundan digerleri ispatsiz verildi.

12



Tanim 3.1.2 : Silverman (1975) "1n ¢alismasinda
f(z)=2->Ja,[z"
n=2

formundaki S sinifinin, sifirdan farkli negatif katsayili fonksiyonlarin olusturdugu

smifi T, «a mertebeli yildizil negatif katsayili fonksiyonlarin olusturdugu sinifi
T*(ar), amertebeli konveks negatif katsayili fonksiyonlarin olusturdugu sinifi

C(«) olarak tanimlamistir.

Teorem 313 : f(z)=z+) a,z" fonksiyonu igin » (n-a)a,|z" <l-a
n=2

n=2

esitsizligi saglaniyorsa f € S™(«) dir (Silverman, 1975).

zf’

Ispat: f €S"(a) gostermek icin, degerinin merkezi W=1 ve yar1 ¢ap1 1—«

olan ¢ember i¢inde oldugunu géstermemiz yeterlidir.

Eger 7 (-1, [<@-a)-Y" |a, |)ise

zf’_]‘_|zf'—f|_‘2:2(n1)an2” 2 0-Dla iz Y (n-D)la,|
f ot e Y a | =Y ezt 1Y a, |

esitsizligin son ifadesi 1— ¢« ile sinirhidir. Denk olarak

.,M-a)la, |<l-a)

dir. Boylece
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A

—J.‘ <l-a esitsizligi elde edilir ve teorem ispatlanmis olur.

Sonug¢ 3.1.4 : f(z)=z+2anz” fonksiyonu i¢in Zn(n—a)|an|sl—a ise
n=2 n=2

f e K(e) dir.

Teorem3.15: f(z2)=z- Z|an|2” e T («) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n=2

0

Z(n—a)|an| <l-«

n=2
esitsizliginin saglanmasidir. (Silverman, 1975).

Ispat. Teorem baktigimizda sadece ancak kismini gostermek yeterlidir. | z |<1 igin

zf’ z-y, nla, |z’
Re{—}:Re Z”f - >a

n

Z_Zn:2|anlz

olsun. z degerleri reel segildiginde zf'/ f reeldir. Yukaridaki esitsizlikte z ler 1’e

reel eksen boyunca yaklastiginda

1-3rla,| 2a(1—i|an|j
n=2

n=2

elde edilir. Boylece Z (n— a)|an| <1-a dir ve ispat tamamlanir
n=2

l1-a

1_ n
dir. Esitlik fn(z):z—ﬂ
nN—a

Sonug 3.1.6 : Eger feT () ise [a,|<

fonksiyonu i¢in saglanir (Silverman, 1975).
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Sonu¢ 3.1.7: f(z2)=z- i|an|2" € C(a) dir ancak ve ancak in(n —a)|an| <l-«
n=2 n=2

dir (Silverman, 1975).

Teorem3.1.8: f €T ise Y nla,|<1 dir (Silverman, 1975).

n=2
Sonug 3.1.9: T =T "(0) dir (Silverman, 1975).

Teorem 3.1.10 : Eger f eT"(a) ise || =T igin

_M<|f|gr+w

22-a) 22-a)
" (1-a)z® . L .
dir ve esitlik, f(z)=2z- m fonksiyonu i¢in saglanir. (Silverman, 1975)
-«

Ispat: Teorem 3.1.5 den
@-a)Y < (-a)la, |<1-a
n=2 n=2

esitsizligi agiktir. Boylece

o0 o0 1_
| f@)r+) | fr" <r+r?>|a [<r+ @ 2
n=2 n=2 2_
elde edilir. Benzer sekilde
S n AN l-a ,
| f@Rr=Yjar"=r-r*>|a, |>r- r
n=2 n=2 2—6(
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elde edilir.

Teorem 3.1.11 : Herhangi bir f eT"(a) fonksiyonu |z|<1 diskini |w|<

-

diskinin bulunduran bir bolge iizerine resmedilir ve herhangi bir f €C(«x)

fonksiyonu ise |W| < 2(2_ ¢ ) diskini bulunduran bir bdlge iizerine resmeder.
-
_ 2 _ 2
Ekstrem fonksiyonlar z — % eT () ve - % eC(a) dir

Teorem 3.1.12: f eT"(a) ise |z|=T igin,

l_2(1—05) _|f|_1+2(1 a) |
(2-a) (2- a)
(1-a)z?

dir ve esitlik f(z)=z- (z = 4r) fonksiyonu i¢in saglanir.

22-a)’

Ispat: f' fonksiyonunun modiilii i¢in

| (2) <1+ Y nla, | 2"t <1413 n] a, |
n=2 n=2

elde edilir. Teorem 3.1.5 den

Sha,|<l-a+ad)a, |<1-a+ 202 A=)

n=2 n=2 2—a 2—«

elde edilir. Diger taraftan

@R1-S 02 21-rSnla, [21- 29
n=2 n=2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Tanim 3.1.13 : Owa vd. (1989) tarafindan ; 0<a <1 ve ne N, i¢in;

me{M}Z(x , 2€U
D"f(z)

kosulunu saglayan f(z) € S fonksiyonlarinin siift S (&) ile tanimlanmustir.
n

Ozel olarak n =0 ve 0<a <1 i¢in;
1 '
< e Dof(z) _Re zf'(2)
D" f(2) f(2)

a - yildizil fonksiyonlarin S*(a) smifi elde edilir. Yine ayni sekilde; n=1 ve

0<a<l1 igin,

cqe/ D@ _ g ), A
~ DY (2) f'(2)

a - konveks fonksiyonlarin K(e) sinifi elde edilir.

3.2. ANALITIiK FONKSIiYONLAR iCIN RUSCHEWEYH OPERATORU VE
BAZI OZEL SINIFLARI

Tanim 3.2.1 (Hadamard Carpimi): f,g e S olsun.

f(z)=z+>a2" ve g(@)=z+) b7
n=1 n=1

f ve g fonksiyonlarinin Hadamard carpimi;

(0 @D =(f*a)@) =2+ a 2" . zeU

dir.
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Tanim 3.2.2 : Ruscheweyh (1975) tarafindan ,

D°f(z)=f(z) ve D'f(2)=f'(2) (3.12)
n-1 (n)
D“f(z):% . neN, (3.13)

biciminde bir operatér tanimlanmstir ve D"f(z) , f'in N. Ruscheweyh tiirevi

olarak adlandirilir.

D" f (z) operatériiniin, Hadamard ¢arpimi yardimuyla,

Df(2) = —2— % £ (2) (@>-1) (3.14)

(1 —7 )a+l

ifadesine denk oldugu gosterilmistir (Ruscheweyh, 1975).

Tanim 3.2.3 : Ruscheweyh (1975) tarafindan

A ={ f(2) f analitik ve f (z) =z +ianz”} olmak tizere f(z)e A

n=2

fonksiyonlarmin
n n+1
i’*e{giz) } > ”;1 (3.15)

esitsizligini saglayanlarmin iinivalent oldugu gosterilmis ve (3.15) esitsizligini

saglayan fonksiyonlarin K sinifi tanimlanmigtir. Bu sinifta (n = 0,1,2,...) i¢cin

18



K, <K,

n+1

!

f
dir. (3.15) esitsizliginden n=0 icin sne{zT

yildizil iinivalent fonksiyonlarin smifi S (1/2) sinifina kargilik gelir

(Ruscheweyh , 1975).
f(z) € A fonksiyonu igin,
f(2)eK, < Re(D™/D"f)>1, , zeU

dir (Ruscheweyh, 1975). Bu tanimin 6zel halleri olarak,

n=0 ise

f(z)eS"(/2) < e(D*f/D°F )> 1) zeU

n=1 ise

f(z) e K(1/2) = %e(D?f /D' f)> 1) , zeU

siniflan elde edilir.
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3.3. ANALITIK FONKSIYONLAR iCiN SAKAGUCHI OPERATORU VE
BAZI OZEL SINIFLARI

Tanim 3.3.1: f(z) €S olmak iizere,

ﬂ%e{ﬂ} >0,|z]<1
f(2)-f(-2)

esitsizligini saglayan f(z) e S fonksiyonuna simetrik noktaya gore yildizildir denir

ve bu sart1 saglayan f(z) €S fonksiyonlarinin simfi Sg ile gosterilir

(Sakaguchi ,1959). Bu tanima benzer olarak bir¢cok yazar asagidaki sekilde farkli

tanimlamalar yapmuistir.

f(z) € S olmak lizere;

ERE{L(Z)_}>O , zeU
f(z)+ f((2)

esitsizligini saglayan f(z) € S fonksiyonuna eslenik noktaya gore yildizildir denir

ve bu sart1 saglayan f(z) €S fonksiyonlarinin smifi Sy ile gosterilir.

f(z) € S olmak lizere;

f(z)-f(-2)
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esitsizligini saglayan f(z)eS fonksiyonuna simetrik eslenik noktaya gore
yildizildir denir ve bu sarti saglayan f(z)eS fonksiyonlarinin siifi S ile

gosterilir.

Tanim 3.3.2 : Sakaguchi (1959)tarafindan 0 <« <1 ve z € U olmak iizere;

me{w} >a f|<Lt=1 (3.22)
f(2)-f(2)

sartin1 saglayan f(z) e S fonksiyonlarinin sinifi S(e,t) ile tanimlanmstir.

[lk olarak Cho, Kwan ve Owa (1993)' min buldugu iki teoremi verecegiz.

Teorem 3.3.3 : Eger f(Z) e A olmak iizere, 0 <« <1 igin;

> {In— ul+@-a)u,|ffa,|<l-a , u,=l+t+t?+. +t"? (3.23)
n n

n=2

ise f(z) eS(a,t) dir. Ayrica zf'(z) € S(a,t) olan f(z) fonksiyonlarmin sinifi

T (a,1) ile gosterilir. Yani,
f(2) €T (a,t) ise zf'(z) € S(a,t) dir.

Teorem 3.3.4 : Eger f(z) € A olmak iizere, 0< o <1 igin;

Znﬂn—un|+(1—a)|un|}{an|sl—a Uy =14t+t? 4+t (3.24)
n=2

ise f(2) eT (a,t) dir.

Tanim 3.3.5 : Owa vd. (2006) tarafindan,
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S,(a,t)={f(z)e A: f(z), (3.23) ile verildiginde }
ve
To(at)={f(2)e A: (z), (3.24) ile verildiginde }

siniflarini tanimlanmustir.

Tanim 3.3.6 : f(z) € S olmak {izere,

zf '(2) 1
%E{m}>0{ , OSCZ<§,ZEIU (325)

kosulunu saglayan f(z) e S fonksiyonu a mertebeli Sakaguchi fonksiyonu olarak
adlandirilir ve bu kosulu saglayan fonksiyonlarin smifi S(«) ile gosterilir (Owa vd.,

2005). Ayrica zf'(z) € S(e) olan f(z) fonksiyonlarinin sinifi T(«) ile gosterilir.

Yani,
f(2) eT() ise zf'(z) € S(«) dur.

Owa vd. (2005) bu ¢alismalarinda 1993 yilindaki makalelerinde vermis asagidaki iki

lemmay1 kullanmislardir.
Lemma 3.3.7 : Eger f(z) e S fonksiyonu, 0<a < % olmak iizere

{2(n—1fagn_o| + (2n —1- 20 Jay 4|} <1-2a (3.26)
=2

n

esitsizligini saghyorsa f(z) € S(«) dir.
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Lemma 3.3.8 : Eger f(z) S fonksiyonu, 0<a < % olmak iizere

o0

> {A(n ~1f[agn_o|+(2n—1)2n -1~ 2a)|a2n_1|}s 1-2a (3.27)

n=2

esitsizligini sagliyorsa f(z) € T(«) dir.
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BOLUM 4

HARMONIK FONKSiYONLAR VE ALT SINIFLARI

Bir D bolgesinde tanimli reel degerli u(x,y) veya u(z) fonksiyonu D de ikinci

mertebeden stirekli kismi tiirevlere sahip ve Laplace denklemi denilen

denklemini sagliyorsa U fonksiyonuna D' de reel harmonik fonksiyon denir. Eger,
u=u(x,y) ve v=v(x,y) reel harmonik fonksiyonlar1 Xy -diizlemindeki bir D ' de
bolgesini uv-diizleminde bir B bdlgesine bire bir ve harmonik olarak
dontistiriiyorsa, f (z) = u(z) +iv(z) fonksiyonuna D' de kompleks degerli harmonik
tinivalent fonksiyon denir. Buna gore, kompleks degerli harmonik iinivalent bir
fonksiyon, reel ve imajiner kisimlari reel harmonik olan ve bir bdlgeyi bire bir
harmonik olarak doniistiiren bir fonksiyondur. Bu fonksiyonlar analitik olmak
zorunda olmadigindan analitik tinivalent fonksiyonlar i¢in gegerli olan bazi 6zellikler
harmonik iinivalent fonksiyonlar i¢in gegerli degildir. Ornegin analitik fonksiyonlar
bileske altinda korunmasina ragmen, harmonik fonksiyonlar korunmaz. Yani, f
harmonik ¢ analitik fonksiyonu i¢in f o harmonik olmasina ragmen, @o f

fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez.
Analitik  fonksiyonlarin  smift  bir cebir olusturmasma ragmen, harmonik

fonksiyonlarin sinifi olusturmaz. Ayrica bir harmonik yalinkat doniisiimiin tersi de

harmonik olmak zorunda degildir. Ustelik harmonik déniisiimlerin smir davranislari
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konform doniisiim denilen analitik yalinkat fonksiyonlardan ¢ok daha karmasiktir.

Bununla birlikte, konform doniisiimlerin bilinen teorisi bir sekilde harmonik
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doniisiimlere taginabilir (Duren, 2004). C kompleks diizleminde basit baglantili her
hangi bir bolgede harmonik iinivalent dontisiimleri ¢alismak yerine, birim diskte

calismak genelligi bozmaz. Ciinkii f , basit baglantili bir D C bdlgesinden G
bolgesi tizerine harmonik {inivalent bir doniisiim ve ¢ de U ={z:|z|<1} acik birim
diskini D bolgesi lizerine konform olarak resmeden bir doniigiimii ise F = f o, U
diskini G {izerine resmeden harmonik tinivalent bir doniisiim olur. Bu durumda esas

déniisim ise f = F o™ bi¢imindedir.

f =u+iv fonksiyonunu kompleks diizlemde bir B bdlgesinde diferansiyellenebilir

olsun.

u(2) v(2)

7O= o) v,

= u,(2)V, (@)U, (2)V,(2)

fonksiyonuna f fonksiyonunun Jakobiyeni denir.

Z =X+1y olmak tizere
o 1(o0 .0 o 1o .0
— =2 ——i=] ve —=Z|—+i—
oz 2\ox oy 0z 2\ox oy
diferansiyel operatorleri yardimiyla f(z) =u(z) +iv(z) fonksiyonu i¢in

1 . 1 .
f, =2 (h=it,) =S LU, +vy) =i (u, =v,)l,
ve

f, :%(fX +if) :%[(uX =v,)+i (U, +v,)]
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olup, f fonksiyonunun Jakobiyeni J; (z) = f,(2)|* —| f,(2) |’ big¢iminde yazilabilir.
Eger f(z) fonksiyonu analitikse & f/0z=0 olacagindan J,(z)= f'(2)|* olur.
Kompleks degerli bir f(z) fonksiyonu i¢in 0 f/6Z =0 esitligi Cauchy—Riemann
denklemlerinin bir bagka bicimde ifadesinden ibarettir. Gerekli hesaplamalar

sonunda f fonksiyonunun Laplasyeni adi verilen Af = f,, + f _ ifadesinin

2
o°f _4f

Af =4 =41,
02017

oldugu gorilir. Buna gore, “ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip bir f
fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart f,, =0 veya of/0z

fonksiyonunun analitik olmasidir” sonucu ¢ikarilabilir.

Analitik bir f fonksiyonunun bir z noktasinda yerel olarak iinivalent olmasi igin
gerek ve yeter sart J,(z) #0 olmasi bilinen bir sonugtur. Lewy (1936), bu sonucun

harmonik déniigiimler i¢in de gegerli oldugunu gosterdi

Teorem 4.1 (Lewy Teoremi) : Kompleks degerli harmonik bir f fonksiyonu bir D
cC bolgesinde yerel olarak iinivalent ise her ze D igin J,(z) sifirdan farklidur.

(Lewy, 1936).

Lewy (1936)" nin bu sonucuna gore bir D bdlgesinde iinivalent harmonik
doniisiimler ya J,(z) >0 veya | f,(z)|>| f,(z)|olup yon koruyandir yada J;(z) <0
veya | f,(z)|< f,(z)| olup yonii ters gevirendir. Eger f yon koruyan ise f yonii ters
cevirendir. Sonug olarak | f,(z)[>| f,(z)| ise f yerel olarak iinivalent ve yon
koruyan, | f,(z)|< f,(z)| ise f yonii ters geviren bir fonksiyondur. J;(z)>0

oldugu yerlerde f(z) =0 olduguna dikkat ediniz.

En basit iinivalent harmonik donlisim o6megi f(2)=az+y+LZ, |al# S|
biciminde konform olmasi gerekmeyen Afin doniistimlerdir. Eger bu doniisiimde

y =0 ise Afin doniisiim lineer olur. Bir Afin doniisiim ile bir tinivalent harmonik
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doniigiimiin bileskesi yine bir harmonik doniisiim olmasi 6nemli bir sonugtur. Yani
f tnivalent harmonik déniisim ise af+y+Af de iinivalent harmonik

doniisiimdiir.

Diger bir énemli 6rnek U agik birim dairesini |W|=32 ¢emberi ile ¢evrelenmis iig
uglu bir egrisel liggen (hypocycloid) igine resmeden f(z) =z +12z* fonksiyonudur

(Sekil 3.1.a). Simdi bu fonksiyonun iinivalent oldugunu gosterelim; z,, z, €D i¢in

f(z)=1(z,) =z +3 Z12 =Z,+3 z22 = 2(2,-2,)=(Z,-7,)(z, + 7,)

olur. |z, +z, |< 2 oldugundan son esitlik ancak z, =z, olmasi durumunda gecerli
olur. Benzer diisiince ile her n>2 igin f(z)=z+1Zz" fonksiyonunun da iinivalent

oldugu soylenebilir. Bu doniisim altinda birim dairenin goriintiisii Matematica
programi kullanilarak sekil 3.1.b de gosterilmistir. Genelde bu doniisiim altinda U

dairesinin resmi |w|=(n+1)/n ¢emberi i¢inde kalan n+1 kdoseli egrisel iiggen

(hypocycloid) tarafindan sinirlandirilmistir (Duren, 1984).

Sekil 3.1 Harmonik iinivalent doniisiimler.

Simdi harmonik fonksiyonlar teorisinde olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan asagidaki

teoremi verelim.
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Teorem 4.2 (Kanonik Gosterim) : h ve g fonksiyonlar1 basit baglantili bir D C

bolgesinde analitik olsun. D " de kompleks degerli harmonik bir f fonksiyonu
f(z)=h(z) +g(z) bi¢ciminde bir gosterimine sahiptir. Bu gosterim sabit farkiyla

tektir (Duren, 1984).
Ispat. u ve v basit baglantili bir D bélgesinde harmonik fonksiyonlar oldugundan

FAF Ve v:ImG:—G;G
i

u="*ReF =

olacak sekilde D de analitik F ve G fonksiyonlar1 vardir. Boylece

f :u+iv=iReF+i|mG=(F+Gj+(F_GJ=h+g

2 2

elde edilir. f =h+g temsiline f fonksiyonunun kanonik temsili denilir.

Sonug 4.3 : U birim dairesinde f =h+ g fonksiyonunun yon koruyan olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

J @4 1,@F -IT.@F AN@DF -1g'@@) >0

olmasidir. Bagka bir ifadeyle,

19'(D)|
Ih'(2)|

<1

esitsizliginin saglanmasidir (Clunie, 1984).

U diskinde h ve g analitik fonksiyonlarinin seri agilimlari
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h(z)=z+)> a,z" ve g(z)=) b2
n=2 n=1

olmak tizere U "da yon koruyan f =h+ g harmonik yalinkat fonksiyonu i¢in
19" (@) [<|h(2)]

dir. Bu durum h'(z) # 0 oldugunu gosterir. Bu yiizden h(0) =0 ve h'(0) =1 almak

genelligi bozmayacaktir. Boylece U diskinde

f(z):h(z)+ﬁ=z+ianz“+ibnz“ (4.1)

ozelliginde yon koruyan harmonik yalinkat doniigiimlerinin H sinift olusturulmus
olur. Buna gére H smifinin, analitik yalinkat fonksiyonlarn bilinen S sinifini

kapsadig1 agiktir.

Analitik  fonksiyonlar i¢in (3.1)" de verdigimiz yildizillik sarti harmonik
fonksiyonlarda ise asagidaki gibidir.

f(z)eH fonksiyonunun yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sart

0< |Z| <1 i¢in,

*Re{—zw(z) —20'(2) } >0
h(z) +9(z)

olmasidir. Bu tip f(z)eH fonksiyonlarinin smifi H* ile gosterilir. Yine ayni

sekilde analitik fonksiyonlar i¢in (3.2)" de verdigimiz konvekslik sarti harmonik
fonksiyonlarda asagidaki gibidir.

f (z)eH fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

|Z| <1 i¢in,
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i}{e{zzh”(z) +2zn'(2) +2%9"(2) + 29'(2) } 50
zh'(z) - z9'(2)

olmasidir. Butip f(z)eH fonksiyonlarinin simifi H . ile gosterilir.

4.1. HARMONIK FONKSIYONLAR iCIN SALAGEAN OPERATORU VE
BAZI OZEL SINIFLARI

Tanim 4.1.1 : Salagean (1981) tarafindan analitik fonksiyonlar i¢in tanimlanan
Salagean operatorii harmonik fonksiyonlara ilk defa Jahangiri tarafindan 2002

yilinda asagidaki bicimde uyarlanmistir.
U birim diskinde harmonik f (z) =h(z)+g(z) fonksiyonu i¢in Salagean operatorii
D°f(z) = f(2) =h(z) + g(2) . Df(z)=Dh(z) - Dg(z) = zh'(z) — 29'(2)

ve n=2,3, ... i¢in;

D"f (z) = D"h(z) +(-1)"D"g(z) (4.2)
D'h(z)=z+3 K"z .  D'g(z)= 3 k'bz"

olmak iizere
D"f(z)=z+) k"a,z" +(-1)"D_k"bz"
k=2 Py

bigiminde tanimlanir (Jahangiri vd., 2002).
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Tanim 4.1.2 : Salagean (1983), Abdul Halim (1992) ve Darus (2004) tarafindan

calisilan siniflar;

SOZ{f(Z)EﬂI‘.Re{%}>O,ZEU}

B(a):{f(z)eﬂ:‘ﬂe{%}>a,0£a<1,ZEU}

. Sa)={f(@ecA:Rel{f'(D)}>a0<a<lzeU}

Bn(ﬂ)={f(z)eﬂ:me{Dn;Z)ﬂ}>o,zGu,neNO=Nu{o},ﬁ>o}

dir.

Opoola (1994);

n B
me{%}m, 27eUneNy,f>0,0<a<1 4.3)
z

kosulunu saglayan analitik fonksiyonlarm olusturdugu 7, nﬂ (a) smifini

tanimlamistir.

Al-Shagsi vd. (2010) S,, B(a), 5(a), Bn(a) fonksiyonlarinin geneli olan

T nﬁ (a) tizerinde ¢alismislardir. Burada h ve g

h(z)! =2/ +> Baz’™* | g(2)’ => pbz""* (4.4)
k=2 k=2

olmak tizere;

f(2)” =h(z)” +9(z)” (4.5)
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dir. f(z)” ' nin Salagean operatorii ise;

D"f(z)” =D"h(z)” +(~1)'D"g(2)”

D"h(z)” ="+ pk'a 2" (4.6)

k=2

D"g(2)” =) pk"p 2"
k=2

dir. (Al-Shagsi vd., 2010)

Al-Shagsi vd. (2010) D" f (z)” (4.6) ile taniml1 olmak tizere

n+1 p
we) 2 T, scUneN, f>1,0<a<1 (4.7)
D" f(2)”

sartin1 saglayan (4.5) formundaki harmonik fonksiyonlarin ailesi olarak

H (n,ﬂ,a) sinifin1 tammlamuslardir. H (n,ﬁ,a) simifi H smifinin iyi bilinen

altsiniflarim igerir. Mesela HH (0., c)=H"(a) simfi U birim diskinde
B :

—qarg f(re'’) >

~ g f(re) > a

sartint1 saglayan o - yildiz1il harmonik {iinivalent ve yon koruyan f

fonksiyonlariin bir sinifidir ve yine aym sekilde
H@QLa)=H, () smfi U birim diskinde

0 0 -
—Jdarg— f(re)! >
ae{ 950 ¢ )} “
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sartin1 saglayan « - konveks harmonik tinivalent ve yon koruyan f fonksiyonlarinin

smifidir. (Khalifa vd., 2010)
H () ve H, («) siniflari Jahangiri (1999) tarafindan calisilmistir.

Tanim 4.1.3 : Rosy vd. (2001) asagidaki kosulu saglayan f(z) harmonik tinivalent

fonksiyonlarin olusturdugu G, ( 7/) c H smifim tanmmlamastir :

me{% - e‘”‘} >y , acR (4.8)

Dixit vd. (2009) bu ¢alismalarinda Rosy vd. (2001) calismalarindan yararlanarak
(4.8) i gelistirerek D*f (4.2) formunda olmak iizere ;

) k+q )
iRe{(l+ pe'“)D—(Z)— pe'“}>y ,0<y<1l, deR,p=0,0eN; (49

D*f(z)

kosulunu saglayan (4.1) formundaki fonksiyonlarin smifi olarak Ry (K,7, p,q)

sinifin1 tamimlamiglardir.

Teorem 4.1.4 : f =h+g (4.1) ile verilen fonksiyon olsun. Eger a =1, keN,,
0<y<1,p=20, geN icin;

0

> n* {n“(p+l)—(7/+ p)}|an|+ij:nk {nq(p+1)—(—1)q (7 + p)}|bn|£ 2(1-y)

n=1

ise f , U'da harmonik inivalent ve yon koruyan fonksiyondur ve

f eR,(k 7, p,q) dir (Dixit vd., 2009).
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4.2. HARMONIK FONKSIYONLAR iCIN RUSCHEWEYH OPERATORU
VE BAZI OZEL SINIFLARI

Tanim 42.1 : f =h+geH (4.1) formunda olsun. Bu takdirde f'in Ruscheweyh

tiirevi;

C(1,k)= (k +i_1j icin;

Djh(z):z+ik“C(/1,k)akzk D;‘g(z):iknc(ﬁ,,k)bkzk

k=2 k=1
olmak iizere,
D"f(z)=D'h(z)+(-1)'Dg(z) nAeN, zeU
dir. Simdi bu operator ile ¢aligilmis sinif 6rnegi verelim.

Tanim 4.2.2 : f e H fonksiyonlarindan olusan S. Juma (2007) tarafindan

AS,, (ﬂ,, oK, 7/) yeni bir sinif tanimlanmistir. Burada,

z=re’igin; y, @, 0 ,0<a<l,0<y<1, 0<r<1, 0<k <1 olmak iizere

Red (L+ keiy)zz(Dih(Z))" +2(0"h(@) + Zz(Dlg(Z)’)ﬂ +2(D’g(2)

z(D’Ih(z))' - z(Dlg(z))

+1}>a

(4.10)

kosulu saglaniyorsa f € AS,, (l,a, k, 7) dir.

D*f(z), f fonksiyonunun ruscheweyh tiirevi, A > —Ligin;
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B,(4)= (2+1)4 Ean—)IZ.L.)(!l +n-1) olmak iizere,

dir. Ayn1 zamanda
D*f(z) =D*h(z) + (-1)*D"*g(2) (4.11)
seklinde gosterilebilir (S. Juma, 2007).

Teorem4.2.3: f =h+g ve f e H olmak iizere,

a=1ve 0<a<l, 1>-1, 0<k<1 igin;

i(n(nm k)+(- a))|an|+ n(n(+ k)‘(l‘“))|bn|j3n(,1)g 2, B(A)<2 (412

2—a+k

olsun. Bu takdirde f, U da harmonik iinivalent fonksiyondur ve f € AS, (l, a,k, y)
dir.

4.3. HARMONIK FONKSIYONLAR iCIN SAKAGUCHI OPERATORU VE
BAZI OZEL SINIFLARI

Tanim 4.3.1. Simetrik noktaya gore harmonik yildizil fonksiyonlar sinifi benzer

sekilde tanimlanabilir. Bu durumda f =h+ g harmonik fonksiyonu

Re{z(zfz(z)—ﬁ)}w
f(z)- f(-z)
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esitsizligini sagliyorsa f =h+g fonksiyonuna simetrik noktaya gore harmonik

yildizil fonksiyon denir.
h(z)=z+> az", 9(z)=D bz"
k=2 k=

olmak tizere f =h+ a fonksiyonlart i¢in

zf '(2) 1
‘Re{m}>a , OS(Z<E,ZEU (413)

biciminde genisletilmistir.

Salagean oparatorii gibi Sakaguchi tarafindan tanimlanan bu operatorler farkli
calismalara zemin hazirlamistir. Bu operatorler yardimiyla yeni operatorler ve
harmonik fonksiyonlarin yeni alt siniflar1 tanimlanmis ve calisilmistir. Simdi

bunlardan bir 6rnek verecegiz.

Tanim 4.3.2 : Giiney (2007) tarafindan bildirildigine gére Ahuja ve Jahangiri (2004),

z=re” , 0<r<lve 0<0<2r igin;

Za%f(rem)

f(re?)—f(-re") -

sartin1 saglayan (4.1)formundaki harmonik yildizil, kompleks degerli, yon koruyan

f e H fonksiyonlarin smifin1  SH (a) olarak ifade etmislerdir. Giiney (2007) ,

SH (a) smifi lizerinde h ve g fonksiyonlarini ;
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h=2-Yaz" . 9@=3bz" , ab,20 (4.14)
m=2 m=1

m,~m

formunda alarak FH (0{) c SH (a) altsinifin1 tanimlamustir.

Teorem 4.3.3 :h ve g (4.1tipinde olmak tizere, f =h+g harmonik fonksiyonu,

a,=1ve 0<a <1 igin;

= J(2(n-1) N—-1-a on-l+a
;{(1_0{ j(lazn_z|+|b2n_z|)+(l_a j|a2n_l|+(1_ j|b2n_1|}sz (4.15)

(04

sartin1 saglasin. Bu takdirde f, U 'da yon koruyan harmonik {inivalent fonksiyondur

ve f eFH (a) dir.
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