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Bu tezde öncelikle kod tanımı, kodlama teorisinde çok önemli yeri olan lineer kodlar, 

parametreleri ve özellikleri incelenmiĢ, daha sonra genelleĢtirilmiĢ lineer kod tanımı 

verilip parametreleri incelenmiĢtir. ÇalıĢmamızın 5. bölümünde, genelleĢtirilmiĢ 

kodlar için, kxn lik bir matrisin rankının r olma olasılığı formülünden yararlanılarak 

bu matrisin beklenti formülü, beklenti formülünden yararlanılarak farklı I ve J alt 

matrislerine karĢılık gelen rank fonksiyonlarının kovaryansları, destek ağırlık 

polinomu ( )r

CW z  nin beklentisi, ve son olarak bir C [n,k] kodunun destek ağırlıkları 

arasındaki kovaryans formülleri elde edildi. Son bölümde ise lineer olmayan bir kod: 

Fibonacci koduna değinildi. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

SİMGELER 

 

C : kod 

q : alfabedeki simge sayısı  

n : uzunluk 

k : eleman sayısı 

n

qF  : uzunluğu n olan q elemanlı sonlu cisim 

u : Hamming uzaklığı 

d : minimum mesafe 

R : kod oranı 

  : göreceli minimum mesafe 

w : ağırlık 

Ai : ağırlık kümesi 

WC(t) : ağırlık polinomu (hesaplayıcısı) 

G : üreten matris 

C   : C kodunun duali 

H  : (parite) kontrol matrisi 

Hk (Ham(k): Hamming kodu 

D   : D nin destek ağırlığı 

dr  : r. Destek ağırlığı 

Ai
r
  : destek ağırlık kümesi 

( )r

CW t   : destek ağırlık polinomu 

E  : beklenti 

cov  : kovayans 

P  : olasılık
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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

Kodlama teorisi ilk olarak 1940‟lı yılların sonlarına doğru C. E. Shannon, R. W. 

Hamming ve J. C. Golay‟ın yazdıkları makalelerde bazı mühendislik problemleri ile 

bağlantılı olarak ortaya çıkmıĢtır. Bu konu cebirdeki matematik kavramları 

kullanılarak geliĢtirilmiĢ ve “Cebirsel Kodlama Teorisi” adını almıĢtır.  

 

Modern iletiĢimin gereksinimleri sonucu bugüne kadar çok sayıda kod inĢa edildi ve 

bunun sonucu olarak bu kodların taĢınması sırasında oluĢabilecek hataların 

düzeltilmesi gerekliliğinden hata düzelten kodlar teorisi de oldukça geliĢti. Bu teori 

sayesinde modern telekomünikasyon ve uzay iletiĢiminde verilerin hızlı ve doğru bir 

Ģekilde iletilmesi sağlandı [1]. Hata düzeltici kodlar teorisi bilgi transferi ya da 

depolanması esnasında orijinal bilgiye yapılan ekleri optimize etme ve iletilen 

bilgide meydana gelebilecek hataları düzeltme gibi konularla ilgilenir. Örneğin; bir 

mesajı bir kanal boyunca hızlı ve güvenilir bir Ģekilde iletmek isteyelim. Kanal bir 

telefon hattı, yüksek frekanslı bir radyo bağlantısı olabilir. Ekipman eksikliği, insan 

hatası ya da yıldırım sebebiyle bilginin iletimi sırasında hatalar oluĢabilir. Bu 

hatalardan mesajı korumak için fazladan veri eklenir. 

  

Hata düzeltici kodlamanın ardındaki düĢünce, kod sözcüklerini birbirlerinden 

yeterince farklı seçip, gönderilen sözcüğün birkaç terimi parazit nedeniyle yanlıĢ 

iletilse bile, iletilen sözcüğün hala tanınabilir, yani asıl sözcüğe diğer bütün kod 

sözcüklerine olduğundan daha yakın olmasını sağlamaktır. 

 

Bilgi akıĢının gerçekleĢtiği ortama kanal denir; telefon hatları ya da atmosfer kanal 

örnekleridir. Parazit ya da gürültü adını verdiğimiz istenmeyen dıĢ etkenler alıcıya 

ulaĢan mesajın gönderilenden farklı olmasına neden olabilir. AĢağıdaki Ģemada bilgi 

akıĢı gösterilmektedir [2]. 
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Yollamak istediğimiz mesaja M diyelim. Örneğin M, “evet” mesajı olabilir. Bu 

mesaj kodlanarak K kod sözcüğü haline getirilir. K‟nın, 000 olduğunu kabul edelim. 

K, gideceği yere doğru kanalda yol alırken parazite maruz kalır ve ulaĢacağı yere K 

yerine K‟ olarak ulaĢır. K‟, 010 olabilir. Bu aĢamada bir hata giderici devreye girer 

ve yanlıĢ olan K‟ mesajını K kod sözcüğü olarak düzeltir. Hata giderici 010 

mesajının 000‟a 111‟den daha yakın olduğunu anlar. 

 

K mesajı kanaldan
       geçiyor '

kodlayıcı
parazit

Hata giderici Kod Çözücü
(dekoder)

kodlanarak gönderilen
M mesajı UlaĢan K  mesajı

K mesajı

 K mesajı  Kodu çözülen M mesajı


  

 

 

 

ĠletiĢimde amaç, kaynaktan gönderilen mesajı doğruluğu yüksek bir olasılıkla 

iletmektir. Mesajı göndermek için alfabe olarak adlandırılan sonlu kümeler kullanılır. 

Bu küme genellikle sonlu bir halka veya cisim olarak alınır. Ġletilecek mesaj, 

oluĢabilecek hatalardan korunması için Ģifrelenir. ġifrelenen mesaj, kodun elemanları 

olan kod sözcükleridir. Kod sözcükleri kanala gönderilir. Bazı terimleri değiĢmiĢ 

yani hata olmuĢ olabilir. Dekoder hata olup olmadığını kontrol eder, hata varsa 

düzeltir ve orjinal mesaj elde edilip alıcıya gönderilir. 

 

Bir kodun minimum uzaklığı ne kadar büyük olursa o kod o kadar hata 

düzelteceğinden, minimum uzaklıkları büyük olan kodların elde edilmesi önemlidir. 

AraĢtırmacıların kodlar üzerine yapmıĢ oldukları çalıĢmaların bir kısmı q  sonlu 

cismi üzerinde yeni kodlar elde edilmesi ve bunlara karĢılık gelen cebirsel kodların 

oluĢturulması ile ilgilidir. Belirli halkalar üzerinde tanımlı kodlar kullanılarak da 

cisimler üzerinde kodlar elde edilebilir.  

 

Halkalar üzerinde tanımlı lineer kodlarla ilgili çalıĢmalar 1970‟lerde baĢlamıĢtır. 

Belirli halkalar ve bu halkaları belirlerken kullanılan Galois cisimleri arasında uygun 

dönüĢümlerin tanımlanması yoluyla, belirli halkalardaki kodlarla bu cisimlerdeki 

kodlar arasındaki iliĢkiler belirlenmiĢtir. 
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Bu tezin içeriği kısaca özetlenirse, tezin 2. bölümünde genel olarak kod tanımı, 

kodların yapısını oluĢturan parametreler ve bu parametrelerin özelliklerine 

değinilmiĢtir ve birkaç kod örneği verip bunların parametreleri ile verimlilikleri 

karĢılaĢtırılmıĢtır. Tezin 3. bölümünde bizim üzerinde çalıĢtığımız lineer kodlar 

verilip bu kodların temel tanımları, parametrelerini verilmiĢtir. Lineer kodların üreteç 

ve kontrol matrisleri, bu matrislerle ilgili teoremler ve örnekler verildi. Bölümün 

sonunda temel lineer kodlara birkaç örnek verilmiĢtir. 4. bölümde yeni ancak hızla 

geliĢen alan olan genelleĢtirilmiĢ ağırlık tanımlarını verildi. GenelleĢtirilmiĢ kodlarla 

ilgili destek ağırlık tanımı, ağırlık kümesi, ağırlık polinomu (ağırlık hesaplayıcı) gibi 

önemli tanımlara yer verildi. 5. bölümde bu tanımlar ile ilgili ispatları yaparken 

yararlandığımız temel formüllere de 4. bölümde değinildi. Teorik ispatların yapıldığı 

5. bölümde genelleĢtirilmiĢ kodlar için, kxn bir matrisin rankının r olma olasılığı 

formülünden yararlanılarak bu matrisin beklenti formülü, beklenti formülünden 

yararlanılarak farklı I ve J alt matrislerine karĢılık gelen rank fonksiyonlarının 

kovaryansların, destek ağırlık polinomu ( )r

CW z  nin beklentisi, ve son olarak bir C 

[n,k] kodunun destek ağırlıkları arasındaki kovaryans formülleri elde edilmiĢtir. Son 

olarak 6. Bölümde, lineer kodların destek ağırlıklarının istatistiklerinin Maple 

programı yardımıyla da elde edilebildiğini gösteren örnekler verilmiĢtir. 7. Bölümde 

ise lineer olmayan bir kod çeĢidi fibonacci kodlarına değinilmiĢtir ve fibonacci 

kodları için kodlama ve dekodlama metodu verilmiĢtir. 
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BÖLÜM 2 

 

KOD TANIMI VE LİNEER KODLARIN BAZI ÖZELLİKLERİ 

 

2.1. KOD TANIMI VE ÖZELLİKLERİ 

 

Tanım 2.1: Haber ve bilgiler gönderilirken iletiĢimde kolaylık sağlamak amacıyla 

bazen, mesajda kullanılan harf, sözcük ya da sözcük grupları belirli bir kurala göre 

baĢka simgelerle değiĢtirilir. Bu amaçla kullanılan simgeler sistemine kod denir. 

 

Tanım 2.2: ĠletiĢimde ve bilgi aktarımında kodlama, bir kaynaktan alınan bilginin 

sembollere dönüĢtürülme sürecidir. 

 

Tanım 2.3: Kod sembollerinin alıcı tarafından anlaĢılabileceği bir Ģekilde bilgiye 

dönüĢtürülmesine dekodlama denir. 

 

Tanım 2.4: Bir lineer kod C , q  
q elemanlı sonlu bir cisim olmak üzere,

 
n

q  
in bir 

lineer alt uzayıdır. Burada q
 
ya alfabedeki simge sayısı, n  ye kodun uzunluğu, C  

nin boyutu k  ya da kodun bilgi sembollerinin sayısı denir 

 

Tanım 2.5: Her    1 2 1 2, ,..., ,  , ,..., n

n n qa a a a b b b b    için a ve b arasındaki 

Hamming uzaklığı  ( , ) i id a b i a b   Ģeklinde tanımlanır ve 

 

  : 0n n

q qd     

( , ) ( , )a b d a b  

 

biçiminde tanımlanan dönüĢüm;  
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) ,  için ( , ) 0, ( , ) 0n

qi a b d a b d a b a b       

) ,  için ( , ) ( , )n

qii a b d a b d b a    

) , ,  için ( , ) ( , ) ( , )n

qiii a b c d a b d a c d c b     

 

özelliklerini sağlar ve bir metriktir. 

 

Tanım 2.6: Bir C kodunun minimum uzaklığı  ( ) min ( , ) ,  ,d C d x y x y x y C    

biçiminde tanımlanır. Uzunluğu n, eleman sayısı k, minimum uzaklığı d olan bir C 

koduna  , ,n k d  kodu denir. Burada n,k,d C kodunun parametreleridir. 

 

C ,  , ,n k d  kod olsun. Bu parametreler arasında aĢağıdaki iliĢkiler vardır; 

 

i)     k yeteri kadar büyükse kod fazla sayıda mesajı Ģifreler. 

ii)    d büyükse kod daha fazla hata düzeltir. 

iii)   k büyüdükçe d küçülür. 

iv)   n küçüldükçe mesaj daha hızlı iletilir. 

 

Kodu belirleyen üç parametreden ikisi belli iken diğerinin alabileceği en iyi değeri 

belirlemek önemlidir. 

 

Tanım 2.7: C, alfabesi q elemandan oluĢan bir   , ,n k d  kod olsun. Verilen n ve d 

değerleri için k nin alabileceği en büyük değer ( , )qA n d  ile gösterilir. Buna C 

kodunun sınırı denir. 

 

Örnek 2.1: C  = {(0,0,0,0,0),(0,1,1,0,1),(1,0,1,1,0),(1,1,0,1,1)} bir  5,4,3  koddur. 

 

Teorem 2.1: Her n ≥1  için  

i)   ( , ) n

qA n d q  

ii)  ( , )qA n n q  dir [1]. 
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Teorem 2.2: q=2 olan bir kod için d tek olmak üzere bir  , ,n k d  kodunun var olması 

için gerek ve yeter koĢul bir  1, , 1n k d    kodunun var olmasıdır [3].  

 

Sonuç 2.1:  d tek sayı ise 2 2( 1, 1) ( , )A n d A n d    

d çift sayı ise 2 2( 1, 1) ( , )A n d A n d    dir [3]. 

 

Örnek 2.2: 2 (5,3) 4A   olduğuna göre yukarıdaki sonuçtan 2(6,4) 4A  tür.  6,4,4  

kodu aĢağıdaki gibi  5,4,3  kodundan elde edilir. C  5,4,3  kodu  

C  = {(0,0,0,0,0),(0,1,1,0,1),(1,0,1,1,0),(1,1,0,1,1)}  idi. Bu durumda D  6,4,4  kodu 

D  = {(0,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,1,1),(1,0,1,1,0,1),(1,1,0,1,1,0)} olur. 

 

Teorem 2.3: C, d minumum uzaklığına sahip bir kod olsun.  

 

i)   d ≥k+1 ise C kodu herhangi bir kod sözcüğündeki k tane hatayı tespit eder. 

ii)  d ≥2t+1 ise C kodu herhangi bir kod sözcüğündeki t tane hatayı düzeltir [3]. 

 

Sonuç 2.2: d minimum uzaklığına sahip olan bir C kodu herhangi bir kod 

sözcüğünde d-1 tane hatayı tespit etmekte ya da 
1

2

d 
 tane hatayı düzeltmekte 

kullanılır [4]. 

 

Tanım 2.8: C ve D iki [n,k,d]q kod olsun.  

 

i)  D kodu C nin kod sözcüklerinde aynı yerdeki elemanlara aynı permütasyon   

uygulanarak elde edilsin. 

ii)   D kodu C nin kod sözcüklerinde iki bileĢenin yer değiĢtirmesi ile elde edilsin.  

 

Yukarıdaki koĢullardan en az biri sağlanıyorsa D kodu, C koduna denktir denir. 
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Örnek 2.3: C  = {(0,0,1,1),(0,1,2,1),(1,2,2,0),(1,0,2,1)} kodu için 
0 1 2

2 0 1


 
  
 

 

permütasyonu C kodunun 3. konumundaki sembollere uygulanırsa, yeni elde edilen 

kod 1C  = {(0,0,0,1),(0,1,1,1),(1,2,1,0),(1,0,1,1)} olur. Daha sonra 1. konumdakilerle 

4. konumdakiler yer değiĢtirildiğinde 2C  = {(1,0,0,0),(1,1,1,0),(0,2,1,1),(1,0,1,1)} 

kodu elde edilir. Burada C kodu C2 koduna denktir. 

 

Teorem 2.4: Bir  , , 2 1n k t  q kod ve ( , )qA n d m  olmak üzere 

. .( 1) ... .( 1)
0 1

t n
n n n

m q q q
t

      
           

      
 eĢitsizliğini sağlar [5].  

 

Tanım 2.9: Bir   , , 2 1n k t  q kodu için ( , )qA n d m  olmak üzere 

. .( 1) ... .( 1)
0 1

t n
n n n

m q q q
t

      
           

      
 

Ģartı sağlanıyorsa bu koda mükemmel kod denir. 

 

Örnek 2.4: Bir  , 2,n n q kodu mükemmel bir koddur. 

 

2.2. BAZI ÖZEL KODLAR 

 

2.2.1. Kod A (8,7) Parite Kontrol Kodu 

 

Birçok bilgisayarda bilgi birimi olarak bir byte, 8 bitlik bir dizi, kullanılır.  Örneğin 

mikro bilgisayarlar için kullanımı evrensel olan ASCII kodu „a‟, „B‟, „3‟ gibi 

karakterleri byte yardımıyla sunar. Bir byte 0 ile 255 arasında her değeri temsil 

edebilir. Örneğin 1 i temsil eden ASCII kodu 1 1000110  dir. Biz bu kodu 

10001101 olarak kodlarız. Benzer Ģekilde 1000001A  olan ASCII kodu 

10000010 olarak kodlanır. Böylece bir byte transfer edildiğinde ve bir bit yanlıĢ 

iletildiğinde bu bytetaki 1 lerin sayısı tek olacaktır. Böylece alıcı tekrar mesajın 

yollanmasını isteyebilir. Burada alıcının hangi bitin yanlıĢ iletildiğini söylemesi 
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mümkün değildir. Ayrıca bu bytetaki herhangi 2 bitin yanlıĢ iletilmesi durumunda da 

alıcı hatayı fark etmeyerek mesajın geçmesine izin verecektir. Kısaca bu kodu 

değerlendirecek olursak; 

 

i)   (8,7) parite kontrol kodu çok ekonomiktir (encode edilen mesaj orijinal 

mesajın 1/7 i kadar daha uzundur). 

ii)  Hatalar düzeltilemez bu yüzden sadece alıcının, mesajın tekrar gönderimini 

isteyebileceği Ģartlarda uygundur (hatalar tespit edilirken hatanın nerede 

olduğu bulunamaz). 

iii)  Transfer sürecindeki hata olasılığı çok düĢük olmalıdır (kod bir bytetaki iki      

hatayla baĢ edemez) [6]. 

 

2.2.2. Kod B Üçlü Tekrar Kodu 

 

Mesajın doğru iletilmesinden çok emin olmak isteyen ekstra tedbirli bir telgraf 

operatörünü hayal edelim. Operatör her biti 3 defa tekrarlamaya karar veriyor. 

0 000,   1 111  . Alıcıya 101 bloğunun ulaĢtığını kabul edelim. Ġki 1 in yanlıĢ 

iletilme olasılığına göre bir 0 ın yanlıĢ iletilme olasılığının daha büyük olduğunu 

düĢünerek bu mesajı 111 Ģeklinde düzeltecektir. Bu düzeltme tekrar bilginin 

istenmesinden daha hızlı olacaktır ancak, iki 1 in yanlıĢ gitme olasılığı da her zaman 

var olduğundan yine de bir risk vardır. Kısaca; 

 

i)    Kod ekonomik değildir (encode edilen mesaj orjinalden üç kat daha uzundur). 

 

ii)   Üçlü blok koddaki tek hataları düzeltebilir veya alternatif olarak tekrar 

mesajın istenmesinin mümkün olduğu durumlarda tek veya çift hataları tespit 

edebilir. 

 

iii)  Hatayı düzeltmede olabilecek hata olasılığı orta, hatayı tespit etmede hata 

olasılığı oldukça düĢüktür [6]. 
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2.2.3. Kod C Üçlü Kontrol Kodu 

 

abc, a,b ve c ler 0 ve 1 olmak üzere bu koda „xyz‟ üçlü kontrol bitlerini ekleyerek 

abc mesajını üçlü bloklara aĢağıdaki gibi bölelim: 

 

i)    abx deki 1 lerin sayısı çift olsun, 

ii)  acy deki 1 lerin sayısı çift olsun, 

iii)  bcz deki 1 lerin sayısı çift olsun.  

 

Örneğin abc=110 için x=0, y=1, z=1 dir. Böylece kod kelimemiz 110011 Ģeklinde 

kodlanır. Üçlü kontrol kodu sadece hatayı tespit etmekle kalmaz, hatayı düzeltir.  

 

a yanlıĢ iletildiyse (1) ve (2)  Ģartları sağlanmaz. 

b yanlıĢ iletildiyse (1) ve (3)  Ģartları sağlanmaz. 

c yanlıĢ iletildiyse (2) ve (3)  Ģartları sağlanmaz. 

x yanlıĢ iletildiyse (1) Ģartı sağlanmaz. 

y yanlıĢ iletildiyse (2) Ģartı sağlanmaz. 

z yanlıĢ iletildiyse (3) Ģartı sağlanmaz. 

 

Ancak bu hatalardan baĢka bir hatanın da bu Ģartları sağlamamaya yol açması 

mümkündür. Örneğin a ve x yanlıĢ iletildiyse, sadece (2) Ģartı sağlanmaz ve eğer 

alıcı yukarıdaki düzeltme stratejisini uygularsa aslında doğru iletilen y yi düzeltir [6]. 
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BÖLÜM 3 

 

LİNEER KODLAR VE PARAMETRELERİ 

 

Bu bölümde lineer kodların temel kavramlarına değinilmiĢtir ve ispatları yaparken 

kullandığımız notasyonlar tanımlanmıĢtır. Konumuza çok temel bir kavram olan 

lineer kodun tanımıyla baĢlayalım. 

 

Tanım 3.1: Bir lineer kod C , q  
q elemanlı sonlu bir cisim olmak üzere,

 
n

q  
in bir 

lineer alt uzayıdır. Burada q
 
ya alfabedeki simge sayısı, n  ye kodun uzunluğu, C  

nin boyutu k  ya da kodun bilgi sembollerinin sayısı denir.  

 

Tanım 3.2: Bir m kod vektöründeki sıfırdan farklı koordinatların sayısına m nin 

ağırlığı denir, m  ile gösterilir. 

 

Hata düzeltici kodlamanın ardındaki düĢünce, kod sözcüklerini birbirlerinden 

yeterince farklı seçip, gönderilen sözcüğün birkaç terimi parazit nedeniyle yanlıĢ 

iletilse bile, iletilen sözcüğün hala tanınabilir, yani asıl sözcüğe diğer bütün kod 

sözcüklerine olduğundan daha yakın olmasını sağlamaktır. Bu yakınlığı ölçmek için 

bir uzaklık fonksiyonu kullanılır. 

 

Tanım 3.3:  ,u a b  mesafesi, a ve b nin birbirinden farklı koordinatlarının sayısıdır, 

kısaca; 

 

       1 1,..., , ,..., , 1,2,..., :n n i iu a a b b i a b i n a b    
 

 

 

Ģeklinde tanımlanır. Bu u fonksiyonuna Hamming uzaklığı denir. 
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Örnek 3.1: 

u(000, 111) = 3, 

u(0100101, 1101101) = 2, 

u(01101010, 01101010) = 0. 

 

Tanım 3.4:
 
C  kodunun minimum mesafesi (uzaklığı), negatif olmayan 

:d CxC   

   min , , ,d u a b a b C a b   tam sayısıdır. 

 

Örnek 3.2: C
 

= {1101000, 0110100, 0011010, 0001101, 1000110, 0100011, 

1010001} olsun. a ≠ b olan her kod sözcüğü için, u(a, b) = 4 olduğuna göre d(C ) = 4 

tür. 

 

Tanım 3.5: C  kodunun tek bir simge hatasını düzeltmeye olanak verebilmesi için, 

herhangi iki kod sözcüğünün arasındaki uzaklık en az 3 olmalıdır, yani d( C )≥ 3 

olmalıdır. C  kodunun iki simge hatasını düzeltmeye olanak verebilmesi için de, 

d(C ) ≥ 5 olmalıdır. Genel olarak, C  kodunun e simge hatasını düzeltmeye olanak 

verebilmesi için, d(C ) ≥ 2e + 1 olmalıdır [1]. Bu durumda, C  ye e-hata düzelten kod 

denir, yani C  en fazla e tane hata düzeltme özelliğine sahiptir. Ayrıca t minimum 

uzaklığına sahip olan bir C kodu herhangi bir kod sözcüğünde t-1 tane hatayı tespit 

edebilmektedir. 

 

Örnek 3.3: Bir önceki örnekteki C  = {1101000, 0110100, 0011010, 0001101, 

1000110, 0100011, 1010001} kodu için C  nin hata düzeltme kapasitesi 

d(C )=4≥2e+1 olduğundan dolayı e=1 dir. Bu C kodunun herhangi bir kod 

sözcüğündeki 3 hata tespit edilebilir. 

 

3.1. LİNEER KOD PARAMETRELERİ 

 

Kodları tanımlarken tasarımlarda yaptığımız gibi bazı parametreler kullanmak 

iĢimizi kolaylaĢtırır. Kısaca bu parametreleri vermek istersek, alfabedeki simge sayısı 
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q, uzunluğu n, boyutu (bilgi sembollerinin sayısı) k olan bir lineer C
 
kodu kısaca 

 , ,
q

n k d  olarak adlandırılır.  

 

Tanım 3.6: C nin elemanlarına kod vektörleri veya kod kelimeleri; bileĢenlerine de 

koordinatları veya konumu denir. Bunlara ilave olarak, kod oranı (oran) R k n  ve 

göreceli minimum mesafe d n   parametreleri de kullanılır. 

 

Tanım 3.7: n

q  vektör uzayının herhangi bir  1 2, ,..., nx x x x  elemanının ağırlığı 

   , 1,2,..., ,   i i qw x i x i n x      Ģeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 3.8: C q  üzerinde bir lineer kod ise     min 0,w C w x x x C    ye C 

kodunun ağırlığı denir.  

 

Önerme 3.1: Her , n

qx y için ( , ) ( )d x y w x y   dir [5].  

 

Teorem 3.1: C q üzerinde n uzunluğunda bir kod ise  ( ) ( )d C w C  dir [5]. 

 

Ġspat:  1 2, ,..., nx x x x  ve  1 2, ,..., ny y y y  olmak üzere 

 ( ) min ( , ) ,  ,d C d x y x y x y C    olduğundan  

 

 

 

,  için ( ) ( , ) ( )

                                                  min ( ) 0, ( ) bulunur.

d(C) ( ) dir.

( ) min ( ) 0,  olduğundan 

bir  için ( ) ( ) bulunur. 

i

i

x y C d C d x y w x y

w x x x C w C

w C

w C w x x x C

x C w C w x

    

   



  

 
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 

 için 

( ) ( ) ( 0) ( ,0) min ( , ) ,  , ( ) 

olduğu görülür.

( ) d(C) dir.

( ) d(C) olur.

x C

w C w x w x d x d x y x y x y C d C

w C

w C

 

       





 

 

Yukarıdaki teoremden m elemanlı lineer bir C kodunun minimum uzaklığını 

belirlemek için  
1

. .( 1)
2 2

m
m m

 
  

 
 tane karĢılaĢtırma yapmak yerine m-1 tane kod 

sözcüğünün ağırlığına bakmak yeterli olacaktır sonucu elde edilir. 

 

3.2. ÜRETEN MATRİS VE PARİTE KONTROL MATRİSİ 

 

Bir C kodunun bazı önemlidir çünkü bir koddaki her kelime baz vektörlerinin bir 

lineer kombinasyonudur ve bazın hiçbir kombinasyonu gereksiz değildir. 

 

Tanım 3.9: C bir  ,
q

n k  kodu olsun ve C nin bir  ib  bazı belirlensin. G, satırları C 

nin  ib  baz vektörleri olan k n  tipinde bir matris olsun. Her e C  kod vektörü bu 

satır vektörlerinin bir lineer kombinasyonudur. Bu G matrisine C nin üretici matrisi 

denir [6]. 

 

Örnek 3.4: 2  üzerindeki  (0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)C   kodunun bir tabanı 

 (0,1,1),(1,0,1)S   olduğu için 
0 1 1

1 0 1
G

 
  
 

 matrisi C nin üretici matrisidir. C 

kodu 2  üzerinde  3,2,2  kodudur.   

 

Örnek 3.5:  (0,0,...,0),(1,1,...,1),..., ( 1, 1,..., 1) n

qC q q q      , q  üzerinde n 

uzunluğunda bir kod olsun. Bu kodun bir tabanı  (1,1,1)S   olduğundan C, üretici 

matrisi  
1

1,1,...,1
xn

G   olan bir  ,1,n n  koddur.  
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Tanım 3.10:  1 2, ,..., nu u u u  ve  1 2, ,..., n

n qv v v v   olmak üzere 

1 1 2 2

:

       ( , ) . ...

n n

q q q

n nu v u v u v u v u v

  

    

  
 

 

biçiminde tanımlanan dönüĢüme bir iç çarpım denir. u.v=0 ise u ve v birbirine diktir 

denir. 

 

Tanım 3.11: C bir  , ,
q

n k d  kod olsun.  . 0,n

qC v u v u C       kümesine C nin 

duali denir. 

 

Teorem 3.2: C bir  ,n k  kod ve 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

.

.

.

...

n

n

k k kn kxn

g g g

g g g

G

g g g

 
 
 
 

  
 
 
 
  

, C kodunun üretici 

matrisi olsun. bir  1 2, ,..., n

n qv v v v   olsun. v C  olması için gerekli ve yeterli 

koĢul    1 2 1 1
... 00...0T

n nxkxn xk
v v v G   olmasıdır.  

 

Ġspat:  1 2: , ,...,  için n

n qv v v v v C      olsun. Bu durumda her u C  için v.u=0 

dır ve 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

.

.

.

...

n

n

k k kn kxn

g g g

g g g

G

g g g

 
 
 
 

  
 
 
 
  

ve 

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

.

.

.

...

k

k

T

n n kn nxk

g g g

g g g

G

g g g

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 dır. 

G, C nin üretici matrisi olduğundan  

     1 11 12 1 2 21 22 2 1 2, ,..., , , ,..., ,..., , ,...,  dir.n n k k k knu g g g u g g g u g g g C     

1 2. 0, . 0,..., . 0kvu vu vu    olduğundan  
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   

 

 

11 21 1

12 22 2

1 2 1 21 1

1 2

1 2 1

1

...

...

.
... ...

.

.

...

.  .  ... .

0 0 ... 0  olur.

k

k

T

n nxk nxn xn

n n kn nxk

k xk

xk

g g g

g g g

v v v G v v v

g g g

v u v u v u

 
 
 
 

  
 
 
 
  





 

 

 1 2, ,...,  olmak üzeren

n qv v v v    

   

   

1 2 1 1

1 2 1 1

... 0 0 ... 0  iken  olduğunu gösterelim.

... 0 0 ... 0  olduğundan

T

n nxkxn xk

T

n nxkxn xk

v v v G v C

v v v G

 



 

 

   

11 21 1

12 22 2

1 2 1 1

1 2

...

...

.
... 0 0 ... 0  dır.

.

.

...

k

k

n xn xk

n n kn nxk

g g g

g g g

v v v

g g g

 
 
 
 

 
 
 
 
  

 

 

1 11 2 12 1

1 21 2 22 2

1 1 2 2

. . ... . 0,

. . ... . 0,

.
                                                                             (3.1)

.

.

. . ... . 0,

n n

n n

k k n kn

v g v g v g

v g v g v g

v g v g v g

   


   



 




   

 

dir. G, C kodunun üretici matrisi olduğundan her u C  için 

     1 11 12 1 2 21 22 2 1 2. , ,..., . , ,..., ... . , ,...,n n k k k knu g g g g g g g g g      olacak biçimde 

 1 2, ,...,  k q    vardır. EĢitliğin her iki tarafı v ile çarpıldığında; 
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      1 11 12 1 2 21 22 2 1 2. . , ,..., . , ,..., ... . , ,..., .n n k k k knu v g g g g g g g g g v      

     

   

   

1 11 1 12 1 1 2 21 2 22 2 2

1 2 1 2

( . , . ,..., . . , . ,..., . ...

  . , . ,..., . ) , ,...,

n n

k k k k k kn n

g g g g g g

g g g v v v

         

  

 

 

     

 

1 11 2 22 1 1 12 2 22 2

1 1 2 2 1 2

( . . ... . , . . ... . ,...,

   . . ... . ) , ,...,

k k k k

n n k kn n

g g g g g g

g g g v v v

        

   

 

 

     
1 11 2 22 1 1 1 12 2 22 2 2

1 1 2 2

( . . ... . ) ( . . ... . ) ...

   ( . . ... . )

k k k k

n n k kn n

g g g v g g g v

g g g v

           

   

 

 

     

   

 

1 1 11 2 12 1 2 1 21 2 22 2

1 1 2 2

. . , . ,..., . . , . ,..., . ...

   . , . ,..., .

n n n n

k k k n kn

v g v g v g v g v g v g

v g v g v g

    



 

 

(3.1) kullanılarak; 

 

 
1 2.0 .0 ... .0 0  bulunur.

 dir.

k

v C

     



 

 

Önerme 3.2: C, q üzerinde bir lineer  ,n k  kod ise C  de q  üzerinde bir lineer 

 ,n n k  koddur [3]. 

 

Not 3.1: C bir  ,n k  kod olmak üzere  C C


   dir. 

 

Tanım 3.12: C bir  ,n k  kod ise C  in üretici matrisine parite kontrol matrisi denir 

ve H ile gösterilir. H ( )n k xn  tipinde . 0TG H   koĢulunu sağlayan bir matristir. Bir 

C lineer  ,n k  kodunun parite kontrol matrisi H ise C kodu, 
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    1 2 1 2 ( )1 1 ( )
( , ,..., ) ... . 0n T

n q n nx n kxn x n k
C x x x x x x x H  
     biçiminde ifade 

edilir [6]. 

 

Örnek 3.7: 2  üzerindeki bir C kodunun parite kontrol matrisi 
2 4

1 1 0 0

0 0 1 1
x

H
 

  
 

 

Ģeklinde ise lineer C kodu 

 

    4

1 2 3 4 2 1 2 3 4 4 21 4 1 2
( , , , ) . 0 0T

xx x
C x x x x x x x x x H    biçiminde 

belirlenir.  

 

   1 2 3 4 . 0 0Tx x x x H   

 

   1 2 3 4

1 0

1 0
. 0 0

0 1

0 1

x x x x

 
 
  
 
 
 

 

 

1 2 3 40,    0x x x x      dır. Buradan  

 

  4

2(0,0,0,0),(1,1,1,1),(0,0,1,1),(1,1,0,0)C     olduğu görülür. Bu örnekte C C  

olduğu kolayca görülür. Dolayısıyla H parite kontrol matrisi C kodu için aynı 

zamanda bir üreten matristir. 

 

Örnek 3.8: 2  üzerindeki bir C kodunun parite kontrol matrisi  
1 3

1 1 1
x

H   

biçiminde ise lineer C kodu     3

1 2 3 2 1 2 3 3 11 3 1 1
( , , , ) . 0T

xx x
C x x x x x x x H     

biçiminde belirlenir.  
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   1 2 3 . 0Tx x x H   

 

   1 2 3

1

. 1 0

1

x x x

 
 

 
 
  

 

 

1 2 3 0x x x     dır. Buradan   3

2(0,0,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)C     olur. 

 

Örnek 3.9: a) (3,1) üçlü tekrar kodu için  

 

Üreten matris         Parite Kontrol Matris 

 1 1 1              
1 1 0

1 0 1

 
 
 

        

 

b) (8,7) parite kontrol kodu için: 

 

  Üreten matris            Parite Kontrol Matris 

1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        1 1 1 1 1 1 1 1       

 

Tanım 3.13: C uzunluğu n olan bir lineer kod ve iA  ağırlığı i olan kod kelimelerin 

sayısı olsun.  :iA e C e i  
 

dir. iA  kümesi C kodunun ağırlık kümesini 

oluĢturur. Yukarıdaki tanımdan farklı olarak iA  ye bağlı   n i

C i

i

W t At   

polinomuna C nin ağırlık hesaplayıcısı (polinomu) denir [4]. 
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Bu formül bir kodun üreten matrisinin rank fonksiyonuna bağlı olarak da 

hesaplanabilir. Bir  ,n k  kodunun üreten matrisi G olsun.  1,2,...,I n  indeks 

kümesi, rI I indeks kümesindeki sütun kümesi ile eĢleĢen sütun alt matrisinin rankı 

olmak üzere   
 1,2,...,

1 I
Ik r

C

I n

W t q t




    denklemine de eĢittir [7]. 

 

3.3. HAMMING KODLAR 

 

Tanım 3.14: Hk: Kolonları sıfırdan farklı, uzunluğu k olan tüm ikili dizilerden oluĢan 

matris olsun. Hamming kodu, parite kontrol matrisi Hk olan koddur, Ham(k) ile 

gösterilebilir [7]. 

 

Örnek 3.10: Ham(3) kodunun parite kontrol matrisi aĢağıdaki gibidir. 

 

1 0 1 1 1 0 0

1 1 1 0 0 1 0

0 1 1 1 0 0 1

 
 
 
  

 

  

Önerme 3.3: C, parite kontrol matrisi H olan bir kod olsun. Öyleyse H deki her d-1 

sütun lineer bağımsızdır ve lineer bağımlı olan bir d sütun kümesi vardır. 

 

3.3.1. Hamming Kod Parametreleri 

 

Ham(k), n=2
k
-1 blok uzunluğuna ve m= 2

k
-k-1 rankına sahiptir, Ham(k) nın 

minimumum mesafesi d=3 tür. Bu yüzden Hamming kodları ancak bir tek hatayı 

düzeltebilir. 

 

Örnek 3.11: Hamming  [7,4,3]  kodu 4 uzunluğunda 16=2
4
 tane aĢikar sözcükle 

baĢlar: 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110,… vb. her abcd kelimesi (her bir a,b,c,d 

0 veya 1 den oluĢmakta) için Hamming [7,4] koduna aĢağıdaki Ģekilde Hamming 

parite biti ekleyebiliriz. 
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e=b+c+d 

f=a+c+d 

g=a+b+d 

 

olacak Ģekilde abcd, abcdefg haline gelir. Burada, a,b,c,d, 𝔽2 sonlu cismine aittir. 

[7,4] notasyonu, uzunluğu 4 olan sözcükleri 7 uzunluğundaki kod kelimelerine 

dönüĢtürür. 

 

Teorem 3.3: Hamming kodunun ağırlık dağılım polinomu aĢağıdaki gibidir. 

 

1 12 1 2( ) 2 ( 1) ( 1) .( 1)
k kk n

HamW z z n z z
       

 
 

 

Yardımcı Bilgi: Bir H matrisini ele alalım bu H matrisini üreten matris olarak alan 

kod R kodu olsun, H matrisini parite kontrol matris olarak ele alan kod Hamming 

kodudur. Bu yüzden bu iki kod birbirine dual olup dual kodlar arasındaki 

MacWilliams özdeĢliği, 

 

(1 ) . . (1 )k n

Ham R

q
W z q z W

z

    dir. 

 

Ġspat: 

 

1(2 )( ) 1. (2 1)
kn k n

RW z z z
    olup,  

 

 

1

1 1

1 1

(2 )

2 2

2 1 2

2
(1 ) 2 . . (1 )

2 2
2 . 1 2 1 1

2 ( 2) 2 1 ( 2) .

( ) 2 ( 1) ( 1) .( 1)

k

k k

k k

k n

Ham R

n n

k n k

k n k n

k n

Ham

W z z W
z

z
z z

z z z

W z z n z z



 

 







 

 

  

    
        
     

     
 

     
 

 

 

elde edilir. 
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BÖLÜM 4 

 

GENELLEŞTİRİLMİŞ KODLAR 

 

Wei ilk olarak bir kodun r. genelleĢtirilmiĢ Hamming ağırlığını, herhangi r boyutlu 

alt kodlarının minimum destek ağırlığı olarak tanımlamıĢtır. Ayrıca bir kodun bir 

kanaldaki performansının, kodun ağırlık hiyerarĢisi ile tam olarak karakterize 

edilebildiğini de göstermiĢtir. Diğer bir taraftan Kasami genelleĢtirilmiĢ Hamming 

ağırlıklarının çözümlenmeleri için kullanım kolaylığı sağladığını göstermiĢtir çünkü 

kodun çapraz karmaĢıklığı ve ağırlığı arasında güçlü bir iliĢki vardır [8]. 

GenelleĢtirilmiĢ Hamming ağırlıkları günümüze kadar birçok kiĢi tarafından 

çalıĢılmıĢtır. Hatta bu çalıĢmalar üst ve alt sınırlara kadar uzanır. Hamming 

ağırlıkları kodlama teorisinin uygulamalarından da öteye bir kodun yapısıyla ilgili 

bilgi sağlarlar ve kodları sınıflandırmada kullanılan parametreleri oluĢtururlar. 

GenelleĢtirilmiĢ ağırlık kavramı destek ağırlık polinomuna kadar uzanır. Destek 

ağırlık polinomlarını ilk defa Tsfasman ve Vladut ortaya çıkarmıĢtır [7]. Boyutu ve 

destek ağırlığı belirli bir kodun alt kodlarının sayısıyla ilgili bilgiyi bu çalıĢmasında 

vermiĢtir. Destek ağırlık polinomları kodun yapısıyla ilgili bilgi elde etmeye, 

kodların tüm denklik sınıflarının ağırlık dağılımlarını hesaplamak için verilen 

parametrelerin varlığına karar vermeye yararlar. Ancak çok kısa kodlar için bile 

destek ağırlık polinomunu bulmak oldukça güçtür. Bugüne kadar bu ağırlık 

polinomları ile ilgili çok az sonuç elde edilmiĢtir.  

 

Bu bölümde yeni ancak hızla geliĢen alan olan genelleĢtirilmiĢ ağırlık tanımları 

verilmiĢtir [7]. 

 

Bir lineer kodun r boyutlu bir D alt kodunun destek ağırlığını D deki en az bir kod 

kelimesinde sıfırdan farklı konumların sayısı olarak tanımlayalım. r. genelleĢtirilmiĢ 

ağırlık dr yi, r boyutlu alt kodlar üzerindeki destek ağırlıklarının minimumu olarak 

tanımlarız.
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Tanım 4.1: n

qD    r boyutlu bir lineer alt uzay olsun. n

q  deki vektörler üzerinde 

tanımlı Hamming ağırlığı (D nin destek ağırlığı) 

 

     , : , 0iD Supp D Supp D i v D v      

 

ile tanımlıdır [14]. Hamming ağırlığının alt uzaylar kümesine genelleĢtirilmiĢ halidir.  

 

Tanım 4.2: Bir C lineer kodunun r. destek ağırlığı r=1,2,..,k olmak üzere 

 ( ) min ,dimr rd d C D D C D r     olarak tanımlanır [9]. Açık olarak, 1d d  

kodun minimum mesafesidir. 

 

Bir alt uzayın D ağırlığı ile bu alt uzayın vektörlerinin ağırlıkları arasında basit bir 

iliĢki vardır. Bu iliĢki aĢağıda belirtilmiĢtir. 

 

Önerme 4.1: dimD r  olduğunda, 

 

1

1
r r

v D

D v
q q 






  

 

olur. 

 

Tanım 4.3: C bir lineer  , ,
q

n k d  kodu olsun.  r rA A C , C‟de destek ağırlığı r olan 

uzayların sayısı olsun destek ağırlık kümesi; 

 

 dim ,r

iA D C D r D i     

 

dir. 
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Tanım. 4.4:  Ai
r 

C nin destek ağırlığı i olan r boyutlu alt kodların sayısı olsun. r. 

destek ağırlık polinomu (hesaplayıcısı) 

 

 r r n i

C i

i

W t A t   

 

homojen polinomudur. 

 

Teorem 4.1: Ai
r 

C nin destek ağırlığı i olan r boyutlu alt kodların sayısı olsun. r. 

destek ağırlık polinomu (hesaplayıcısı) 

 

   1
IIr

C

I

k r
W t t

r

 
  

 
  

 

dir [10]. 

 

Ġspat:  Ai
r 

C nin destek ağırlığı i olan r boyutlu alt uzayların sayısı ve rI, I üreten 

matrisinin sütunları ile indekslenmiĢ alt matrisin rankı olsun.   I daki tüm terimleri 

sıfır olan kodların tümü olacak Ģekilde tanımlanırsa,   I daki tüm sütunlara dik 

olmalıdır. Bu Ģekilde tanımlanan   lar k-rI boyutludur.  

 

n

k

 
 
 

, n boyutlu uzayda k boyutlu alt uzayların sayısı olup, I da sıfırı olan r boyutlu 

alt uzayların sayısı  

 

Ik r

r

 
 
 

 

 

dir.   

 

Sadece I da sıfırlanan alt uzayların sayısı, I
C
 tümleyenin içinde sıfırı olanların 

çıkarılmasıyla elde edilir ki bu da; 
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1 2 3

...J J J

J J J
C C C

J J J

I I I I I II

I I I

I I I I I I

k r k r k rk r

r r r r

  

  

  

        
        

       
    

  

denklemine eĢittir. Bu denklem düzenlenerek; 

 

   

 

 

 

 

0

1

1  

1  

1

. 1

( 1)

J J

c
J

I I I Ir

C

I I I

J I IJ

I J I

J I IJ

J I I

J i J i

J I I i
i j

J iJ i

J i

JJ

J

k r
W t t

r

k r
t

r

k r
t

r

k r J
t

r i

k r J
t

r i

k r
t

r















 
 



  
    

  

 
   

 

 
   

 

   
    

   

    
      

    

 
  

 

 





 

 


 

 

elde edilir. Keyfi I için destek ağırlık polinomu  

 

   1                                               (4.1)
IIr

C

I

k r
W t t

r

 
  

 
  

 

dir. 

 

Bir kodun ağırlık polinomunun, üreten matrisin rank fonksiyonuna bağlı olarak elde 

edilebildiğini önceki bölümde belirtmiĢtik. G, boyutu k olan bir C lineer kodunun bir 

üreten matrisi olsun. I indeks kümesi ile sabitlenmiĢ alt matrisin rankı rI iken ağırlık 

polinomu     1
IIr

C

I

k r
W t t

r

 
  

 
  dır [11].  
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Ağırlık dağılımının momentlerinin Irq  rank fonksiyonlarının bağıntısından elde 

edilebilir [12]. Bu polinom ve genelleĢtirilmiĢ formüller daha önce çalıĢılmıĢtır [13]. 

 

Bu çalıĢmada rastsal bir üreten matrisin 
Ik r

r

 
 
 

 rank fonksiyonlarının 

momentleriyle ilgilenilmiĢtir. Belirli bir r rankı için kxn rastsal matrisinin rankının r 

olma olasılığının formülü  

 

 
 

 
   

2 ! ! 1
( , , )                                    (4.2)

! ! !

r
kn n k

P n k r q
n r k r r

 
  

 
 

 

 

olarak verilmiĢtir [4].  

 

ÇalıĢmamızda genellikle iki sütun matrisinin verilen ranklara sahip olma olasılığıyla 

ilgilenilmiĢtir.. Bu olasılığı elde etmek için problem aĢağıdaki forma indirgendi. I ve 

J alt matrisler ile eĢleĢen indeks kümeleri olsun. Sütun alt matrisi rankı m olan I J  

matrisi ile eĢleĢsin. I sütun kümesi ile eĢleĢen matrisin rankının olasılık formülü  

   

 ( \ , , )                                            (4.3)IP I I J k m r m     

 

ile verilir [14]. 

 

ÇalıĢmamızda elde ettiğimiz formüller için Gauss bağıntıları kullanılmıĢtır. Bu 

bağıntılar: 

 

 

   

!

! !

q

q q q

kk

r k r r

 
 

 
 

 

dır. Burada q faktoriyel  

   
1

! 1
k

i

q
i

k q


   
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çarpımıdır. Bu katsayılar yaygın olarak q hesaplı sonlu cisimler üzerindeki lineer 

cebirdeki kombinasyonlar da kullanılır. Örneğin 
q

k

r

 
 
 

katsayısı q  üzerinde k 

boyutlu bir lineer uzayın r boyutlu alt uzaylarının sayısını verir. AĢağıdaki 

notasyonlarda q yu kullanmayacağız. 5. Bölümde sıklıkla kullanacağımız özdeĢlikler 

aĢağıda verilmiĢtir.  

 

 
 

 
1

2

0

!
1                                                    (4.4)

!

d
kd d

k i

i

k
q q

k d

 
  

  



  


 

 

( )( )

0

                                                                              (4.5)
k

k j m j

j

m n m n
q

k j k j

 



     
     

     


 

 

1

0 0

( )                                                                                               (4.6)
in

n j

i j

n
x x q

i



 

 
  

 
 

 

 

Bu bağıntılar V. Kac‟ın çalıĢmasında yer almaktadır [13]. 
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BÖLÜM 5 

 

ÇALIŞMALAR VE SONUÇLAR 

 

5.1. YÜKSEK RANK FONKSİYONLARININ MOMENTLERİ 

 

Bu bölümde yüksek rank fonksiyonları arasındaki beklenti ve kovaryanslar elde 

edilmiĢtir. 

 

Teorem 5.1: rn,k, r k n   olmak üzere rastsal bir kxn lik matrisin rankı olsun. Bu 

rank fonksiyonunun beklentisi   

 

 

,
                                                                                              (5.1)

n k rn
k r k

q
r r


     

    
    



 

 

dir [15]. 

 

Ġspat: Beklenti formülü aĢağıdaki gibidir. 

 

,
( , , )

n k

s

k r k s
P n k s

r r

      
    

    
  

 

(4.2) eĢitliğindeki P(n,k,s) yi formülde yerine koyarsak   

 

 
 

2, !

!

s

n k kn

s

k r k k r n
q q

r r s n s

 
 

  
        

      
      

  

 

elde edilir. Burada (4.4) özelliğini kullanarak  
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1
,

0

(1 )
s

n k kn sn n i

s i

k r k k r
q q q

r r s


  



        
       

      
   

 

elde edilir. (4.6) formülünden s üzerinden toplam q
n(k-r)

 ye eĢittir teorem ispatlanır. 

Yukarıdaki formülde r yerine 1 koyarsak [14] deki sonuç elde edilir. 

 

 ,n kr k n n kq q q q
        

 

Aynı çalıĢmada bu beklentiden kod ağırlıklarının birinci momentlerinin elde 

edilebileceği gösterilmiĢtir. 

 

AĢağıda yüksek rank fonksiyonları arasındaki bağıntılar elde edilmiĢtir. Kodlama 

teorisi açısından sütun alt matrislerinin ranklarını hesaplamak yeterlidir. I indeks 

kümesindeki sütunlar ile eĢleĢen alt matrisin rankı kolaylık sağlaması açısından rI ile 

gösterilecektir.  

 

Teorem 5.2: I ve J rastsal bir matrisin sütunlarının iki altkümesi olsunlar. I ve J ye 

karĢılık gelen rank fonksiyonlarının kovaryansları aĢağıdaki gibidir [15]. 

 

2( ) ( )

0

cov ,  ( 1)                        (5.2)
r

r I J I J r iI J i

i

k r k r k k r r
q q q

r r r i i

   



             
           

          


 

 

Ġspat: Bu teoremin ispatında I ve J kümelerinin kardinalitelerini belirtmek için aynı 

sembolleri kullanacağız. Notasyonu kolaylaĢtırmak için I J  yerine IJ,  \ ( )I I J  

yerine I , J \ ( )I J  yerine de J  sembollerini kullanacağız. Kovaryans aĢağıdaki 

gibidir: 

 

cov ,                 (5.3)
I J I J I Jk r k r k r k r k r k r

r r r r r r

                        
                   

                  
  
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Bağlı beklenti aĢağıdaki toplamla ifade edilmiĢtir: 

, ,

( ,  ,  ) ( ,  ,  ) ( ,  ,  )
s t m

k s k t
P IJ k m P I k m s m P J k m t m

r r

    
       

   
  

 

Burada rI ve rJ rankları s ve t olarak sabitlenmiĢtir. rI=s ve rJ=t olasılığını elde etmek 

için I J nin satırları ile oluĢmuĢ matrisin rankı üzerinden bir toplam oluĢturacağız. 

P(IJ, k, m) olasılığını rIJ=m Ģeklinde sabitleyelim. Öyleyse rI=s ve rJ=t olma 

olasılığı, bu  P(IJ, k, m) olasılığının ( ,  ,  ) ( ,  ,  )P I k m s m P J k m t m     çarpımı ile 

çarpılmasıyla elde edilir. 

 

s üzerinden toplam alarak bağlı beklentiyi hesaplayacağız. Bu toplam aĢağıdadır. 

 

 
 

( )
2 !

( ,  ,  )
!

s m
I k m

s s

k s k sk mI
P I k m s m q

r rk ss m

 
   

 
     

       
    

   

 

Bir değiĢken değiĢimiyle u=s-m olarak alalım ve Gauss bağıntısını tekrar 

düzenleyelim: 

 

 
 

( )
2 !

( ,  ,  )
!

u
I k m

s u

k s k m k m rI
P I k m s m q

r r k m r uu

 
   

 
       

       
      

   

 

Sağdaki kesir bir çarpım haline getirilebilir ve toplamın yeni Ģekli (4.4) formülünden: 

 

1( )
2 2

0

( )

u u
uI k m

k m r j

u j

k mI
q q q q

ru

   
      

    



   
   

  
   

 

olur. (4.6) formülünden  

 

( ,  ,  ) r I

s

k s k m
P I k m s m q

r r




    

     
   

  
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elde edilir. t parametreleri üzerinden toplam da benzer Ģekilde elde edilir. Böylece 

bağıl beklenti  

 

2

( )( ,  ,  )
I J r I J

m

k r k r k m
P IJ k m q

r r r

 
         

      
      

  

 

formülüne indirgenir. Tüm terimleri açıkça yazacak olursak, bağıl beklenti Ģu 

toplamla verilir: 

 

   
     

 
   

 
   

(

2

2( )

1
( )

0

! ! !
                 

! ! ! ! !

!
                   ( )

! !

                    
kIJ r

m

kIJ r I J

m

m
kIJ r I J IJ j

m j

m k r m

IJ k k m
q q

IJ m k m m k m r r

k k r k m
q q q

r m k r m r

q
 

 
 

    


  



  

 
       

      
      

     





 



)
1

0

( )
I J

k r m
IJ j

m j

k k r r m
q q

r m r


  



        
       

      
 

 

 

(4.5) den elde edilebilen aĢağıdaki özdeĢliği yerine koyarsak, 

 

2

0

                                                                                               (5.4)
r

i

i

r m r m
q

r i i

     
     

     
  

 

 

 
   

( ) 2

2

1

, 0

1
( )

:
, 0

!
                 ( )

! !

                ( )

kIJ r I J
k r m

IJ j i

m i j

k r v i
kIJ r I J IJ j i

v m i
v i j

k k r r k r i
q q q q

r i i k r m m i

k k r r
q q q q

r i i

  
  



   
  

 


         
        

        

       
       

      

 

 



2

2

1
( )

, 0

( ) ( )

                   ( )

                   

v
kIJ r I J IJ j i

v k r i v
v i j

kIJ r I J IJ k r i i

i

k r i

v

k k r r k r i
q q q q

r i i v

k k r r
q q q

r i i


  

   


    

  
 
 

           
         

        

     
      

     

 



 



  31 

 

2( ) ( )

0

                                           (5.5)
r

I J r I J i IJ r i

i

k r k r k k r r
q q q

r r r i i

  



             
          

          
  

 

Tekrar (4.5) özdeĢliğini kullanılarak 

 

2

0

( ) ( )
                                              

r
i

i

k k r r k r r
q

r r i i

         
        

       
  

 

elde edilir. Bir rank fonksiyonunun beklentisinden 

 

2

2

( )

( )

0

                                              (5.6)

I J r I J

r
r I J i

i

k r k r k
q

r r r

k k r r
q q

r i i

 

 



          
        

        

     
      

     


 

 

elde edilir. (5.5) ve (5.6) eĢitlikleri bize sonucu verir. 

 

5.2. RASTSAL KODLARIN DESTEK AĞIRLIKLARININ MOMENTLERİ  

 

Teorem 5.3: Destek ağırlık polinomu ( )r

CW z  nin beklentisi 

 

 ( ) 1 ( 1)                                                                                    (5.7)
n

r r

C

k
W z q z

r

 
   
 

  

dir [15].  

 

Ġspat: Destek ağırlık polinomu aĢağıdaki gibidir, 

 

(1 )
IIr

C

I

k r
W z z

r

 
   

 
  

 

z yerine z-1 yazıp her iki tarafın beklentisini alırsak basit bir toplam iĢlemiyle 

aĢağıdaki sonuç elde edilir. 
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 

 

 

0

( ) 1

1

1 ( 1)                                                                                           

IIr

C

I

n
iri

i

n
r

k r
W z z

r

n k
q z

i r

k
q z

r







 
  

 

   
    

   

 
   
 





 

 

Benzer Ģekilde ağırlık polinomunun beklentisi aĢağıdaki Ģekilde hesaplanmıĢtır [12]. 

 

 1
( ) ( 1)

k

n n

C n

q
W z z z q

q


     

 

Teorem 5.4: Bir C [n,k] kodunun destek ağırlıkları arasındaki kovaryans bağıntısı 

 

 

   

   

( )

0

2

2

cov ( ),  ( )

1 2 1

1 1    dir [15].                                                                     (5.8)

r r

C C

r n
rn i i n i i r i

i

n n
nr r r

W x W y

k k r r
q q xy q x y q q

r i i

k
q x q y q

r

  







     
          

     

 
     
 

  

 

Ġspat: AĢağıdaki eĢitliği açarak kovaryansları elde edeceğiz. 

 

cov ,  .                                                                          (5.9)
I JI J

I J

k r k r
x y

r r

      
    

    
   

 

Si , (1 )r

CW x  deki xi  lerin katsayısı olsun yani, 

 

S    dir.
I

i

I i

k r

r

 
  

 
  

 

Bu iki eĢitlikten yararlanarak, 
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   
,

cov (1 ),  (1 ) cov ,  x y .                                                        (5.10)r r i i

C C i j

i j

W x W y S S  

 

elde edilir. Bu kovaryansı elde etmek için I J  kesiĢiminin kardinalitesini 

sabitleyelim ve I J  kümesini parçalayalım. Son olarak m parametresi üzerinde 

toplam alırsak, 

 

 

 
2

2

, 

( ) ( )

, 0

( )

0

cov ,  

cov ,  

cov ,  

1

i j

I J

I i J j

I J

I i J j

r
r i j m IJ r m

I i J j m

r i j m

m

S S

k r k r

r r

k r k r

r r

k k r r
q q q

r m m

k k r r
q q

r m m

 

 

  

  

 





     
      

    

      
     

    

     
      

     

     
      

     

 



 

 ( ) 1                                                                       (5.11)

r

t r m

t

n
q

ti tj tn i j t


  

   
      





 

 

Son eĢitlikteki iç çarpım x
i
y

i
 nin katsayısıdır ve 

 

      1 1 1
n n nr mq xy x y x y        

 

denklemine eĢittir. 

 

i ve j üzerinden toplam alınıp  (4.5) özdeĢliğinden yararlanılarak  
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   

   

2

0

2

2

cov (1 ),  (1 )
C C

r
n

r r rn m m r

m

n n
rn r r

k k r r
W x W y q q q xy x y q

r m m

k
q x q y q

r

 





     
          

     

 
   
 



  

 

elde edilir. Sırasıyla x yerine x-1 ve y yerine y-1 konulursa  

 

     

   

( )

0

2

2

cov ( ),  ( ) 1 2 1

1 1    elde edilir.

r n
r r rn i i n i i r i

C C

i

n n
nr r r

k k r r
W x W y q q xy q x y q q

r i i

k
q x q y q

r

  





     
           
     

 
     
 


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BÖLÜM  6 

 

MAPLE DENEMELERİ 

 

Bu bölümde destek ağırlıklarının istatistiklerinin, Maple programı yardımıyla da elde 

edilebildiğini gösteren örnekler verilmiĢtir. 

 

kxn matrisin rankının r olma olasılığı; 

 

> #unassign 'r',r; 

> P:=(n,k,r)->   

q^(-(n-r)*(k-r))*mul((1-q^(i-k))*(1-q^(i-n))/(1-q^(i-r)),i=0..r-1); 

 

 

 

>add(q^(-(n-r[I])*(k-r[I]))*mul((1-q^(i-k))*(1-q^(i-n))/(1-q^(i-r[I])),i=0..r-

1)*mul((q^i-1),i=1..k-r[I])/(((q^i-1),i=1..k-r[I]-r)*((q^i-1),i=1..r))); 

 

n:= 

k:= 

r:= 
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> n:=9: 

k:=7: 

r:=5: 

> simplify(add(P(n,k,i),i=0..min(k,n))); 

 

 

 

AĢağıdaki E formülü 
I

q

k r

r

 
 
 

 q binomun beklentisidir. 

 

 

E:=(n,k,r)->add(  P(n,k,rI)*mul((q^i-1),i=1..k-rI)/(mul((q^i-1),i=1..k-rI-r)*mul((q^i-

1),i=1..r)),rI=0..min(k,n,k-r)); 

 

 

 

> for i from 0 to 15 

do print('n',n,'k',k,'r',r+i): 

sort(factor(E(n,k,r+i))); 

end do; 
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> n:=9: k:=7: r:=5: 

for i from 0 to 15 

do print('n',n,'k',k,'r',r+i): 

sort(factor(E(n,k,r+i))); 

end do; 
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> n:=9: k:=7: r:=3: 

for i from 0 to 15 

do print('n',n,'k',k,'r',r+i): 

sort(factor(E(n,k,r+i))); 

end do;  
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> n:=23: k:=19: r:=9: 

> for i from 0 to 15 

do print('n',n,'k',k,'r',r+i): 

sort(factor(E(n,k,r+i))); 

end do; 
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> n:=23: k:=19: r:=11: 

for i from 0 to 15 

do print('n',n,'k',k,'r',r+i): 

sort(factor(E(n,k,r+i))); 

end do; 
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gibi sonuçların maple kullanılarak karĢılaĢtırılmasıyla da;  rn,k,  r k n   olmak 

üzere rastsal bir kxn lik matrisin rankı r olan bu rank fonksiyonunun beklentisinin   

 

,n k rn
k r k

q
r r


     

    
    

  

 

olduğu görülmüĢtür. Benzer Ģekilde; (1 )
IIr

C

I

k r
W z z

r

 
   

 
  eĢitliğinden 

yararlanarak her iki tarafın beklentisini alıp z yerine z-1 koyarak ve yukarıda verilen 
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bir kxn matrisin rankının r olma beklentisinin formülü kullanılarak bölüm 4 te de 

ispatlandığı gibi  ( ) 1 ( 1)
n

r r

C

k
W z q z

r

 
   
 

  formülü elde edilmiĢtir. 

 

cov ,  
I J I J I Jk r k r k r k r k r k r

r r r r r r

                        
                   

                  
    

  

EĢitliğini hesaplamak için 
Ik r

r

   
  
  

  bilindiğinden 
I Jk r k r

r r

      
    
    

  yi 

hesaplamak yeterli olacaktır. 

 

k: satırların sayısı 

II: I matrisi 

JJ: J matrisi 

IJ: I ve J nin arakesiti 

II_IJ: I fark I arakesit J 

JJ_IJ: J fark I arakesit J 

s:  I nın rankı 

t:  J nin rankı 

m:  I arakesit J nin rankı 

 

olmak üzere EE:= cov ,  
I Jk r k r

r r

      
    
    

 formülü 

 

>EE:=(II,JJ,IJ,k,r)->add(add(add(P(IJ,k,m)*P(II-IJ,k-m,s-m)*P(JJ-IJ,k-m,t-

m)*mul(q^i-1,i=1..k-s)*mul(q^i-1,i=1..k-t)/(mul(q^i-1,i=1..k-s-r)*mul(q^i-

1,i=1..r)^2*mul(q^i-1,i=1..k-t-r)),m=0..min(k,IJ,s,t)),t=0..JJ),s=0..II);# 
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> II:=8; 

JJ:=0; 

IJ:=0; 

k:=4; 

r:=3; 

s; 

t; 

m; 
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> factor(EE(II,JJ,IJ,k,r)); 

 

 

 

> II:=8; 

JJ:=0; 

IJ:=0; 

k:=4; 

r:=2; 

s; 

t; 

m; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

> factor(EE(II,JJ,IJ,k,r)); 
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Yukarıdakilere benzer birçok deneme sonucu dikkatle incelendiğinde 

2( ) ( )

0

r
I J r I J i IJ r i

i

k r k r k k r r
q q q

r r r i i

  



             
          

          
  eĢitliğinin sağlandığı 

görülmüĢtür. Bu sonuçlardan yararlanarak da cov ,  
I Jk r k r

r r

      
    
    

 hesaplanmıĢtır. 

Son olarak da tüm bu elimizdeki verilerden  cov ( ),  ( )r r

C CW x W y  polinomu elde 

edilmiĢtir. 
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BÖLÜM 7 

 

LİNEER OLMAYAN BİR KOD: FIBONACCI KODU VE MATRİSİ 

 

Fibonacci sayılar teorisi, Fibonacci Q matris olarak bilinen teori ile bütünleĢmiĢtir. 

[16]. Mertebesi 2 olan Fibonacci Q matrisi 2x2 
1 1

1 0
Q

 
  
 

 matrisi ile temsil edilir ve 

det 1nQ    dir [17]. Burada 
1Q Q  olup ( ) ve F( 1)F n n  terimleri belli iken  

( 1)f n matrisinin elde edilmesini 
1

( ) ( 1)

( 1) ( )

F n F n
Q

F n F n

   
   

   
 eĢitliğiyle sağlar. 

1Q  

matrisinin n. kuvveti 
1

( 1) ( )

( ) ( 1)

n
F n F n

Q
F n F n

 
  

 
 ve 

2

1det ( 1) ( 1) ( ) ( 1)n nQ F n F n F n       dir [17]. Burada  ( 1),  ( ) ve ( 1)F n F n F n    

0, 1, 2, 3,...n      olmak üzere;  

 

( 1) ( ) ( 1)                                                                                           (7.1)F n F n F n   

 

(1) (2) 1F F   

 

Ģartlarını sağlayan Fibonacci sayılarıdır. (7.1) denklemi Cassini formülü olarak 

adlandırılır [16]. Stokhov, 1997 de Fibonacci matris teorisinin, p-Fibonacci 

sayılarının notasyonlarını kullanarak Fibonacci p sayılarını göstermiĢtir [18]. 

0,1,2,3,...p   olmak üzere  
pQ  matrisi,aĢağıdaki Ģartlar sağlanmak üzere, 

(1) (2) ... ( ) ( 1)

1 için ( ) ( 1) ( 1)

p p p p

p p p

F F F p F p

n p F n F n F n p

    

      
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( 1) ( 1)

1 1 0 0 . 0 0

0 0 1 0 . 0 0

0 0 0 1 . 0 0

.     .     .   .   .     .     .

0 0 0 0 . 1 0

0 0 0 0 . 0 1

1 0 0 0 . 0 0

p

p x p

Q

 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

 

ile verilir [19]. Örnek verecek olursak p=0,1,2,3 için 
pQ  matrisleri aĢağıdaki gibidir. 

 

 0 1 2 3

1 1 0 0
1 1 0

1 1 0 0 1 0
1 ,  ,  0 0 1  ve 

1 0 0 0 0 1
1 0 0

1 0 0 0

Q Q Q Q

 
   

                   
 

 

 

 det( ) ( 1) p

pQ    dir. pQ  matrisinin geniĢlemesi aĢağıda verilmiĢtir [17]. 

 

( 1) (

( 1) ( ) ... ( 2) ( 1)

( 1) ( ) ... ( 2 2) ( 2 1)

... ... ... ...                    ...

( 1) ( 2) ( )   ( 1)...

( ) ( 1) ( 1) ( )...

p p p p

p p p p

n

p

p p p p

p p p p p x

F n F n F n p F n p

F n p F n p F n p F n p

Q

F n F n F n p F n p

F n F n F n p F n p


     
 

      
 
 
 

     
      1)p

 

 

Yine aynı çalıĢmada  

 

1 1  (toplama özelliği)

 (çarpma özelliği)

n n n p

p p p

n m m n n m

p p p p p

Q Q Q

Q xQ Q xQ Q

  



 

 
 

 

eĢitlikleri ve 
n

pQ   matrisinin determinantının 2p k  için 1 e p=2k+1 için ( 1)n  e eĢit 

olduğu ispatlanmıĢtır. 
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Ayrıca özel olarak 1

nQ  matrisinin tersi, n=2k için 
2 1 22

1

2 2 1

k kk

k k

F F
Q

F F





 
  

 
 ve n=2k+1 

için 
2 2 1(2 1)

1

2 1 2 2

k kk

k k

F F
Q

F F

 

 

 
  

 
 dir [16].  

 

7.1. FIBONACCI KODLAMA VE DEKODLAMA METODU 

 

Elimizdeki bir mesajı p=0,1,2,3,… olmak üzere (p+1) mertebeli bir M matrisi temsil 

etsin. Bu mesajın kodlama matrisi olarak (p+1) mertebeli n

pQ  matrisini, dekodlama 

matrisi olarak da n

pQ  matrisini alalım. Mx n

pQ =E dönüĢümüne Fibonacci kodlaması,  

Ex n

pQ =M dönüĢümüne ise Fibonacci dekodlaması denir [16]. Burada E kod 

matrisidir. Fibonacci kodlama\dekodlama metoduna bir örnek verelim.   

 

1 2

3 4 2 2

                                                                                                   (7.2)

x

m m
M

m m

 
  
 

  

 

matrisi mesajımızı temsil etsin. Matrisin tüm elemanlarının pozitif tam sayılar, yani  

1 2 3 4, , , 0m m m m   olduğunu kabul edelim. p=1 için n-Fibonacci matrisinin herhangi 

bir değerini kodlama matrisi olarak seçelim. n=2 için  

 

1 12

1

1 1

(3) (2) 2 1
                                                                          (7.3)

(2) (1) 1 1

F F
Q

F F

   
    

  

 

 

dir. 2

1Q  nin ters matrisi 

 

1 12

1

1 1

(1) (2) 1 1

(2) (3) 1 2

F F
Q

F F


    

       
 

 

dir. Fibonacci kodlama mesajı M mesajının Q1
2
 matrisiyle çarpımından oluĢur.  
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1 2 1 2 1 2 1 22

1

3 4 3 4 3 4 3 4

22 1
                  (7.4)

21 1

m m m m m m e e
MxQ E

m m m m m m e e

       
                 

 

 

e1=2m1+m2, e2=m1+m2, e3=2m3+m4, e4=m3+m4 olur [20]. Daha sonra E kod mesajı 

kanala yollanır. (7.3) ile verilen mesajın dekodlaması aĢağıdaki gibidir: 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 3 4 3 4

21 1

21 2

e e e e e e m m
M

e e e e e e m m

        
                 

 

 

Örneğin, mesajımız 12456212 ondalık sayıların bir dizisi olsun. Mesajımızı 

124 56

21 2
M

 
  
 

 matrisiyle temsil edelim. 2

1Q  yi kodlama matrisi olarak seçersek,   

 

2

1

2

1

124 56 2 1 304 180
 ve

21 2 1 1 44 23

304 180 1 1 124 56

44 23 1 2 21 2

E MxQ

M ExQ

     
       

     

     
       

     

 

 

elde edilir. Buradan M nin elemanlarının verilerdeki çift veya tek sayılar olarak 

seçilebildiği söylenir [16]. 
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