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bu matrisin beklenti formiilii, beklenti formiiliinden yararlanilarak farkli I ve J alt

matrislerine karsilik gelen rank fonksiyonlarinin kovaryanslari, destek agirlhik

polinomu W/ (z) nin beklentisi, ve son olarak bir C [n,k] kodunun destek agirliklart
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

C - kod

q . alfabedeki simge sayisi

n > uzunluk

K : eleman sayist

Fy : uzunlugu n olan g elemanli sonlu cisim
u : Hamming uzaklig

d : minimum mesafe

R : kod orani

o : goreceli minimum mesafe
w > agirlik

Aj : agirlik kiimesi

We(t) : agirlik polinomu (hesaplayicisi)
G : lireten matris

o : C kodunun duali

H . (parite) kontrol matrisi

Hx (Ham(k): Hamming kodu

|| D|| : D nin destek agirlig

d . 1. Destek agirhigt

A/ : destek agirlik kiimesi

W (t) : destek agirlik polinomu

E - beklenti

cov : kovayans

P - olasilik



BOLUM 1

GIRIS

Kodlama teorisi ilk olarak 1940’lh yillarin sonlarma dogru C. E. Shannon, R. W.
Hamming ve J. C. Golay’in yazdiklar1 makalelerde bazi miihendislik problemleri ile
baglantili olarak ortaya c¢ikmistir. Bu konu cebirdeki matematik kavramlari

kullanilarak gelistirilmis ve “Cebirsel Kodlama Teorisi” adini almistir.

Modern iletisimin gereksinimleri sonucu bugiine kadar ¢ok sayida kod insa edildi ve
bunun sonucu olarak bu kodlarin tasinmasi sirasinda olusabilecek hatalarin
diizeltilmesi gerekliliginden hata diizelten kodlar teorisi de olduk¢a gelisti. Bu teori
sayesinde modern telekomiinikasyon ve uzay iletisiminde verilerin hizli ve dogru bir
sekilde iletilmesi saglandi [1]. Hata diizeltici kodlar teorisi bilgi transferi ya da
depolanmasi esnasinda orijinal bilgiye yapilan ekleri optimize etme ve iletilen
bilgide meydana gelebilecek hatalar1 diizeltme gibi konularla ilgilenir. Ornegin; bir
mesaj1 bir kanal boyunca hizli ve giivenilir bir sekilde iletmek isteyelim. Kanal bir
telefon hatti, yiiksek frekansl bir radyo baglantis1 olabilir. Ekipman eksikligi, insan
hatas1 ya da yildirim sebebiyle bilginin iletimi sirasinda hatalar olusabilir. Bu

hatalardan mesaji korumak i¢in fazladan veri eklenir.

Hata diizeltici kodlamanin ardindaki diislince, kod sozciiklerini birbirlerinden
yeterince farkli secip, gonderilen sozciiglin birkag terimi parazit nedeniyle yanlis
iletilse bile, iletilen sdzcligiin hala tanmabilir, yani asil sozclige diger biitiin kod

sOzciiklerine oldugundan daha yakin olmasini saglamaktir.

Bilgi akisinin gerceklestigi ortama kanal denir; telefon hatlar1 ya da atmosfer kanal
ornekleridir. Parazit ya da giiriiltii adin1 verdigimiz istenmeyen dis etkenler aliciya
ulasan mesajin gonderilenden farkli olmasina neden olabilir. Asagidaki semada bilgi

akis1 gosterilmektedir [2].



Yollamak istedigimiz mesaja M diyelim. Ornegin M, “evet” mesaji olabilir. Bu
mesaj kodlanarak K kod sozciigii haline getirilir. K’nin, 000 oldugunu kabul edelim.
K, gidecegi yere dogru kanalda yol alirken parazite maruz kalir ve ulasacagi yere K
yerine K’ olarak ulasir. K’, 010 olabilir. Bu asamada bir hata giderici devreye girer
ve yanlis olan K’ mesajim1 K kod sozcligli olarak diizeltir. Hata giderici 010

mesajinin 000’a 111°den daha yakin oldugunu anlar.

kodlanarak gonderilen K mesaj: kanaldan

M mesaji o > > Ulasan K mesaji —
kodl ; N
e K mesajl parazit
_ — H —) o oo .
Fite e K mesaji —remmm— Kodu ¢oziilen M mesaji
eKoaer,

Iletisimde amag, kaynaktan gonderilen mesaji dogrulugu yiiksek bir olasilikla
iletmektir. Mesaj1 gondermek i¢in alfabe olarak adlandirilan sonlu kiimeler kullanilir.
Bu kiime genellikle sonlu bir halka veya cisim olarak almr. Iletilecek mesaj,
olusabilecek hatalardan korunmasi i¢in sifrelenir. Sifrelenen mesaj, kodun elemanlari
olan kod sozciikleridir. Kod sozciikleri kanala gonderilir. Baz1 terimleri degismis
yani hata olmus olabilir. Dekoder hata olup olmadigin1 kontrol eder, hata varsa

diizeltir ve orjinal mesaj elde edilip aliciya gonderilir.

Bir kodun minimum wuzakhigi ne kadar biiylik olursa o kod o kadar hata

diizelteceginden, minimum uzakliklari bityiik olan kodlarin elde edilmesi onemlidir.

Aragtirmacilarin kodlar tizerine yapmis olduklari ¢aligmalarin bir kismi F, sonlu

cismi iizerinde yeni kodlar elde edilmesi ve bunlara karsilik gelen cebirsel kodlarin
olusturulmasi ile ilgilidir. Belirli halkalar iizerinde tanimli kodlar kullanilarak da

cisimler uzerinde kodlar elde edilebilir.

Halkalar tizerinde tanimli lineer kodlarla ilgili ¢alismalar 1970’lerde baslamistir.
Belirli halkalar ve bu halkalar1 belirlerken kullanilan Galois cisimleri arasinda uygun
dontistimlerin tanimlanmasi yoluyla, belirli halkalardaki kodlarla bu cisimlerdeki

kodlar arasindaki iliskiler belirlenmistir.



Bu tezin icerigi kisaca Ozetlenirse, tezin 2. bolimiinde genel olarak kod tanimi,
kodlarin yapisini olusturan parametreler ve bu parametrelerin 6zelliklerine
deginilmistir ve birka¢ kod 6rnegi verip bunlarin parametreleri ile verimlilikleri
karsilastirilmistir. Tezin 3. boliimiinde bizim iizerinde calistifimiz lineer kodlar
verilip bu kodlarin temel tanimlari, parametrelerini verilmistir. Lineer kodlarin iireteg
ve kontrol matrisleri, bu matrislerle ilgili teoremler ve ornekler verildi. Boliimiin
sonunda temel lineer kodlara birkag 6rnek verilmistir. 4. boliimde yeni ancak hizla
gelisen alan olan genellestirilmis agirlik tanimlarini verildi. Genellestirilmis kodlarla
ilgili destek agirlik tanimi, agirlik kiimesi, agirlik polinomu (agirlik hesaplayici) gibi
onemli tanimlara yer verildi. 5. bolimde bu tanimlar ile ilgili ispatlar1 yaparken
yararlandigimiz temel formiillere de 4. boliimde deginildi. Teorik ispatlarin yapildig:
5. boliimde genellestirilmis kodlar i¢in, kxn bir matrisin rankinin r olma olasilig
formiilinden yararlanilarak bu matrisin beklenti formiilii, beklenti formiiliinden
yararlanilarak farkli 1 ve J alt matrislerine karsilik gelen rank fonksiyonlarinin

kovaryanslarin, destek agirlik polinomu W/ (z) nin beklentisi, ve son olarak bir C

[n,K] kodunun destek agirliklar arasindaki kovaryans formiilleri elde edilmistir. Son
olarak 6. Boliimde, lineer kodlarin destek agirliklarinin istatistiklerinin Maple
programi yardimiyla da elde edilebildigini gosteren ornekler verilmistir. 7. Bolimde
ise lineer olmayan bir kod ¢esidi fibonacci kodlarina deginilmistir ve fibonacci

kodlar1 i¢in kodlama ve dekodlama metodu verilmistir.



BOLUM 2
KOD TANIMI VE LINEER KODLARIN BAZI OZELLIKLERI
2.1. KOD TANIMI VE OZELLIKLERI
Tanim 2.1: Haber ve bilgiler gonderilirken iletisimde kolaylik saglamak amaciyla
bazen, mesajda kullanilan harf, sézciik ya da sdzciik gruplari belirli bir kurala gore

baska simgelerle degistirilir. Bu amagla kullanilan simgeler sistemine kod denir.

Tanmim 2.2: Iletisimde ve bilgi aktarimida kodlama, bir kaynaktan alman bilginin

sembollere doniistiiriilme stirecidir.

Tanim 2.3: Kod sembollerinin alic1 tarafindan anlasilabilecegi bir sekilde bilgiye

doniistiiriilmesine dekodlama denir.

Tanim 2.4: Bir lineer kod C, IFq g elemanlt sonlu bir cisim olmak iizere, IE‘(;‘ in bir

lineer alt uzayidir. Burada ( ya alfabedeki simge sayisi, n ye kodun uzunlugu, C

nin boyutu k ya da kodun bilgi sembollerinin sayist denir

Tanim 2.5: Her a=(a1,a2,...,an), bz(bl,bz,...,bn)elﬁ‘(;1 icin a ve b arasindaki

Hamming uzakhig1 d(a,b) = ‘{I| a #h }‘ seklinde tanimlanir ve

d:F; xF; —NU{0}
(a,b) >d(a,b)

bigiminde tanimlanan doniisiim;



i) Va,belf icind(a,b)>0,d(a,b)=0<a=b
i) va,belf icind(a,b)=d(b,a)

iii) va,b,c e} icind(a,b) <d(a,c)+d(c,b)
Ozelliklerini saglar ve bir metriktir.

Tanim 2.6: Bir C kodunun minimum uzakhigr d(C)= min{d(x, y)|x¢ Y, X, ¥ eC}

bigiminde tanimlanir. Uzunlugu n, eleman sayisi kK, minimum uzaklig1 d olan bir C

koduna [n, k,d] kodu denir. Burada n,k,d C kodunun parametreleridir.

C, [n,k,d] kod olsun. Bu parametreler arasinda asagidaki iligkiler vardur;

1) kyeteri kadar biiyiikse kod fazla sayida mesaji sifreler.
ii) d biiyiikse kod daha fazla hata diizeltir.
iii) Kk biytidiikee d kiigiilir.

Iv) n kiiciildiikkge mesaj daha hizli iletilir.

Kodu belirleyen ii¢ parametreden ikisi belli iken digerinin alabilecegi en iyi degeri

belirlemek onemlidir.

Tanim 2.7: C, alfabesi g elemandan olusan bir [n,k,d] kod olsun. Verilen n ve d
degerleri i¢in k nin alabilecegi en biiyiik deger A (n,d) ile gosterilir. Buna C

kodunun sinir1 denir.
Omek 2.1: C = {(0,0,0,0,0),(0,1,1,0,1),(1,0,1,1,0),(12,1,0,1,1)} bir [5, 4,3] koddur.

Teorem 2.1: Hern>1 igin
) A(nd)=0q"
i) A, (n,n)=q dir [1].



Teorem 2.2: =2 olan bir kod i¢in d tek olmak iizere bir [n,k,d] kodunun var olmasi

icin gerek ve yeter kosul bir [n +1k,d +1] kodunun var olmasidir [3].

Sonug 2.1: d tek say1ise A, (n+1d+1)=A,(n,d)
d ¢ift say1ise A, (n—1,d -1)=A,(n,d) dir [3].

Ornek 2.2: A,(5,3)=4 olduguna gdre yukaridaki sonugtan A, (6,4) =4tiir. [6,4,4]
kodu asagidaki gibi [5,4,3] kodundan elde edilir. C [5,4,3] kodu

C = {(0,0,00,0),(0,1,1,0,1),(1,0,1,1,0),(1,1,0,1,1)} idi. Bu durumda D [6,4,4] kodu
D ={(0,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,1,1),(1,0,1,1,0,1),(1,1,0,1,1,0)} olur.

Teorem 2.3: C, d minumum uzakligina sahip bir kod olsun.

1) d>k+1 ise C kodu herhangi bir kod sézctigiindeki k tane hatay1 tespit eder.
i) d>2t+1 ise C kodu herhangi bir kod sozctigiindeki t tane hatay1 diizeltir [3].

Sonu¢ 2.2: d minimum uzakligina sahip olan bir C kodu herhangi bir kod
sozciigiinde d-1 tane hatayr tespit etmekte ya da dT_l tane hatay1 diizeltmekte

kullantlir [4].
Tamm 2.8: C ve D iki [n,k,d]4 kod olsun.
i) D kodu C nin kod sozciiklerinde ayni yerdeki elemanlara ayni permiitasyon
uygulanarak elde edilsin.

i) D kodu C nin kod sozciiklerinde iki bilesenin yer degistirmesi ile elde edilsin.

Yukaridaki kosullardan en az biri saglaniyorsa D kodu, C koduna denktir denir.



) 01 2
Ornek 2.3: C = {(0,0,1,1),(0,1,2,1),(1,2,2,0),(1,0,2,1)} kodu icin 02(2 0 lj

permiitasyonu C kodunun 3. konumundaki sembollere uygulanirsa, yeni elde edilen

kod C, = {(0,0,0,1),(0,1,1,1),(1,2,1,0),(1,0,1,1)} olur. Daha sonra 1. konumdakilerle
4. konumdakiler yer degistirildiginde C, = {(1,0,0,0),(1,1,1,0),(0,2,1,1),(1,0,1,1)}
kodu elde edilir. Burada C kodu C, koduna denktir.

Teorem 2.4: Bir [n,k,2t+1]q kod ve A, (n,d)=m olmak iizere
ny (n n . N
m. 0 + 1 (Q-D+...+ ) (q-1) +<q" esitsizligini saglar [5].

Tanim 2.9: Bir [n,k,2t+l]q kodu i¢in Aq(n,d) =m olmak lizere

[ e o]

sart1 saglantyorsa bu koda miikemmel kod denir.

Ornek 2.4: Bir [n, 2,n]q kodu miikemmel bir koddur.
2.2. BAZI OZEL KODLAR
2.2.1. Kod A (8,7) Parite Kontrol Kodu

Birgok bilgisayarda bilgi birimi olarak bir byte, 8 bitlik bir dizi, kullanilir. Ornegin
mikro bilgisayarlar i¢in kullanimi evrensel olan ASCII kodu ‘a’, ‘B’, ‘3’ gibi

karakterleri byte yardimiyla sunar. Bir byte 0 ile 255 arasinda her degeri temsil

edebilir. Ornegin 1 i temsil eden ASCII kodu 1<—>1000110 dir. Biz bu kodu

10001101 olarak kodlariz. Benzer sekilde A<——>1000001 olan ASCII kodu
10000010 olarak kodlanir. Boylece bir byte transfer edildiginde ve bir bit yanlis

iletildiginde bu bytetaki 1 lerin sayist tek olacaktir. Boylece alici tekrar mesajin

yollanmasini isteyebilir. Burada alicinin hangi bitin yanlis iletildigini soylemesi



miimkiin degildir. Ayrica bu bytetaki herhangi 2 bitin yanlis iletilmesi durumunda da
alici hatayr fark etmeyerek mesajin gegmesine izin verecektir. Kisaca bu kodu

degerlendirecek olursak;

1) (8,7) parite kontrol kodu ¢ok ekonomiktir (encode edilen mesaj orijinal
mesajin 1/7 i kadar daha uzundur).

i) Hatalar diizeltilemez bu yilizden sadece alicinin, mesajin tekrar génderimini
isteyebilecegi sartlarda uygundur (hatalar tespit edilirken hatanin nerede
oldugu bulunamaz).

Iii) Transfer siirecindeki hata olasiligi ¢cok diisiik olmalidir (kod bir bytetaki iki
hatayla bas edemez) [6].

2.2.2. Kod B Uclii Tekrar Kodu

Mesajin dogru iletilmesinden ¢ok emin olmak isteyen ekstra tedbirli bir telgraf
operatoriinii hayal edelim. Operator her biti 3 defa tekrarlamaya karar veriyor.
0—000, 1—>111. Aliciya 101 blogunun ulastigin1 kabul edelim. iki 1 in yanls
iletilme olasiliga gore bir 0 m yanlis iletilme olasiliginin daha biiyiik oldugunu
diistinerek bu mesaji 111 seklinde diizeltecektir. Bu diizeltme tekrar bilginin
istenmesinden daha hizli olacaktir ancak, iki 1 in yanlis gitme olasilig1 da her zaman

var oldugundan yine de bir risk vardir. Kisaca;
i) Kod ekonomik degildir (encode edilen mesaj orjinalden ii¢ kat daha uzundur).
i) Uglii blok koddaki tek hatalari diizeltebilir veya alternatif olarak tekrar
mesajin istenmesinin miimkiin oldugu durumlarda tek veya ¢ift hatalar1 tespit

edebilir.

iii) Hatay1 diizeltmede olabilecek hata olasilig1 orta, hatayr tespit etmede hata
olasilig1 oldukga diigiiktiir [6].



2.2.3. Kod C Uglii Kontrol Kodu

abc, a,b ve ¢ ler 0 ve 1 olmak iizere bu koda ‘xyz’ ti¢lii kontrol bitlerini ekleyerek

abc mesajini tiglii bloklara asagidaki gibi bolelim:

1) abx deki 1 lerin sayisi ¢ift olsun,
i) acy deki 1 lerin sayis1 ¢ift olsun,

iii) bcz deki 1 lerin sayisi ¢ift olsun.

Omegin abc=110 i¢in x=0, y=1, z=1 dir. Béylece kod kelimemiz 110011 seklinde
kodlanir. Uglii kontrol kodu sadece hatayi tespit etmekle kalmaz, hatay: diizeltir.

a yanlis iletildiyse (1) ve (2) sartlar1 saglanmaz.
b yanlis iletildiyse (1) ve (3) sartlar1 saglanmaz.
¢ yanls iletildiyse (2) ve (3) sartlar1 saglanmaz.
X yanlis iletildiyse (1) sart1 saglanmaz.
y yanlis iletildiyse (2) sart1 saglanmaz.

Z yanlis iletildiyse (3) sart1 saglanmaz.

Ancak bu hatalardan bagka bir hatanin da bu sartlar1 saglamamaya yol agmasi
miimkiindiir. Ornegin a ve x yanls iletildiyse, sadece (2) sart1 saglanmaz ve eger

alic1 yukaridaki diizeltme stratejisini uygularsa aslinda dogru iletilen y yi diizeltir [6].



BOLUM 3
LINEER KODLAR VE PARAMETRELERI

Bu boliimde lineer kodlarin temel kavramlarina deginilmistir ve ispatlar1 yaparken
kullandigimiz notasyonlar tanimlanmistir. Konumuza ¢ok temel bir kavram olan

lineer kodun tanimiyla baslayalim.

Tanim 3.1: Bir lineer kod C, IFq q elemanli sonlu bir cisim olmak iizere, IE‘(;‘ in bir

lineer alt uzayidir. Burada q ya alfabedeki simge sayisi, N ye kodun uzunlugu, C

nin boyutu k ya da kodun bilgi sembollerinin sayist denir.

Tanim 3.2: Bir m kod vektoriindeki sifirdan farkli koordinatlarin sayisina m nin
agirligi denir, |m| ile gosterilir.

Hata diizeltici kodlamanin ardindaki diistince, kod sozciiklerini birbirlerinden
yeterince farkli secip, gonderilen sozciiglin birkag¢ terimi parazit nedeniyle yanlis
iletilse bile, iletilen sézciigiin hala taninabilir, yani asil sozciige diger biitiin kod
sozcliklerine oldugundan daha yakin olmasini saglamaktir. Bu yakinlig1 6lgmek icin

bir uzaklik fonksiyonu kullanilir.

Tanim 3.3: u (a, b) mesafesi, a ve b nin birbirinden farkli koordinatlarinin sayisidir,

kisaca;

u((an,)(Byby)) = [{i & #by,i =1,2,....n] =:‘5—5‘

seklinde tanimlanir. Bu u fonksiyonuna Hamming uzakligi denir.
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Ornek 3.1:

u(000, 111) = 3,

u(0100101, 1101101) = 2,
u(01101010, 01101010) = 0.

Tanim 3.4: C kodunun minimum mesafesi (uzakligi), negatif olmayan
d:CxC > Z

d =min {u (a, b)| a,beC,a# b} tam sayisidir.

Ornek 3.2: C = {1101000, 0110100, 0011010, 0001101, 1000110, 0100011,
1010001} olsun. a # b olan her kod sozciigii igin, u(a, b) = 4 olduguna goére d(C) = 4

tar.

Tanim 3.5: C kodunun tek bir simge hatasini diizeltmeye olanak verebilmesi igin,
herhangi iki kod sézciigiinlin arasindaki uzaklik en az 3 olmalidir, yani d(C)> 3
olmalidir. C kodunun iki simge hatasini diizeltmeye olanak verebilmesi icin de,
d(C) > 5 olmalidir. Genel olarak, C kodunun e simge hatasini diizeltmeye olanak
verebilmesi i¢in, d(C ) > 2e + 1 olmalidir [1]. Bu durumda, C ye e-hata diizelten kod
denir, yani C en fazla e tane hata diizeltme 6zelligine sahiptir. Ayrica t minimum
uzakligina sahip olan bir C kodu herhangi bir kod sozciigiinde t-1 tane hatay1 tespit

edebilmektedir.
Ornek 3.3: Bir 6nceki ornekteki C = {1101000, 0110100, 0011010, 0001101,
1000110, 0100011, 1010001} kodu i¢in C nin hata diizeltme kapasitesi

d(C)=4>2e+1 oldugundan dolayr e=1 dir. Bu C kodunun herhangi bir kod
sozcliglindeki 3 hata tespit edilebilir.

3.1. LINEER KOD PARAMETRELERI

Kodlar1 tanimlarken tasarimlarda yaptigimiz gibi bazi parametreler kullanmak

1simizi kolaylastirir. Kisaca bu parametreleri vermek istersek, alfabedeki simge sayisi
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g, uzunlugu n, boyutu (bilgi sembollerinin sayisi) k olan bir lineer C kodu kisaca

[n, k,d ]q olarak adlandirilir.

Tanim 3.6: C nin elemanlarina kod vektorleri veya kod kelimeleri; bilesenlerine de

koordinatlar1 veya konumu denir. Bunlara ilave olarak, kod orani (oran) R=k/n ve

goreceli minimum mesafe 8 =d/n parametreleri de kullantlir.

Tamm 3.7: F; vektér uzaymm herhangi bir X =(X,X,,...,X,) elemanmn agirlig:

W(X) = ‘(I| X, #0,i=12,..,n, X € IFq )‘ seklinde tanimlanir.

Tanim 3.8: C IFq uzerinde bir lineer kod ise W(C)= min{w(x)‘x;&O,XGC} ye C

kodunun agirlig1 denir.

Onerme 3.1: Her X,y e F;i¢in d(x, y) =w(x—y) dir [5].

Teorem 3.1: C [, tizerinde n uzunlugunda bir kod ise d(C) =w(C) dir [5].

Ispat: X= (X, X000 X)) ve Y=(Y1 Yares Vi) olmak lizere

d(C)=min{d(x,y)|x#y, X,y €C} oldugundan

=3x,yeCicind(C) =d(x,y) =w(x-Yy)

> min {w(x)|x, #0,xC}=w(C) bulunur.
d(C) = w(C) dir.
w(C) = min {w(x)|x =0,x e C} oldugundan

bir x e C i¢in w(C) = w(x) bulunur.
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Ix e C icin
W(C) =w(x) =w(x—0) =d(x,0) > min{d(x, y)|x# y, X,y e C} =d(C)
oldugu goriilir.
w(C) > d(C) dir.

w(C) =d(C) olur.

Yukaridaki teoremden m elemanli lineer bir C kodunun minimum uzakliini
. . m) 1 :
belirlemek icin (ZJ :E.m.(m—l) tane karsilagtirma yapmak yerine m-1 tane kod

sOzciigiinlin agirhigina bakmak yeterli olacaktir sonucu elde edilir.
3.2. URETEN MATRIS VE PARITE KONTROL MATRISI

Bir C kodunun bazi 6nemlidir ¢linkii bir koddaki her kelime baz vektorlerinin bir

lineer kombinasyonudur ve bazin hi¢bir kombinasyonu gereksiz degildir.

Tanim 3.9: C bir [n, k]q kodu olsun ve C nin bir {bi} bazi belirlensin. G, satirlar1 C

nin {b} baz vektérleri olan kxn tipinde bir matris olsun. Her e € C kod vektorii bu

satir vektorlerinin bir lineer kombinasyonudur. Bu G matrisine C nin iiretici matrisi
denir [6].

Omek 3.4: F, iizerindeki C={(0,0,0),(0,11),(10,1),(110)} kodunun bir tabani

S$={(0,11),(1,0,1)} oldugu i¢in G= {O

1
matrisi C nin tiretici matrisidir. C
101

kodu F, iizerinde [3,2,2] kodudur.

Ormek 3.5: C= {(0,0,...,0), @y3...,2),...(g-L,9-1...,q —1)} glﬁ‘;, I, {izerinde n
uzunlugunda bir kod olsun. Bu kodun bir tabam S ={(1,1,1)} oldugundan C, iiretici

matrisi G =[1,1,...,1] _ olan bir [n,1,n] koddur.

1X
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Tamm 3.10: u=(Uy,U,,...,U,) Ve V=(V;,V,,...,V, ) € F; olmak iizere
o ) xF —>TF,

(u,v) > uv=u\V, +u,Vv, +...+UV,

bigiminde tanimlanan doniisiime bir i¢ ¢arpim denir. u.v=0 ise u ve v birbirine diktir

denir.

Tanim 3.11: C bir [n,k,d], kod olsun. C* ={veT;

uv=0,Yue C} kiimesine C nin

duali denir.

gll ng gln
ng gZZ g2n

Teorem 3.2: C bir [n,k] kod ve G= ' . C kodunun iiretici

_gkl ng gkn_kxn

matrisi olsun. bir v=(v,,v,,...,v,)€F; olsun. veC" olmas: igin gerekli ve yeterli

kosul [V,v,..v, ] Gy, =[00...0], olmasidir.

nxk

Ispat: =W =(v,V,,...,V,) € F; i¢inveC" olsun. Bu durumda her ueC igin v.u=0

gll ng glr‘l gll ng gkl
ng g22 an g12 922 gk2
dirve G = ' ve G" = ' dir.
_gkl gk2 gkn_kxn _gln an gkn_nxk

G, C nin iiretici matrisi oldugundan
U =(G11, 912000 O30 ) Uy = (90 G0 O ) oves Uy = (Gt Gz Oin ) €C i,

vy, =0,vu, =0,...,vu, =0 oldugundan
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gll ng gkl
ng 922 ng

[V Vo ] G = [VaVa-oVsy |

1xn

gln an gkn_nxk

=[v.u, v.u, ... V.U, ]1xk

=[00... O]1X olur.

k

=:v=(V,V,,...V, ) € Fy olmak lizere

vVv,.v. ] G' =[00..0
172 n d1xn

nxk

- 1 - . .
. 1kenveC oldugunu gosterelim.

[Viv,..v, ] G =[0 0 ... 0], oldugundan
01 O o O
ng g22 gk2
[Vivo- v, ] ' =[00...0],, du.
_gln 9o - QKN_nxk
V;.0y +V,.0p, +.+V,.0,, =0,
V.0y +V,.0,, +...4+V,.0,, =0,
= ' (3.1)

Vi-Qi TV 0y, .V .0y = 0,

dirr., G, C kodunun fretici matrisi oldugundan her ueC igin
U=20(013 912000 G2 ) F A5 ( D01, Ugrevs U ) +oo A (Ggas Oyzreon U ) Olacak  bigimde

(A hgrn ) € I, vardir. Esitligin her iki tarafi v ile ¢arpildiginda;
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UV = (A-(Gugs Orprevnr B ) + 20 (Gg00 Grrooes G ) ool - (Gis Gizroons Gy ) )V

= (A9 A0 20000 ) + (20200 g Oz Rg B ) o

(}\'k'gkﬂXk'gkzv'"}\’k'gkn ))(Vl’VZ""’Vn)

= (A0 + 2000+ F Xy Gt MO + . 00p + e+ Ay Giproens

Ap-Oi + Ao 0o + oot A O ) (Vi Vi V)

= (7\"1'911 +7\’2'922 +"'+7\"k'gkl)vl + (7\‘1'912 +}\‘2'922 +"'+7\’k'gk2)v2 +ot

(A.9y, +25.0,, o+ A0V,

=y (V1- 010 Vo 1o Vo O ) F A5 (V1000 V5000100 VU ) + e+

}\'k (Vl'gkl’VZ'gk2'""Vn'gkn)
(3.1) kullanilarak;

=A,.0+A,.0+...+2,.0=0 bulunur.

veCt dir.

Onerme 3.2: C, ]Fq tizerinde bir lineer [n,k] kod ise C* de ]Fq tizerinde bir lineer

[n,n—k] koddur [3].
Not 3.1: C bir [n,k] kod olmak iizere (C*) =C dir.
Tanim 3.12: C bir [n, k] kod ise C* in iiretici matrisine parite kontrol matrisi denir

ve H ile gosterilir. H (n—k)xn tipinde G.H™ =0 kosulunu saglayan bir matristir. Bir

C lineer [n, k] kodunun parite kontrol matrisi H ise C kodu,

16



C ={x:(x1,x2,...,xn)eIE;1

[ % . Xn]lxn-HIxm-k)=[0]1x(nfk)} biciminde ifade

edilir [6].

) 1100
Ornek 3.7: F, iizerindeki bir C kodunun parite kontrol matrisi H :{0 0 1 J
2x4

seklinde ise lineer C kodu

C:{x:(xi,xz,xs,x4)eIF2“‘[><1 X, X X ].,-Hie=[0 O]M}bigiminde

belirlenir.

[ % X x]H =[0 0]

=% X X X

o O -

=X +X, =0, X;+X,=0 dir. Buradan

C= {(O, 0,0,0),(1,1,11),(0,0,1,1), (1,10, O)} c IF;’ oldugu goriiliir. Bu érnekte C=C™

oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla H parite kontrol matrisi C kodu i¢in ayn

zamanda bir Ureten matristir.

Omek 3.8: F, iizerindeki bir C kodunun parite kontrol matrisi H=[1 1 1] .
bigiminde ise lineer C kodu C={x=(x,%.%,) €F|[% % %], -Hea=[0],}

bi¢iminde belirlenir.
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[x X X].H" =[0]

1

=[x X X%]|1

1

[0]

= X, + X, + X, =0 dir. Buradan C ={(0,0,0),(1,0,1),(0,1,2),(1,1,0)} < F; olur.

Ormek 3.9: a) (3,1) iiglii tekrar kodu igin

Ureten matris

11 1]

b) (8,7) parite kontrol kodu igin:

Ureten matris

0

O O O O o o =

O O O o o B+~

Tanim 3.13: C uzunlugu n olan bir lineer kod ve A agirligi i olan kod kelimelerin
sayist olsun. A :‘{e eC:le|= I}‘ dir. A kiimesi C kodunun agirlik kiimesini

Olusturur. Yukaridaki tanimdan farkli olarak A ye bagh W, (t):zAt”’i

O 0o o o+ ©O O

0

0
0
1
0
0
0

o o, O O O O

o =, O O O o o

_ O O O O O O

R e e e T e

Parite Kontrol Matris

110
101
Parite Kontrol Matris

11111117

polinomuna C nin agirlik hesaplayicisi (polinomu) denir [4].
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Bu formiil bir kodun {iireten matrisinin rank fonksiyonuna bagli olarak da

hesaplanabilir. Bir [n,k] kodunun iireten matrisi G olsun. | ={12,...,n} indeks

kiimesi, Iy | indeks kiimesindeki siitun kiimesi ile eslesen siitun alt matrisinin ranki

olmak iizere W, (1+t) = Z g< t'l denklemine de esittir [7].

Icf1,2,...n}

3.3. HAMMING KODLAR
Tanim 3.14: Hy: Kolonlar sifirdan farkli, uzunlugu k olan tiim ikili dizilerden olusan
matris olsun. Hamming kodu, parite kontrol matrisi Hyx olan koddur, Ham(k) ile

gosterilebilir [7].

Ornek 3.10: Ham(3) kodunun parite kontrol matrisi asagidaki gibidir.

o -
L O
P
P O
o o B
o - ©
-~ o O

Onerme 3.3: C, parite kontrol matrisi H olan bir kod olsun. Oyleyse H deki her d-1

stitun lineer bagimsizdir ve lineer bagimli olan bir d siitun kiimesi vardir.
3.3.1. Hamming Kod Parametreleri

Ham(k), n=2%1 blok uzunluguna ve m= 2“.k-1 rankina sahiptir, Ham(k) nin
minimumum mesafesi d=3 tiir. Bu yiizden Hamming kodlari1 ancak bir tek hatayi

dizeltebilir.

Ornek 3.11: Hamming [7,4,3] kodu 4 uzunlugunda 16=2* tane asikar sozciikle
baslar: 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110,... vb. her abcd kelimesi (her bir a,b,c,d
0 veya 1 den olusmakta) icin Hamming [7,4] koduna asagidaki sekilde Hamming
parite biti ekleyebiliriz.
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e=b+c+d
f=a+c+d
g=a+b+d
olacak sekilde abcd, abcdefg haline gelir. Burada, a,b,c,d, IF, sonlu cismine aittir.
[7,4] notasyonu, uzunlugu 4 olan soézciikleri 7 uzunlugundaki kod kelimelerine

dontistiirir.

Teorem 3.3: Hamming kodunun agirlik dagilim polinomu asagidaki gibidir.
W, (2)=2* [(z 41" +n(z+0)? Lz —1)2“}

Yardime Bilgi: Bir H matrisini ele alalim bu H matrisini tireten matris olarak alan

kod R kodu olsun, H matrisini parite kontrol matris olarak ele alan kod Hamming
kodudur. Bu yiizden bu iki kod birbirine dual olup dual kodlar arasindaki
MacWilliams 6zdesligi,

W, (L+2)=q".2"W, (1+q) dir.

Ispat:

W, (2) =1.2" + (2 =)z olup,

(1+z)=2"*2"W (1+—)

=27%7" Hn%) +(2¢ 1)(“%)“2“)}

=2 k[(z+2) +(26-1) 2+ 2“}

W (2) =27 | (z+1)" +(2+D)” (227" |

Ham

elde edilir.
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BOLUM 4

GENELLESTIRILMiS KODLAR

Wei ilk olarak bir kodun r. genellestirilmis Hamming agirligini, herhangi r boyutlu
alt kodlarinin minimum destek agirligi olarak tanimlamuistir. Ayrica bir kodun bir
kanaldaki performansinin, kodun agirlik hiyerarsisi ile tam olarak karakterize
edilebildigini de gostermistir. Diger bir taraftan Kasami genellestirilmis Hamming
agirliklarinin ¢éztimlenmeleri igin kullanim kolayligi sagladigint gostermistir ¢iinkii
kodun c¢apraz karmasikligt ve agirhg arasinda gigli bir iliski vardir [8].
Genellestirilmis Hamming agirliklar1 glinlimiize kadar bircok kisi tarafindan
calisilmigtir. Hatta bu c¢alismalar iist ve alt sinirlara kadar uzanir. Hamming
agirliklart kodlama teorisinin uygulamalarindan da &teye bir kodun yapisiyla ilgili
bilgi saglarlar ve kodlar1 simiflandirmada kullanilan parametreleri olustururlar.
Genellestirilmis agirlik kavrami destek agirlik polinomuna kadar uzanir. Destek
agirlik polinomlarint ilk defa Tsfasman ve Vladut ortaya ¢ikarmistir [7]. Boyutu ve
destek agirligi belirli bir kodun alt kodlarinin sayisiyla ilgili bilgiyi bu ¢aligmasinda
vermigtir. Destek agirlik polinomlar1 kodun yapisiyla ilgili bilgi elde etmeye,
kodlarin tiim denklik smiflarinin agirhk dagilimlarimi hesaplamak i¢in verilen
parametrelerin varligina karar vermeye yararlar. Ancak c¢ok kisa kodlar i¢in bile
destek agirlik polinomunu bulmak oldukga giigtiir. Bugiine kadar bu agirlik

polinomlart ile ilgili ¢ok az sonug elde edilmistir.

Bu boliimde yeni ancak hizla gelisen alan olan genellestirilmis agirlik tanimlari

verilmistir [7].

Bir lineer kodun r boyutlu bir D alt kodunun destek agirligin1 D deki en az bir kod
kelimesinde sifirdan farkli konumlarin sayisi olarak tanimlayalim. r. genellestirilmis
agirlik d; yi, r boyutlu alt kodlar {izerindeki destek agirliklarinin minimumu olarak

tanimlariz.
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Tamim 4.1: Dc ;' r boyutlu bir lineer alt uzay olsun. ;' deki vektorler {izerinde

tanimlt Hamming agirligi (D nin destek agirligr)
|D||=|supp (D), Supp(D) = {i :3v € D,v, =0}

ile tanimlidir [14]. Hamming agirhiginin alt uzaylar kiimesine genellestirilmis halidir.

Tanim 4.2: Bir C lineer kodunun r. destek agirligi r=1,2,..k olmak iizere
d, =d (C)=min {||D|” DcC,dimD= r} olarak tanimlanir [9]. Acik olarak, d, =d

kodun minimum mesafesidir.

Bir alt uzaym || D|| agirlhigr ile bu alt uzayin vektorlerinin agirliklart arasinda basit bir

iligki vardir. Bu iligki asagida belirtilmistir.

Onerme 4.1: dimD =r oldugunda,

1
Dl=——=)>|v
Iol- S

veD

olur.

Tamm 4.3: C bir lineer [n,k,d], kodu olsun. A = A (C), C’de destek agirligi r olan

uzaylarin sayis1 olsun destek agirlik kiimesi;
A =|{DcC|dimD =r,|D| =i}

dir.
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Tanim. 4.4: A" C nin destek agirligr i olan r boyutlu alt kodlarin sayist olsun. T.

destek agirlik polinomu (hesaplayicisi)
Wcr (t) — Z Artn—i

homojen polinomudur.

Teorem 4.1: A" C nin destek agirhig1 i olan r boyutlu alt kodlarin sayist olsun. .

destek agirlik polinomu (hesaplayicisi)

w3 " e

dir [10].
Ispat: A" C nin destek agirlig1 i olan r boyutlu alt uzaylarin sayis1 ve ry, | iireten
matrisinin siitunlari ile indekslenmis alt matrisin ranki olsun. « | daki tiim terimleri

sifir olan kodlarin tiimii olacak sekilde tanimlanirsa, « | daki tiim siitunlara dik

olmalidir. Bu sekilde tanimlanan « lar k-ry boyutludur.

n
{k] n boyutlu uzayda k boyutlu alt uzaylarin sayisi olup, | da sifir1 olan r boyutlu

alt uzaylarin sayisi

]

Sadece | da sifirlanan alt uzaylarin sayisi, 1 timleyenin ig¢inde sifiri olanlarin

cikarilmasiyla elde edilir ki bu da;

23



denklemine esittir. Bu denklem diizenlenerek;

c
l I)cl

we()-5[ 3 (4

SHAEI e

S HAEY u'k—rn‘tl

2z
i
:;‘k-rfa‘(t_ly

elde edilir. Keyfi | i¢in destek agirlik polinomu

Z[ } (t-1)" (4.1)

|
dir.

Bir kodun agirlik polinomunun, iireten matrisin rank fonksiyonuna bagl olarak elde
edilebildigini 6nceki boliimde belirtmistik. G, boyutu k olan bir C lineer kodunun bir

tireten matrisi olsun. | indeks kiimesi ile sabitlenmis alt matrisin ranki r; iken agirlik

polinomu W/ (t)= Z[k _r " }(t —1)“‘ dir [11].
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Agirlik dagilimmmin momentlerinin q™" rank fonksiyonlarinin bagmtisindan elde

edilebilir [12]. Bu polinom ve genellestirilmis formiiller daha 6nce ¢aligilmigtir [13].

k—r,

Bu c¢alismada rastsal bir {ireten matrisin {
r

} rank fonksiyonlarinin

momentleriyle ilgilenilmistir. Belirli bir r rank1 i¢in kxn rastsal matrisinin rankinin r

olma olasiliginin formiilii

P(n,k,r):q_km@ [} [kt 1 (4.2)

olarak verilmistir [4].
Caligmamizda genellikle iki slitun matrisinin verilen ranklara sahip olma olasiligiyla
ilgilenilmistir.. Bu olasiligi elde etmek i¢in problem asagidaki forma indirgendi. | ve

J alt matrisler ile eslesen indeks kiimeleri olsun. Siitun alt matrisi ranki m olan 1 " J

matrisi ile eslessin. | siitun kiimesi ile eslesen matrisin rankinin olasilik formiilii
P(I\(1nJ).k=m,r, —m) (4.3)

ile verilir [14].

Calismamizda elde ettigimiz formiiller i¢in Gauss bagintilar1 kullanilmistir. Bu

bagintilar:

et
r, [k—r]q ![r]q!
dir. Burada q faktoriyel

QESCEY

i=1
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carpimidir. Bu katsayilar yaygin olarak q hesapli sonlu cisimler {izerindeki lineer

. . ) k
cebirdeki kombinasyonlar da kullanilir. Ornegin { } katsayist [F, tizerinde k
r

q
boyutlu bir lineer uzayin r boyutlu alt uzaylarmin sayisini verir. Asagidaki
notasyonlarda q yu kullanmayacagiz. 5. Boliimde siklikla kullanacagimiz 6zdeslikler

asagida verilmistir.

[k]! _ qkd[‘;j (_H(l—q’k”) @

M+n| & gpmp|M|| N
B8 2 I A @9

n

X" = [ﬂ]j(x—q") (4.6)

i=0

Bu bagntilar V. Kac’in ¢alismasinda yer almaktadir [13].
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BOLUM 5
CALISMALAR VE SONUCLAR
5.1. YUKSEK RANK FONKSiYONLARININ MOMENTLERI

Bu bolimde yiiksek rank fonksiyonlari arasindaki beklenti ve kovaryanslar elde

edilmistir.

Teorem 5.1: ryk, r<k<n olmak iizere rastsal bir kxn lik matrisin ranki olsun. Bu

rank fonksiyonunun beklentisi E

el

dir [15].

Ispat: Beklenti formiilii asagidaki gibidir.

Eqk_rrn'kD:gp("’k,s){kj

(4.2) esitligindeki P(n,k,s) yi formiilde yerine koyarsak

elde edilir. Burada (4.4) 6zelligini kullanarak
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n(k-r)

elde edilir. (4.6) formiiliinden s iizerinden toplam ¢ ye esittir teorem ispatlanir.

Yukaridaki formiilde r yerine 1 koyarsak [14] deki sonug elde edilir.
E(q*rn,k ) — qfk + q—n _qfnfk

Ayni calismada bu beklentiden kod agirliklarinin birinci momentlerinin elde

edilebilecegi gosterilmistir.

Asagida yiiksek rank fonksiyonlari arasindaki bagintilar elde edilmistir. Kodlama
teorisi agisindan siitun alt matrislerinin ranklarin1 hesaplamak yeterlidir. | indeks
kiimesindeki siitunlar ile eslesen alt matrisin ranki kolaylik saglamasi agisindan ry ile

gosterilecektir.

Teorem 5.2: | ve J rastsal bir matrisin siitunlarinin iki altkiimesi olsunlar. | ve J ye

karsilik gelen rank fonksiyonlariin kovaryanslari asagidaki gibidir [15].

COVHk—r,} {k_rj qu‘f“m[k} : qiz{k._r}ﬂ(q'“””) -1 (5.2)
r r I iz ' '

Ispat: Bu teoremin ispatinda | ve J kiimelerinin kardinalitelerini belirtmek i¢in ayni

sembolleri kullanacagiz. Notasyonu kolaylastirmak i¢in 1 nJ yerine 1J, 1 \(I1nJ)

yerine I, J\(InJ) yerine de J sembollerini kullanacagiz. Kovaryans asagidaki

gibidir:

s
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Bagli beklenti asagidaki toplamla ifade edilmistir:

S P(13, k, mP(I, k—m, s—m)P(J, k—m, t—m){k_s}{k_t}

s,t,m r r

Burada r, ve r; ranklari S ve t olarak sabitlenmistir. rj=s ve r;=t olasiligin1 elde etmek
icin | N J nin satirlar1 ile olugsmus matrisin ranki tizerinden bir toplam olusturacagiz.

P(1J, k, m) olasitligmi r;=m seklinde sabitleyelim. Oyleyse r=s ve ry=t olma
olasiligt, bu P(1J, k, m) olasiliginin P(T, k—m, S—m)P(j, kK—m, t—m) ¢arpimi ile

carpilmasiyla elde edilir.

s lizerinden toplam alarak bagl beklentiyi hesaplayacagiz. Bu toplam asagidadir.

ool L

Bir degisken degisimiyle u=s-m olarak alalim ve Gauss bagmtisin1 tekrar

diizenleyelim:

ZS:P(T, k—m, s—m){k;s}=2q_l(k_m){;] F}{k_m}[ [k—m—r]!

. u r k—m—r—u]!

Sagdaki kesir bir ¢arpim haline getirilebilir ve toplamin yeni sekli (4.4) formiiliinden:

50" S oo

olur. (4.6) formiiliinden

P, k—m, s—m){k;s}:q”{k;m}
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elde edilir. t parametreleri iizerinden toplam da benzer sekilde elde edilir. Boylece

bagil beklenti

Eqk . " H" . " D = ; P13, k, m)g 0+ {k _r m}z

formiiliine indirgenir. Tim terimleri agik¢a yazacak olursak, bagil beklenti su

toplamla verilir:

_ —K-r(1+3) [2] [U]![k]! [k_m]! ?
E = g Zm:q [ [[ ]

19 —m]![k —m]!{[m]t{ [k —=m—r]![r]!
SERE R NEEH N

(4.5) den elde edilebilen asagidaki 6zdesligi yerine koyarsak,

MBI

oo e o [T ey
SR K Y

B —KII—r (T+7) k] = U K=ri{lr| olk-r—i
SUER ) I

_ —KII=r(1+J) k 13 (k=r—i) k—rir i2

SRR i
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0 Ry

Tekrar (4.5) 6zdesligini kullanilarak

HERD Y

elde edilir. Bir rank fonksiyonunun beklentisinden

[P L]

an KT e[ k=r][r
T

r|izo

elde edilir. (5.5) ve (5.6) esitlikleri bize sonucu verir.
5.2. RASTSAL KODLARIN DESTEK AGIRLIKLARININ MOMENTLERI
Teorem 5.3: Destek agirlik polinomu W, (z) nin beklentisi

k n
EW, (2) :M(u q'(z-) (5.7)

dir [15].

Ispat: Destek agirlik polinomu asagidaki gibidir,

W, (L+ z)=2[k;r'}'

z yerine z-1 yazip her iki tarafin beklentisini alirsak basit bir toplam islemiyle

asagidaki sonug elde edilir.
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:[ﬂ(uq'(z—l))”

Benzer sekilde agirlik polinomunun beklentisi asagidaki sekilde hesaplanmistir [12].
G :
EW, (2)=z +T(z+q—l)

Teorem 5.4: Bir C [n,k] kodunun destek agirliklari arasindaki kovaryans bagintisi
cov (W, (x), WL (¥)) =
k rook=rir . , N
e
i=0

_m a7 (x+a' 1) (y+a' 1) dirfs) 58)

Ispat: Asagidaki esitligi agarak kovaryanslari elde edecegiz.

cov[zl:[k;r'}x', ;{k‘r”}w} 5.9)

Si, WI(1+x) deki x; lerin Katsayis1 olsun yani,

S =§[k;“} dir.

Bu iki esitlikten yararlanarak,
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cov (W (@+x), WS 1+ y))=Zcov(Si, S; X'y, (5.10)

elde edilir. Bu kovaryans: elde etmek i¢in I J kesisiminin kardinalitesini
sabitleyelim ve 1 UJ kiimesini pargalayalim. Son olarak m parametresi iizerinde

toplam alirsak,

cov(S,, S;)=

w2

ok oo lk=r|r
— —r(i+j) m IJ(r—m)_l
| r_I;ij;q { m Mm}(q )
okl cfk=r][r
_ ~r+)) m
S

n t(r-m
X[Z(ti—tj—tn—i—jﬁ (o Ll)} &1

Son esitlikteki i¢ carpim Xiyi nin katsayisidir ve
((qr‘mxy+ x+y+1) —(x+1)" (y+1) )

denklemine esittir.

I ve j lizerinden toplam alinip (4.5) 6zdesliginden yararlanilarak
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cov(Wcr @+x), WCr 1+ y)) = {k}q"”iqmz {k B erﬂ(q‘mxy+ X+Y+ qr)n

L am e (yea)

elde edilir. Sirastyla x yerine x-1 ve y yerine y-1 konulursa

r i-0

k r s k_ - . . n
cov(WC’(x), Wcr(y))z{ }q”‘ q'('”’{ i r}[ﬂ(xy%q'—1)(x+y)+q'”—2q'+1)

2
—m a2 (x+q"-1) (y+q -1) elde edilir.
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BOLUM 6
MAPLE DENEMELERI

Bu béoliimde destek agirliklarinin istatistiklerinin, Maple programi yardimiyla da elde

edilebildigini gosteren 6rnekler verilmistir.
kxn matrisin rankinin r olma olasiligi,
> #unassign 'r',r;

> P:=(n,k,r)->
4" (-(n-n)*(k-n))*mul((1-q*(i-k))*(1-q*(i-n))/(1-g7(i-r)),i=0..r-1);

(=) k=r) -¢""0-¢"" =

P:=(n,k,r)—q —
l_ql—l

o —1

>add(q"(-(n-r[1])* (k-r[11))*mul((1-g"(i-k))*(1-g"(i-n))/(1-g"(i-r[1])),i=0..r-
1y*mul((qri-1),i=L. k-r[/((Q-1),i=L. k-r[1]-1)*((q"i-1),i=1..1));
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>n:=9:

k:=7:

r:=5:

> simplify(add(P(n,k,i),i=0..min(k,n)));

k—r,
Asagidaki E formiili [ '} q binomun beklentisidir.
r
q

E:=(n,k,r)->add( P(n,k,rl)*mul((gMi-1),i=1..k-rl)/(mul((g™i-1),i=1..k-rl-r)*mul((g"i-
1),i=1..r)),r1=0..min(k,n,k-r));

E=(nk,r)
P(n,k,rl) mul(qi —1L,i=1.k— r])
mul(qi —1,i=1..k —rl — r) mul(qi —1,i=1 ..r)

—>add( ,rl

=0.min(k,n, k — r)]
> for i from O to 15
do print('n’,n,’k",k,'r',r+i):
sort(factor(E(n,k,r+i)));

end do;

n,n,k,k,r,r
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>n:=9: k:=7: r:=5:
forifrom0to 15

do print('n’,n,’k",k,'r',r+i):
sort(factor(E(n,k,r+i)));
end do;

n,9 k,7,r 5
(P+g+1)(P—g+1) P+ +¢" +@ + +qg+1)

45
q

n,9 k,7,r,6

q6+q5+q4+q3—|—q2+q—|—l
54
q

n,9k,7,r,7

1
63
q

n,9k,7,r, 8
0

n,9%k 7,r9
0

n,9k,7,r 10

n,9,k,7,r 11

n,9k,7,r 12
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n,9%k,7,r, 13
0

n,9k,7,r, 14
0

n,9%k,7,r 15

n,9k,7,r 16

0

n,9,k,7,r, 17

n,9,k,7,r 18

0

n,9%k,7,r, 19
0

n,9k,7,r, 20
0
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>n:=9: k:=7:r:=3:
forifrom0to 15

do print('n’,n,’k",k,'r',r+i):
sort(factor(E(n,k,r+i)));

end do;
n,9%k, 7,r3

1
7((q6+q5+q4+q3+q2+q+1) (" —q+1)(¢*+4°
q

+¢*+qg+1))

n,9k,7,r4

1
7((q6+q5+q4+q3+q2+q+1) (> —q+1) (" +¢°
q

+¢*+qg+1))

n,9%k,7,r5

(C+q+1)(—g+1) P+ +" +P+ +q+1)

q45
n,9%k,7,r 6
q6+q5+q4+q3+q2—|—q—|—1
54
q

n,9k,7,r,7
1

63
q
n,9k,7,r,8
0
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n,9%k, 7,19

n,9,k,7,r, 10

n,9,k,7,r 11

0

n,9k,7,r, 12
0

n,9%k,7,r, 13
0

n,9k,7,r 14
0

n,9,k,7,r, 15
0

n,9%k,7,r 16

n,9k,7,r,17

n,9,k,7,r 18
0
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> n:=23: k:=19: r:=9:

> for i from O to 15

do print('n’,n,’k",k,'r',r+i):
sort(factor(E(n,k,r+i)));
end do;

n,23,k,19,r,9

1
T ((q18+q17+q16+q15+q14+q13+q12+q11 _|_q10
q

+¢+¢+d + "+ e+ +a+1) (¢ —¢
_|_1) (q16+q15+q14+q13+q12+q11+q10+q9+q8
+qd' +¢°+7++ e+ +qa+1) (" +1) (¢ —¢
+¢ ¢+ —qg+1) (- +d" -+ —¢
+1) (q12_|_q11_|_q10_|_q9_|_q8_|_q7_|_q6_|_q5+q4+q3
+q+q+1)("—q+1) ("= +1) (" +¢" +4°
¢+ + P+t P+ +qg+1))

7

n,23,k,19,r, 10

1 18 17 16 15 14 13 12 11 10
W((q tq +tq +q t+q +tq tqg +tqg +gq
q

+ ¢+ +d + "+ P+ O+ g+ 1) (O —q
_|_1) (q16+q15+q14+q13+q12+q11+q10+q9+q8
+qd + "+ P+ + P+ +q+1) (P +1) (-4
+¢—¢ v+ —qg+1) (" -+ +d"—q
_|_1) (q12+q11+q10+q9+q8+q7+q6+q5+q4_|_q3
+¢+q+1) (" —qg+1) ("= +1) (¢"+¢ +4°
¢+ P g+ 1))

n,23,k,19,r,11
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1

253
q

((P—g+1) ("= +1) (¢ +4¢"+4¢"+¢ + 4

+¢ +¢"+ P+ e+ +qa+1) (- + 4 ¢
+¢—q+1)(* ="+ "+ —q+1) (¢

_|_1) (q16+q15+q14+q13+q12+q11+q10+q9+q8
+¢ +¢"+ P+ e+ +a+1) (P +q+1) (¢°
+q3_|_1) (q6_q3+1) (q18+q17+q16+q15+q14+q13
+q12_|_q11+q10+q9+q8+q7+q6+q5+q4_|_q3_|_q2
+ q +—1))

n,23,k,19,r,12

1 18 17 16 15 14 13 12 11 10
276((q tq t+q +tq tq +q t+q +qg +gq
q

+¢++d + 4+ P+ e+ +a+1) (4
+1) (q6_q3_|_1) (q16+q15+q14+q13+q12+q11
+d+ P+ P+ + PP+ g+ 1)
(*+1D) (P +1) (=" +d—d"+a —qg+1) (¢
_q5+q4_q3+q2_q+1) (q12+q11+q10+q9+q8
¢+ + P+ P+ P +qg+1))
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n,23,k,19,r,13

1
2—99((q6+q5+q4+q3+q2+q+1)(q6—q5+q4—613
q

t+q¢—qg+1) (P = +¢ "+ —q+1) (¢

_|_1) (q8_|_1) (q16+q15+q14+q13+q12+q11_|_q10
+¢+¢"+d ++ e+ + O+ +qa+1) (O +q
_|_1) (q6_q3_|_1) (q18+q17+q16+q15+q14+q13
b2 0 P B+ PP P g
+ g +—1))

2

n,23,k,19,r,14

13

18 17 16 15 14 12 11 10
—((q +q +q +q +q +q +qg +qg +gq

q322
+¢+¢"+d +"+ P+t + P +qa+1) (¢ +g
+1)(*—g+1) @+ +1) (°—¢ +1) (¢ + 4"
+q14+q13+q12+q“+q10+q9+q8+q7+q6+q5
+dt+ @+ +q+1) (" +1) (P +1) (* ¢+
—¢'+q¢ —q+1))

n,23,k,19,r, 15

1
345
q

(((]4‘|‘ 1) (q8+ 1) (q16+q15+q14+q13+q12+q11

+ ¢+ P+ + 7+ + P+ P+ P g+ 1)
(—qg+1)(*+@+1) (= +1)(¢""+4¢"+4"°
+q15+q14+q13+q12+q11+q10+q9+q8+q7+q6
+ @+t P+ g +1))
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n,23,k,19,r, 16

18

1 17 16 15 14 13 12 11 10
W((q tq +tq Tqg tqg tqg +qg +q T4
q

+ ¢+ +d + P+ P+t e+ +ra+1) (P —¢
+ 1)+ +1) (= +1) (¢ +¢" + 4"+ 4"
e L S . S R I
-I—q—|—1))

2

n,23,k,19,r,17

3

1
391((q2+q+1)(qz—q+1)(q6+q3+1)(q6—q

18 17 16 15 14 13 12 11 10
+1) (¢ + ¢ +¢+¢" +¢ + 4¢P+ ¢+ 4+ g
P+ +d P+ P+ g+ 1))

n,23,k, 19, r, 18

1 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9
—7 @+ "+ + P+ + P+ 47+ + 40 + g
q

+*+qd ++ P+ e+ g +1)

n,23,k,19,r,19

1
437
q

n,23,k,19,r,20
0

n,23,k,19,r,21
0
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n,23,k,19,r,22
0

n,23,k,19,r,23
0

n,23,k,19,r,24
0

> n:=23: k:=19: r:=11:
forifrom0to 15

do print('n’,n,’k",k,'r',r+i):
sort(factor(E(n,k,r+i)));
end do;

n,23,k,19,r,11

1
253
q

((P—g+1) ("= +1) (¢ +¢"+4¢""+¢ +

+¢ +¢°+ P+ + P+ +a+1) (- +q -
+¢—q+1)(*—d+ "+ —q+1) (¢°

+1) (q16+q15+q14+q13+q12+q11_|_q10_|_q9_|_q8
+q +¢+ P+ e+ +a+1) (P +q+1) (¢°
+q3+1) (q6_q3+1) (q18+q17+q16+q15+q14+q13
+q12+q11+q10+q9+q8+q7+q6+q5+q4+q3+q2
+q+1))
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n,23,k,19,r,12

1 18 17 16 15 14 13 12 11 10
276((61 +tq +tq +tq +q +q +qg +tqg +g4q
q

+¢++d ++ P+t e+ e+ 1) (g
+1) (q6_q3+1) (q16+q15+q14+q13_|_q12_|_q11
+¢°+ ¢+ P+ + P+ g+ 1)
(*+1) (P +1) (=" + -+ —q+1) (¢
_q5+q4_q3+q2_q+1) (q12+q11+q10_|_q9_|_q8
¢ +¢+ P+ + P+ +q+1))

n,23,k,19,r,13

1
—55 (( v+ e+ g+ 1) (- g -
q

+¢—q+1) (- + -+ —q+1) (¢

+1) (q8_|_1) (q16+q15+q14+q13+q12+q11-I—qlo
+¢+¢+d + e+ +Ha+1) (Pt
_|_1) (q6_q3_|_1) (q18_|_q17_|_q16+q15+q14_|_q13
+q12+q11+q10+q9+q8+q7+q6+q5_|_q4_|_q3+q2
+ g +—1))

n,23,k,19,r,14

18 17 16 15 14 13 12 11 10
(M +q +q +q +tq t+q +qg +q +4gq

322

q
+¢+¢"+d ++ P+ P+ +a+1) (P +g
+1) (¢ —g+1) "+ +1) (=4 +1) (¢"° + 4"
+q14+q13+q12+q11+q10+q9+q8+q7+q6+q5
+dt'+ e+ g+ 1) (P +1) (P +1) (P -4+
—¢*+ ¢ —q+1))
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n,23,k,19,r,15

1
345
q

((q4+ 1) (q8+ 1) (ql6+q15+q14+q13+q12+q11

+ ¢+ @+ P+ e g+ )
(" —g+1)(°++1)(°—¢+1) (¢ +4"7 + 4"
+q15+q14+q13+q12+q11+q10+q9+q8+q7+q6
P+t P+ g+ 1))

n,23,k,19,r, 16

1 18 17 16 15 14 13 12 11 10
W((q tq9 +q tqg t+tq +qg +qg +tqg +gq
q

+¢ 4+ + P+ P+ e+ g+ 1) (P —¢
+1)(°+@+1)(¢° = +1) (6" + ¢+ ¢+ 4"
+q12+q11+q10+q9+q8+q7+q6+q5_|_q4_|_q3+q2
+ q +—1))

n,23,k,19,r, 17

1
(@ +a+1) (P —qg+1)(®+4 +1) (¢ = ¢

18 17 16 15 14 13 12 11 10
+1) (¢ + ¢ +¢"+ ¢+ ¢+ 4¢P+ ¢+ ¢+ g
+ ¢+ + P+ P+ AP+ g +1))

n,23,k,19,r, 18

jm( 18+q17+q16+q15+q14+q13_|_q12_|_q11+q10_|_q9
q

+*+ ¢+ + P+ P+ g+ 1)
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n,23,k,19,r,19
1

437
q

n,23,k,19,r,20
0

n,23,k,19,r,21
0

n,23,k,19,r,22
0

n,23,k,19,r,23
0

n,23,k,19,r,24
0

n,23,k,19,r,25
0

n,23,k,19,r,26
0

gibi sonuglarin maple kullanilarak karsilastirilmasiyla da; rhx, r<k<n olmak

tizere rastsal bir kxn lik matrisin ranki r olan bu rank fonksiyonunun beklentisinin E

) k— e
oldugu goriilmiistiir. Benzer sekilde; WS (1+2)= Z{ f } 2 esitliginden
—| r

yararlanarak her iki tarafin beklentisini alip z yerine z-1 koyarak ve yukarida verilen
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bir kxn matrisin rankinin r olma beklentisinin formiili kullanilarak bolim 4 te de

k n o
ispatlandig1 gibi  EW/(z) ={ }(1+ q'(z —1)) formiilii elde edilmistir.
r

s e i < el

PRI .. k_r| o U I(_r| k_rJ -
Esitligini hesaplamak i¢in [ ; bilindiginden E , , yi

hesaplamak yeterli olacaktir.

k: satirlarin sayist

I1: | matrisi

JJ: J matrisi

1J: 1 ve J nin arakesiti
I1_1J: | fark I arakesit J
JJ_1J: J fark | arakesit J
S: | nin rank1

t: J nin ranki

m: | arakesit J nin rank1

. k - r| k - rJ v
olmak tizere EE:= cov Pl ; formulia

>EE:=(I1,3J,1J,k,r)->add(add(add(P(1J,k,m)*P(l1-1J,k-m,s-m)*P(JJ-1J,k-m,t-
m)*mul(g”i-1,i=1..k-s)*mul(g"i-1,i=1..k-t)/(mul(gi-1,i=1..k-s-r)*mul(g"i-
1,i=1..n)"2*mul(gMi-1,i=1..k-t-r)),m=0..min(k,1J,s,t)),t=0..3J),s=0..11);#
EE = (I1,J7. 1J. k. r) — add  add  add ((P(1J, k. m) P(I — 1T, k
—m,s —m) P(JJ— 1],k —m,t — m) mul(qi— ,i=1.k
— S) mul(qi— l,i=1.k — t))/(mul(qi —1,i=1.k—s
. 2 .
— r) mul(ql —1,i=1 ..r) mul(ql —1,i=1.k—1t— r)),m

—0.min(k, I, s.£)),t=0.J7),s =0 .II)
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> |]:=8;
JJ:=0;
1J:=0;
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> factor(EE(11,d3,13,k,1));

1 2 2 2 20 19 18 16 15 14
7((6] +1) (g2 + ¢ +¢" +3¢° +3¢"°+ 4" +24
q

+q13+q12_q
—1) (¢ +1)?)

> |1:=8;
JJ:=0;
1J:=0;

> factor(EE(11,33,1,k,1));

L
29
q

14 12 11 10 8 6 3
— g =g =24 =g =245+ 4%+ 2¢ +1))

1

1 9 8 6
—q —2q" —2q —

o1

2q

5

2 2
((q2+q+ D (> +1) (P +4¢"+24"% —¢

4

17

-2

+4q

2
q

15



Yukaridakilere benzer birgok deneme sonucu dikkatle incelendiginde

E([k_r'}[“”D:q-f“”{k}zq”{kfr}mq”“-” esitliginin  saglandig:
r r ris i i

k—r, kK—r
gorilmiistlir. Bu sonuglardan yararlanarak da cov([ '}, { ) D hesaplanmustir.
r r

Son olarak da tiim bu elimizdeki verilerden cov(Wcr(x), We (y)) polinomu elde

edilmistir.
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BOLUM 7
LINEER OLMAYAN BiR KOD: FIBONACCI KODU VE MATRISI

Fibonacci sayilar teorisi, Fibonacci Q matris olarak bilinen teori ile biitiinlesmistir.

[16]. Mertebesi 2 olan Fibonacci Q matrisi 2x2 Q =E (1)} matrisi ile temsil edilir ve
detQ"=-1 dir [17]. Burada Q=Q, olup F(n)veF(n—-1) terimleri belli iken

L . - F
f (n+2) matrisinin elde edilmesini Q{ () }:[F(nﬂ)} esitligiyle saglar. Q

F(n-1) F(n)
matrisinin n. Kuvveti Q= { P+ P } ve
F(n) F(n-1)

detQ' = F(n+1)F(n—1)-F*(n) =(-1)" dir [17]. Burada F(n-1), F(n) ve F(n+1)

n=0,+11,+2,43,... olmak lizere;

F(n+)=F()+F(n-1) (7.1)

FO=F(@)=1

sartlarin1 saglayan Fibonacci sayilaridir. (7.1) denklemi Cassini formiilii olarak
adlandirilir [16]. Stokhov, 1997 de Fibonacci matris teorisinin, p-Fibonacci
sayllarinin notasyonlarini1 kullanarak Fibonacci p sayilarini gostermistir [18].
p=0,123,... olmak lizere Q, matrisi,asafidaki sartlar saglanmak tizere,
FO=F@)=..=F(p)=F,(p+1

n>p+licinF (nN)=F,(n-)+F ,(n-p+1)
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100 .00
010 . 0
0 001.00
Q=l. . ... .
0 0O 10
0 00 .01

L 000.0 J(p+)x(p+1)

ile verilir [19]. Ornek verecek olursak p=0,1,2,3 i¢in Q, matrisleri asagidaki gibidir.

1100
110

Q =[1], Q 11Q 0 0 1|veQ 0010

0 B I R B 100 0 1
100

1000

det(Q,) =(-1)" dir. Q, matrisinin genislemesi asagida verilmistir [17].

F,(n+1) F.(n) .. F(-p+2) F(n—p+l) ]
F,(n-p+}) F,(n-p) .. F(n-2p+2) F (n-2p+1)
Q=
F,(n-1) F,(h-2) .. F,(n—p) F,(n-p-1)
F,(n) F,(n-1) .. F(h—p+D F,(n—p)

Jd(p+1)x(p+1)

Yine ayni ¢alismada

Q, =Qp 7 +Qp " (toplama dzelligi)
QoxQp =Q'xQp =Q;™" (carpma ozelligi)

esitlikleri ve Q; matrisinin determinantinin p = 2K icin 1 e p=2k+1 i¢in (-1)" e esit

oldugu ispatlanmustir.
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. n P . . - -2k FZk—l _sz
Ayrica zel olarak Q' matrisinin tersi, n=2k i¢in Q" = EE ve n=2k+1
T2k 2k+1

F, F
1(;111 Q]T(ZkJrl) :|: 2k 2k+1 :| d”. [16].

F2k+l T ok+2

7.1. FIBONACCI KODLAMA VE DEKODLAMA METODU

Elimizdeki bir mesaji1 p=0,1,2,3,... olmak iizere (p+1) mertebeli bir M matrisi temsil

etsin. Bu mesajin kodlama matrisi olarak (p+1) mertebeli Q) matrisini, dekodlama
matrisi olarak da Q_" matrisini alalim. MxQ=E doniisiimiine Fibonacci kodlamas,

ExQ,"=M doniisiimiine ise Fibonacci dekodlamasi denir [16]. Burada E kod

matrisidir. Fibonacci kodlama\dekodlama metoduna bir 6rnek verelim.

M{ml mz} (7.2)
m3 m, 2x2

matrisi mesajimizi temsil etsin. Matrisin tiim elemanlarinin pozitif tam sayilar, yani

m,,m,,m,,m, >0 oldugunu kabul edelim. p=1 i¢in n-Fibonacci matrisinin herhangi

bir degerini kodlama matrisi olarak segelim. N=2 i¢in

. [F® F@] [2 1
Ql{ﬁ(z) Fl(l)Hl J (73)

dir. Q7 nin ters matrisi

-2 _ Fl(l) _Fl(z) . 1 -1
%= -F(2 F@) {—1 2}

dir. Fibonacci kodlama mesaji M mesajinin Q. matrisiyle ¢arpimindan olusur.
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MXQ12:|:m1 mﬂ{z 1}:{2ml+m2 mlerZ}:{e1 ez}:E (7.4)
m m, (|1 1] [2m;4+m, m,+m, e €,

e1=2my+my, ,=My+mj, e3=2M3z+My, €4=mz+m, olur [20]. Daha sonra E kod mesaj1

kanala yollanir. (7.3) ile verilen mesajin dekodlamasi asagidaki gibidir:

& &1 -1 |e—-e —e+2| |m m, _M
e, e||-1 2| |e,—e, -e,+2¢,| |m m,|
Ornegin, mesajimiz 12456212 ondalik sayilarm bir dizisi olsun. Mesajimiz1

124 56
M :{ 21 2 } matrisiyle temsil edelim. Q7 yi kodlama matrisi olarak secersek,

, 124 562 1| |304 180
E=MxQ = = ve
21 211 44 23

M — ExQ = 304 1801 -1] [124 56
St Tl as o 23|-1 2| |21 2

elde edilir. Buradan M nin elemanlarinin verilerdeki ¢ift veya tek sayilar olarak

segilebildigi soylenir [16].
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