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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

DIFERANSIYEL DONUSUM METODU KULLANILARAK DEGISKEN
KATSAYILI KOMPLEKS KISMi TUREVLi DENKLEM COZUMU

Ugur ILTER

Karabiik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Danismani:
Yrd. Do¢. Dr. Murat DUZ
Yrd. Do¢. Dr. Mustafa YILDIZ
Ocak 2013, 50 sayfa

Bu tezde, iki boyutlu diferansiyel donilisim metodu kullanilarak lineer ve lineer
olmayan, sabit ve degisken katsayili kompleks denklemler ¢6ziildii. Bunu yaparken
denklemler reel ve imajiner kisimlarina ayrilarak kismi tiirevli denklem sistemi elde
edildi. Bu sistemin ¢oziimiinden istenen fonksiyonun reel ve imajiner kisimlari elde

edilmistir.

Anahtar Sozciikler : Diferansiyel doniisiim metodu, kompleks denklem.

Bilim Kodu :204.1.138
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In this thesis, using two dimensional differential transform method of linear and non-
linear, complex equations with constant and variable coefficients is solved. To solve
these equations, 1t is obtained partial equation system by seperating real and
imaginary parts of these equations.It is obtained real and imaginary parts of the

desired function which is the solution of this system.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER
y(x) : baglangi¢ fonksiyonu
Y (k) : doniisiim fonksiyonu
ak N ..
o : x’e gore k. tiirevi
U(k) : u(x)’in diferansiyel doniistimii
V(k) : v(x)’in diferansiyel doniistimii

W (k,h) :ters diferansiyel doniisimii w(x,y)
Z : z’nineslenigi

> : toplam sembolii

viil



BOLUM 1

GIRIS

Diferansiyel donlisiim metodu diferansiyel denklemleri ya da diferansiyel denklem
sistemlerini ¢ozmek i¢in kullanmilan sayisal bir metoddur. Diferansiyel doniisiim
methodu teknik problemlerin ¢o6ziimiinde kullanilan bazi 6nemli uygulamalar

sebebiyle son zamanlarda bilim adamlarimn ilgisini ¢gekmistir.

Diferansiyel doniisiim konusu ilk olarak Zahou tarafindan ortaya atildi [1]. Zahou bu
metodu kullanarak lineer ve lineer olmayan baslangic deger problemlere
uygulamistir. Bir boyutlu diferensiyel doniisiim metodu kullanarak Chen ve Shing
Huei Ho 6zdeger problemlerini ¢6zmek i¢in kullandi.Daha sonra Chen ve Shing
Huei Ho bu metodu kismi tiirevli denklemler i¢cin gelistirdi [2]. Lineer ve lineer

olmayan kapali form seri ¢oziimlerini elde etti.

Iki boyutlu diferansiyel doniisiim olarak adlandirilan doéniisiim metodu yiiksek
mertebeli Taylor serisi metodundan farklidir. Bu metod baslangic degeri kullanarak
¢Ozlimiin Taylor serisinin katsayilarinin hesaplanmasindan olusan bir metoddur.
Fakat Taylor serisi metodu biiyilkk mertebeler icin ¢ok daha fazla hesaplama
gerektirir. Jang bu metodun diferansiyel denklemlerin Taylor serisini ¢oziimlerini
elde etmek i¢in iteratif bir metod oldugunu ifade eder. Bu metod hesaplamanin

boyutunu indirger ve bir ¢ok probleme uygulanabilir.



BOLUM 2
DIFERANSIYEL DONUSUM METODU
2.1. BIR BOYUTLU DiFERANSIYEL DONUSUM METODU

y(x) fonksiyonunun diferansiyel doniistimii agagidaki gibi tanimlanur.

V() = 2 [y @] @.1)

dxk

ki burada y(x) baslangi¢ fonksiyonu ve Y (k) doniisiim fonksiyonudur.

ak o e , . .
Burada ok x’e gore k. mertebeden tiirevi gosterir. Y (k) nin ters diferansiyel

doniisimii

y(x) = Xioo Y (Rk)x* (2.2)

olarak tanimlanir.

(2.1) ve (2.2) yi birlestirerek

y() = S By OIx* 23)

elde ederiz.

(2.1) ve (2.2) deki temel matematik islemlerinin yardimi ile asagidaki teoremler
elde edilir. U(k), u(x)’in diferansiyel doniisimii, V(k) da v(x)’in diferansiyel

doniisiimii olmak iizere;

Teorem 2.1:  y(x) = u(x) + v(x) ise Y(k) = U(k) + V(k)
olur [3].

Teorem2.2: y(x) = c.u(x) ise Y(k) = c.U(k)
olur [3].



d"u(x)
dx”

Teorem2.3: y(x) = ise Y(k) = %U(k + 1)

olur [3].

Teorem 2.4:  y(x) = u(x).v(x)

ise
K
Y(k) = U(k) @ V(k) = Z U).V(k—1)
r=0
olur [3].
Teorem 2.5: y(x) = x™ ise Y(k) =6(k—n) = {(1)' ;l?;:i

olur [3].

Teorem 2.6: y(x) = x™u(x) ise Y(k) = U(k —n)
olur [3].



2.2. iKi BOYUTLU DiFERANSIYEL DONUSUM METODU

w(x,y) fonksiyonunun diferensiyel doniigiimii

1 dkthw (x,3)
Wk, h) =0 Foamayn Joo
fonksiyonu olarak tanimlanar.
W (k, h) fonksiyonunun ters diferensiyel doniisiimii olarak
w(x,y) = Xi_o izo W (k, h)x*yh
gosterilir.
(2.4) ve (2.5) den
o o 1 %+ hw (x,y)
w(x,y) = Xr—o 2no A [ﬁ] (O,O)XkyhL
elde edilir.
Teorem 2.7: Eger
w(x,y) = ulx,y) L v(x,y)
ise
W(k,h) =U(k,h) £ V(k,h)
olur [2.,4].
Ispat :
k+h
U(k,h) = TRl [W w(x, y)_ L
y=0
k+h 7
Vi) = [—axk )|
y=0
k+h
W(k,h) = KAl |axkayn [ulx, ) + v(x, y)] .
y=0
k+h k+h
W (k,h) = WAl W[U(X,y)] i o W[”(X,Y)] »
y=0 y=0
oldugundan

(2.4)

(2.5)

(2.6)



W(k,h) = U(k,h) £ V(k,h)
elde edilir [2].

Teorem 2.8: Eger

w(x,y) = au(x,y)
ise

W(k,h) = aU(k, h)
a sabittir [2,4].

Ispat:
1 k+h
Uk, h) = TRl [W u(x, 3’)L=0
y=0
k+h |
W(k,h) = TRl [W [au(x, y)] .
y=0
1 gl+h |
Wk, h) = T [W [ulx, y)] .
y=0
ve buradan
W(k,h) = aU(k, h)
olur [2].
Teorem 2.9: Eger
w(x,y) = w
ise
W(k,h) = (k+1)U(k+1,h)
olur [2,4].
Ispat:
1 ok+th Tou(x,
Wk h) = 3 [Oxkayh [ gx s -
y=0



3 (k+ 1) 6k+h+1
= kDAl [axkrigyn v )|
y

=0
=0
k+h+1

(k + D! h! [Oxk“ayh ux, y)L
y

= (k+1).

=0
=0

olur. Buradan

W(k,h) =(k+1)U(k +1,h)
esitligi elde edilir [2].

Teorem 2.10: Eger

u(x,y)

w(x,y) = 3y

1se
W(k,h) =(h+ 1)U(k,h+1)
olur [2.,4].

Ispat:

1
k!'h!

W(k,h) =

okt [ou(x, y)
dxkayh| oy

x=0
y=0

3 (h+ 1) 6k+h+1
= R+ Dl |axkayra v )|
y

3 (h+ 1) 6k+h+1
= R+ D1 |axkayr v )|
y

=0
=0

=0
=0
k+h+1

k' (h+ 1! [kaayh“ ulxy )L
y

=(h+1).

=0
=0
olur. Buradan

W(k,h) =(h+1)U(k,h + 1)
esitligi elde edilir [2].

Teorem 2.11: Eger

6T+Su(x’ y)

w(x,y) = 9xT9yS



1se
Wkh=Ck+1D)k+2)....k+r)(h+1D)h+2).....(h+s)U(k+71,h+5)
olur [2.,4].

Ispat:
1 6k+h orts )
Wk, h) = u(x, y)
k'h!|oxkoy™| ox"ays ||._,
y=0
- (k+7)!(h+s)! dx e+ gyh+s ux,y o
y=0
olur.Bu ise

Wkh=Uk+1D)k+2)...k+r)(h+1D)h+2).....(h+s)U(k+71,h+5)

oldugunu gosterir [2].

Teorem 2.12: Eger
w(x,y) = ulx, y)v(x,y)

1se

k h
Wk, h) = Z Z U, h—$)V(k —1.5)

r=05=0

olur [2,4].

Ispat:  w(x,y) = u(x,y)v(x,y)
fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

1 %" ux, y)vix, )]

W(k, h) = kA [ axkayh ](0,0)

tanimindan

w(0,0) = [ulx,y)v(x,y)] =

x
y

= U(0,0)V(0,0)

d
110! ox

ou(x, ov(x,
= u(;;y)v(x,yﬂu(x,y) v(;;y)

w(1,0) = [ulx, y)v(x, y)]

x=0
y=0

<R
Il
oo



= U(1,0)V(0,0) + U(0,0)V(1,0)

210! 9x2
= U(2,0)V(0,0) + U(1,0)V(1,0) + U(0,0)V(2,0)

w(2,0) = [ulx, y)v(x,y)]

x=0
y=0

w(0,1) = U(0,1)V(0,0) + U(0,0)V(0,1)
w((1,1) = Uu@,1)v(0,0) + U(1,0)V(0,1) + U(0,1)V(1,0) + U(0,0)V(1,1)

w((1,2) = U@1,2)v(0,0) + U(1,1)v(0,1) + U(1,0)V(0,2) + U(0,2)V(1,0)
+ U(0,1)V(1,1) + U(0,0)V(1,2)

w(0,2) = U(0,2)V(0,0) + U(0,1)V(0,1) + U(0,0)V(0,2)

w(2,1)= U(2,1)Vv(0,0)+U(2,0)V(0,1)+U,1)V(1,0) + U(1,0)V(1,1)
+ U(0,1)V(2,0) + U(0,0)V(2,1)

wW(2,2) = U(2,2)V(0,0) + U(2,1)V(0,1) + U(2,0)V(0,2) + U(1,2)V(1,0)
+U(1,1)V(1,1) +U(1,0)V(1,2) + U(0,2)V(2,0) + U(0,1)V(2,1)
+ U(0,0)V(2,2)

olur. Bu esitlikleri genellestirerek

k h
Wk, h) = Z Z U, h—$)V(k —1.5)

r=05=0

esitligini elde ederiz [2].

Teorem 2.13: Eger
w(x,y) =xmy"
ise
W(k,h) =6(k—m,h—n) =6(k—m)§(h—n)
dir. Burada



1, k=mveh=n

5(k—m,h—n)={0’ k#+mveh+n

olur [2,4].
Ispat: Eger
w(x,y) = xMy"
ise
dw(x, y)k+h _{ k! h! , k=mveh=n
oxkayh |, 0 , k +# mveyah #n
y=0
oldugundan
1 ow(x,y)kth
Wk, h) = [k! h!  dxkoyh .=
y=0
=6(k—mh—n)=86k—-—m)§(h—n)
1, k=m
5(k—m)—{0’ k#+m
1, h=n
5(h—n)—{0’ h#n
olur [2].

Teorem 2.14: Eger

du(x,y) ov(x,y)
0x 0x

w(x,y) =

1se

k h
W(k,h) = ZZ(?’ +Dk—r+DUT+1,h—s)V(k—7+1,s)
r=0s=0
dir [4,5].
ispat: W(0,0) = [HED XN~ y(1,00v(1,0)

ax dx 1x=0
y=0



w(1,0) =

1 9 [oulx,y)ov(x,y)
1'0! ox 0x 0x

x=0
y=0

T 101 | ox2 ax ax F)

0
0

1 [Ozu(x, y) 0v(x,y) N ou(x,y) 0%v(x, y)l
x2 |y

=2U(2,0)V(1,0) + 2U(1,0)V(2,0)

W(2,0) = 1 o [au(x'y)av(x,y)

210! 0x? 0x 0x

x=0
y=0

=3U(3,0)V(1,0) + 4U(2,0)V(2,0) + 3U(1,0)V(3,0)
w(,1) =U(1,1)V(1,0) + U(1,0)V(1,1)
w(1,1) = 20(2,1)V(1,0) + 2U(2,0)V(1,1) + 2U(1,1)V(2,0) + 2U(1,0)V(2,1)

W(2,2) = 3U(3,2)V(1,0) + 3U(3,1)V(1,1) + 3U(3,0)V(1,2) + 4U(2,2)V(2,0)
+4U(2,1)V(2,1) +4U(2,0)V(2,2) +3U(1,2)V(3,0)
+3U(1,1)V(3,1) +3U(1,0)V(3,2)

Bu esitlikleri genellestirerek
k R
W(k,h)=z r+Dk-r+DUT+1L,h—s)V(k—71+1,s)

r=05s=0

olur [4,5].

Teorem 2.15: Eger

ou(x,y)ov(x,y)
dy dy

w(x,y) =
1se
k h
Wk, k) = ZZ(h s+ DG+ DU h—s+ DV =15 +1)

r=05s=0

dir [4,5].

10



spat: w(0,0) = [%’;”%’;” __=U,DV(0,1)
y=0

w(1,0) =

0 [ou(x,y) ov(x,y)
1!0!&[ dy Y |x=o
y=0
1 02u(x,y) ov(x,y) dulx,y)d?v(x,y)
_1!0![ dxdy 0x + dy 0x0dy

=U(1,1)V(0,1)+ U(0,1)V(1,1)

W(2,0) =

0% [ou(x,y) dv(x,y)
210! 9x2 dy 0y |x=o

y=0

=UO,DV1D+UuA,1)V(A,1)+UR2,1)V(0,1)
w(0,1) = 20U(0,2)V(0,1) + 2U(0,1)V(0,2)
w(1,1) = 20(0,2)V(1,1) + 2U(0,1)V(1,2) + 2U(1,2)V(0,1) + 2U(1,1)V(0,2)

w(2,2) = 3U(0,3)V(2,1) + 4U(0,2)V(2,2) + 3U(0,1)V(2,3) + 3U(1,3)V(1,1)
+4U(1,2)V(1,2) + 3U(1,1)V(1,3) + 3U(2,3)V(0,1)
+4U(2,2)V(0,2) +3U(2,1)V(0,3)

Bu esitlikleri genellestirerek

k h
Wk, h) = ZZ(h s+ DG+ DU h—s+ DV =15 +1)

r=05s=0

olur [4,5].

Teorem 2.16: Eger

du(x,y)ov(x,y)
0x dy

w(x,y) =
i1se
k h
Wk, h) = ZZ(k 4 D=5+ DUk =1+ 1,)Vrh—s+1)

r=05s=0

olur [4].

11



spat: W(0,0) = [W%’;” _ =U@ov(o,1)
y=0

w(1,0) =

0 [ou(x,y) ov(x,y)
1!0! dx d0x 3y |x=o
y=0

1 Ozu(x,y)av(x,y)+6u(x,y)62v(x,y)
110! d0x? dy ox d0xdy

= 2U(2,0)v(0,1) + U(1,0)V(1,1)

W(2,0) =

1 0% [oulx,y) dv(x,y)
210! 9x2 0x 0y |x=o

y=0

=30U(3,0)V(1,0) + 2U(2,0)V(1,1) + U(1,0)V(2,1)
w(0,1) =20(1,0)v(0,2) + U(1,1)V(0,1)
W(1,1) = 4U(2,0)v(0,2) + 2U(2,1)V(0,1) +2U(1,0)V(1,2) + U(1,1)V(1,1)

W(2,2) = 9U(3,0)V(0,3) + 6U(3,1)V(0,2) + 3U(3,2)V(0,1) + 6U(2,0)V(1,3)
+4U(2,1)V(1,2) + 2U(2,2)V(1,1) + 3U(1,0)V(2,3)
+20(1,1)V(2,2) + U(1,2)V(2,1)

Bu esitlikleri genellestirerek

k h
W (k, h) =ZZ(k—r+ Dh=s+ DUk =7 +1,5)V(h—s+1)

r=05s=0

olur [4].

12



BOLUM 3

3.1. KOMPLEKS DiFERANSIYEL DONUSUM METODU

Bu kisimda w = w(z,Z) kompleks fonksiyonun birinci mertebeden tiirevlerini

verecegiz.

w(z, Z) fonksiyonunun z ve Z degiskenlerine gore kismi tiirevleri

Ow_l(aw _GW) 31
dz  2\ox lay G-
6W_1(6W+_6W) )
0z  2\ox lay (3-2)
dir.
w(z, z) = ulx,y) + iv(x,y)
olmak iizere
dw B du N o0v 13
ox _ ox ' ‘ox (3-3)
ow 0Ju N dv 34
dy  dy lay 34
oldugundan
aw_l(au av)+i(au+av) 35
9z 2\ox dy) 2\dy ox (3-5)
6w_1(6u+6v)+i(6v au) 36
dz 2\ox dy) 2\ox ady (3.6
elde edilir.

13



3.2. KOMPLEKS DIiFERANSIYEL DONUSUM METODU iLE IiLGILi
TEOREMLER

Bu boliimde w = w(z, Z) fonksiyonunun ikinci ve li¢iincii mertebeden tiirevleri ile

bu tiirevlerin diferansiyel doniisiimiinii verecegiz.

Teorem 3.1: w(z, Z) fonksiyonunun z ve Z degiskenlerine gore

ikinci mertebeden tiirevleri agagidaki gibidir.

0°w  1/0%*w 0w 0%*w
3.7)

072 4\ ox? 2 dxdy 0y?

0w 1(9%*w Y 0’w  0%*w
9z2 4\ 0x? laxay dy?
’w 1 62W+62W —lA 39
9207 4\axz " ayz) a4~ (3-9)

(3.8)

Ispat:

0’w 0 (GW) 0 [1 (aw .aW)]
0z2  0z\dz/ o0zl2\ox lay

B 1[6 (aw .aW) -0 (aw .aW)]
4 lox\ox lay lay 0x lay
_1[0*w 9w 9w 0w
~“2\oxz  'ox dy ! dyox  0dy?
_1(0*w 5 0’w  9%w

4\ ox2 "ox dy dy?

elde edilir. Benzer olarak (3.8) ve (3.9) esitlikleri de elde edilebilir.

Teorem 3.2: w(z, 2) tiglincli mertebeden tiirevi asagidaki gibidir ;

23w 1/d3w 23w 23w 23w
(3.10)

9z  8\ax3 3 dxdy? 3t 0x20y T dy3
°w 1(d%w 3 3w L3 3w 0w
0x3 d0xdy? ‘axzay lay3

55 =5 (3.11)
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Pw 1 63W+ 3w " 3w +.63W 3 12
0720z 8\ 9x® @ axdy? | ox2dy ' oy’ (3.12)
w1 63W+ w  ddw 03w 3 13
97022 8\ 0x3 ' 9xdy? ‘ox2ay ' dy? (3-13)

Ispat:

d°w _a [d*w]| 0 [1/0°w y 0’w 0w

0z3  0z|0z2| 0z|4\ox2 laxay dy?

110 (62W 0w 62W> 110 (62W C0%w 62W>

~240x\ox? 2 dxdy 0y? 240y \ 0x? laxay dy?
_1(0°w y 3w 3w i 03w Y 3w 93w
8\ ox3 ‘axzay dxdy?) 8\0dx?dy ‘axayz dy3
_1(0°w 3 03w 3 03w N 3w

8\ ox3 d0xdy? ‘axzay dy3

bulunur. Benzer olarak (3.11), (3.12), (3.13) esitlikleride bulunabilir.

Teorem 3.3: Eger
w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y)
kompleks fonksiyonun diferansiyel dontisimii W, (k, h) ise

W,(k,h) = %[(k + DUk +1,h)+ (h+ 1DV(kh+1)]

+ % [(k+1)V(k+1,h) —(h+ DUk, h + 1)]
dir.
Ispat : w(x,y) = ulx,y) +iv(x,y) ve (3.6) den

ow 1 [(au N av) ny (av au)]
9z 2[\ox ay “\ox dy
ve boylece

W,(k,h) = %[(k + DUk +1,h)+ (h+ 1DV(k,h+1)]

+ % [(k+ 1DV (k +1,h) — (h + DUk, h + 1)]

elde edilir.
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Teorem 3.4: Eger
w(x,y) = ulx,y) +iv(x,y)

kompleks fonksiyonun diferansiyel dontistimii
Wy (k, h)

i1se
Wy;(k,h) = %[(k + DUk +1,h)+ (h+ 1D)V(k,h+1)]

+%[(k +1DV(k+1,h)+ (h+ DUk, h+ 1)]

olur.

Ispat:  w(xy) = ulx,y) +iv(x,y)
fonksiyonunun Z degiskenine gore tiirevi (3.5) den
ow 1 (au av) i (au av)

9z 2\ox “ay) T2\6y Tax

dir. Bu esitligin diferansiyel doniisiimiinden

W;(k,h) = %[(k + DUk +1,h)— (h+ 1)V(k,h+ 1)]

N % [+ DV(k + 1,h) + (h + DUk, h + 1]

esitligi elde edilir.

Teorem 3.5: Eger
w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y)
kompleks fonksiyonun diferansiyel dontistimii
W, (k, h)
ise
1

W,,(k,h) = i [((k+1Dk+2)UKk+2,n)+2(k+1D)h+1D)V(k+1,h+1)

—(h+ 1)+ 2)U(k,h + 2)]

+ i [((k+1D)(k+2)V(k+2,h)—2(k+1D)(h+1DUKk+1,h+1)

—(h+ 1D)(h+2)V(k,h+2)]
dir.
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Ispat : w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y) ve (3.7) esitliklerinden
0’w _ 1[0%u N 0%v y 0%u L 0%v 0%u N 0%
922 4|ox? " axz  “ d0x0y laxay dy? ‘ayz
’w 1 [Ozu 0%v  d%u ,(6217 0%u 6217)]
— i

0z 4 6x2+ d0x0y 6y2+ d0x? 26x6y ‘ayz

dir.Bu son esitligin diferansiyel doniisiimiinden

W,,(k,h) = %[(k +1D)k+2)Uk+2,h)+2(k+1D)(h+1D)V(k+1,h+1)
—(h+ 1)(h+2)U(k,h + 2)]
+ % [(k+1D)(k+2)V(k+2,h)—2(k+1)(h+ 1)Uk +1,h+1)

—(h+ 1D)(h+2)V(k,h+2)]

bulunur.

Teorem 3.6: Eger
w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y)
kompleks fonksiyonun diferansiyel doniistimii
Wzz(k, h)
ise
1
W,z (k, h) = i [((k+1D)k+2)UKk+2,h)—-2(k+1D)h+1D)V(k+1,h+1)
—(h+ 1)+ 2)U(k,h + 2)]
+ i [((k+1D)(k+2)V(k+2,h)+2(k+1D)(h+1DUKk+1,h+1)

—(h+ 1D)(h+2)V(k,h+2)]

olur.

Ispat : w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y) ve (3.8) esitliklerinden
’w 1 62u+,62v+2. 0%u o 0%v 62u+.62v
972 4loxz ' ‘axz " “\axay " ‘oxay) \ayz T 'ay2
0°w  1[0%u ) 0%v  0%u L 0%v s 0’u  9%v
972 4|ox?  “axdy ay?  ‘\oxz ' “axdy 0y?

sonu¢ olarak
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W;,(k,h) = %[(k + 1Dk +2)Uk+2,h)—2k+1D)(h+1DV(k+1,h+1)
—(h+ 1)(h+2)U(k,h + 2)]
+£[(k +Dk+2)Vk+2,h)+2k+1D)(h+1DUKk+1,h+1)

—(h+ 1D)(h+2)V(k,h+2)]
dir.

Teorem 3.7: Eger
w(x,y) = ulx,y) +iv(x,y)
kompleks fonksiyonun diferansiyel doniistimii
Wy, (k, h)
ise
Wy, (k,h) = %[(k + Dk +2)Uk+2,h) + (h+1)(h+2)U(k,h + 2)

+itk+1D)(k+2)V(k+2,h)+i(h+1)(h+2)V(k h+2)]
dir.

Ispat : w(x,v) = ulx,y) + iv(x,y) ve (3.9) esitliklerinden
’w 1 62u+ 0%v 0%u  0%v
070z 4 !

0x?  0x? + dy? i dy?
w1 [Ozu 0%u (6217 6217)]

070z 4 |0x? + dy? T 0x? * dy?

dir. Bu son esitligin diferansiyel doniisiimiinden
1
W;,(k,h) = i [(k+1)(k+2)U(k+2,h) + (h+1)(h+2)U(k,h + 2)

+itk+1)(k+2)V(k+2,h)+i(h+1)(h+2)V(k,h+2)]
elde edilir.

Teorem 3.8: Eger
w(x,y) = ulx,y) + iv(x, y)
ise
Pw
0z3

kompleks fonksiyonun diferansiyel doniistimii
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W,z (k, h)

1se
W,,,(k,h) = %[(k + 1) (k+2)(k+3)U(k + 3,h)

—3k+1)h+1)(h+2)Uk+1,h+2)
+3k+1)(k+2)(h+ 1DV(k+2,h+1)
—(h+ 1)+ 2)(h+3)V(k,h+3)
+ itk +1)(k+2)(k +3)V(k+3,h)
—3itk+1D)(h+1)h+2)V(k+1,h+2)
—3itk+1D)(k+2)(h+ DUk +2,h+ 1)
+i(h+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h + 3)]

dir.

Ispat: Eger

w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y)
ve (3.10) esitliginden
3 3

e ayz(u+w)—3laya >

6 (u+w)+1—(u+w)l

23 = [—(u+w)—3

olur ve buradan
23w 1 03u 3 03u 43 23v  9%v
dz3  8|dx3 d0x0y? dyox? dy3

L d3v 3 03v 3 3u +63u
"3 d0xdy? dydx? = dy3

olur. Bu son elde ettigimiz denklemin diferansiyel doniisiimiinden

W,,,(k,h) = %[(k + 1) (k+2)(k+3)U(k + 3,h)

—3k+1)h+1)(h+2)Uk+1,h+2)
+3k+1)(k+2)(h+1DV(k+2,h+1)
—(h+ 1)+ 2)(h+3)V(k,h+3)
+i(k+1)(k+2)(k +3)V(k+3,h)
—3itk+1D)(h+1)h+2)V(k+1,h+2)
—3itk+1D)(k+2)(h+ DUk +2,h+ 1)
+i(h+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h + 3)]
elde edilir.
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Teorem 3.9: Eger
w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y)
ise
3W . . .
% kompleks fonksiyonun diferansiyel doniisiimii
Wyzz(k, h)
ise
1
W;z5(k, h) = 8 [(k+1)(k+2)(k+3)U(k+3,h)

—3k+1Dh+1Dh+2)Uk+1,h+2)
+3k+ Dk +2)(h+1DV(k+2,h+1)
—(h+1)(h+2)(h+3)V(k,h+3)
+i(k+1)(k+2)(k+3)V(k+3,h)
—3itk+Dh+D)(h+2)V(k+1,h+2)
—3itk+D)(k+2)(h+ DUk +2,h+ 1)
+i(h+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h + 3)]

Ispat : w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y) ve (3.11) esitliginden

23 1 03 23 23 23
v _ [ (u+w)+3la (u+w)—l (u+w))

d°w  1[d°u 3 3u 3 d3v +63v
dz3  8|dx3 d0x0y? dyox? = dy3

L d3v 3 03v L3 o3u  d3u
"3 d0xdy? dydx?> dy3

olur. Bu son elde ettigimiz denklemin diferansiyel doniisiimiinden
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W55k, h) = %[(k +1)(k+2)(k+3)U(k +3,h)

—3k+1)h+1)(h+2)Uk+1,h+2)
—3k+ 1)k +2)(h+1DV(k+2,h+1)
+ (h+1)h+2)(h+3)V(k,h+3)
+i(k+1)(k+2)(k +3)V(k+3,h)
—3itk+1D)(h+1D)h+2)V(k+1,h+2)
+3itk+ D)k +2)(h+ DUk +2,h+ 1)
—ith+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h + 3)]
elde edilir.

Teorem 3.10:Eger
w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y)

3
ise % kompleks fonksiyonun diferansiyel doniisiimii

Wz'z‘z(kr h)
1se
W5, (k,h) = %[(k +1)(k+2)(k+3)U(k + 3,h)

+k+1DM+1D)(h+2)Uk+1,h+2)
—(k+1Dk+2)(h+1DV(k+2,h+1)
—(h+1)(h+2)(h+3)V(k,h+3)
+i(k+1)(k+2)(k+3)V(k+3,h)
+i(k+1)(h+ 1D)(h+2)V(k+1,h+2)
+itk+D)(k+2)(h+ DUk +2,h+ 1)
+i(h+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h+ 3)]
dir.

Ispat : w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y) ve (3.12) esitliginden

63W_1 a3 L)+ a3 i) 4 93 ey +63 g
0220z 8\0x3 (u+ i) dxdy? utiv)+i dx20y utiv)+i dy?3 (u +iv)
olur ve buradan

w1 63u+ 03u v d%v 63v+ d3v N d3u +63u
9z3  8|0x3  odxdy? 0dydx? 0dy3 0x3  0xdy? 0dydx? 0y3

+1i
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olur. Bu son elde ettigimiz denklemin diferansiyel doniistimiinden

W5, (k,h) = %[(k +1)(k+2)(k+3)U(k + 3,h)

+k+1DM+1D)(h+2)Uk+1,h+2)
—(k+1Dk+2)(h+1DV(k+2,h+1)
—(h+1)(h+2)(h+3)V(k,h+3)
+i(k+1)(k+2)(k+3)V(k+3,h)
+i(k+1)(h+ 1D)(h+2)V(k+1,h+2)
+itk+D)(k+2)(h+ DUk +2,h+ 1)
+i(h+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h+ 3)]
elde edilir.

Teorem 3.11: Eger
w(x,y) = ulx,y) +iv(x,y)

3
aaz- av; kompleks fonksiyonun diferansiyel dontistimii

ise
Wz'zz(k; h)
ise
Wy, (k, h) = %[(k + 1) (k+2)(k+3)U(k+3,h)

+k+1DM+1D)(h+2)Uk+1,h+2)
+k+1DEk+2)(A+1DV(k+2,h+1)
+((h+1)(h+2)(h+3)V(k,h+3)
+i(k+1)(k+2)(k+3)V(k+3,h)
+i(k+1)(h+ 1D)(h+2)V(k+1,h+2)
—itk+D(k+2)(h+ DUk +2,h+ 1)
—i(h+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h+ 3)]
dir.

Ispat : w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y) ve (3.13) esitliginden

63W_1 03 e n 93 iy ] 93 o _63 N
07027~ B\axe W T ) F gpgy )~ i, (W) i (utv)

olur ve buradan
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9z3 ~ 8|ax3 + d0xdy? + dyox? * dy3

23w  1[d03u  03u 03v 63v+ (6317 d03v 03u 63u>l
i

0x3 + dxdy? dydx? 0y3

olur. Bu son elde ettigimiz denklemin diferansiyel doniisiimiinden
1
W, (k, h) = 8 [(k+1)(k+2)(k+3)U(k+3,h)

+k+1DM+1D)(h+2)Uk+1,h+2)
+k+1DEk+2)(h+1DV(k+2,h+1)
+((h+1)(h+2)(h+3)V(k,h+3)
+i(k+1)(k+2)(k+3)V(k+3,h)
+itk+1)(h+ 1D(h+2)V(k+1,h+2)
—itk+D(k+2)(h+ DUk +2,h+ 1)
—i(h+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h+ 3)]
elde edilir.
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BOLUM 4

UYGULAMALAR

Bu boliimde ii¢ilincii boliimde verilen kompleks bir fonksiyonun kismi tiirevlerinin

diferansiyel doniisiimii yardimiyla kismi tiirevli denklemler ¢oziildii.

ORNEK 4.1:
02w _ .
0207
w(x,0) =5x%2+3x+2

a—w(x, 0)=i(2x—-1)
dy

Baslangic deger problemini ¢6ziiniiz.

Coziim:

w=u+iv, (3.9) esitliginden
1 62u+ ,62v+62u+ 0% _ .
4\ ox2 " "ox2 dy? ‘ayz B

olur. Bu esitligin reel ve imajiner kisimlarinin esitliginden

0%u N 0%u 16
0x2  dy?
0%v N 0%v _ o
ax?  dy?

elde edilir. Bu esitliklerin diferansiyel doniistimiinden

(k+1D)(k+2)Uk+2,h)+(h+1)(h+2)U(k,h+ 2) = 166(k, h)

k+1D)k+2)Vk+2,n)+(h+1)(h+2)V(k,h+2)=0

elde edilir.
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wx,y) = i i W (k, b)xy"

k=0 h=0
ve
w(x,0) =5x%2 +3x +2
oldugundan
U(0,0) =2,U(1,0) =3,U(2,0) =5,U(,0) =0( = 3,45, ...),
V(i,0)=0(=0,12,..) (4.3)
elde edilir.
6_1;/ = Z Z W (k, h)xkyh=1
k=0 h=0
ve
2 (x0) = i2x - 1)
oldugundan
V(,1)=-1,v(1,1)=2,V(,1)=00{=234,..),U(,1) =0 =0,12,..)
(4.4)
bulunur.
(4.1) esitliginde h = 0 yazilirsa
(k+1)(k+2)U(k +2,0) + 2U(k,2) = 166(k, 0) 4.5)

olur.

(4.5) esitliginde k = 0 yazilirsa 2U(2,0) + 2U(0,2) = 16, U(2,0) = 5 oldugundan
U(0,2) = 3 elde edilir.

(4.3)de k = 1i¢in U(k + 2,0) = 0 oldugundan (4.1.5) den k =1 igin
U(k,2) =0 (4.6)
olur.
Benzer bicimde (4.1) da h = 2 yazilirsa
(k+1D(k+2)Uk +22)+12U(k,4) =0

(4.6) dendolay1 Vk=>1 i¢in U(k,4) =0 olur.Bu islemler devam ettirilerek
Vk>1 igin U(k,2n) = 0 elde edilir.
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(4.1) esitliginde h = 1 yazilirsa

k+1D)(k+2)Uk+21)+6U(k,3)=0 4.7)
olur.

(44)danVk =1 i¢in U(k,1) = 0 oldugundan

U(k,3)=0 (4.8)
elde edilir.

Benzer bicimde (4.1) da h = 3 yazilirsa

(k+1)(k+2)U(k+23)+20U(k,5) =0 (4.9)
olur.

(4.8) ve (4.9) esitliklerinden Vk =1 i¢cin U(k,5) = 0 elde edilir.Bu islemlere
devam edilerek V k >1 i¢in U(k,2n+ 1) =0 elde edilir.O halde

U(x,y) = i i Uk, h)xty"

k=0 h=0
= U(0,0) + U(1,0)x + U(2,0)x? + U(0,2)y?
= 24 3x + 5x% + 3y?
olur.
(4.2) esitliginde h = 0 yazilirsa
(k+1)(k+2)V(k+20)+2V(k2)=0
(4.3)danV k igin V(k,0) = 0 oldugundan
V(k,2) =0 (4.10)

olur.

(4.2) esitliginde h = 2 yazilirsa
(k+1D(k+2)V(k+22)+12V(k,4) =0
(4.10) den V(k + 2,2) = 0 oldugundan
V(k,4) =0 (4.11)

olur.

Bu islemlere devam edilerek V neN* igin

V(k,2n) =0 (4.12)
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elde edilir.
(4.2) esitliginde h = 1 yazilirsa
(k+1D(k+2)V(k+21)+6V(k3)=0

olur.

(44)danV k =0 iginV(k + 2,1) = 0 oldugundan
V(k,3) =0 (4.13)

olur.

(4.2) esitliginde h = 3 yazilirsa
(k+1D)(k+2)V(k+23)+20V(k,5 =0
(4.13) den V(k+ 2,3) =0 oldugundan V(k,5) = 0 olur.

Bu islemlere devam edilerek V k =0 i¢cin V(k,2n+ 3) = 0 elde edilir.O halde

[ee]

V) = ) ) Vi mxtyt

k=0 h=0
=V (0,1)y + V(1,Dxy
= -y + 2xy
olur.
Wy) =Ux,y) +iV(x,y)
=5x2+3y2+3x+2+i(2xy — y)
=4x2 4+ 4y + x?2 —y?2 + 2ixy +2x + 2+ x — iy
=4|z?+z°+z+z2+2+2Z
=4zz4+ 2z +z+22+2

bulunur.
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ORNEK 4.2:

62W+36W—12 +18z4+9
0z2 0z z z

w(x,0) = 2x3 + 3x?% + 8x
dw
—(x,0) = i(6x%—6x+2)
dy

Baslangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.

Coziim:

w=u+iv, (3.7) ve (3.5) esitlikleri kullanilarak
1 (62W C0%w 62w> 3 (aw 0w

2 W"Z‘axay_a_yz +§ a+15)=12(x+1y)+18(x—1y)+9

1[0%u  9%v y 0%u N 0%v 0’u  9%v +3(6u+_6v+_6u 617)
! dxdy 0dxdy) dy? ‘ayz 2\dx dx dy 0y

= 30x +9 — 6iy

olur.Bu esitligin reel ve imajiner kisimlarmna ayrilarak

1 62u+262v 62u+66u 6617 30r49
4\ 0x? dxdy 0y? ox ay) x

1/0%v ) 0%u 62v+66v+66u _ ¢
4\ 0x? dxdy 0y? ox ay) Y
62u+2 0% 62u+66u 66v = 120x + 36
0x? dxdy 0y? ox dy x

0%v 0’u  d*v dv  du

0x? _Zaxay_ 0y? * 6£+ 6@= —24y

elde edilir.Bu esitliklerin diferansiyel doniisiimiinden
(k+1D)(k+2)Uk+2,h)+2(k+1)h+DV(k+1,h+1)—-(h+1)
(h+2)U(k,h+2)+6(k+1)U(k+1,h)—6(h+1V(kh+1)=
1208 (k — 1, h) + 366(k, h) (4.14)

k+Dk+2)V(k+2,h)-2k+1D)(h+1DUKk+1,h+1)—(h+1)
(h+2)v(k,h+2)+6(k+1DV((k+1,h)+6(h+1DUkh+1)=

—248(k,h — 1) (4.15)
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elde edilir.

w(x,y) = Z Z W (k, h)xky"
=0
ve w(x,0) = 2x3 + 3x2% + 8x
oldugundan
U(0,0) =0,U(1,0) =8,U(2,0) =3,U(3,0) = 2,
U(i,0) =0(i =4,5,6,..),V(i,0)=0(i=0,1,2,..) (4.16)
elde edilir.
W
—y=ZZh[U(k h) + iV (k, )] xkyh=1
k=0 h=1
ve
g—‘;v(x, 0) =i(6x% —6x + 2)
oldugundan
V(,1)=2,v(1,1)=-6,V(2,1)=6,V(i,1) =00 =34,5,...),
U@i,1) =0@i=012,..) (4.17)
bulunur.

(4.14) denkleminde h=0 yazilirsa
(k+D(k+2)Uk+20)+2(k+1DV(k+11) —2Uk,2)+
6(k+ 1)Uk +1,0) —6V(k,1) =1205(k — 1,0) + 365(k,0) (4.18)

bulunur ve k=0 yazalim,
2U0(2,0) +2v(1,1) — 2U(0,2) + 6U(1,0) — 6V(0,1) = 36
(4.16) ve (4.17) esitliklerinden
U,2) = -3 (4.19)

olur.

(4.18) de k = 1 yazalim.
6U(3,0) + 4V (2,1) —2U(1,2) + 12U0(2,0) — 6V (1,1) = 12
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U(1,2) = -6
bulunur.(4.18) de k = 2 yazalim.
12U(4,0) + 6V(3,1) — 2U(2,2) + 18U(3,0) — 6V (2,1) =0
Uu@2,2)=0
elde edilir.

k>2ignUk+20)=V(k+11)=Uk+10)=V(k,1) =0

oldugundan
Uk,2)=0
olur.

Benzer olarak (4.15) denkleminde h = 0 yazilirsa
(k+ Dk +2)V(k+20) -2+ DUk +1,1) —2V(k,2) +
6(k+1V(k+10)+6U(k,1) =0

ve Vk icin Ulk+20)=Uk+11)=Vk+10)=Uk,1)=0
oldugundan V(k, 2) = 0 olur.

(4.14) denkleminde h = 1 yazilirsa
(k+Dk+2)Uk+21)+4(k+1DV(k+1,2) —6U(k,3)+

6(k+1)Uk+11)—-12V(k,2) =0

(424)de VkigcinUk+21)=V(k+12)=Uk+11)=V(k,2)=0

oldugundan
U(k,3)=0
olur.

Benzer olarak (4.14) da h = 2 yazarsak
(k+1)(k+2)V(k+22)—6(k+ DUk +1,3) —12V(k,4)
+6(k+1)V(k+1,2)+18U(k,3) =0

Vk igin Uk+22)=Uk+13)=Vk+12)=Uk3)=0

oldugundan
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(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



V(k,4) =0
elde edilir.

Benzer olarak (4.14) da h = 3 yazarsak
(k+1)(k+2)U(k+23)+8(k+1)V(k+1,4)—20U(k,5)
+6(k+ 1)Uk +1,3) —24V(k,4) =0
VkignU(k+23)=V(k+14)=Uk+13)=V(k4) =0
oldugundan
U(k,5) =0
elde edilir.

Bu islemlere devam edilerek V n > 1 icin
Uk?2n+1)=V(k,2n)=0

olur.

(4.15) denkleminde h = 1 yazilirsa
(k+1Dk+2)V(k+21)—4(k+DUK+1,2) —6V(k3) +
6(k+1V(k+1,1)+12U(k,2) = —246(k,0)

(4.28) de k = 0 yazalim.
2V(2,1) —4U(1,2) — 6V(0,3) + 6V(1,1) + 12U(0,2) = —24
V(0,3) =-2

Bu islemlere devam edilerek U ve V nin diger biitiin bilesenleri sifir elde edilir.

NgE
NgE

ulx,y) = Uk, R)x*y"
k=0 h=0
ve
vy = ) ) Vi hxky
k=0 h=0
oldugundan
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(4.26)

(4.27)

(4.28)



u(x,y) = 2x3 + 3x% + 8x — 3y% — 6xy?
v(x,y) = 2y — 6xy + 6x%y — 2y3
w(x,y) = ulx,y) +iv(x, y)
= 2x3+ 3x% + 8x —3y? — 6xy% + i(2y — 6xy + 6x2%y — 2y3)
= 2(x3 + 3ix%y — 3xy? —iy3) + 3(x? — 2ixy — y?) + 5(x + iy) + 3(x — iy)
=2z3+3(2)2+5z+ 32

bulunur.
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ORNEK 4.3:

o’w _9%*w 0w _
7927 Tazaz o T AT
w(0,y) = y* +i(y® +4y)

ow

—(0,y) =4+ y%—6i
ax(y) + y* —6iy

Baslangic deger problemini ¢6ziiniiz.

Cozim: (3.7), (3.8) ve (3.9) den
o4 )1 0%w y ’w  9*w i )1 62W+62W
XTI Gy laxay dy? XTI\ a2 dy?

1 (62W _0*w 9*w

— 2 —
+2 6x2+ laxay dy?

>=12—4x+4iy

w = u + iv oldugundan
(x+iy) (0%°u 0%v _ 0%u 0%v  0*u  9%*v
+1i —2i +2 - -1
4 0x?  0x? d0x0y dxdy 0dy? dy?
(x—iy)(0%u 0%v 0%u 0%v
- +1 + +1
4 0x?  0x? Jy? 0y?
+1 62u+_62v+2_62u ) 0%v  0%u  9%v
2\ax2 " "ox2 laxay d0xdy 0y? ‘ayz
=12 — 4x + 4iy

Bu esitligi reel ve imajiner kisimlarina ayirirsak

207 et 0, 0, O S0 e tex (429
x d0x0y x dy? yaxz yaxay ax2 x (4.29)
20 a2 e T2, 0 0 e 430
Y ax? x 0x0y x 0y? yaxay oxz Y (4.30)

Denklemlerini elde ederiz. (4.29) ve (4.30) esitliklerinin iki ile

boliimiiniin diferansiyel doniigiimiinden
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kK h
ZZ(S(?’-I h=—s)lk—-r+DG+D)Vk-1+1,s5+1)

S=

1]
o

M-
M;‘

S(rnh—s—1Dk-r+D)k-1r+2)Vk—-71+2,5)

<
Il
o
%
1]
o

(r—lh—s)(s+1)(s+2)U(k—rs+2)

I~
IIM:‘

kK h
+ZZ§(r,h—s—1)(k—r+1)(5+1)U(k—r+1,s+1)—

r=0s=0
—2k+1D)(h+1)Wk+1,h+1)—(h+1)(h+2)U(k, h + 2)
+(k+1)(k+2)U(k+2,h)
= 2465(k,h) — 86(k — 1,h) (4.31)

S(rh—s—1D)(k—-71+1D)(k—-1r+2)Uk—1+2,5)

IM-
- i

M:-

Sr—1L,h—s)k—-r+DG+DUk-7+1,5s+1)

<
Il
o
%
1]
o

r—1,h=—s5)s+1)(s+2)V(k—1,5+2)

IIMR‘
= IIM:‘

K
+ZZ5(r,h—s—1)(k—r+1)(5+1)V(k—r+1,s+1)

r=0s=0
+2k+1D)h+DUKk+1L,h+1)—(h+ 1D)(h+2)V(k,h+ 2)
+(k+1)(k+2)V(k+2,h) =85(k,h—1) (4.32)

esitlikleri elde edilir.
w(0,y) =y +i(y® + 4y)
Sartindan dolay1
U(0,2) =1,v(0,3) =1,vV(0,1) =4,U(0,i) =0,(i =0,1,3,4,5, ...),
V(0,i) =0,(i =0,24,5,6,...)
elde edilir.
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(o5}

ow _ Z Z k[U (e, h) + iV (k, h)] x*~1yn

X
k=1 h=0

\

g—‘;V(O,y) =4+ y?%—6iy
sartindan dolay1
U(1,0)=4,v(1,1) =-6,U(1,2) =1,U(1,i) =0,(i = 1,3,4,5,6, ...),
V(1,i)=0,(=0,234,..)
elde edilir. (4.31) da k = h = 0 yazilirsa

U@,0)=7
elde edilir. (4.32) de k = h = 0 yazilirsa

V(2,0)=0
bulunur. (4.31)dak = 0,h = 1 yazilirsa

Ui1)=0

elde edilir. (4.31)dak = 1,h = 0 igin
—-8V(2,1) +12U(3,0) = 4
bulunur. (4.32) de k = 0,h = 1 igin

Vi21) =1
olur ve buradan

U@3,0) =1
elde edilir.
(4.32)de k = 1,h = 0 yazilirsa

V(3,0)=0

elde edilir. U ile V nin diger biitiin bilesenleri sifirdir. U ve V nin bulunan degerleri
yerine yazilirsa
u(x,y) =x3+7x?> +xy? + y? + 4x
v(x,y) = x%y +y3 — 6xy + 4y

elde edilir.

w(x,y) = ulx,y) +iv(x,y)

=x3+7x%+xy? +y* +4x +i(x%y + y3 —6xy + 4y)
= (x% + 2ixy —y?)(x — iy) + 3(x? — 2ixy — y?) + 4(x2 + y?) + 4(x + iy)
=727+ 3(2)* + 4zZ + 4z

¢Ozlimii elde edilir.
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ORNEK 4.4:

6w_
Woz =

w(x,0) =x%+x

z°+ 7

Baslangic deger problemini ¢6ziiniiz.

Coziim:
w=u+iv

(u+iv)[ou odv (Ou OJv -\ .
> [ (@+a)]—(x+1y) +x =iy

— =+

dx 0dy

(au av) (6u+6v)_22 2y 42
“\ox dy v dy  ox) x Y x

(au av)+ (au v
v dx 0dy u

— | =4xy —2
6y+6x) Xy—ay

h

k
ZZU(r,h—s) =1+ DUk —7+1,5)

=0s5=0

<

-
M;‘

Ur,h—s)(s+1D)V(k—-r,s+1)

<
1]
o
%
1]
o

Vir,bh—s)(s+ 1)Uk —-7,s+1)

-
M;‘

<
1]
o
%
1]
o

-
M;‘

Virbh—s)(k—r+1)V(k—r+1,s)

<
1]
o
%
1]
o

=26(k —2,h) —28(k,h —2) +26(k—1,h)
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Vir,h—s)(k—r+ 1)Uk —-7+1,s)

i
M- 0N
M;‘

Vir,bh—s)(s+1)V(k—r,s+1)

<
1]
o
%
1]
o

Ur,h—s)(s+ 1)Uk —-7,s+1)

+
Nl
M;‘

<
1]
o
%
1]
o

Ur,h—s)(k—r+1)V(k—r+1,s)

+
Nl
M;‘

o
%)

=0

=46(k—1,h—1) — 25(k,h — 1)

<

wx,y) = i i W (k, b)xy"

k=0 h=0
ve
w(x,0) =x%+x

oldugundan
U(0,0) =0,U(1,0) =1,U(2,0) =1,U(,0) = 0@ = 3,4,5,...),
V(i,0)=0(=0,12,..)
elde edilir.
(4.34) de h = 0 yazilirsa

k U@, 00Uk —1,1)=0
elde edilir.

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.36) de k = 1 yazilirsa U(0,1) = 0 bulunur. (4.36) de k = 2 yazilirsa U(1,1) = 0

bulunur. (4.36) de k = 2 yazilirsa U(2,1) = 0 elde edilir ve bu islemlere devam

edilerek k =n yazilarak U(n,1) = 0 olur.
(4.33) de h = 0 yazilirsa

koUmr0)k—7+1,00Uk =7+ 1,0) = XF_ U@, 0)V(k—1,1) =

26(k —2,0) + 26(k — 2,0)
(4.37)de k = 1 yazilirsa V(0,1) = —1 bulunur.

(4.37)de k = 2 yazilirsa V(1,1) = 2 olur.
(4.37)de k = 3 yazilirsa V(2,1) = 0 olur.
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(4.37)de k = 4 yazalirsa V(3,1) = 0 elde edilir.

Bu islemlere devam edilerek n > 2 olmak tizere V(n, 1) = 0 bulunur.

(4.33) de k = h = 1 yazilirsa U(0,2) = —1 olup U ile V nin diger biitiin bilesenleri
sifirdir.
u(x,y) =x?>—-y%+x
v(x,y) =2xy—y
w(x,y) =ulx,y) +iv(x, y)
=x?—y*+x+i2xy—y)

(5 (5 B () -

¢Oziimii elde edilir [6].
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ORNEK 4.5:

ow + ow =2z+ 27
wo w 55 = 22t2Z
w(x,0) = 2x

Baslangic deger problemini ¢6ziiniiz.

Coziim: (3.5) ve (3.6) esitliklerinden

(u+iv)fou odv OJu OJv] (u—iv)[du Odv Odu OJv
2 laxtt a“@%y] 5 |t ax T lay Tyl T
du du
115;f+1755; 4x
dav dav
115;:+'UE;; 0

h
Z U h—5)(k—r+ DU —71+1,5)

Mw ﬁMw

h
ZV(r,h—s) (s+ DUk =75 +1)

r=0s=

= 48(k — 1,h) (4.38)
k h
ZZ Urh—s) (k=7 + DV(k =7 +1,5)
r=0s5=0
+ZZV(rh—s)(s+1)V(k—rs+1)—O (4.39)
r=0s=
w(x,0) = 2x
oldugundan
U(0,0) = 0,U(1,0) = 2,U(i,0) = 0(i = 2,3,4,...),V(i,0) = 0(i = 0,1,2,...)
elde edilir.
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(4.39)da h = 1 yazilirsa

K K
D UG,k =7+ DYk =1+ 11 = ) VDV =7,1)

r=0 r=0

=0 (4.40)
elde edilir. (4.40) de k = 0 yazilirsa

u@,0v{,1)-v(o,1)v0,1) =0
elde edilir ki buradan V(0,1) = 0 olur.

Benzer olarak (4.40) de k = 1 yazilirsa
U(,0)2v(2,1)-voO,1)va,1)+Uu,0va,1)-va,1)vo,1) =0

elde edilir ki buradan V(1,1) = 0 elde edilir. Bu islemlere devam edilerek Vn = 0

icin V(n,1) = 0 elde edilir.

(4.39)da h = 2 yazilirsa
k
Z U0k -7+ DV(k—r+1,2) =0
r=0
olur. Burada k = 0 yazilirsa V(1,2) = 0 bulunur.Ayni denklemde k = 1

yazilirsa V(2,2) = 0, k = 2 yazilirsa V(3,2) = 0 olur. Bu islemler devam edilerek
vn = 1i¢in V(n,2) = 0 elde edilir.

(4.39)dah = 3 igin
k
Z UG 0)k—1+DV(k—7+13) =0
r=0

olur. Burada k = 1 i¢in V(1,3) = 0, k = 2 i¢in V(2,3) = 0, benzer olarak bu isleme
devam edilirse Vn = 1 i¢in V(n,3) = 0 elde edilir. (4.39) da k = n,

h = m yazilirsa V(n, m) = 0 elde edilir.

(4.38) de h = 1 yazilirsa

k
Z U Dk =7+ DU —7 + 1,0) = 0
r=0
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olur. k=0 yazilrsa U(0,1) =0,k =1 yazilrsa U(1,1) =0, k =2 vyazlirsa
U(2,1) =0, k = n yazilirsa U(n, 1) = 0 elde edilir.

(4.38) de h = 2 yazilirsa
k k
Z UG, 2)(k—1+ DUk —7+1,0)+ Y U@, 00k —r+ DUk —7 +1,2)

r=0 r=0

=0

bulunur. Burada k = 0 yazilirsa U(0,2) =0, k =1 yazilrsa U(1,2) =0, k =2
yazilirsa U(2,2) =0, k =n yazilirsa U(n,2) = 0 elde edilir. (4.38) de k =n,
h = m yazilirsa U(n,m) = 0
elde edilir. Buldugumuz bu degerler

w(x,y) =ulx,y) +iv(x,y)
esitliginde yerine yazilirsa

w(x,y) =ulx,y) +iv(x, y)

= 2x

) z+z')
2
=z+4+2Z

¢Ozlimii elde edilir.
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ORNEK 4.6:
ow dw
9z 0z
w(x,0) = x? + 2x

=4z

Baslangic deger problemini ¢6ziiniiz.

Coziim:
w = u + iv ve (3.5) ve (3.6) esitliklerinden

l__ —_—

a+ ox oy + 3y +i———|=16(x+1iy) (4.41)

ou dv  Jdu Ov] [au+ ov du OJv
ox ' ox dy Ody

elde edilir. (4.41) reel ve imajiner kisimlarina ayrilirsa
dudu OJvdv OJvdv Jdudu

aa—aa—aa +@@ = 16x (442)
26u6v+26u6v_16 443
dxdx ~dydy Y (443)

esitlikleri elde edilir. (4.42) ve (4.43) esitliklerinin diferansiyel doniisiimiinden

ZZ(T+1)U(7‘+1 hes)k—r+DUK—7+1,5)

r=0s=

+ZZ(h—s+1)U(rh—s+1)(s+1)U(k—rs+1)

r=0s=
k h

—ZZ(h—s+1)V(r,h—s+1)(5+1)V(k—r,s+1)

r=05s=0
k h
—ZZ(r+ DV@+1,h—s)k -1+ DV(k—7+1,5)

r=05s=0

=166(k — 1,h) (4.44)
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k h
ZZ G+DUE+1Lh—)k—1+DV(k—7+1,5)

r=0s5=0

k h
+ZZ(h—s+1)U(r,h—s+1)(s+1)V(k—r,s+1)

r=0s=0

=86(k,h—1)

w(x,0) = x% + 2x
oldugundan
U(0,0) =0,U(1,0) =2,U(2,0) =1,
U(i,0) =0(i =34,5,..),V(,0) =0(i=0,12,..)
olur.

(4.44)de h = k = 0 yazilirsa

(v(0,1)" = (U(01)" =4

olur. (4.44)de k = 1,h = 0 yazilirsa
U(1,1).0(0,1) —v(0,1).V(1,1) =4
olur.(4.45) de k = h = 0 yazilirsa
U@,1).v(0,1) =0

elde edilir. (4.45)de k = 1 h = 0 yazilirsa
U(1,1).v(,1) =0

bulunur.

(4.46), (4.48), (4.49) dan

U0,1) =0,U(1,1) =0,(V(0,1))" = 4
elde edilir.
(4.45)de k = 2,h = 0 yazilirsa
uo,0.ve)+un)va)+u2,1)vo,1) =0
olur. Buradan

Uui,1)=0
k = 3,h = 0 yazilirsa
uo,0.vaED+Uu,nven+u)va,1)+U(3,1).v(0,1) =0
olur. Buradan

Ui3,1)=0
k = 4,h = 0 yazilirsa
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(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)



Uuo,0).v41D)+Uu@,)vVG1)+UR1DV(R,1)+U(B,1).V(1,1)
+U(4,1)V(0,1)=0 (4.53)
olur. Buradan

U4,1)=0
k =n,h = 0 yazilirsa

uonvin1)+u@Q,D)Vin-1,1)+UR1DV(n—-21)+ -+ U, 1V(0,1) =0

(4.54)
olur. Buradan
Un,1) =0
olur.
(4.44)de k = 0, h = 1 yazilirsa (4.50) den
V(0,2)=0
k =1,h = 1yazilirsa
V(1,2)=0
k =2,h = 1yazilirsa
V(2,2)=0
ve bu iglemlere devam edilerek k = n, h = 0 yazilirsa
V(n,2) =0
bulunur.
(4.45)de k = 0, h = 2 yazilarak
U@,3)=0
k =1,h = 2 yazilirsa
Uu(13)=0

bulunur. Bu islemlere devam edilerek
Un,3)=0
bulunur. Bu islemler sonucunda
u(x,y) = x? + 2x — y?
v(x,y) = 2xy — 2y
w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y)
=x2+2x—y?+i(2xy — 2y)

-(F) 5 ) D) - ()
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7%+ 227+ 72

4

¢Ozlimii elde edilir.

s z%2 — 227 + 72 +zz—z_
Z+7Z—
—4 2
=z?+2zZ
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ORNEK 4.7:
03w N d0%w
0z3 072

w(x,0) = x3 + 3x2

=18

9
MW (x,0) = i(3x2 — 6x)
dy

d0%w
dy?

Baslangic deger problemini ¢6ziiniiz.

(x,0) =—-6x—6

Coziim:
w=u-+iv
1 63u+3 d3v 3 3u 33 N 1/0%u ) 0’v  0%u\ _ 18
8\ dx3 d0x?dy dxdy? dy3) 2\0x? dxdy 0y?)
1/0%v 3 d3u 3 v d%u N 1/0%v ) AN
8\ 0x3 d0x?dy 0xdy? dy3) 2\0x? dxdy 0y?2)

k+1D)*k+2)(k+3)Uk+3,h)+3k+1D)k+2)(h+1DV(k+2,h+1) —
3k+1)h+1)(h+2)Uk+1,h+2)—(h+1)(h+2)(h+3)V(k,h+3) +
4k +1)(k+2)Uk+2,h)—8k+1)(h+1D)V(k+1,h+1)—4(h+1)(h+
2)U(k,h + 2) = 1445(k, h) (4.55)

k+1D)Kk+2)(k+3)V(k+3,h)—-3k+1D)(k+2)(h+1DUCKk+2,h+1) —
3k+ 1D+ 1D)h+2)Vk+1,h+2)+ (h+ 1)(h+2)(h+3)U(k,h + 3) +
4k +1)(k+2)V(k+2,h)+8k+1)(h+1DUk+1,h+1)—4(h+1)(h+
2)V(k,h+2)=0 (4.56)

wx,y) = i i W (k, b)xy"

k=0 h=0
ve
w(x,0) = x3 + 3x2

oldugundan

46



U(,0)=0,U(1,0) =0,U(2,0) =3,U(3,0) =1,
U@,0) =0(=45,..), V({0 =00i=0123,..),

bulunur.
aW [ee] [ee]
w_ Z Z h W (k, ) xkyh=1
dy
k=0 h=0
ve
dw
—(x,0) = i(3x% — 6x)
dy
oldugundan

V(,1)=0,V(1,1) =-6,V(2,1) =3,V(i,1) = 0(i = 34,5, ...),
U@i,1)=00(=012,..)

bulunur.
A Z Z h. (h = 1). W (k, K)xky"~2
y
k=0 h=0

ve

0w

377 (x,0) =—-6x—06
oldugundan

U(0,2) =-3,U(1,2) =-3,U(,2) =00 = 234,..),V(i,2) =00 =0,12,..)
elde edilir.
(4.55) denkleminde k = 0,h = 0 yazilirsa
6U(3,0) + 6V(2,1) —6U(1,2) —6V(0,3) + 8U(2,0) —8V(1,1) — 8U(0,2)
= 144
6.1+ 63—6.(—3)—-6V(0,3)+83—8.(—6) —8.(—3) = 144
buradan V(0,3) = —1 bulunur.
(4.56) denkleminde ~=0 yazilirsa
(k+1)(k+2)(k+3)V(k+3,0)—3(k+1)(k+2)U(k+2,1)
—6(k+1)V(k+12)+6U(k,3)+4(k+1)(k+2)V(k+20)
+8k+ DUk +1,1)—-8V(k,2)=0

Vk = 0i¢in V(k,0) =0,V (k,2) = 0,U(k,1) = 0 oldugundan Vk =0
U(k,3) = 0 olur.
(4.55) denkleminde h=0 yazilirsa
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(k+1)(k+2)(k+3)U(k+3,0) +3(k+1D(k+2)V(k+21)
—6(k+ 1)Uk +1,2) —6V(k,3)+ 4(k+ 1)(k+ 2)U(k + 2,0)
—8k+1)V(k+1,1) —8U(k,2) = 1445(k,0)
k=1ise
—6V(1,3) + 24U(3,0) —16V(2,1) —8U(1,2) =0
—6V(1,3)+24—-48+24=0
Buradan V(1,3)=0 elde edilir.
k> 2ise
—6V(k,3) =0, yani V(k,3) =0
elde edilir.
(4.55) denkleminde h = 1 yazilirsa
(k+1)(k+2)(k+3)Uk+31)+6(k+1)(k+2)V(k+22)—18(k +
DUk +1,3) —24V(k,4) + 4(k + 1)(k+ 2)U(k + 2,1) — 16(k + DV (k +
1,2) — 24U(k,3) = 1446(k, 1) (4.57)
elde edilir. (4.57) de k = 0 ise
6U(3,1) +12V(2,2) —18U(1,3) — 24V (0,4) + 8U(2,1) — 16V (1,2) — 24U(0,3)
=0
—24V(0,4) = 0 buradan V(0,4) = 0 elde edilir.
(4.57)dek =1 1ise
24U(4,1) + 36V(3,2) — 36U(2,3) — 24V (1,4) + 24U(3,1) — 32V (2,2)
—24U(1,3) =0
olur. Bu esitlikten V(1,4) = 0 elde edilir. Benzer bi¢gimde (4.57) de k = n yazilirsa
V(n,4) = 0 bulunur. Bu islemlere devam edilerek vn = 0, vm > 3 i¢in U(n,m) =
V(n,m) = 0 elde edilir. Buldugumuz bu degerler

o oo

w(xy) = D Wik hyxky"

k=0 h=0
esitliginde yerine yazilirsa
w(x,y) = x3 —3xy? + 3x%2 — 3y2 + i(3x%y — y3 — 6xy)
= 2%+ 3(2)?
elde edilir.
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