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Bu tezde, iki boyutlu diferansiyel dönüşüm metodu kullanılarak lineer ve lineer 

olmayan, sabit ve değişken katsayılı kompleks denklemler çözüldü. Bunu yaparken 

denklemler reel ve imajiner kısımlarına ayrılarak kısmi türevli denklem sistemi elde 

edildi. Bu sistemin çözümünden istenen fonksiyonun reel ve imajiner kısımları elde 

edilmiştir. 
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In this thesis, using two dimensional differential transform method of linear and non-

linear, complex equations with constant and variable coefficients is solved. To solve 

these equations, ıt is obtained partial equatıon system by seperating real and 

imaginary parts of these equations.It is obtained real and imaginary parts of the 

desired function which is the solutıon of this system. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

SİMGELER 

 

 başlangıç fonksiyonu : (ݔ)ݕ

ܻ(݇) : dönüşüm fonksiyonu 

	 ௗ
ೖ

ௗ௫ೖ
	   : x’e göre k. türevi 

	in diferansiyel dönüşümü’(ݔ)ݑ : (݇)ܷ

 in diferansiyel dönüşümü’(ݔ)ݒ : (݇)ܸ

ܹ(݇, ℎ) : ters diferansiyel dönüşümü ݔ)ݓ,  (ݕ

 nineşleniği’ݖ : ̅ݖ

∑ 		  : toplam sembolü 
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                                                        BÖLÜM 1 

 

                                                             GİRİŞ 

 

Diferansiyel dönüşüm metodu diferansiyel denklemleri ya da diferansiyel denklem 

sistemlerini çözmek için kullanılan sayısal bir metoddur. Diferansiyel dönüşüm 

methodu teknik problemlerin çözümünde kullanılan bazı önemli uygulamalar 

sebebiyle son zamanlarda bilim adamların ilgisini çekmiştir. 

 

Diferansiyel dönüşüm konusu ilk olarak Zahou tarafından ortaya atıldı [1]. Zahou bu 

metodu kullanarak lineer ve lineer olmayan başlangıç değer problemlere 

uygulamıştır. Bir boyutlu diferensiyel dönüşüm metodu kullanarak Chen ve Shing 

Huei Ho özdeğer problemlerini çözmek için kullandı.Daha sonra Chen ve Shing 

Huei Ho bu metodu kısmi türevli denklemler için geliştirdi [2]. Lineer ve lineer 

olmayan kapalı form seri çözümlerini elde etti. 

 

İki boyutlu diferansiyel dönüşüm olarak adlandırılan  dönüşüm metodu yüksek 

mertebeli  Taylor serisi metodundan farklıdır. Bu metod başlangıç değeri kullanarak 

çözümün Taylor serisinin katsayılarının hesaplanmasından oluşan bir metoddur. 

Fakat Taylor serisi metodu büyük mertebeler için çok daha fazla hesaplama 

gerektirir. Jang bu metodun diferansiyel denklemlerin Taylor serisini çözümlerini 

elde etmek için iteratif bir metod olduğunu ifade eder. Bu metod hesaplamanın 

boyutunu indirger ve bir çok probleme uygulanabilir. 
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BÖLÜM 2 

 

DİFERANSİYEL DÖNÜŞÜM METODU 

 

2.1. BİR BOYUTLU DİFERANSİYEL DÖNÜŞÜM METODU 

 

    .fonksiyonunun diferansiyel dönüşümü aşağıdaki gibi tanımlanır (ݔ)ݕ

			ܻ(݇) = ଵ
!		
[ ௗ

ೖ

ௗ௫ೖ
 ௫ୀ                                                (2.1)[(ݔ)ݕ

ki burada (ݔ)ݕ	başlangıç fonksiyonu ve ܻ(݇) dönüşüm fonksiyonudur. 

 

Burada  ௗ
ೖ

ௗ௫ೖ
	, x’e göre k. mertebeden türevi gösterir. ܻ(݇)’ nın ters diferansiyel 

dönüşümü   

(ݔ)ݕ = ∑ ஶݔ(݇)ܻ
ୀ                                                    (2.2) 

olarak tanımlanır. 

 

 (2.1) ve (2.2) yi birleştirerek  

(ݔ)ݕ = ∑ ଵ
!
[ ௗ

ೖ

ௗ௫ೖ
ஶ[(ݔ)ݕ

ୀ ݔ
௫ୀ

                                             (2.3) 

elde ederiz. 

 

 (2.1) ve (2.2) deki  temel matematik işlemlerinin yardımı ile aşağıdaki teoremler 

elde edilir. ܷ(݇), (ݔ)ݑ’in diferansiyel dönüşümü, ܸ(݇) da (ݔ)ݒ’in diferansiyel 

dönüşümü olmak üzere; 

 

Teorem 2.1:					(ݔ)ݕ = (ݔ)ݑ ± (݇)ܻ		݁ݏ݅	(ݔ)ݒ = ܷ(݇) ± ܸ(݇)  

olur [3]. 

 

Teorem 2.2:    (ݔ)ݕ = ܿ. (݇)ܻ		݁ݏ݅	(ݔ)ݑ = ܿ. ܷ(݇)	 

olur [3]. 
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Teorem 2.3:    (ݔ)ݕ = ௗೝ௨(௫)
ௗ௫ೝ

(݇)ܻ		݁ݏ݅		 = (ା)!
!

ܷ(݇ +   (ݎ

olur [3].  

 

Teorem 2.4:  		(ݔ)ݕ = .(ݔ)ݑ  		(ݔ)ݒ

  ݁ݏ݅

ܻ(݇) = ܷ(݇)⊗ ܸ(݇) =  ݇)ܸ.(ݎ)ܷ − (ݎ


ୀ
 

 olur [3]. 

 

Teorem 2.5:  (ݔ)ݕ = (݇)ܻ		݁ݏ݅		ݔ = ݇)ߜ − ݊) = ൜1,				݇ = ݊
0,			݀݅ğ݁݅ݎ   

 olur [3]. 

 

Teorem 2.6:  (ݔ)ݕ = (݇)ܻ		݁ݏ݅		(ݔ)ݑݔ = ܷ(݇ − ݊)   

olur [3]. 
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2.2. İKİ BOYUTLU DİFERANSİYEL DÖNÜŞÜM METODU 

 

,ݔ)ݓ  fonksiyonunun diferensiyel dönüşümü (ݕ

ܹ(݇, ℎ) = ଵ
!!

			[డ
ೖశ௪(௫,௬)
డ௫ೖడ௬

](,)                                                (2.4) 

fonksiyonu olarak tanımlanır. 

 	 

ܹ(݇, ℎ)  fonksiyonunun ters diferensiyel dönüşümü olarak  

,ݔ)ݓ  (ݕ = ∑ ∑ ܹ(݇, ℎ)ݔݕஶ
ୀ

ஶ
ୀ                                             (2.5)              

gösterilir. 

 

(2.4) ve (2.5) den 

,ݔ)ݓ (ݕ = ∑ ∑ ଵ
!!

ஶ
ୀ

ஶ
ୀ 			[డ

ೖశ௪(௫,௬)
డ௫ೖడ௫

](,)ݔݕ                                           (2.6)         

elde edilir. 

 

Teorem 2.7: Eğer  

,ݔ)ݓ	 (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ ± ,ݔ)ݒ  (ݕ

 ise  

ܹ(݇, ℎ) = ܷ(݇, ℎ) ± ܸ(݇, ℎ) 

olur [2,4].  

 

İspat :  

ܷ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!
ቈ
߲ା

ݕ߲ݔ߲ ݓ
,ݔ) (ݕ

ೣసబ
సబ

, 

ܸ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!
ቈ
߲ା

ݕ߲ݔ߲ ,ݔ)ݒ (ݕ

ೣసబ
సబ

 

ܹ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!

߲ା

ݕ߲ݔ߲
,ݔ)ݑ] (ݕ + ,ݔ)ݒ ൩[(ݕ

ೣసబ
సబ

 

ܹ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!

߲ା

ݕ߲ݔ߲
,ݔ)ݑ] ൩[(ݕ

௫ୀ
௬ୀ

+
1

݇! ℎ!

߲ା

ݕ߲ݔ߲
,ݔ)ݒ] ൩[(ݕ

௫ୀ
௬ୀ

 

olduğundan 
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ܹ(݇, ℎ) = ܷ(݇, ℎ) ± ܸ(݇, ℎ) 

elde edilir [2].  

 

Teorem 2.8: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑߙ  (ݕ

 ise  

ܹ(݇, ℎ) = ,݇)ܷߙ ℎ) 

 .sabittir [2,4] ߙ 

 

İspat:  

ܷ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!
ቈ
߲ା

ݕ߲ݔ߲ ݑ
,ݔ) (ݕ

ೣసబ
సబ

 

ܹ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!

߲ା

ݕ߲ݔ߲
,ݔ)ݑߙ] ൩[(ݕ

ೣసబ
సబ

 

ܹ(݇, ℎ) = ߙ
1

݇! ℎ!

߲ା

ݕ߲ݔ߲
,ݔ)ݑ] ൩[(ݕ

ೣసబ
సబ

 

ve buradan  

ܹ(݇, ℎ) = ,݇)ܷߙ	 ℎ) 

olur [2]. 

 

Teorem 2.9: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ =
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲  

 ise 

ܹ(݇, ℎ) = (݇ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ) 

olur [2,4]. 

 

İspat:  

ܹ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!

߲ା

ݕ߲ݔ߲
ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

൩
ೣసబ
సబ
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	=
(݇ + 1)

(݇ + 1)! ℎ!
ቈ
߲ାାଵ

ݕାଵ߲ݔ߲ ,ݔ)ݑ (ݕ

ೣసబ
సబ

 

= (݇ + 1).
1

(݇ + 1)! ℎ!
ቈ
߲ାାଵ

ݕାଵ߲ݔ߲ ,ݔ)ݑ (ݕ

ೣసబ
సబ

 

 

olur. Buradan 

ܹ(݇, ℎ) = (݇ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ) 

eşitliği elde edilir [2]. 

 

Teorem 2.10: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ =
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݕ߲  

ise   

ܹ(݇, ℎ) = (ℎ + 1)ܷ(݇, ℎ + 1) 

olur [2,4]. 

 

İspat:	

ܹ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!

߲ା

ݕ߲ݔ߲
ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݕ߲

൩
ೣసబ
సబ

 

																			=
(ℎ + 1)

݇! (ℎ + 1)!
ቈ
߲ାାଵ

ାଵݕ߲ݔ߲ ,ݔ)ݑ (ݕ

ೣసబ
సబ

 

													=
(ℎ + 1)

݇! (ℎ + 1)!
ቈ
߲ାାଵ

ାଵݕ߲ݔ߲ ,ݔ)ݑ (ݕ

ೣసబ
సబ

 

																													= (ℎ + 1).
1

݇! (ℎ + 1)!
ቈ
߲ାାଵ

ାଵݕ߲ݔ߲ ,ݔ)ݑ (ݕ

ೣసబ
సబ

 

olur. Buradan 

ܹ(݇, ℎ) = (ℎ + 1)ܷ(݇, ℎ + 1) 

eşitliği elde edilir [2]. 

 

Teorem 2.11: Eğer                                                                                    

,ݔ)ݓ (ݕ =
߲ା௦ݔ)ݑ, (ݕ
௦ݕ߲ݔ߲  
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ise  

ܹ(݇, ℎ) = (݇ + 1)(݇ + 2)… . . (݇ + ℎ)(ݎ + 1)(ℎ + 2)…… . (ℎ + ݇)ܷ(ݏ + ,ݎ ℎ +  (ݏ

olur [2,4]. 

 

İspat:		

ܹ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!

߲ା

ݕ߲ݔ߲
ቈ
߲ା௦ݔ)ݑ, (ݕ
௦ݕ߲ݔ߲

൩
ೣసబ
సబ

 

=
(݇ + 1)(݇ + 2)… . . (݇ + ℎ)(ݎ + 1)(ℎ + 2)…… . . (ℎ + (ݏ

(݇ + !(ݎ (ℎ + !(ݏ
ቈ
߲ାାା௦

ା௦ݕା߲ݔ߲ ,ݔ)ݑ (ݕ

ೣసబ
సబ

 

olur.Bu ise  

ܹ(݇, ℎ) = (݇ + 1)(݇ + 2)… . . (݇ + ℎ)(ݎ + 1)(ℎ + 2)…… . (ℎ + ݇)ܷ(ݏ + ,ݎ ℎ +  (ݏ

olduğunu gösterir [2]. 

 

Teorem 2.12: Eğer	 

,ݔ)ݓ (ݕ ,ݔ)ݑ = ,ݔ)ݒ(ݕ  (ݕ

ise  

													ܹ(݇, ℎ) = ܷ(ݎ, ℎ − ݇)ܸ(ݏ − ,ݎ (ݏ


௦ୀ



ୀ

 

olur [2,4]. 

 

İspat:     ݔ)ݓ, (ݕ ,ݔ)ݑ = ,ݔ)ݒ(ݕ   (ݕ

fonksiyonunun diferansiyel dönüşümü  

ܹ(݇, ℎ) =
1

݇! ℎ!			[
߲ା[ݔ)ݑ, ,ݔ)ݒ(ݕ [(ݕ

ݕ߲ݔ߲ ](,) 

tanımından 

	ܹ(0,0) = 	 ,ݔ)ݑ] ,ݔ)ݒ(ݕ సబೣ[(ݕ
సబ

 

= ܷ(0,0)ܸ(0,0) 

 

ܹ(1,0) =
1

1! 0!	
߲
ݔ߲

,ݔ)ݑ] ,ݔ)ݒ(ݕ సబೣ[(ݕ
సబ

 

= ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲ ,ݔ)ݒ (ݕ + ,ݔ)ݑ (ݕ

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݔ߲


ೣసబ
సబ
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= ܷ(1,0)ܸ(0,0) + ܷ(0,0)ܸ(1,0) 

 

ܹ(2,0) =
1

2! 0! 	
߲ଶ

ଶݔ߲
,ݔ)ݑ] ,ݔ)ݒ(ݕ సబೣ[(ݕ

సబ
 

= ܷ(2,0)ܸ(0,0) + ܷ(1,0)ܸ(1,0) + ܷ(0,0)ܸ(2,0) 

 

ܹ(0,1) = 	ܷ(0,1)ܸ(0,0) + ܷ(0,0)ܸ(0,1) 

 

ܹ(1,1) = 	ܷ(1,1)ܸ(0,0) + ܷ(1,0)ܸ(0,1) + ܷ(0,1)ܸ(1,0) + ܷ(0,0)ܸ(1,1) 

 

ܹ(1,2) = 	ܷ(1,2)ܸ(0,0) + ܷ(1,1)ܸ(0,1) + ܷ(1,0)ܸ(0,2) + ܷ(0,2)ܸ(1,0)

+ ܷ(0,1)ܸ(1,1) + ܷ(0,0)ܸ(1,2) 

 

ܹ(0,2) = 	ܷ(0,2)ܸ(0,0) + ܷ(0,1)ܸ(0,1) + ܷ(0,0)ܸ(0,2) 

 

ܹ(2,1) = 	ܷ(2,1)ܸ(0,0) + ܷ(2,0)ܸ(0,1) + ܷ(1,1)ܸ(1,0) + ܷ(1,0)ܸ(1,1)

+ ܷ(0,1)ܸ(2,0) + ܷ(0,0)ܸ(2,1) 

 

ܹ(2,2) = 	ܷ(2,2)ܸ(0,0) + ܷ(2,1)ܸ(0,1) + ܷ(2,0)ܸ(0,2) + ܷ(1,2)ܸ(1,0)

+ ܷ(1,1)ܸ(1,1) + ܷ(1,0)ܸ(1,2) + ܷ(0,2)ܸ(2,0) + ܷ(0,1)ܸ(2,1)

+ ܷ(0,0)ܸ(2,2) 

 

olur. Bu eşitlikleri genelleştirerek  

													ܹ(݇, ℎ) = ܷ(ݎ, ℎ − ݇)ܸ(ݏ − ,ݎ (ݏ


௦ୀ



ୀ

 

eşitliğini elde ederiz [2]. 

 

Teorem 2.13: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ =  ݕݔ

ise  

ܹ(݇, ℎ) = ݇)ߜ −݉, ℎ − ݊) = ݇)ߜ ℎ)ߜ(݉− − ݊) 

dir. Burada  
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݇)ߜ − ݉, ℎ − ݊) = ൜1, ݇ = ℎ	݁ݒ	݉ = ݊
0, ݇ ≠ ℎ	݁ݒ	݉ ≠ ݊ 

olur [2,4]. 

 

İspat: Eğer 

,ݔ)ݓ (ݕ =  ݕݔ

ise	

ቈ
,ݔ)ݓ߲ ା(ݕ

ݕ߲ݔ߲

ೣసబ
సబ

= ൜ ݇! ℎ! 											,												݇ = ℎ	݁ݒ	݉ = ݊
			0																				, ݇ ≠ ℎ	ܽݕ݁ݒ	݉ ≠ ݊	

olduğundan 	

			ܹ(݇, ℎ) = ቈ
1

݇! ℎ!
,ݔ)ݓ߲ ା(ݕ

ݕ߲ݔ߲

ೣసబ
సబ

 

 

= ݇)ߜ − ݉, ℎ − ݊) = ݇)ߜ − ℎ)ߜ(݉ − ݊) 

 

݇)ߜ − ݉) = ൜1,							݇ = ݉	
0, ݇ ≠ ݉		 

 

ℎ)ߜ − ݊) = ൜ 1,							ℎ = ݊
0, ℎ ≠ ݊ 

 

olur [2]. 

 

Teorem 2.14: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ =
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݔ߲  

ise 

 

ܹ(݇, ℎ) =(ݎ + 1)(݇ − ݎ + ݎ)ܷ(1 + 1, ℎ − ݇)ܸ(ݏ − ݎ + 1, (ݏ


௦ୀ



ୀ

 

dir [4,5]. 

İspat: 																														ܹ(0,0) = ቂడ௨(௫,௬)
డ௫

డ௩(௫,௬)
డ௫

ቃೣసబ
సబ

= ܷ(1,0)ܸ(1,0) 
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ܹ(1,0) =
1

1! 0!	
߲
ݔ߲

ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݔ߲


ೣసబ
సబ

 

=
1

1! 0!	
ቈ
߲ଶݔ)ݑ, (ݕ
ଶݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݔ߲ +

,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

߲ଶݔ)ݒ, (ݕ
ଶݔ߲


ೣసబ
సబ

 

= 2ܷ(2,0)ܸ(1,0) + 2ܷ(1,0)ܸ(2,0) 

 

ܹ(2,0) =
1

2! 0!	
߲ଶ

ଶݔ߲
ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݔ߲


ೣసబ
సబ

 

= 3ܷ(3,0)ܸ(1,0) + 4ܷ(2,0)ܸ(2,0) + 3ܷ(1,0)ܸ(3,0) 

 

ܹ(0,1) = ܷ(1,1)ܸ(1,0) + ܷ(1,0)ܸ(1,1) 

 

ܹ(1,1) = 	2ܷ(2,1)ܸ(1,0) + 2ܷ(2,0)ܸ(1,1) + 2ܷ(1,1)ܸ(2,0) + 2ܷ(1,0)ܸ(2,1) 

 

ܹ(2,2) = 	3ܷ(3,2)ܸ(1,0) + 3ܷ(3,1)ܸ(1,1) + 3ܷ(3,0)ܸ(1,2) + 4ܷ(2,2)ܸ(2,0)

+ 4ܷ(2,1)ܸ(2,1) + 4ܷ(2,0)ܸ(2,2) + 3ܷ(1,2)ܸ(3,0)

+ 3ܷ(1,1)ܸ(3,1) + 3ܷ(1,0)ܸ(3,2) 

 

Bu eşitlikleri genelleştirerek 

ܹ(݇, ℎ) =(ݎ + 1)(݇ − ݎ + ݎ)ܷ(1 + 1, ℎ − ݇)ܸ(ݏ − ݎ + 1, (ݏ


௦ୀ



ୀ

 

olur [4,5]. 

 

 Teorem 2.15: Eğer   

,ݔ)ݓ (ݕ =
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݕ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݕ߲  

ise 

ܹ(݇, ℎ) =(ℎ − ݏ + ݏ)(1 + ,ݎ)ܷ(1 ℎ − ݏ + 1)ܸ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

 

dir [4,5]. 
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İspat: 																																	ܹ(0,0) = ቂడ௨(௫,௬)
డ௬

డ௩(௫,௬)
డ௬

ቃ
ೣసబ
సబ

= ܷ(0,1)ܸ(0,1) 

 

ܹ(1,0) =
1

1! 0!	
߲
ݔ߲

ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݕ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݕ߲


ೣసబ
సబ

 

=
1

1! 0!
ቈ
߲ଶݔ)ݑ, (ݕ
ݕ߲ݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݔ߲ +

,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݕ߲

߲ଶݔ)ݒ, (ݕ
ݕ߲ݔ߲


ೣసబ
సబ

 

= ܷ(1,1)ܸ(0,1) + ܷ(0,1)ܸ(1,1) 

 

ܹ(2,0) =
1

2! 0!	
߲ଶ

ଶݔ߲
ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݕ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݕ߲


ೣసబ
సబ

 

= ܷ(0,1)ܸ(2,1) + ܷ(1,1)ܸ(1,1) + ܷ(2,1)ܸ(0,1) 

 

ܹ(0,1) = 2ܷ(0,2)ܸ(0,1) + 2ܷ(0,1)ܸ(0,2) 

 

ܹ(1,1) = 	2ܷ(0,2)ܸ(1,1) + 2ܷ(0,1)ܸ(1,2) + 2ܷ(1,2)ܸ(0,1) + 2ܷ(1,1)ܸ(0,2) 

 

ܹ(2,2) = 	3ܷ(0,3)ܸ(2,1) + 4ܷ(0,2)ܸ(2,2) + 3ܷ(0,1)ܸ(2,3) + 3ܷ(1,3)ܸ(1,1)

+ 4ܷ(1,2)ܸ(1,2) + 3ܷ(1,1)ܸ(1,3) + 3ܷ(2,3)ܸ(0,1)

+ 4ܷ(2,2)ܸ(0,2) + 3ܷ(2,1)ܸ(0,3) 

Bu eşitlikleri genelleştirerek 

ܹ(݇, ℎ) =(ℎ − ݏ + ݏ)(1 + ,ݎ)ܷ(1 ℎ − ݏ + 1)ܸ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

 

olur [4,5]. 

 

 Teorem 2.16:  Eğer   

,ݔ)ݓ (ݕ =
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݕ߲  

 ise 

ܹ(݇, ℎ) =(݇ − ݎ + 1)(ℎ − ݏ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1, ,ݎ)ܸ(ݏ ℎ − ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

 

olur [4]. 
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İspat:                    ܹ(0,0) = ቂడ௨(௫,௬)
డ௫

డ௩(௫,௬)
డ௬

ቃ
ೣసబ
సబ

= ܷ(1,0)ܸ(0,1) 

 

ܹ(1,0) =
1

1! 0!	
߲
ݔ߲

ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݕ߲


ೣసబ
సబ

 

=
1

1! 0!	
ቈ
߲ଶݔ)ݑ, (ݕ
ଶݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݕ߲ +

,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

߲ଶݔ)ݒ, (ݕ
ݕ߲ݔ߲


ೣసబ
సబ

 

= 2ܷ(2,0)ܸ(0,1) + ܷ(1,0)ܸ(1,1) 

 

ܹ(2,0) =
1

2! 0!	
߲ଶ

ଶݔ߲
ቈ
,ݔ)ݑ߲ (ݕ
ݔ߲

,ݔ)ݒ߲ (ݕ
ݕ߲


ೣసబ
సబ

 

= 3ܷ(3,0)ܸ(1,0) + 2ܷ(2,0)ܸ(1,1) + ܷ(1,0)ܸ(2,1) 

 

ܹ(0,1) = 2ܷ(1,0)ܸ(0,2) + ܷ(1,1)ܸ(0,1) 

 

ܹ(1,1) = 	4ܷ(2,0)ܸ(0,2) + 2ܷ(2,1)ܸ(0,1) + 2ܷ(1,0)ܸ(1,2) + ܷ(1,1)ܸ(1,1) 

 

ܹ(2,2) = 	9ܷ(3,0)ܸ(0,3) + 6ܷ(3,1)ܸ(0,2) + 3ܷ(3,2)ܸ(0,1) + 6ܷ(2,0)ܸ(1,3)

+ 4ܷ(2,1)ܸ(1,2) + 2ܷ(2,2)ܸ(1,1) + 3ܷ(1,0)ܸ(2,3)

+ 2ܷ(1,1)ܸ(2,2) + ܷ(1,2)ܸ(2,1) 

Bu eşitlikleri genelleştirerek 

				ܹ(݇, ℎ) =(݇ − ݎ + 1)(ℎ − ݏ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1, ,ݎ)ܸ(ݏ ℎ − ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

 

olur [4]. 
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BÖLÜM 3 

 

3.1. KOMPLEKS DİFERANSİYEL DÖNÜŞÜM METODU 

 

Bu kısımda ݓ = ,ݖ)ݓ  kompleks fonksiyonun birinci mertebeden türevlerini (̅ݖ

vereceğiz. 

 

,ݖ)ݓ   değişkenlerine göre kısmi türevleri  ̅ݖ fonksiyonunun z ve (̅ݖ

 
ݓ߲
ݖ߲ =

1
2 ൬
ݓ߲
ݔ߲ − ݅

ݓ߲
൰ݕ߲ 																																																 (3.1) 

 	
ݓ߲
̅ݖ߲ =

1
2 ൬
ݓ߲
ݔ߲ + ݅

ݓ߲
൰ݕ߲ 																																																(3.2) 

                                                

dir.  

,ݖ)ݓ (̅ݖ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

olmak üzere   

ݓ߲
ݔ߲ =

ݑ߲
ݔ߲ + ݅

ݒ߲
ݔ߲ 																																																									(3.3) 

 
ݓ߲
ݕ߲ =

ݑ߲
ݕ߲ + ݅

ݒ߲
ݕ߲ 																																																								(3.4) 

olduğundan  

 

ݓ߲
̅ݖ߲	 =

1
2 ൬
ݑ߲
ݔ߲ −

ݒ߲
൰ݕ߲ +

݅
2 ൬
ݑ߲
ݕ߲ +

ݒ߲
൰ݔ߲ 																												(3.5) 

                            
ݓ߲
ݖ߲	 =

1
2 ൬
ݑ߲
ݔ߲ +

ݒ߲
൰ݕ߲ +

݅
2 ൬
ݒ߲
ݔ߲ −

ݑ߲
൰ݕ߲ 																												(3.6) 

elde edilir. 
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3.2. KOMPLEKS DİFERANSİYEL DÖNÜŞÜM METODU İLE İLGİLİ                

TEOREMLER 

 

Bu bölümde ݓ = ,ݖ)ݓ  fonksiyonunun ikinci ve üçüncü mertebeden türevleri ile ̅(ݖ

bu türevlerin diferansiyel dönüşümünü vereceğiz. 

 

Teorem 3.1:	ݖ)ݓ,   göre	değişkenlerine		̅ݖ	ve	z	fonksiyonunun	(̅ݖ

ikinci mertebeden türevleri aşağıdaki gibidir. 

 

߲ଶݓ
ଶݖ߲ =

1
4ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ − 2݅

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲ 																																				(3.7) 

߲ଶݓ
ଶ̅ݖ߲ =

1
4ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ + 2݅

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲ 																																				(3.8) 

		
߲ଶݓ
̅ݖ߲ݖ߲ =

1
4ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ +

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲ =

1
 (3.9)																																									ݓ∆4

 

İspat:                            

∂ଶw
∂zଶ =

∂
∂z ൬

∂w
∂z ൰ =

∂
∂z 

1
2 ൬
∂w
∂x − i

∂w
∂y൰൨ 

=
1
4 

∂
∂x ൬

∂w
∂x − i

∂w
∂y൰ − i

∂
∂y ൬

∂w
∂x − i

∂w
∂y൰൨ 

=
1
4ቆ

∂ଶw
∂xଶ − i

∂ଶw
∂x ∂y − i

∂ଶw
∂y ∂x −

∂ଶw
∂yଶ ቇ				 

=
1
4ቆ

∂ଶw
∂xଶ − 2i

∂ଶw
∂x∂y −

∂ଶw
∂yଶ ቇ																 

elde edilir. Benzer olarak (3.8) ve (3.9) eşitlikleri de elde edilebilir.  

 

Teorem 3.2: ݖ)ݓ,  ; üçüncü mertebeden türevi aşağıdaki gibidir (̅ݖ

 

߲ଷݓ
ଷݖ߲ =

1
8ቆ

߲ଷݓ
ଷݔ߲ − 3

߲ଷݓ
ଶݕ߲ݔ߲ − 3݅

߲ଷݓ
ݕଶ߲ݔ߲ + ݅

߲ଷݓ
ଷቇݕ߲ 																												(3.10) 

߲ଷݓ
ଷ̅ݖ߲ =

1
8ቆ

߲ଷݓ
ଷݔ߲ − 3

߲ଷݓ
ଶݕ߲ݔ߲ + 3݅

߲ଷݓ
ݕଶ߲ݔ߲ − ݅

߲ଷݓ
ଷቇݕ߲ 																											(3.11) 
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∂3w
∂zത2∂z=

1
8ቆ

∂3w
∂x3 +

∂3w
∂x∂y2+i

∂3w
∂x2∂y+i

∂3w
∂y3 ቇ 																														(3.12) 

߲ଷݓ
ଶݖ߲̅ݖ߲ =

1
8ቆ

߲ଷݓ
ଷݔ߲ +

߲ଷݓ
ଶݕ߲ݔ߲ − ݅

߲ଷݓ
ݕଶ߲ݔ߲ − ݅

߲ଷݓ
ଷቇݕ߲ 																												(3.13) 

 

İspat:     

߲ଷݓ
ଷݖ߲ =

߲
ݖ߲
ቈ
߲ଶݓ
ଶݖ߲

 =
߲
ݖ߲
ቈ
1
4 ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ − 2݅

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲

 

=
1
2
1
4
߲
ݔ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ − 2݅

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲ −

1
2
1
4
߲
ݕ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ − 2݅

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݓ
 ଶቇݕ߲

=
1
8ቆ

߲ଷݓ
ଷݔ߲ − 2݅

߲ଷݓ
ݕଶ߲ݔ߲ −

߲ଷݓ
ଶቇݕ߲ݔ߲ −

݅
8 ቆ

߲ଷݓ
ݕଶ߲ݔ߲ − 2݅

߲ଷݓ
ଶݕ߲ݔ߲ −

߲ଷݓ
 ଷቇݕ߲

=
1
8ቆ

߲ଷݓ
ଷݔ߲ − 3

߲ଷݓ
ଶݕ߲ݔ߲ − 3݅

߲ଷݓ
ݕଶ߲ݔ߲ +

߲ଷݓ
 ଷቇݕ߲

bulunur. Benzer olarak (3.11), (3.12) , (3.13)			eşitlikleride bulunabilir. 

 

Teorem 3.3: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü 	 ௭ܹ(݇, ℎ) ise 

௭ܹ(݇, ℎ) =
1
2
[(݇ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ) + (ℎ + 1)ܸ(݇, ℎ + 1)]

+
݅
2
[(݇ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ) − (ℎ + 1)ܷ(݇, ℎ + 1)] 

dir. 

İspat :        ݔ)ݓ, (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  ve   (3.6)’ den    (ݕ

 
∂w
∂z = 	

1
2 ൬

ݑ߲
ݔ߲ +

ݒ߲
൰ݕ߲ + ݅ ൬

ݒ߲
ݔ߲ −

ݑ߲
 ൰൨ݕ߲

ve böylece 

௭ܹ(݇, ℎ) =
1
2
[(݇ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ) + (ℎ + 1)ܸ(݇, ℎ + 1)]

+
݅
2
[(݇ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ) − (ℎ + 1)ܷ(݇, ℎ + 1)] 

elde edilir. 
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Teorem 3.4: Eğer 

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

 kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü  

	 ௭ܹ̅(݇, ℎ) 

 ise 

௭ܹ̅(݇, ℎ) =
1
2
[(݇ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ) + (ℎ + 1)ܸ(݇, ℎ + 1)]

+
݅
2
[(݇ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ) + (ℎ + 1)ܷ(݇, ℎ + 1)] 

olur. 

 

İspat ∶ ,ݔ)ݓ								 (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅   (ݕ

fonksiyonunun ̅ݖ değişkenine göre türevi (3.5) den 

	
ݓ߲
̅ݖ߲	 =

1
2 ൬
ݑ߲
ݔ߲ −

ݒ߲
൰ݕ߲ +

݅
2 ൬
ݑ߲
ݕ߲ +

ݒ߲
 				൰ݔ߲

dir. Bu eşitliğin diferansiyel dönüşümünden  

௭ܹ̅(݇, ℎ) =
1
2
[(݇ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ) − (ℎ + 1)ܸ(݇, ℎ + 1)]

+
݅
2
[(݇ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ) + (ℎ + 1)ܷ(݇, ℎ + 1)] 

eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 3.5: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

 kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü 	 

௭ܹ௭(݇, ℎ) 

ise 

௭ܹ௭(݇, ℎ) =
1
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) + 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2)]

+
݅
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) − 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2)] 

dir. 
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İspat ∶ ,ݔ)ݓ								 (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  ve (3.7) eşitliklerinden (ݕ

߲ଶݓ
ଶݖ߲ =

1
4
ቈ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ +

߲ଶݒ
ଶݔ߲ − 2݅ ቆ

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ቇݕ߲ݔ߲ − ቆ

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲

 

߲ଶݓ
ଶݖ߲ =

1
4
ቈ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + 2

߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ݅ ቆ

߲ଶݒ
ଶݔ߲ − 2

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ − ݅

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲

 

dir.Bu son eşitliğin diferansiyel dönüşümünden 

௭ܹ௭(݇, ℎ) =
1
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) + 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2)]

+
݅
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) − 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2)] 

bulunur. 

 

Teorem 3.6: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

  kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü  

	 ௭ܹ̅௭̅(݇, ℎ) 

 ise 

௭ܹ̅௭̅(݇, ℎ) =
1
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) − 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2)]

+
݅
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) + 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2)] 

olur. 

 

İspat ∶ ,ݔ)ݓ								 (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  ve (3.8) eşitliklerinden (ݕ

߲ଶݓ
ଶ̅ݖ߲ =

1
4
ቈ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶݔ߲ + 2݅ ቆ

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ቇݕ߲ݔ߲ − ቆ

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲

 

߲ଶݓ
ଶ̅ݖ߲ =

1
4
ቈ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ − 2

߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ݅ ቆ

߲ଶݒ
ଶݔ߲ + 2

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲

 

sonuç olarak 



 
 
 

18 
 

௭ܹ̅௭̅(݇, ℎ) =
1
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) − 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2)]

+
݅
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) + 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2)] 

dır. 

 

Teorem 3.7: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü  

௭ܹ̅௭(݇, ℎ) 

ise 

௭ܹ̅௭(݇, ℎ) =
1
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) + (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) + ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2)] 

dir. 

 

İspat ∶ ,ݔ)ݓ								 (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅   ve (3.9) eşitliklerinden (ݕ

߲ଶݓ
ݖ߲̅ݖ߲ =

1
4
ቈ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶݔ߲ +

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶݕ߲

 

߲ଶݓ
ݖ߲̅ݖ߲ =

1
4
ቈ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ +

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ݅ ቆ

߲ଶݒ
ଶݔ߲ +

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲

 

dir. Bu son eşitliğin diferansiyel dönüşümünden  

௭ܹ̅௭(݇, ℎ) =
1
4
[(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) + (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) + ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2)] 

elde edilir. 

 

Teorem 3.8: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

ise  

߲ଷݓ
ଷݖ߲  

kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü 
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௭ܹ௭௭(݇, ℎ)  

ise 

௭ܹ௭௭(݇, ℎ) =
1
8
[(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ)

− 3(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2)

+ 3(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ)

− 3݅(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2)

− 3݅(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1)

+ ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3)] 

dir. 

 

İspat: Eğer						 

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

ve (3.10) eşitliğinden                                            

߲ଷݓ
ଷݖ߲ =

1
8
ቈ
߲ଷ

ଷݔ߲
ݑ) + (ݒ݅ − 3

߲ଷ

ଶݕ߲ݔ߲
ݑ) + (ݒ݅ − 3݅

߲ଷ

ଶݔ߲ݕ߲
ݑ) + (ݒ݅ + ݅

߲ଷ

ଷݕ߲
ݑ) +  (ݒ݅

olur ve buradan  

߲ଷݓ
ଷݖ߲ =

1
8
ቈ
߲ଷݑ
ଷݔ߲ − 3

߲ଷݑ
ଶݕ߲ݔ߲ + 3

߲ଷݒ
ଶݔ߲ݕ߲ −

߲ଷݒ
ଷݕ߲

+ ݅ ቆ
߲ଷݒ
ଷݔ߲ − 3

߲ଷݒ
ଶݕ߲ݔ߲ − 3

߲ଷݑ
ଶݔ߲ݕ߲ +

߲ଷݑ
ଷቇݕ߲

 

olur. Bu son elde ettiğimiz denklemin diferansiyel dönüşümünden  

௭ܹ௭௭(݇, ℎ) =
1
8
[(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ)

− 3(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2)

+ 3(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ)

− 3݅(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2)

− 3݅(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1)

+ ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3)] 

elde edilir. 
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Teorem 3.9: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

ise 

 ∂
3w
∂zത3

 kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü  

௭ܹ̅௭̅௭̅(݇, ℎ) 

 ise 

௭ܹ̅௭̅௭̅(݇, ℎ) =
1
8
[(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ)

− 3(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2)

+ 3(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ)

− 3݅(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2)

− 3݅(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1)

+ ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3)] 

 

İspat :        ݔ)ݓ, (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅    ve (3.11) eşitliğinden (ݕ

	
߲ଷݓ
ଷ̅ݖ߲ =

1
8 (

߲ଷ

ଷݔ߲
ݑ) + (ݒ݅ − 3

߲ଷ

ଶݕ߲ݔ߲
ݑ) + (ݒ݅ + 3݅

߲ଷ

ݕଶ߲ݔ߲
ݑ) + (ݒ݅ − ݅

߲ଷ

ଷݕ߲
ݑ) +  ((ݒ݅

olur ve buradan 

߲ଷݓ
ଷݖ߲ =

1
8
ቈ
߲ଷݑ
ଷݔ߲ − 3

߲ଷݑ
ଶݕ߲ݔ߲ − 3

߲ଷݒ
ଶݔ߲ݕ߲ +

߲ଷݒ
ଷݕ߲

+ ݅ ቆ
߲ଷݒ
ଷݔ߲ − 3

߲ଷݒ
ଶݕ߲ݔ߲ + 3

߲ଷݑ
ଶݔ߲ݕ߲ −

߲ଷݑ
ଷቇݕ߲

 

olur. Bu son elde ettiğimiz denklemin diferansiyel dönüşümünden 
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௭ܹ̅௭̅௭̅(݇, ℎ) =
1
8
[(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ)

− 3(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2)

− 3(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1)

+ (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ)

− 3݅(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2)

+ 3݅(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1)

− ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3)] 

elde edilir. 

 

Teorem 3.10:Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

ise డ
య௪

డ௭̅మడ௭
 kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü  

	 ௭ܹ̅௭̅௭(݇, ℎ) 

  ise 

௭ܹ̅௭̅௭(݇, ℎ) =
1
8
[(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ)

+ (݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2)

− (݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ)

+ ݅(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1)

+ ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3)] 

dir. 

 

İspat ∶ ,ݔ)ݓ								 (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅    ve (3.12) eşitliğinden (ݕ

߲ଷݓ
ݖଶ߲̅ݖ߲ =

1
8ቆ

߲ଷ

ଷݔ߲ ݑ) + (ݒ݅ +
߲ଷ

ଶݕ߲ݔ߲ ݑ) + (ݒ݅ + ݅
߲ଷ

ݕଶ߲ݔ߲ ݑ) + (ݒ݅ + ݅
߲ଷ

ଷݕ߲ ݑ) +  ቇ(ݒ݅

olur ve buradan 

߲ଷݓ
ଷݖ߲ =

1
8
ቈ
߲ଷݑ
ଷݔ߲ +

߲ଷݑ
ଶݕ߲ݔ߲ −

߲ଷݒ
ଶݔ߲ݕ߲ −

߲ଷݒ
ଷݕ߲ + ݅ ቆ

߲ଷݒ
ଷݔ߲ +

߲ଷݒ
ଶݕ߲ݔ߲ +

߲ଷݑ
ଶݔ߲ݕ߲ +

߲ଷݑ
ଷቇݕ߲
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olur. Bu son elde ettiğimiz denklemin diferansiyel dönüşümünden 

௭ܹ̅௭̅௭(݇, ℎ) =
1
8
[(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ)

+ (݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2)

− (݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1)

− (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ)

+ ݅(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1)

+ ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3)] 

elde edilir. 

 

Teorem 3.11: Eğer  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

ise డ
య௪

డ௭̅డ௭మ
 kompleks fonksiyonun diferansiyel dönüşümü 	 

௭ܹ̅௭௭(݇, ℎ) 

ise 

௭ܹ̅௭௭(݇, ℎ) =
1
8
[(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ)

+ (݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2)

+ (݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1)

+ (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ)

+ ݅(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2)

− ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1)

− ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3)] 

dir. 

 

İspat ∶ ,ݔ)ݓ								 (ݕ = ,ݔ)ݑ	 (ݕ + ,ݔ)ݒ݅    ve (3.13) eşitliğinden (ݕ

߲ଷݓ
ଶݖ߲̅ݖ߲ =

1
8ቆ

߲ଷ

ଷݔ߲ ݑ) + (ݒ݅ +
߲ଷ

ଶݕ߲ݔ߲ ݑ) + (ݒ݅ − ݅
߲ଷ

ݕଶ߲ݔ߲ ݑ) + (ݒ݅ − ݅
߲ଷ

ଷݕ߲ ݑ) +  ቇ(ݒ݅

olur ve buradan 
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߲ଷݓ
ଷݖ߲ =

1
8
ቈ
߲ଷݑ
ଷݔ߲ +

߲ଷݑ
ଶݕ߲ݔ߲ +

߲ଷݒ
ଶݔ߲ݕ߲ +

߲ଷݒ
ଷݕ߲ + ݅ ቆ

߲ଷݒ
ଷݔ߲ +

߲ଷݒ
ଶݕ߲ݔ߲ −

߲ଷݑ
ଶݔ߲ݕ߲ −

߲ଷݑ
ଷቇݕ߲

 

olur. Bu son elde ettiğimiz denklemin diferansiyel dönüşümünden 

௭ܹ̅௭௭(݇, ℎ) =
1
8
[(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ)

+ (݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2)

+ (݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1)

+ (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3)

+ ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ)

+ ݅(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2)

− ݅(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1)

− ݅(ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3)] 

elde edilir. 
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BÖLÜM 4 

 

UYGULAMALAR 

 

Bu bölümde üçüncü bölümde verilen kompleks bir fonksiyonun kısmi türevlerinin 

diferansiyel dönüşümü yardımıyla kısmi türevli denklemler çözüldü. 

 

ÖRNEK 4.1: 

߲ଶݓ
̅ݖ߲ݖ߲ = 4 

,ݔ)ݓ 0) = ଶݔ5 + ݔ3 + 2 
ݓ߲
ݕ߲

,ݔ) 0) = ݔ2)݅ − 1) 

Başlangıç değer problemini çözünüz. 

 

Çözüm:  

ݓ = ݑ +   eşitliğinden (3.9) , ݒ݅

1
4ቆ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶݔ߲ +

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲ = 4 

olur. Bu eşitliğin reel ve imajiner kısımlarının eşitliğinden  

߲ଶݑ
ଶݔ߲ +

߲ଶݑ
ଶݕ߲ = 16 

߲ଶݒ
ଶݔ߲ +

߲ଶݒ
ଶݕ߲ = 0 

elde edilir. Bu eşitliklerin diferansiyel dönüşümünden  

 (݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) + (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2) = ,݇)ߜ16 ℎ)             (4.1) 

 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) + (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2) = 0                         (4.2) 

 

elde edilir. 	
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,ݔ)ݓ (ݕ = ܹ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

ve                                                                   

,ݔ)ݓ 0) = ଶݔ5 + ݔ3 + 2 

olduğundan  

 ܷ(0,0) = 2,ܷ(1,0) = 3,ܷ(2,0) = 5,ܷ(݅, 0) = 0(݅ = 3,4,5,… ), 

ܸ(݅, 0) = 0(݅ = 0,1,2,… )                                                                                      (4.3) 

elde edilir. 

ݓ߲
ݕ߲ =ܹ(݇, ℎ)ݔݕିଵ

ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

ve 

      డ௪
డ௬
,ݔ) 0) = ݔ2)݅ − 1) 

olduğundan  

ܸ(0,1) = −1, ܸ(1,1) = 2, ܸ(݅, 1) = 0(݅ = 2,3,4,… ), ܷ(݅, 1) = 0(݅ = 0,1,2,… )									                                          

                                                                                                                        (4.4) 

bulunur. 

 

(4.1)  eşitliğinde ℎ = 0 yazılırsa  

(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,0) + 2ܷ(݇, 2) = ,݇)ߜ16 0)                                             (4.5) 

olur. 

 

(4.5) eşitliğinde ݇ = 0 yazılırsa 2ܷ(2,0) + 2ܷ(0,2) = 16 , ܷ(2,0) = 5 olduğundan 

ܷ(0,2) = 3 elde edilir. 

 

(4.3) de ݇ ≥ 1 için ܷ(݇ + 2,0) = 0 olduğundan (4.1.5) den    ݇ ≥ 1 için 

ܷ(݇, 2) = 0                                                                                                             (4.6) 

olur. 

Benzer biçimde (4.1)   da ℎ = 2 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,2) + 12ܷ(݇, 4) = 0 

 

(4.6)  den dolayı			 	∀	݇ ≥ 1		  için   ܷ(݇, 4) = 0    olur.Bu işlemler devam ettirilerek     

∀	݇ ≥ 1		  için  ܷ(݇, 2݊) = 0 elde edilir. 
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(4.1)  eşitliğinde ℎ = 1 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,1) + 6ܷ(݇, 3) = 0                                                           (4.7) 

olur. 

(4.4) dan ∀	݇ ≥ 1		  için ܷ(݇, 1) = 0 olduğundan 

ܷ(݇, 3) = 0                                                                                                             (4.8) 

elde edilir.  

 

Benzer biçimde (4.1)   da ℎ = 3	yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,3) + 20ܷ(݇, 5) = 0                                                        (4.9) 

olur. 

(4.8)  ve  (4.9)  eşitliklerinden  ∀	݇ ≥ 1  için    ܷ(݇, 5) = 0   elde edilir.Bu işlemlere 

devam edilerek    ∀	݇ ≥ 1  için   ܷ(݇, 2݊ + 1) = 0   elde edilir.O halde    

        	

,ݔ)ܷ (ݕ = ܷ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

= ܷ(0,0) + ݔ(1,0)ܷ + ଶݔ(2,0)ܷ  ଶݕ(0,2)ܷ+

= 2+ ݔ3 + ଶݔ5 +  ଶݕ3

olur. 

 (4.2)  eşitliğinde ℎ = 0 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,0) + 2ܸ(݇, 2) = 0 

 (4.3) dan ∀	݇		  için ܸ(݇, 0) = 0 olduğundan 

ܸ(݇, 2) = 0                                                                                                           (4.10) 

olur. 

 

(4.2)  eşitliğinde ℎ = 2 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,2) + 12ܸ(݇, 4) = 0 

(4.10)  den    ܸ(݇ + 2,2) = 0  olduğundan 

ܸ(݇, 4) = 0                                                                                                           (4.11) 

olur.  

 

Bu işlemlere devam edilerek    ∀	݊ܰߝା			için    

ܸ(݇, 2݊) = 0                                                                                                         (4.12) 
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elde edilir. 

(4.2)  eşitliğinde ℎ = 1 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,1) + 6ܸ(݇, 3) = 0 

	olur. 

 

(4.4) dan ∀	݇ ≥ 0		  için ܸ(݇ + 2,1) = 0 olduğundan 

ܸ(݇, 3) = 0                                                                                                           (4.13) 

olur.  

 

(4.2)  eşitliğinde ℎ = 3 yazılırsa 

     (݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,3) + 20ܸ(݇, 5) = 0		 

(4.13)   den      ܸ(݇ + 2,3) = 0  olduğundan ܸ(݇, 5) = 0  olur.  

 

Bu işlemlere devam edilerek    ∀	݇ ≥ 0  için   ܸ(݇, 2݊ + 3) = 0   elde edilir.O halde    

    	

,ݔ)ܸ (ݕ = ܸ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

= ݕ(0,1)ܸ +  ݕݔ(1,1)ܸ

= ݕ− +  ݕݔ2

olur. 

,ݔ)ܹ (ݕ = ,ݔ)ܷ (ݕ + ,ݔ)ܸ݅  (ݕ

= ଶݔ5 + ଶݕ3 + ݔ3 + 2 + ݕݔ2)݅ −  (ݕ

= ଶݔ4 + ଶݕ4 + ଶݔ − ଶݕ + ݕݔ2݅ + ݔ2 + 2 + ݔ −  ݕ݅

= ଶ|ݖ|4 + ଶݖ + ݖ + ̅ݖ + 2 +  ̅ݖ

= ̅ݖݖ4 + ଶݖ + ݖ + ̅ݖ2 + 2 

bulunur. 
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ÖRNEK 4.2: 

߲ଶݓ
ଶݖ߲ + 3

ݓ߲
̅ݖ߲ = ݖ12 + ̅ݖ18 + 9 

,ݔ)ݓ 0) = ଷݔ2 + ଶݔ3 +  ݔ8
ݓ߲
ݕ߲

,ݔ) 0) = ଶݔ6)݅ − ݔ6 + 2) 

Başlangıç değer problemini çözünüz. 

Çözüm: 

ݓ = ݑ +   ve (3.5) eşitlikleri kullanılarak (3.7) ,	ݒ݅

1
4ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ − 2݅

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲ +

3
2 ൬
ݓ߲
ݔ߲ + ݅

ݓ߲
൰ݕ߲ = ݔ)12 + (ݕ݅ + ݔ)18 − (ݕ݅ + 9 

 

1
4
ቈ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶݔ߲ − 2݅ ቆ

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ +

߲ଶݒ
ቇݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶݕ߲ − ݅

߲ଶݒ
ଶݕ߲

 +
3
2 ൬
ݑ߲
ݔ߲ + ݅

ݒ߲
ݔ߲ + ݅

ݑ߲
ݕ߲ −

ݒ߲
൰ݕ߲

= ݔ30 + 9 −  ݕ6݅

 

olur.Bu eşitliğin reel ve imajiner kısımlarına ayrılarak 

1
4ቆ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ + 2

߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + 6

ݑ߲
ݔ߲ − 6

ݒ߲
ቇݕ߲ = ݔ30 + 9 

1
4ቆ

߲ଶݒ
ଶݔ߲ − 2

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݒ
ଶݕ߲ + 6

ݒ߲
ݔ߲ + 6

ݑ߲
ቇݕ߲ =  ݕ6−

߲ଶݑ
ଶݔ߲ + 2

߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + 6

ݑ߲
ݔ߲ − 6

ݒ߲
ݕ߲ = ݔ120 + 36 

߲ଶݒ
ଶݔ߲ − 2

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݒ
ଶݕ߲ + 6

ݒ߲
ݔ߲ + 6

ݑ߲
ݕ߲ =  ݕ24−

 

elde edilir.Bu eşitliklerin diferansiyel dönüşümünden 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) + 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ + 1) − (ℎ + 1)			 

(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2) + 6(݇ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ) − 6(ℎ + 1)ܸ(݇, ℎ + 1) =										 

݇)ߜ120												 − 1, ℎ) + ,݇)ߜ36 ℎ)					                                                                  (4.14) 

 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) − 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ + 1) − (ℎ + 1) 

(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2) + 6(݇ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ) + 6(ℎ + 1)ܷ(݇, ℎ + 1) =								 

,݇)ߜ24−								 ℎ − 1)		                                                                                            (4.15) 
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elde edilir. 

 

,ݔ)ݓ (ݕ = ܹ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

ve       ݔ)ݓ, 0) = ଷݔ2 + ଶݔ3 +  ݔ8

olduğundan 

ܷ(0,0) = 0,ܷ(1,0) = 8,ܷ(2,0) = 3,ܷ(3,0) = 2, 

ܷ(݅, 0) = 0(݅ = 4,5,6,… )	, ܸ(݅, 0) = 0(݅ = 0,1,2, … )                                         (4.16) 

elde edilir. 

 

ݓ߲
ݕ߲ =ℎ[ܷ(݇, ℎ) + ܸ݅(݇, ℎ)]

ஶ

ୀଵ

ஶ

ୀ

 ିଵݕݔ

ve  	
ݓ߲
ݕ߲

,ݔ) 0) = ଶݔ6)݅ − ݔ6 + 2) 

olduğundan 

ܸ(0,1) = 2, ܸ(1,1) = −6, ܸ(2,1) = 6, ܸ(݅, 1) = 0(݅ = 3,4,5,… ), 

	ܷ(݅, 1) = 0(݅ = 0,1,2,… )                                                                                    (4.17) 

bulunur. 

 

(4.14) denkleminde h=0 yazılırsa  

(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,0) + 2(݇ + 1)ܸ(݇ + 1,1) − 2ܷ(݇, 2) + 

6(݇ + 1)ܷ(݇ + 1,0) − 6ܸ(݇, 1) = ݇)ߜ120 − 1,0) + ,݇)ߜ36 0)							                  (4.18)                

 

bulunur ve k=0 yazalım, 

2ܷ(2,0) + 2ܸ(1,1) − 2ܷ(0,2) + 6ܷ(1,0) − 6ܸ(0,1) = 36 

(4.16) ve (4.17) eşitliklerinden 

ܷ(0,2) = −3                                                                                                         (4.19) 

olur. 

 

(4.18) de ݇ = 1 yazalım. 

6ܷ(3,0) + 4ܸ(2,1) − 2ܷ(1,2) + 12ܷ(2,0) − 6ܸ(1,1) = 12 
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ܷ(1,2) = −6                                                                                                        (4.20) 

bulunur.(4.18) de ݇ = 2 yazalım. 

12ܷ(4,0) + 6ܸ(3,1) − 2ܷ(2,2) + 18ܷ(3,0) − 6ܸ(2,1) = 0 

ܷ(2,2) = 0                                                                                                           (4.21)  

elde edilir. 

 

݇ > 2 için ܷ(݇ + 2,0) = ܸ(݇ + 1,1) = ܷ(݇ + 1,0) = ܸ(݇, 1) = 0 

olduğundan 

ܷ(݇, 2) = 0                                                                                                           (4.22) 

olur. 

 

Benzer olarak (4.15) denkleminde ℎ = 0 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,0) − 2(݇ + 1)ܷ(݇ + 1,1) − 2ܸ(݇, 2) + 

6(݇ + 1)ܸ(݇ + 1,0) + 6ܷ(݇, 1) = 0                                                                   (4.23) 

 

ve		∀	݇  için  ܷ(݇ + 2,0) = ܷ(݇ + 1,1) = ܸ(݇ + 1,0) = ܷ(݇, 1) = 0 

olduğundan ܸ(݇, 2) = 0 olur. 

 

(4.14) denkleminde ℎ = 1 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,1) + 4(݇ + 1)ܸ(݇ + 1,2) − 6ܷ(݇, 3) + 

6(݇ + 1)ܷ(݇ + 1,1) − 12ܸ(݇, 2) = 0                                                                 (4.24) 

 

(4.24) de  ∀	݇ için ܷ(݇ + 2,1) = ܸ(݇ + 1,2) = ܷ(݇ + 1,1) = ܸ(݇, 2) = 0 

olduğundan 

ܷ(݇, 3) = 0                                                                                                           (4.25) 

olur. 

 

Benzer olarak (4.14) da ℎ = 2 yazarsak 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,2) − 6(݇ + 1)ܷ(݇ + 1,3) − 12ܸ(݇, 4)

+ 6(݇ + 1)ܸ(݇ + 1,2) + 18ܷ(݇, 3) = 0 

 

∀	݇  için  ܷ(݇ + 2,2) = ܷ(݇ + 1,3) = ܸ(݇ + 1,2) = ܷ(݇, 3) = 0 

olduğundan 
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ܸ(݇, 4) = 0                                                                                                           (4.26) 

elde edilir.  

 

Benzer olarak (4.14) da ℎ = 3 yazarsak 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,3) + 8(݇ + 1)ܸ(݇ + 1,4) − 20ܷ(݇, 5)

+ 6(݇ + 1)ܷ(݇ + 1,3) − 24ܸ(݇, 4) = 0 

∀	݇ için ܷ(݇ + 2,3) = ܸ(݇ + 1,4) = ܷ(݇ + 1,3) = ܸ(݇, 4) = 0 

olduğundan  

ܷ(݇, 5) = 0                                                                                                           (4.27) 

elde edilir. 

 

Bu işlemlere devam edilerek ∀	݊ ≥ 1 için  

ܷ(݇, 2݊ + 1) = ܸ(݇, 2݊) = 0 

olur. 

 

(4.15) denkleminde ℎ = 1 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,1) − 4(݇ + 1)ܷ(݇ + 1,2) − 6ܸ(݇, 3) + 

6(݇ + 1)ܸ(݇ + 1,1) + 12ܷ(݇, 2) = ,݇)ߜ24− 0)																		                                (4.28) 

 

(4.28) de ݇ = 0 yazalım. 

2ܸ(2,1) − 4ܷ(1,2) − 6ܸ(0,3) + 6ܸ(1,1) + 12ܷ(0,2) = −24 

ܸ(0,3) = −2 

 

Bu işlemlere devam edilerek ܷ	݁ݒ	ܸ nin diğer bütün bileşenleri sıfır elde edilir. 

 

,ݔ)ݑ (ݕ = ܷ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

	݁ݒ

,ݔ)ݒ (ݕ = ܸ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

olduğundan 
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,ݔ)ݑ (ݕ = ଷݔ2 + ଶݔ3 + ݔ8 − ଶݕ3 −  ଶݕݔ6

,ݔ)ݒ (ݕ = ݕ2 − ݕݔ6 + ݕଶݔ6 −  ଷݕ2

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

= ଷݔ2 + ଶݔ3 + ݔ8 − ଶݕ3 − ଶݕݔ6 + ݕ2)݅ − ݕݔ6 + ݕଶݔ6 −  (ଷݕ2

= ଷݔ)2 + ݕଶݔ3݅ − ଶݕݔ3 − (ଷݕ݅ + ଶݔ)3 − ݕݔ2݅ − (ଶݕ + ݔ)5 + (ݕ݅ + ݔ)3 −  (ݕ݅

= ଷݖ2 + ଶ(̅ݖ)3 + ݖ5 +  ̅ݖ3

bulunur. 
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ÖRNEK 4.3: 

ݖ
߲ଶݓ
ଶݖ߲ − ̅ݖ

߲ଶݓ
ݖ߲̅ݖ߲ + 2

߲ଶݓ
ଶ̅ݖ߲ = 12 −  ̅ݖ4

,0)ݓ (ݕ = ଶݕ + ଷݕ)݅ +  (ݕ4
ݓ߲
ݔ߲

(0, (ݕ = 4 + ଶݕ −  ݕ6݅

Başlangıç değer problemini çözünüz. 

 

Çözüm: (3.7), (3.8) ve (3.9) den 

ݔ) + (ݕ݅
1
4 ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ − 2݅

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲ −

ݔ) − (ݕ݅
1
4 ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ +

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲

+
1
2ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ + 2݅

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݓ
ଶቇݕ߲ = 12 − ݔ4 +  ݕ4݅

 

ݓ = ݑ +  olduğundan ݒ݅

ݔ) + (ݕ݅
4 ቆ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶݔ߲ − 2݅

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ + 2

߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶݕ߲ − ݅

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲

−
ݔ) − (ݕ݅

4 ቆ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶݔ߲ +

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲

+
1
2ቆ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݅

߲ଶݒ
ଶݔ߲ + 2݅

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ − 2

߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶݕ߲ − ݅

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲

= 12 − ݔ4 +  ݕ4݅

 

Bu eşitliği reel ve imajiner kısımlarına ayırırsak 

ݔ2) − 4)
߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ −

ݔ2) + 2)
߲ଶݑ
ଶݕ߲ − ݕ2

߲ଶݒ
ଶݔ߲ + ݕ2

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ + 2

߲ଶݑ
ଶݔ߲ = 48 −  (4.29)				ݔ16

ݕ2
߲ଶݑ
ଶݔ߲ +

(4 − (ݔ2
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ −

ݔ2) + 2)
߲ଶݒ
ଶݕ߲ + ݕ2

߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ + 2

߲ଶݒ
ଶݔ߲ =  (4.30)														ݕ16

 

Denklemlerini elde ederiz. (4.29) ve (4.30) eşitliklerinin iki ile  

bölümünün diferansiyel dönüşümünden  
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	ݎ)ߜ − 1, ℎ − ݇)(ݏ − ݎ + ݏ)(1 + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1, ݏ + 1)				


௦ୀ



ୀ

−ݎ)ߜ, ℎ − ݏ − 1)(݇ − ݎ + 1)(݇ − ݎ + 2)ܸ(݇ − ݎ + 2, (ݏ


௦ୀ



ୀ

−ݎ)ߜ − 1, ℎ − ݏ)(ݏ + ݏ)(1 + 2)ܷ(݇ − ,ݎ ݏ + 2)


௦ୀ



ୀ

+ݎ)ߜ, ℎ − ݏ − 1)(݇ − ݎ + ݏ)(1 + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1, ݏ + 1) −


௦ୀ



ୀ

− 2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ + 1) − (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇, ℎ + 2)

+ (݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ)

= ,݇)ߜ24 ℎ) − ݇)ߜ8 − 1, ℎ) 																																																															(4.31) 

                                                                                                                               

							ݎ)ߜ, ℎ − ݏ − 1)(݇ − ݎ + 1)(݇ − ݎ + 2)ܷ(݇ − ݎ + 2, (ݏ


௦ୀ



ୀ

−ݎ)ߜ − 1, ℎ − ݇)(ݏ − ݎ + ݏ)(1 + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1, ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

−ݎ)ߜ − 1, ℎ − ݏ)(ݏ + ݏ)(1 + 2)ܸ(݇ − ,ݎ ݏ + 2)


௦ୀ



ୀ

+ݎ)ߜ, ℎ − ݏ − 1)(݇ − ݎ + ݏ)(1 + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1, ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

+2(݇ + 1)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ + 1) − (ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇, ℎ + 2)

+ (݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) = ,݇)ߜ8 ℎ − 1) 																														(4.32) 

                                                                                                                               

eşitlikleri elde edilir. 

,0)ݓ (ݕ = ଶݕ + ଷݕ)݅ +  (ݕ4

Şartından dolayı 

ܷ(0,2) = 1, ܸ(0,3) = 1, ܸ(0,1) = 4,ܷ(0, ݅) = 0, (݅ = 0,1,3,4,5,… ), 

ܸ(0, ݅) = 0, (݅ = 0,2,4,5,6,… ) 

elde edilir. 



 
 
 

35 
 

ݓ߲
ݔ߲ =݇[ܷ(݇, ℎ) + ܸ݅(݇, ℎ)]



ୀ



ୀଵ

 ݕିଵݔ

ve  

ݓ߲
ݔ߲

(0, (ݕ = 4 + ଶݕ −  ݕ6݅

şartından dolayı 

ܷ(1,0) = 4, ܸ(1,1) = −6,ܷ(1,2) = 1,ܷ(1, ݅) = 0, (݅ = 1,3,4,5,6,… ), 

ܸ(1, ݅) = 0, (݅ = 0,2,3,4,… ) 

elde edilir. (4.31) da ݇ = ℎ = 0 yazılırsa  

ܷ(2,0) = 7 

elde edilir. (4.32) de ݇ = ℎ = 0 yazılırsa 

ܸ(2,0) = 0 

bulunur. (4.31) da ݇ = 0, ℎ = 1 yazılırsa  

ܷ(2,1) = 0 

elde edilir. (4.31) da ݇ = 1, ℎ = 0 için  

−8ܸ(2,1) + 12ܷ(3,0) = 4 

bulunur. (4.32) de ݇ = 0, ℎ = 1 için  

ܸ(2,1) = 1 

olur ve buradan 

ܷ(3,0) = 1 

elde edilir. 

(4.32) de ݇ = 1, ℎ = 0 yazılırsa  

ܸ(3,0) = 0 

elde edilir. ܷ ile ܸ nin diğer bütün bileşenleri sıfırdır. ܷ ve ܸ nin bulunan değerleri 

yerine yazılırsa  

,ݔ)ݑ (ݕ = ଷݔ + ଶݔ7 + ଶݕݔ + ଶݕ +  ݔ4

,ݔ)ݒ (ݕ = ݕଶݔ + ଷݕ − ݕݔ6 +  ݕ4

elde edilir.  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

= ଷݔ + ଶݔ7 + ଶݕݔ + ଶݕ + ݔ4 + ݕଶݔ)݅ + ଷݕ − ݕݔ6 +  (ݕ4

= ଶݔ) + ݕݔ2݅ − ݔ)(ଶݕ − (ݕ݅ + ଶݔ)3 − ݕݔ2݅ − (ଶݕ + ଶݔ)4 + (ଶݕ + ݔ)4 +  (ݕ݅

= ̅ݖଶݖ + ଶ(̅ݖ)3 + ̅ݖݖ4 +  ݖ4

çözümü elde edilir. 
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ÖRNEK 4.4: 

 

ݓ
ݓ߲
̅ݖ߲ = ଶݖ +  ̅ݖ

,ݔ)ݓ 0) = ଶݔ +  ݔ

Başlangıç değer problemini çözünüz. 

 

Çözüm: 

ݓ = ݑ +  ݒ݅
ݑ) + (ݒ݅

2 
ݑ߲
ݔ߲ −

ݒ߲
ݕ߲ + ݅ ൬

ݑ߲
ݕ߲ +

ݒ߲
൰൨ݔ߲ =

ݔ) + ଶ(ݕ݅ + ݔ −  ݕ݅

ݑ ൬
ݑ߲
ݔ߲ −

ݒ߲
൰ݕ߲ − ݒ ൬

ݑ߲
ݕ߲ +

ݒ߲
൰ݔ߲ = ଶݔ2 − ଶݕ2 +  ݔ2

ݒ ൬
ݑ߲
ݔ߲ −

ݒ߲
൰ݕ߲ + ݑ ൬

ݑ߲
ݕ߲ +

ݒ߲
൰ݔ߲ = ݕݔ4 −  ݕ2

 

																											ܷ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

(݇ − ݎ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

−ܷ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

ݏ) + 1)ܸ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)

−ܸ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

ݏ) + 1)ܷ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)

−ܸ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

(݇ − ݎ + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

= ݇)ߜ2 − 2, ℎ) − ,݇)ߜ2 ℎ − 2) + ݇)ߜ2 − 1, ℎ)																													(4.33) 
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																									ܸ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

(݇ − ݎ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

−ܸ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

ݏ) + 1)ܸ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)

+ܷ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

ݏ) + 1)ܷ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)

+ܷ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

(݇ − ݎ + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

= ݇)ߜ4 − 1, ℎ − 1) − ,݇)ߜ2 ℎ − 1)																																																		(4.34) 

                                                                                                                               

,ݔ)ݓ (ݕ = ܹ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

ve                                                                   

,ݔ)ݓ 0) = ଶݔ +  ݔ

olduğundan  

ܷ(0,0) = 0,ܷ(1,0) = 1,ܷ(2,0) = 1,ܷ(݅, 0) = 0(݅ = 3,4,5,… ), 

ܸ(݅, 0) = 0(݅ = 0,1,2,… )                                                                                    (4.35) 

elde edilir.  

(4.34) de ℎ = 0 yazılırsa  

∑ ,ݎ)ܷ 0)ܷ(݇ − ,ݎ 1) = 0
ୀ                                                                                (4.36) 

elde edilir.  

(4.36) de ݇ = 1 yazılırsa ܷ(0,1) = 0 bulunur. (4.36) de ݇ = 2 yazılırsa ܷ(1,1) = 0 

bulunur. (4.36) de ݇ = 2 yazılırsa ܷ(2,1) = 0 elde edilir ve bu işlemlere devam 

edilerek  ݇ = ݊   yazılarak  	ܷ(݊, 1) = 0 olur. 

(4.33) de ℎ = 0 yazılırsa  

∑ ,ݎ)ܷ 0)(݇ − ݎ + 1,0)ܷ(݇ − ݎ + 1,0) − ∑ ,ݎ)ܷ 0)ܸ(݇ − ,ݎ
ୀ


ୀ 1) =

݇)ߜ2 − 2,0) + ݇)ߜ2 − 2,0)                                                                                 (4.37) 

 

(4.37) de ݇ = 1 yazılırsa ܸ(0,1) = −1 bulunur. 

(4.37) de ݇ = 2 yazılırsa ܸ(1,1) = 2  olur.            

(4.37) de ݇ = 3 yazılırsa  ܸ(2,1) = 0  olur.                                                                                            
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(4.37) de ݇ = 4 yazılırsa ܸ(3,1) = 0  elde edilir. 

Bu işlemlere devam edilerek ݊ ≥ 2 olmak üzere ܸ(݊, 1) = 0	bulunur. 

 

(4.33) de ݇ = ℎ = 1 yazılırsa ܷ(0,2) = −1 olup ܷ ile ܸ nin diğer bütün bileşenleri 

sıfırdır. 

,ݔ)ݑ (ݕ = ଶݔ − ଶݕ +  ݔ

,ݔ)ݒ (ݕ = ݕݔ2 −  ݕ

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

= ଶݔ − ଶݕ + ݔ + ݕݔ2)݅ −  (ݕ

= ൬
ݖ + ̅ݖ
2 ൰

ଶ

− ൬
ݖ − ̅ݖ
2݅ ൰

ଶ

+
ݖ + ̅ݖ
2 + ݅ 2 ൬

ݖ + ̅ݖ
2 ൰ ൬

ݖ − ̅ݖ
2݅ ൰ − ൬

ݖ − ̅ݖ
2݅ ൰൨ = ଶݖ +  ̅ݖ

 

çözümü elde edilir [6]. 
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ÖRNEK 4.5: 

ݓ
ݓ߲
ݖ߲ + ഥݓ

ݓ߲
̅ݖ߲ = ݖ2 +  ̅ݖ2

 

,ݔ)ݓ 0) =  ݔ2

 

Başlangıç değer problemini çözünüz. 

 

Çözüm: (3.5) ve (3.6) eşitliklerinden   

 
ݑ) + (ݒ݅

2 
ݑ߲
ݔ߲ + ݅

ݒ߲
ݔ߲ − ݅

ݑ߲
ݕ߲ +

ݒ߲
൨ݕ߲ +

ݑ) − (ݒ݅
2 

ݑ߲
ݔ߲ + ݅

ݒ߲
ݔ߲ + ݅

ݑ߲
ݕ߲ −

ݒ߲
൨ݕ߲ =  ݔ4

ݑ
ݑ߲
ݔ߲ + ݒ

ݑ߲
ݕ߲ =  ݔ4

ݑ
ݒ߲
ݔ߲ + ݒ

ݒ߲
ݕ߲ = 0 

																															ܷ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

(݇ − ݎ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

+ܸ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

ݏ) + 1)ܷ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)

= ݇)ߜ4 − 1, ℎ)																																																																																							(4.38) 

 

	ܷ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

(݇ − ݎ + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

+ܸ(ݎ, ℎ − (ݏ


௦ୀ



ୀ

ݏ) + 1)ܸ(݇ − ,ݎ ݏ + 1) = 0																							(4.39)			 

                                                                                                                              

 

,ݔ)ݓ 0) =  ݔ2

 olduğundan  

 ܷ(0,0) = 0,ܷ(1,0) = 2,ܷ(݅, 0) = 0(݅ = 2,3,4,… ), ܸ(݅, 0) = 0(݅ = 0,1,2,… ) 

elde edilir.  
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(4.39) da ℎ = 1 yazılırsa   

ܷ(ݎ, 0)(݇ − ݎ + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1,1) −ܸ(ݎ, 1)


ୀ



ୀ

ܸ(݇ − ,ݎ 1)

= 0																																																																																																																																							(4.40)																											 

                                                                                                                               

elde edilir. (4.40) de ݇ = 0 yazılırsa  

ܷ(0,0)ܸ(1,1) − ܸ(0,1)ܸ(0,1) = 0 

elde edilir ki buradan ܸ(0,1) = 0 olur. 

 

Benzer olarak (4.40) de ݇ = 1 yazılırsa  

ܷ(0,0)2ܸ(2,1) − ܸ(0,1)ܸ(1,1) + ܷ(1,0)ܸ(1,1) − ܸ(1,1)ܸ(0,1) = 0 

elde edilir ki buradan ܸ(1,1) = 0 elde edilir. Bu işlemlere devam edilerek ∀݊ ≥ 0 

için ܸ(݊, 1) = 0 elde edilir. 

 

(4.39) da ℎ = 2 yazılırsa  

ܷ(0,0)(݇ − ݎ + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1,2) = 0


ୀ

 

olur. Burada ݇ = 0 yazılırsa ܸ(1,2) = 0 bulunur.Aynı denklemde ݇ = 1 

yazılırsa ܸ(2,2) = 0 , ݇ = 2 yazılırsa ܸ(3,2) = 0 olur. Bu işlemler devam edilerek  

∀݊ ≥ 1 için  ܸ(݊, 2) = 0 elde edilir. 

 

(4.39) da ℎ = 3 için  

ܷ(ݎ, 0)(݇ − ݎ + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1,3) = 0


ୀ

 

olur. Burada ݇ = 1 için ܸ(1,3) = 0, ݇ = 2 için ܸ(2,3) = 0, benzer olarak bu işleme 

devam edilirse ∀݊ ≥ 1 için  ܸ(݊, 3) = 0 elde edilir. (4.39) da ݇ = ݊,  

ℎ = ݉ yazılırsa ܸ(݊,݉) = 0 elde edilir. 

 

(4.38) de ℎ = 1 yazılırsa  

ܷ(ݎ, 1)(݇ − ݎ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1,0) = 0


ୀ
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olur. ݇ = 0 yazılırsa ܷ(0,1) = 0, ݇ = 1 yazılırsa ܷ(1,1) = 0, ݇ = 2 yazılırsa 

ܷ(2,1) = 0,  ݇ = ݊ yazılırsa ܷ(݊, 1) = 0 elde edilir.   

 

(4.38) de ℎ = 2 yazılırsa  

ܷ(ݎ, 2)(݇ − ݎ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1,0) +ܷ(ݎ, 0)(݇ − ݎ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1,2)


ୀ



ୀ

= 0 

bulunur. Burada ݇ = 0 yazılırsa ܷ(0,2) = 0, ݇ = 1 yazılırsa ܷ(1,2) = 0, ݇ = 2 

yazılırsa ܷ(2,2) = 0, ݇ = ݊ yazılırsa ܷ(݊, 2) = 0 elde edilir.  (4.38) de ݇ = ݊, 

ℎ = ݉ yazılırsa ܷ(݊,݉) = 0				 

elde edilir. Bulduğumuz bu değerler 	

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

eşitliğinde yerine yazılırsa  

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

=  ݔ2

= 2൬
ݖ + ̅ݖ
2 ൰ 

= ݖ +  ̅ݖ

çözümü elde edilir. 
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ÖRNEK 4.6: 

ݓ߲
ݖ߲

ݓ߲
̅ݖ߲ =  ݖ4

,ݔ)ݓ 0) = ଶݔ +  ݔ2

 

Başlangıç değer problemini çözünüz. 

 

Çözüm: 

ݓ = ݑ +   ve (3.5) ve (3.6) eşitliklerinden ݒ݅


ݑ߲
ݔ߲ + ݅

ݒ߲
ݔ߲ − ݅

ݑ߲
ݕ߲ +

ݒ߲
൨ݕ߲ 

ݑ߲
ݔ߲ + ݅

ݒ߲
ݔ߲ + ݅

ݑ߲
ݕ߲ −

ݒ߲
൨ݕ߲ = ݔ)16 +  (4.41)																										(ݕ݅

elde edilir. (4.41) reel ve imajiner kısımlarına ayrılırsa      
ݑ߲
ݔ߲

ݑ߲
ݔ߲ −

ݒ߲
ݕ߲

ݒ߲
ݕ߲ −

ݒ߲
ݔ߲

ݒ߲
ݔ߲ +

ݑ߲
ݕ߲

ݑ߲
ݕ߲ =  (4.42)																																																																						ݔ16

2
ݑ߲
ݔ߲

ݒ߲
ݔ߲ + 2

ݑ߲
ݕ߲

ݒ߲
ݕ߲ =  (4.43)																																																																																																ݕ16

eşitlikleri elde edilir. (4.42)  ve (4.43) eşitliklerinin diferansiyel dönüşümünden  

																														(ݎ + 1)


௦ୀ



ୀ

ݎ)ܷ + 1, ℎ − ݇)(ݏ − ݎ + 1)ܷ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

+(ℎ − ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

,ݎ)ܷ ℎ − ݏ + ݏ)(1 + 1)ܷ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)

−(ℎ − ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

,ݎ)ܸ ℎ − ݏ + ݏ)(1 + 1)ܸ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)

−(ݎ + 1)


௦ୀ



ୀ

ݎ)ܸ + 1, ℎ − ݇)(ݏ − ݎ + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

= ݇)ߜ16 − 1, ℎ)																																																																																						(4.44) 
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																														(ݎ + 1)


௦ୀ



ୀ

ݎ)ܷ + 1, ℎ − ݇)(ݏ − ݎ + 1)ܸ(݇ − ݎ + 1, (ݏ

+(ℎ − ݏ + 1)


௦ୀ



ୀ

,ݎ)ܷ ℎ − ݏ + ݏ)(1 + 1)ܸ(݇ − ,ݎ ݏ + 1)

= ,݇)ߜ8 ℎ − 1)																																																																																								(4.45) 

                                                                                                                               

,ݔ)ݓ 0) = ଶݔ +  ݔ2

olduğundan  

ܷ(0,0) = 0,ܷ(1,0) = 2,ܷ(2,0) = 1, 

ܷ(݅, 0) = 0(݅ = 3,4,5, … ), ܸ(݅, 0) = 0(݅ = 0,1,2,… ) 

olur. 

(4.44) de ℎ = ݇ = 0 yazılırsa  

൫ܸ(0,1)൯
ଶ
− ൫ܷ(0,1)൯

ଶ
= 4                                                                                 (4.46) 

olur. (4.44) de ݇ = 1, ℎ = 0  yazılırsa  

ܷ(1,1). ܷ(0,1) − ܸ(0,1). ܸ(1,1) = 4                                                                  (4.47)  

olur.(4.45) de ݇ = ℎ = 0 yazılırsa  

ܷ(0,1). ܸ(0,1) = 0					                                                                                           (4.48) 

elde edilir. (4.45) de ݇ = 1	ℎ = 0 yazılırsa  

ܷ(1,1). ܸ(0,1) = 0                                                                                               (4.49) 

bulunur. 

 (4.46), (4.48), (4.49) dan  

ܷ(0,1) = 0, ܷ(1,1) = 0, ൫ܸ(0,1)൯
ଶ
= 4                                                              (4.50) 

elde edilir.  

(4.45) de ݇ = 2, ℎ = 0 yazılırsa  

ܷ(0,1). ܸ(2,1) + ܷ(1,1)ܸ(1,1) + ܷ(2,1)ܸ(0,1) = 0                                         (4.51) 

olur. Buradan 

ܷ(2,1) = 0 

݇ = 3, ℎ = 0 yazılırsa 

ܷ(0,1). ܸ(3,1) + ܷ(1,1)ܸ(2,1) + ܷ(2,1)ܸ(1,1) + ܷ(3,1). ܸ(0,1) = 0            (4.52) 

olur. Buradan  

ܷ(3,1) = 0 

݇ = 4, ℎ = 0 yazılırsa  
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ܷ(0,1). ܸ(4,1) + ܷ(1,1)ܸ(3,1) + ܷ(2,1)ܸ(2,1) + ܷ(3,1). ܸ(1,1) 

+ܷ(4,1)ܸ(0,1) = 0                                                                                              (4.53) 

olur. Buradan  

ܷ(4,1) = 0 

݇ = ݊, ℎ = 0 yazılırsa  

ܷ(0,1)ܸ(݊, 1) + ܷ(1,1)ܸ(݊ − 1,1) + ܷ(2,1)ܸ(݊ − 2,1) + ⋯+ܷ(݊, 1)ܸ(0,1) = 0 

                                                                                                                               (4.54) 

olur. Buradan  

ܷ(݊, 1) = 0 

olur. 

(4.44) de ݇ = 0, ℎ = 1 yazılırsa (4.50) den 

ܸ(0,2) = 0 

݇ = 1, ℎ = 1	yazılırsa  

ܸ(1,2) = 0 

݇ = 2, ℎ = 1	yazılırsa  

ܸ(2,2) = 0 

ve bu işlemlere devam edilerek ݇ = ݊, ℎ = 0 yazılırsa  

ܸ(݊, 2) = 0 

bulunur. 

(4.45) de ݇ = 0, ℎ = 2 yazılarak  

ܷ(0,3) = 0 

݇ = 1, ℎ = 2	yazılırsa 

ܷ(1,3) = 0 

bulunur. Bu işlemlere devam edilerek  

ܷ(݊, 3) = 0 

bulunur. Bu işlemler sonucunda  

,ݔ)ݑ (ݕ = ଶݔ + ݔ2 −  ଶݕ

,ݔ)ݒ (ݕ = ݕݔ2 −  ݕ2

,ݔ)ݓ (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

= ଶݔ + ݔ2 − ଶݕ + ݕݔ2)݅ −  (ݕ2

= ൬
ݖ + ̅ݖ
2 ൰

ଶ

+ 2
ݖ + ̅ݖ
2 − ൬

ݖ − ̅ݖ
2݅ ൰

ଶ

+ 2݅ ൬
ݖ + ̅ݖ
2 ൰ ൬

ݖ − ̅ݖ
2݅ ൰ − ൬

ݖ − ̅ݖ
2݅ ൰൨ 
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=
ଶݖ + ̅ݖݖ2 + ଶ̅ݖ

4 + ݖ + ̅ݖ − ቆ
ଶݖ − ̅ݖݖ2 + ଶ̅ݖ

−4 ቇ +
ଶݖ − ଶ̅ݖ

2 − ݖ +  ̅ݖ

= ଶݖ +  ̅ݖ2

çözümü elde edilir. 
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ÖRNEK 4.7: 

߲ଷݓ
ଷݖ߲ + 2

߲ଶݓ
ଶ̅ݖ߲ = 18 

,ݔ)ݓ 0) = ଷݔ +  ଶݔ3
ݓ߲
ݕ߲

,ݔ) 0) = ଶݔ3)݅ −  (ݔ6

߲ଶݓ
ଶݕ߲

,ݔ) 0) = ݔ6− − 6 

Başlangıç değer problemini çözünüz. 

 

Çözüm: 

ݓ = ݑ +  ݒ݅

1
8ቆ

߲ଷݑ
ଷݔ߲ + 3

߲ଷݒ
ݕଶ߲ݔ߲ − 3

߲ଷݑ
ଶݕ߲ݔ߲ −

߲ଷݒ
ଷቇݕ߲ +

1
2ቆ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ − 2

߲ଶݒ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶቇݕ߲ = 18 

 

1
8ቆ

߲ଷݒ
ଷݔ߲ − 3

߲ଷݑ
ݕଶ߲ݔ߲ − 3

߲ଷݒ
ଶݕ߲ݔ߲ −

߲ଷݑ
ଷቇݕ߲ +

1
2ቆ

߲ଶݒ
ଶݔ߲ − 2

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶݒ
ଶቇݕ߲ = 0 

 

(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3, ℎ) + 3(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 2, ℎ + 1) −

3(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܷ(݇ + 1, ℎ + 2) − (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܸ(݇, ℎ + 3) +

4(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2, ℎ) − 8(݇ + 1)(ℎ + 1)ܸ(݇ + 1, ℎ + 1) − 4(ℎ + 1)(ℎ +

2)ܷ(݇, ℎ + 2) = ,݇)ߜ144 ℎ)                                                                                (4.55)                                                           

 

	(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3, ℎ) − 3(݇ + 1)(݇ + 2)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 2, ℎ + 1) −

3(݇ + 1)(ℎ + 1)(ℎ + 2)ܸ(݇ + 1, ℎ + 2) + (ℎ + 1)(ℎ + 2)(ℎ + 3)ܷ(݇, ℎ + 3) +

4(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2, ℎ) + 8(݇ + 1)(ℎ + 1)ܷ(݇ + 1, ℎ + 1) − 4(ℎ + 1)(ℎ +

2)ܸ(݇, ℎ + 2) = 0                                                                                                 (4.56) 

 

,ݔ)ݓ (ݕ = ܹ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

ve 

,ݔ)ݓ 0) = ଷݔ +  ଶݔ3

olduğundan 



 
 
 

47 
 

ܷ(0,0) = 0,ܷ(1,0) = 0,ܷ(2,0) = 3,ܷ(3,0) = 1,

ܷ(݅, 0) = 0(݅ = 4,5,… ),							ܸ(݅, 0) = 0(݅ = 0,1,2,3,… ),	 

bulunur.																																																																									 

ݓ߲
ݕ߲ =ℎ.ܹ(݇, ℎ)ݔݕିଵ

ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

																																																																										 

ve 
ݓ߲
ݕ߲

,ݔ) 0) = ଶݔ3)݅ −  (ݔ6

olduğundan 

ܸ(0,1) = 0, ܸ(1,1) = −6, ܸ(2,1) = 3, ܸ(݅, 1) = 0(݅ = 3,4,5,… ), 

ܷ(݅, 1) = 0(݅ = 0,1,2,… ) 

bulunur. 

߲ଶݓ
ଶݕ߲ =ℎ. (ℎ − 1).ܹ(݇, ℎ)ݔݕିଶ

ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

ve 

߲ଶݓ
ଶݕ߲

,ݔ) 0) = ݔ6− − 6 

olduğundan  

ܷ(0,2) = −3, ܷ(1,2) = −3,ܷ(݅, 2) = 0(݅ = 2,3,4,… ), ܸ(݅, 2) = 0(݅ = 0,1,2,… ) 

elde edilir. 

(4.55) denkleminde  ݇ = 0, ℎ = 0	 yazılırsa  

6ܷ(3,0) + 6ܸ(2,1) − 6ܷ(1,2) − 6ܸ(0,3) + 8ܷ(2,0) − 8ܸ(1,1) − 8ܷ(0,2)

= 144 

6.1 + 6.3 − 6. (−3) − 6ܸ(0,3) + 8.3 − 8. (−6) − 8. (−3) = 144 

buradan ܸ(0,3) = −1 bulunur. 

(4.56) denkleminde h=0 yazılırsa 	 

(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܸ(݇ + 3,0) − 3(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,1)

− 6(݇ + 1)ܸ(݇ + 1,2) + 6ܷ(݇, 3) + 4(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,0)

+ 8(݇ + 1)ܷ(݇ + 1,1) − 8ܸ(݇, 2) = 0 

 

∀݇ ≥ 0 için ܸ(݇, 0) = 0, ܸ(݇, 2) = 0,ܷ(݇, 1) = 0  olduğundan ∀݇ ≥ 0   

ܷ(݇, 3) = 0 olur. 

(4.55) denkleminde h=0 yazılırsa  
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(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3,0) + 3(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,1)

− 6(݇ + 1)ܷ(݇ + 1,2) − 6ܸ(݇, 3) + 4(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,0)

− 8(݇ + 1)ܸ(݇ + 1,1) − 8ܷ(݇, 2) = ,݇)ߜ144 0) 

݇ = 1 ise  

−6ܸ(1,3) + 24ܷ(3,0) − 16ܸ(2,1) − 8ܷ(1,2) = 0 

−6ܸ(1,3) + 24 − 48 + 24 = 0 

Buradan V(1,3)=0 elde edilir. 

݇ ≥ 2 ise 

−6ܸ(݇, 3) = 0, yani ܸ(݇, 3) = 0 

elde edilir. 

(4.55) denkleminde ℎ = 1 yazılırsa 

(݇ + 1)(݇ + 2)(݇ + 3)ܷ(݇ + 3,1) + 6(݇ + 1)(݇ + 2)ܸ(݇ + 2,2) − 18(݇ +

1)ܷ(݇ + 1,3) − 24ܸ(݇, 4) + 4(݇ + 1)(݇ + 2)ܷ(݇ + 2,1) − 16(݇ + 1)ܸ(݇ +

1,2) − 24ܷ(݇, 3) = ,݇)ߜ144 1)                                                                           (4.57) 

elde edilir. (4.57) de ݇ = 0 ise 

6ܷ(3,1) + 12ܸ(2,2) − 18ܷ(1,3) − 24ܸ(0,4) + 8ܷ(2,1) − 16ܸ(1,2) − 24ܷ(0,3)

= 0 

−24ܸ(0,4) = 0 buradan ܸ(0,4) = 0	elde edilir. 

(4.57) de ݇ = 1 ise  

24ܷ(4,1) + 36ܸ(3,2) − 36ܷ(2,3) − 24ܸ(1,4) + 24ܷ(3,1) − 32ܸ(2,2)

− 24ܷ(1,3) = 0 

olur. Bu eşitlikten ܸ(1,4) = 0 elde edilir. Benzer biçimde (4.57) de ݇ = ݊ yazılırsa 

ܸ(݊, 4) = 0 bulunur. Bu işlemlere devam edilerek ∀݊ ≥ 0, ∀݉ > 3 için ܷ(݊,݉) =

ܸ(݊,݉) = 0 elde edilir.  Bulduğumuz bu değerler  

,ݔ)ݓ (ݕ = ܹ(݇, ℎ)ݔݕ
ஶ

ୀ

ஶ

ୀ

 

eşitliğinde yerine yazılırsa  

,ݔ)ݓ (ݕ = ଷݔ − ଶݕݔ3 + ଶݔ3 − ଶݕ3 + ݕଶݔ3)݅ − ଷݕ −  (ݕݔ6

= ଷݖ +  ଶ(̅ݖ)3

elde edilir. 
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