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BOLUM 1

GIRIS

1.1. DAYANIKLILIK TEORIiSi KAVRAMI

Coziimiin baslangi¢c sartlarindan siirekli bagimliligini arastirirken fark ettik ki;
serbest degisken sonlu par¢ada degismek iizere, baslangi¢ sartlart kii¢iik degistiginde
¢Oziim ayn1 pargada kiiciik degisir. Bircok pratik problemlerde baslangi¢ sartlarinin
kiigiik degismesi ile ilgili olarak serbest degisken sonsuz aralikta degistiginde
¢oziimiin kiiciik degisip degismedigini gostermek gerekir. Bu ise ¢Oziimiin

dayaniklilig1 problemine baglidir.

Bu tezde diferansiyel denklem sistemlerinin ¢dzlimlerinin Lyapunov anlaminda

dayaniklilig1 teorisi anlatilmaktadir.

1.2. DAYANIKLILIK TEORISINDE ESAS ANLAYISLAR

Kabul edelim ki;

x = f(t,x) (1.1

normal sisteminde f(t,x) vektér fonksiyonunun f;(t,xq, X5, ..., X)), i = 1,2,...,n

bilesenleri G = IxD boélgesinde siireklidir ve siirekli % , L,j=12,...,n kismi
J

tirevleri var olsun. Burada I = {t, <t < «©}, D ise x4, x5, ..., X, degiskenli uzayin

sinirl bolgesidir.



Konulan sartlar dahilinde ¥Yx° € D noktasi i¢in (1.1) sisteminin x(t,) = x° sartin
saglayan ve belli [ty t;) araliginda secilmis devamettirilmeyen tek ¢oziimiiniin

varlig1 Varlik Teoreminden dolayi agiktir.

Kabul edelim ki x = ¢(t) vektdr fonksiyonu (1.1) sisteminin x(ty) = x° sartin1
saglayan ve I dan se¢ilmis ¢oziimii olsun. Verilmis &eD igin sistemin x(ty) = &

sartim saglayan belli [ty,t;) aralifinda secilmis devamettirilmeyen ¢ozimii de

x = @(t,¢) ile gosterelim.

Bu durumda kabul edelim ki ;

i. Yeteri kadar kiigiik p > 0 sayis1 vardir — ||€ — x°]|| < p sartim saglayan &-ler igin

x = @(t, &) ¢oziimleri I dan se¢ilmistir.

ii. Ve >0 sayis1 igin dyle 0 < 8 < p sayis1 vardir— || — x°|| < § oldugunda
x = @(t, &) ¢oziimleri I araliginda [|@(t, &) — @(t)|| < € sartin1 saglar.

O halde (1.1) sisteminin x = ¢@(t) ¢6ziimii Lyapunov Dayaniklidir.

x = @(t) ¢oziimi Lyapunov Dayanikli olsun ve

iii. 0 <o <6 sartim saglayan dyle ¢ sayis1 vardir - ||§ —x°|| <o oldugunda

lim,_,.|l(t, &) — @()]1=0 olur.

Bu durumda x = ¢@(t) ¢6ziimiine Asimptotik Dayaniklidir denir.

Ve > 0 ve istenilen § > 0 sayisi igin [[§® — x°|| < & sartim1 saglayan dyle € € D
noktast ve 3t; > t, am vardir ki ; x = @(t,&°) ¢oziimii ||@(ty, &%) — @(t)| = ¢
sartini  saglasin bu durumda x = @(t) ¢oziimii (1.1) sisteminin Dayaniksiz

Coziimiidiir denir.



Oyle o > 0 sayis1 vardir = || — x°|| < o sartim saglayan V & € D i¢in x = ¢(t,§)
¢oziimi belli t; =T(§) > t, aninda segilsin ve segilen t = T(&) anlarinda
lo(t, &) — @(t)|| = o esitsizligi saglansm. O zaman (1.1) sisteminin x = @(t)

¢oziimiine Tamamen Dayaniksiz Coziim denir.

Aciktir ki ; x = a sabit vektori igin f(t,a) = 0,t € I oldugunda bu vektore (1.1)
sisteminin Stabilite (Dayaniklilik) Hali denir.

Ozel olarak a = 0 olursa x = 0 ¢oziimiine Trivial (Asikar) Coziim denir.

Sistemin x = a dayaniklilik hali Lyapunov Dayanikli veya Dayaniksiz olmasinin

tanim1 yukaridaki tamimlarda x° = a, @(t) = a,t € I yazilarak elde eldir.
Verilmis sistemin herhangi ¢6ziimiiniin dayaniklili§inin arastirilmasi problemi, bu
sistem yardimiyla kurulan yeni sistemin Trivial Halinin dayanikliliginin arastirilmasi

problemine doniistiiriiliir:

Kabul edelim ki ; x = ¢(t) vektor fonksiyonu (1.1) sisteminin herhangi bir ¢6ziimii

olsun. Sistemde x = y + ¢@(t) degisken degisimi uygulayalim:
x = ¢@(t), (1.1)sisteminin ¢éziimii oldugundan
P'(t) = f(t.o®) (1.2)
dir. x = y + ¢@(t) ifadesinin her iki tarafi t-ye gore tiirevlenirse;
x=y+ ¢()
olur. (1.1),(1.2) vex =y + ¢(t) esitlikleri yerine yazilirsa ;

y=f(ty+ o@®) - ft, o)



bulunur. Bu taktirde uygulanan x = y + ¢(t) degisken degisimi ile

y=Fty), F&y) = f(ty+ o®) - (t,0®) (1.3)
sistemi elde edilir ve aciktir ki y = 0 bu sistemin ¢oziimiidiir.

Boylelikle (1.1) sisteminin x = ¢@(t) ¢Oziimiiniin dayanikliligt problemi (1.3)

sisteminin y = 0 trivial ¢6ziimiiniin dayanikliligi problemine doniisiir.

Asagida gosterecegiz ki; Lineer homojen denklem sisteminin her bir ¢oziimiiniin
simnirliligindan onun keyfi ¢6ziimiiniin dayanikliligt ve aksine herhangi ¢6ziimiin
dayanikliligindan keyfi ¢oziimiin sinirliligi elde edilebilir. Fakat bu durum homojen

olmayan ve lineer olmayan sistemler igin genellikle dogru degildir.

Ornek 1.1: % = ax denkleminin x = 0 stabilite halinin dayanikliligini inceleyelim.

Oncelikle denklemin x(t,) = & sartin1 saglayan ¢dziimiinii arastiralim:

X = ax
dx

> —=qax
dt

= dx = (ax)dt

olup bu ifadenin her iki tarafi integrallenirse;

t

Inx = fadt

to
=>Inx=a(t—t,) +Inc

= x = ce®t~to)

genel ¢oziimii elde edilir. Denklemin x(t,) = & sartin1 saglayan ¢ozimii

o(t,§) = g



bi¢imindedir. Bu durumda a-nin durumlarina gore denklemin x = 0 stabilite halinin

dayanikliligini inceleyelim;
a < 0 olsun:

Keyfi € > 0 sayisina karsiik § > 0 sayisim1 0 < § < ¢ olacak sekilde segersek
I€]l < & oldugunda;

|ce?tt)| < €| <5 <et€E]
dir. Bu ise a < 0 iken x = 0 stabilite hali Dayaniklidir demektir.
a < 0 olsun:

Bu durumda

lim £e(t~t0) = 0

t—ow

olur. O halde a < 0 iken x = 0 stabilite hali Asimptotik Dayaniklidir.
Genel ¢oziimiin ifadesinden agiktir ki;

a > 0 olursa;

Ve>0 ve keyfi § >0 sayillann igin 3t; =T(§) >t, am bulunabilir ki,

0 < |£] < § < £ olmasina ragmen t > t; iken |Ee®(t=t0)| > ¢ olur,
Ote yandan t, = t, + %ln% olsun.

Kolaylikla gosterilebilir ki t > t; oldugunda [§e®¢~%)| > & olur. Gergekten;

|€ea(t—to)| = |g||ea(t—to)| = |¢]

1 & &
e“““*ﬁl”lf_l)‘ = |¢] [eatoelnm]



&

€1

— |€|eat0 = ellog

e ifadesi a > 0 iken oo a yaklastigindan |£e®~%)| > ¢ elde edilir. Béylece,

a > 0 oldugunda x = 0 trivial ¢6ziimili dayaniksiz ¢oziimdiir.
Omek 1.2: ¢(t) = et fonksiyonu % = —x + 2et denkleminin x(0) = 1 sartim
saglayan ¢Oziimudir ve denklemin x(0) = & sartim saglayan ¢Oziimil
et &) =(—1et+ et dir.
Vvt > 0 i¢in

lpt. &)~ =1 —De " +e' —e| <& —1]

oldugundan agiktir ki ;

Ve>0 sayisina karsihlk 6 >0 sayisim1 0 < § < ¢ olacak sekilde segersek
|E—1| <6 oldugunda tel,={0<t < oo} olmak lizere
lp(t, &) — )] < eolur.

Diger taraftan tl_i)rg e~ = 0 oldugundan

lim|p(t,§)-@(0)] = lim|§ —1]e™" =0
dir. O halde ¢(t) = e’ ¢oziimiiniin I, da Asimptotik Dayaniklidur.
Aciktir ki @(t) = et ¢oziimii I, da sirl degildir.

Ornek 1.3: x = sin x denkleminin genel ¢dziimii x = 2 arctan (ce®) seklindedir ve

cozlimler I, araliginda sinirhidir.



Aciktir ki ; ¢ < 0 oldugunda tlimx(t) = -7

¢ > 0 oldugunda tlimx(t) =7

olur. Buradan anlasilir Ki x(t) = 0 ¢6ziimii dayanikli degildir.



BOLUM 2

LINEER DENKLEM SiSTEMLERININ DAYANIKLILIGI

2.1. DEGISKEN KATSAYILI LINEER DENKLEM SiSTEMLERININ
DAYANIKLILIGI

Kabul edelim ki lineer homojen olmayan

x=A®)x + f(O (2.1)

denklem sistemi verilsin. Burada A(t) matris fonksiyonu ve f(t) vektor fonksiyonu
I = {ty, <t < oo} araliginda siireklidir. Bu sistemin herhangi x = ¢(t) ¢6ziimiiniin
dayaniklilig1 problemi x =y + @(t) degisken degisimi vasitasiyla uygun homojen
y = A(t)y sisteminin y =0 trivial ¢0ziimiinin dayaniklihg problemine

donustiirtilebilir. Buna gore de lineer homojen

x = A(O)x (2.2)

sisteminin trivial ¢6ziimiiniin dayanikliligini arastiracagiz.

Tanim 2.1: Biitiin ¢oziimleri dayanikli (veya asimptotik dayanikli) olan sisteme

Dayanikl Sistem (veya Asimptotik Dayanikli Sistem) denir.

Kabul edelim ki; I birim matris olmak tizere ®(t) matrisi (2.2) sisteminin ®(t,) = I
sartin1 saglayan Fundemental (Temel) matrisi olsun. Bu durumda (2.2) sisteminin

x(ty) = & baslangig sartin1 saglayan ¢ozimii



o(t,§) = ()¢ (2.3)

seklinde gosterilir. O halde asagidaki sonug kolayca gosterilebilir;

Sonu¢ 2.2: x = A(t)x sistemi dayanikhidir &  Bu sistemin trivial ¢6ziimii
dayaniklidir.

Lineer homojen olmayan (2.1) sisteminin keyfi iki ¢oziimiiniin farki uygun homojen

(2.2) sisteminin de ¢6ziimii oldugundan Sonug 2.2 geregince;

“(2.1) lineer homojen olmayan sistem dayaniklidir < (2.2) lineer homojen sistem

dayaniklidire (2.2) sisteminin trivial ¢éziimii dayaniklidir.”

Yukarida verilen 6rnekler gosterir ki ;

Cozliimiin dayaniklilig: ile smirliligi birbirinden bagimsizdir; fakat lineer homojen

denklem sisteminin dayaniklilig1 ile sinirlilig1 birbirine sik1 baghdir.

Teorem 2.3: (2.2) Lineer homojen sistemi dayaniklidir & Her ¢6ziimii I araliginda

sinirhdir.

Ispat:= (2.2) lineer homojen sistemi dayanikli olsun. O halde Sonug 2.2 den dolay:

trivial ¢oziimii dayaniklidir. Bu durumda dayaniklilik tanimindan;

Ve > 0 sayisina karsilik 6yle § > 0 sayis1 bulunabilir ki ||€]| < & oldugunda tel igin

e Ol < e

olur. Ayrica (2.3) ifadesinden

IP@E 1 = llo Il <&



dir. Buna gore 6zel olarak & vektoriinii i-nci bileseni 6/ o, diger bilesenleri 0 olan

vektor olarak alirsak; ®(t) ,®(t) matrisinin i-nci siitunu olmak iizere;

. 10)
le@ Ol = 10@F Il = [oi@]|5 <& tel

dir. Burada ||<I>i(t)|| < 27: oldugundan

n 1/2
. 2 2
||cb<t)||=(z ||¢l<t)||) <Svm,
i=1

olur. Yani ®(t) matrisi I da smirhdir. O halde (2.3) ifadesinden dolay1 (2.2)

sisteminin her ¢6ziimi sinirlidir.
&: (2.2) lineer homojen sisteminin her bir ¢6ziimii I araliginda sinirli olsun. O halde

®(t) temel matrisi de I araliginda siirhdir. Yani V tel igin ||®(t) || < M olacak
sekilde M > 0 vardir. Bu durumda;

Ve > 0 sayisina karsilik dyle 6 > 0 sayisim1 0 < & S% olacak sekilde secgersek;

€] < & oldugunda (2.3) ifadesinden yararlanarak;

lo(t )1l = Ie@EN < 19 NEl < M1 = &

olur. Buradan (2.2) sisteminin trivial ¢dziimiiniin dayanikli oldugu elde edilir.

Sonug 2.4: Homojen olmayan (2.1) lineer sistemi dayanikli olsun. Bu taktirde ya bu

sistemin ¢ozlimlerinin her biri [ araliginda sinirlidir ya da hig biri sinirli degildir.

10



Ispat: (2.1) sisteminin x(t,) = & baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimii
t

o(t,6) = DOE + f S(O)D1(s) f(s)ds

to

biciminde oldugundan ve uygun homojen sistemin c¢oziimlerinin [ araliginda

sinirliligindan dolayisiyla ®@(t) nin sinirliligindan dolay ispat agiktir.

Teorem 2.5: (2.2) Lineer homojen sistemi asimptotik dayaniklidir & t — oo iken

her ¢6ziim sifira yaklasir.

Ispat: =: (2.2) lineer homojen sistemi asimptotik dayanikli olsun. Trivial ¢oziimii de
asimptotik dayanikli olacagindan 3o > 0 sayist vardir ki, ||€]| < o oldugunda

x(ty) = & sartin1 saglayan x = @(t, &) ¢6ziimleri i¢in
tlim p(t,&)=0

dir. (2.3) esitliginden gim ot &)= tlirn ®(t) ¢ =0 dir. Buradan tlim ®i(t) =0,

i=12,..,ndir.

&: (2.2) lineer homojen sisteminin her bir x = ¢(t) ¢6ziimii

lime(t,$) =0 (2.4)
sartin1 saglasin. O halde limit tanimina gore A.> t, sayist vardir ki;

lo(t,é)ll <1,t €A, o) dir. Diger taraftan @(t,&) vektdér fonksiyonu sonlu
[to, A¢] araliginda siirekli oldugundan bu aralikta sinirlidir. Buradan da x = ¢(t, &)

¢oziimii [ araliginda sirlidir. O halde Teorem 2.3 ve (2.4) ifadesinden (2.2)

sisteminin trivial ¢oziimiiniin asimptotik dayanikli oldugu elde edilir.

11



2.2. SABIT KATSAYILI LIiNEER DENKLEM SiSTEMLERININ
DAYANIKLILIGI

Sabit katsayil1 lineer homojen

x = Ax (2.5)
sisteminin dayaniklili§i problemi A matrisinin karakteristik degerlerine baglhdir.
(2.5) formundaki sistemlerin [, = {0 <t < o} parcasinda dayanikliligini
inceleyelim.

Bunun i¢in A matrisinin Jordan formundan yararlanilir.

Aciktir ki, J matrisi A matrisinin kanonik Jordan matrisi ise, dyle P matrisi vardir ki;

Jm, (A1) 0 o 0
P—lAP :] — 0 ]mz(){Z) 0 . 0 '
0 0 0 - ]ml(Al)
lj 1 o 0
@)= YN O =t
0 0 O Aj

Buradam; + my, + -4+ m; =n ,]mj(/lj) hiicresi m; indisli kuadrat matristir ve belli
Jo i¢in m; =1 oldugunda ]mfo (Ajo) bir elemanl hiicre olup tek 4;  elemani vardir.

A1, Ay, ..., Ay sayilart A matrisinin karakteristik degerleridir ve farkli olmayabilirler.

Eger (2.5) sisteminde x = Py degisken degisimi yaparsak

y vektoriniin y4, y,, ..., ¥, bilesenlerine gore

12



( Y1=Mhy1i+ty
Y2 =AYy + Y3

le = Alyml
¢ : (2.6)
Yn-mi+1 = Alyn—ml+1 + Yn-my+2

Yn-mp+2 = Alyn—ml+2 + Yn-m+3

\ Yn = A

sistemi elde edilir. Bu sistemin m, sayida denkligi J,,, (4;) hiicresine ve bu sekilde
devam ederek sonuncu m; sayida denkligi ise J,,(4;) hiicresine uygun almur.
Herhangi hiicre, mesela J,, (4;) hiicresi bir elemanli olursa ona karsilik bir

Yy, = A,y; denklemi uygun gelir.

Not 2.6: P matrisi herhangi bir matris oldugundan (2.5) sisteminin dayanikliligi (2.6)

sisteminin dayanikliligina esdegerdir.

Teorem 2.7: (2.5) Sabit katsayili lineer homojen denklem sisteminin [, araliginda
dayanikli olmasi1 i¢in < A matrisinin biitiin karakteristik degerlerinin reel kismi
pozitif degildir ve reel kismi sifir olan karakteristik degerlere uygun Jordan hiicreleri
bir elemanlidir.

Ispat: =: Kabul edelim ki (2.5) sabit katsayili lineer homojen denklem sistemi
dayanikli olsun; fakat A matrisinin karakteristik degerleri i¢inde reel kismu pozitif

olanlar var olsun. Genelligi bozmadan farz edelim ki; Red; =a >0 olsun.

O zaman (2.6) sisteminin y,(t) = e*1t, y,(t) = 0, ..., y,(t) = 0 ¢6ziimii i¢in
- — 1 A1t| — Jim pat —
Ay @Il = Jimfe™] = fime =

dir. Bu durumda Teorem 2.5 den dolay1 (2.6) sistemi dayaniksizdir. Bu ise Not 2.6
geregince (2.5) sisteminin dayanikli olmasiyla ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup

hicbir karakteristik deger pozitif olamaz.
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Simdi kabul edelim ki; A matrisinin reel kismi sifir olan karakteristik degerlerinden
en az birine uygun Jordan hiicresinin indisi 1 den biiyiik olsun. Genelligi bozmadan
farz edelim ki A; = iff (B = 0 olabilir) karakteristik degerlerine uygun olan J,,, (4;)
Jordan hiicresinde m; = 2 dir. Bu durumu arastirmak i¢in (2.6) sisteminin
yi(0)=1i=12,..,my; y;(0)=0,j=my+1,..,n baslangi¢ sartin1 saglayan
¢Oziimiinii  bulalim. Bunun i¢in (2.6)  sisteminin birinci m; esitliklerinin

sonuncusundan baslayarak ardisik ¢6ziim yapalim.

O zaman (2.6) sisteminin

my—1
t) = ipt 1 t ee _—,
yi(t) =e ( +t+-+ G = 1)!>

m1—2
t) = ipt 1 e —,
y,(t) =e < +t+ +(m1—2)!>

yml (t) = elﬁt )

y](t)=0; j=m1+1,...,7’l

¢Ozlimiinii elde ederiz ve my; = 2 oldugunda bu ¢6ziim i¢in

tm1—1
i > i e —— | =
lim {lo(Oll = lim <1+t+ +(m1_1)!> 0

dir. Bu ise Teorem 2.5 den dolay1 (2.6) sisteminin dayaniksiz olmas: demek olup bir
celiskidir. Ciinkii: (2.5) sistemi dayanikli oldugundan Not 2.6 geregince (2.6) sistemi
de dayaniklidir. O halde kabuliimiiz yanlis olup A matrisinin reel kismi sifir olan

karakteristik degerlerine uygun Jordan hiicreleri tek elemanlidir.

<. Kabul edelim ki; Red;=aq; <0, j=12,..,k (k<) ve Rel =0,
i=k+1,..,1 olsun. Teoremin sartina gore ]mi(li) ,i=k+1,..,1 bir elemanh

olup tek 4; elemani1 vardir.
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O zaman (2.6) sisteminin genel ¢dziimii,

tm1—1
t)=eMt|c +tc,+ - +——cpy |,

tml—Z
= pMit e —
yo(t) = e™t <c2 +teg + -+ D] cm1>,
Ym, (t) = elltcml
ya(t) = elltcn

seklinde olur.

o = min (|a,], |az], ..., lag|) dersek 0 < y < ¢ sartim1 saglayan y i¢in u =0 —y
sayisina bakalim. Bilesenleri ¢y, cy,...,c, olan ¢ vektorii i¢in dyle M sayist

bulunabilir ki, t > 0 oldugunda

3 tml—l
O = |eMt( ¢y + tep + -+ ————¢
mq—1
:e(a1+)/)t e—)/t c. + tc +...+t;c <Me_”t
1 2 (ml—l)! my J| — !
; tm1—2
O = leMt (¢, + tez + -+ ———c
mq—2
:e(a1+]/)t e vt ¢ + tc +...+t;c < Me Mt
2 3 (ml_z)! my - ’

(O] = |eMey| = leal <M.
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Bu esitsizliklere gore (2.6) sisteminin her bir ¢éziimiinii

ly(®II* < Mye™?#t 4+ M,

seklinde degerlendirebiliriz. Buradan Teorem 2.3 e gore (2.6) sisteminin dayanikl

oldugu elde edilir.

Not 2.8: (2.5) sisteminin ¢oziimleri x(t) = Py(t) seklinde oldugundan sonuncu

esitsizlige gore bu sistemin her bir ¢6zliimii i¢in dyle M3, M, degerleri bulunabilir ki;
Ix ()12 < Mye™24 + M, 27
esitsizligi saglanir.

Teorem 2.9: (2.5) Sabit katsayili lineer homojen denklem sisteminin [, araliginda
Asimptotik dayanikli olmasi i¢in & A katsayilar matrisinin karakteristik degerlerinin
hepsinin reel kisimlarinin negatif olmasidir.

Ispat: Gereklilik kisminin ispat1 Teorem 2.7 den agiktir.

Teoremin sartlar1 dahilinde (2.7) esitsizligi

lx(Oll < Mse™, t € Iy, (0) (2.8)

esitsizligi ile degisken degisimi yapilir ve buradan da Teorem 2.5 e gore yeterliligin

ispat1 yapilmis olur.
Ispatlanan teoremler gosterir ki;
x = Ax sabit katsayili lineer homojen denklem sisteminin dayaniklilig1 probleminde

A matrisinin karakteristik degerlerinin reel kisimlarinin igaretinin bulmak esas rol

oynar. A matrisinin karakteristik degerleri;
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det(Al —A) =1"+ag A"+ +a, A+a,=0

seklindeki reel katsayili denklemin kokleri oldugundan bu denklemin koklerinin reel

kisimlarinin isaretlerini belirlemek yeterlidir. Reel katsayili

fA) =a A"+ a A"+ +a,_A+a,

fonksiyonu i¢in koklerinin reel kisimlarinin pozitif olmamasi hakkinda birka¢ durum

kargimiza ¢ikar.

Genelligi bozmadan a, > 0 segelim.

Tanmim 2.10: Koklerinin reel kismi negatif olan f(4) fonksiyonuna Gurvig

Fonksiyonu denir.

Onerme 2.11: f(4) fonksiyonunun Gurvi¢ Fonksiyonu olmasi i¢in a; >0,

i =1,2,...,n olmasi gereklidir. Fonksiyonun derecesi n < 2 oldugunda bu sart ayni

zamanda yeterlidir.

Ayrica f(4) fonksiyonu Gurvig Fonksiyonu ise kokleri @ > 0 olmak {izere; A = —«a,
A=—-a+if, A=—a—if bicimindedir. Buradan f(1) fonksiyonu A+ a,
A+a—if, A+a+if ve benzeri sekildeki carpanlarin sonucu olarak

gosterilebilir. Buradan agiktir ki (1) fonksiyonunun katsayilari pozitiftir.
Onermenin n > 2 iken yeterli olmadigina dair 6rnek verelim;

Ornek 2.12: 4, = =3, A, =1+3i, A3 =1—3idegerleri f(1) = A3+ 212+ 41 +
30  fonksiyonunun  kokleridir.  Katsayillar1  pozitif — olmasma  ragmen

Red, =1 > 0ve ReAd; =1 > 0oldugundan f(4) fonksiyonu Gurvi¢ fonksiyonu
degildir.
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Bas diagonal elemanlar1 a4, a,, ..., a, olan

aa a 0 0 0 0 0
a; a, a a 0 0 ... 0
as a, Qasz Qp a; Qo 0
0 0 0 0 0 O an/

kuadrat matrisini alalim ve onun bas diagonal minérlerini;

a; a a, ag O
Alz a, AZZ |a3 a2|, A3: as da, Aaq},..., An: anAn_]_
as a, ds
ile ifade edelim.

Onerme 2.13 (GURVIC TEOREMI): f(A) fonksiyonu Gurvi¢ Fonksiyonudure
A>0,i=12,...,ndir

Onerme 2.14 (LENAR-SIPAR SARTI): f(A) fonksiyonu Gurvi¢ Fonksiyonudure
a; >0, i=1nve A,_;>0, Ay_3>0, A,_>0,..dr.

Onerme 2.15 (MIKAYLOV SARTI): f(4) fonksiyonu Gurvi¢ Fonksiyonudur&

a,a,_1 > 0iken

an — an—Zf + an—4€2 - =0,

Ap-1 — Ap-3M + an—Snz —=0

denklemlerinin koklerinin hepsi reel, pozitif, farkli olup

0< & <n <& <1ny < - sartini saglar.
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Ornek 2.16:

.X:l = —x1 + sz + 3x3
'X:Z = le - xZ + ZX3 (29)
.X:3 = —3x1 - 2x2 - X3

sisteminin dayanikliligini arastiriniz.

Coziim: (2.9) denklem sisteminin katsayilar matrisi;

-1 2 3
A=|2 -1 2
-3 -2 -1
dir.
A+1 =2 -3
det(Al —A) =| =2 A+1 =2 |=23+322+121+34
3 2 A+1

olup f(1) = 23 + 342 + 121 + 34 bigimindedir.
f(A) nin Gurvig fonksiyonu olup olmadigini inceleyelim:
A=a; =3
A= |Z; ZZ| - |334 112| =2
As= az;A,=34.2 =68 A;> 0,A,> 0,A;> 0 oldugundan Onerme 2.13 (Gurvig

Teoremi) geregince f(A) Gurvi¢ fonksiyonudur. O halde f(A) nin koklerinin reel

kismi1 negatif olup Teorem?2.9 dan dolay1 sistem asimptotik dayaniklidir.
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Ornek 2.17: a ve § nin hangi degerleri igin
X+aX+px+3x=0 (2.10)
denklemi asimptotik dayaniklidir?
Coziim: (2.10) denkleminin karakteristik denklemi
fAO=2+ar?+p1+3

olup Lenar-Sipar sartina gore
a, a 1
@>0,8>0ven,= |, a2|=|‘§ g|=ap—3>0

sartlar1 saglandiginda (2.10) denklemi asimptotik dayanikli olur.
Ornek 2.18:
xV+xY+6xX+4X+8x+3x=0 (2.11)
denkleminin asimptotik dayanikli oldugunu Mikaylov Sart1 yardimiyla gosteriniz.
Coziim: (2.11) denkleminin karakteristik denklemi
fAO=2+21*+613+42>+81+3
bigiminde olup n = 5 dir.
ApQp_1 = asay, =83 =24 > 0ve
as —az;é +a,62=0 23 —-45§+82=0

a,—an+agn?=0>8—-6n+n>=0
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Denklemlerinin kokleri &, = 1,¢&, = 3,n; = 2,1, = 4 olup

0 <& <nq <& <1, sart1 saglanir.

O halde Mikaylov Sartindan dolay1 verilen denklem asimptotik dayaniklidir.
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BOLUM 3
LYAPUNOV FONKSIYONLARI iLE DAYANIKLILIK TEORISI
3.1. LYAPUNOV FONKSIYONLARI YONTEMI
Bu kisimda D bdlgesinin n-6l¢iilii uzayinin koordinat baslangicini icine alan ve
f(t,0) =0,tel sarti1 saglayan Lyapunov fonksiyonlarinin yardimiyla (1.1)

denklem sisteminin trivial ¢oziimiiniin dayanikliligini arastiracagiz.

Tanim 3.1: i. V = V(t, x) fonksiyonu G kiimesinde siirekli ve siirekli kismi tiirevleri

var olsun. Eger

V(t,0)=0,tel
V(it,x) =20V (t,x) <0),(tx)€EGC

sartlar1 saglanirsa V (t,x) fonksiyonuna Pozitif Isaretli (Negatif Isaretli) Fonksiyon

denir.

ii. Pozitif V (¢, x) fonksiyonu i¢in D bdlgesinde

V(it,x) =w(x)>0; (t,x) EG,x#0,
V(t,0) = w(0) =0,tel

sartlarin1 saglayan ve siirekli diferansiyellenebilen w(x) fonksiyonu varsa V(t,x)

fonksiyonuna G de Pozitif Tammli, w(x) fonksiyonuna ise D Bolgesinde Pozitif

Tanimli Fonksiyon denir.
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iii. Uygun sartlar altinda negatif isaretli V (¢, x) fonksiyonu i¢in D bdlgesinde

V(t,x) < -w(x) <0; (t,x) €G, x # 0,
V(t,0) = w(0) =0, tel

sartlarint  saglayan ve siirekli diferansiyellenebilen ve pozitif tamimli Ww(x)

fonksiyonu varsa, V' (t, x) fonksiyonuna G de Negatif Tanimli Fonksiyon denir.

iv. Dayanikliligin arastirilmasi igin yararlanilan V(t,x) fonksiyonuna Lyapunov

Fonksiyonu denir.

Genellikle (1.1) sisteminin sag tarafi t-den bagimsiz oldugunda Lyapunov

fonksiyonu olarak w(x) fonksiyonu segilir.

Lemma 3.2: w(x) fonksiyonu D bdlgesinde pozitif tanimli fonksiyon olsun. O zaman
Oyle h > 0 sayist vardir ki 0 < ¢ < h sartin1 saglayan keyfi ¢ sayisi i¢in w(x) = ¢
seviye ylizeyleri orijine gore kapali yiizeylerdir yani orijini D bdlgesinin sinir1 ile

birlestiren keyfi siirekli egri w(x) = c yiizeyini en az bir noktada keser.

Ispat: Oyle R > 0 sayis1 secelim ki; orijin merkezli R yarigapli Hy kiiresi tamamuiyla
D bolgesinde olsun. Bu kiirenin yiizeyini S ile gosterelim. w(x) fonksiyonu D
bolgesinde pozitif tanimli oldugundan D bolgesinde stirekli olup Hr <D kiiresinde
de siireklidir. Dolayistyla w(x) fonksiyonu Sk kapali ve sinirli yiizeyinde de siirekli
olup S yiizeyinde maksimum ve minimum deger alir. Bu minimum degeri h ile
gosterelim. Sy yiizeyinde n noktasi segelim. x(0) = 0, x(s;) = n sartin1 saglayan ve
[0,s;] parcasinda siirekli olan x = x(s) fonksiyonu i¢in ¢(s) = W(x(s))
fonksiyonuna bakalim. w(x) ve x(s) fonksiyonlar1 [0,s;] pargasinda siirekli

oldugundan dolay1 y = ¢ (s) fonksiyonu da [0, s;] parcasinda siireklidir ve

¢(0) = w(x(0)) = w(0) =0,
d(s1) = W(x(51)) =wm =h>0
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elde edilir. Buradan Cauchy Teoremine gore 0 < ¢ < h olacak sekilde keyfi ¢ sayisi
icin Oyle s’ € [0,s;] noktas1 vardir > ¢(s) = W(x(s’)) =c olur. ¢(s), orijini
sinirla birlestiren egri olup ¢ degeri aldigindan w(x) = ¢ yiizeyini en az bir noktada

keser.
Teorem 3.3: (1.1) sisteminin stabilite hali dayanikli olsun. Bu durumda

G kiimesinde pozitif tammli dyle V (¢, x) fonksiyonu vardir ki (1.1) sistemine gore

tiremesi
n
) ov ov
Veny (6, %) E—+Z—fj(t,x) <0,(tx)€C G.1)
Ot 4 10xj
J=
dir.

Ispat: V(t,x) fonksiyonu pozitif tanimli oldugundan D bdlgesinde pozitif tanimli

olan 6yle w(x) fonksiyonu vardir ki
V(t,x) 2w(x)>0,x#0

sartin1 saglar. Yeteri kadar kiiciik € > 0 sayis1 icin orijin merkezli € yaricaplhh H,
kiiresi, S, yiizeyi ile birlikte D bolgesinde yer alsin. w(x) fonksiyonu pozitif tanimli
oldugundan stirekli olup S, kapali sinirli ylizeyinde minimum degerini alacagindan

S, ylizeyindeki minimum degerini w; ile gdsterelim.

O zaman V(t,0) =0, tel oldugundan verilmis & sayisina gore 0 < § < & olacak
sekilde Oyle 6 segilebilir ki x € Hg, tel igin V(t,x) < w, olur. Segilen § > 0 sayis1
icin 0 < ||€]| < & olacak sekilde keyfi & noktasi alalim. (1.1) sisteminin x(ty) = &
sartin1 saglayan ¢Oziimiine bakalim. Konulan sartlar altinda bu problemin [to, tf]

araliginda segilen ve genisletilmeyen tek x = @(t,¢) ¢ozliimii vardir.
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Gosterelim ki; te[t, t¢) igin

le Il <e (3.2)
bigimindedir:

I€]l < 8 < & oldugundan bu esitsizlik yeterince kiigiik h > 0 igin ty + h < t; olmak
tizere [ty, to + h] araliginda saglanir. Eger bu esitsizlik [to, t;] aralifinda saglanirsa
Lemma 3.2 ye gore Oyle t; € (to, t;) noktast bulunabilir ki; te[ty,t;) oldugunda

(3.2) esitsizligi saglanir ve |[@(t,§&)|| = € olur. Buradan anlasilir ki x" = (t,¢§)

noktasi S, yiizeyi lizerindedir.

Diger taraftan (3.1) esitligine gore;
21
V(e a) = V(e §) = [ Vg Ede <0
to
olur. Yani V(ty,x") < V(t,, &) dir. Buradan

V(ty, &) = V(ty,x") =w(x") =w,

olur. Bu ise V(ty &) <w, olmasiyla gelisir. O halde [to,tg) araliginda (3.2)

esitsizligi saglanir.

“(3.2) esitsizliginin saglanmasindan t; = o oldugu elde edilir. Aksi halde, yani

ty < oo iken @(t,§) ¢oziimii devamettirilebilen (genisletilebilen) ¢6ziim olur.”

Boylelikle Ve > 0 sayisina karsilik 0 < § < ¢ olacak sekilde dyle § segilebilir ki,
€]l < & sart1 saglandiginda (1.1) sisteminin x(t,) = ¢ baslangi¢ sartin1 saglayan
x = @(t, &) c¢oztimleri I arahi@indan se¢ilmis olup I da||le(t, )| < & esitsizligi

saglanir. Bu ise (1.1) sisteminin x = 0 stabilite hali dayaniklidir demektir.
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Teorem 3.4: G kiimesinde pozitif belirli V (t, x) fonksiyonunun (1.1) sistemine gére

tiiremesi negatif tanimli olsun ve [ araliginin her noktasinda

limV(t,x) =0

x-0
sart1 saglansin. O zaman (1.1) sisteminin trivial ¢6ziimii asimptotik dayaniklidir.
Ispat: G kiimesinde pozitif belirli V(t,x) fonksiyonunun (1.1) sistemine gore
tiiremesi negatif tanimli oldugundan Teorem 3.3 iin sartlar1 saglanmis olup (1.1)

sisteminin x = 0 trivial ¢6ziimii dayaniklidir. Buna gore 0 < ¢ < § sartin1 saglayan

o sayist i¢in 0<||¢|| < o oldugunda x = ¢(t,§) € H, = H, U S,, tel olur.
Lim(t,$) =0 (3.3)
esitliginin saglandigini gosterelim:

Bunun igin ¢(t) = V(t, p(t, & )) fonksiyonuna bakalim. Sarta gore Vtel igin
P(t) = V(l_l)(t, x) < 0 oldugundan ¢(t) fonksiyonu I araliginda monoton azalandir

ve tanimlanigi geregi ¢(t) > 0 dir. O halde limit tanimindan
tli_)rgd)(t) =infp(t)=1=0

sonlu limiti vardir.

Kabul edelim ki I > 0 olsun.

Bu durumda oyle A > 0 sayis1 vardir ki ||@(t,é)|| = A,tel dir. Aksi halde Gyle

{ti}, tx € I dizisi segmek miimkiindiir ki limy,_,, t;, = oo ve Ilim o(ty, &) = 0 dur.
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Buradan teoremin hipotezinden

dir. O halde [ = 0 oldugunda 0 < A < ||@(t,&)|| < &,t €1 olmalidir. Yani t € ]
icin @(t, &) € H,\H, dir. Sarta gére V(¢t,x) fonksiyonunun (1.1) sistemine gore
tiiremesi negatif tanimli oldugundan dyle pozitif tanimli w; (x) fonksiyonu vardir ki;

Vian (& x) < —wy(x) <0, tel, xe€H\H,

dir. Kapali smirli Hg\H; bélgesinde w;(x) fonksiyonunun minimumunam ile

gosterirsek m > 0 olmak tizere
V(1,1)(t, x) < —m, t€l, x € H,\H,

olur. O zaman

t

V(6 0(t,6)) = V(t,E) + f V(t, 9(1,5)dr

o

esitligine gore;
V(t, (£, €)) < V(te, &) —m(t—to), t=tq

esitsizligi elde edilir.Bu esitsizligin sag tarafi yeteri kadar biiyiik t-ler i¢in negatif, sol

tarafi ise pozitiftir. Bu zitliktan dolay1 [ = 0 olmalidur.
Yani ¢(t) = V(t,go(t, f)) icin
limV (¢, ¢(t,¢)) = 0 (34)

olur. Buradan da V (¢, x) fonksiyonu siirekli oldugundan (3.3) ifadesinin dogrulugu

elde edilir.
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Gergekten;

0 < p < ¢ olacak sekilde Vp sayist secelim. Kapali smirh H_E\Hp bolgesinde
w(x) fonksiyonunun minimumunu w,, ile goésterelim. Limitin tanimima gore (3.4)

ifadesinden anlagilir ki; 3¢, > t, vardir > t = ¢, oldugunda

V(e o(t,8) <w,

olur. Burada ¢ (t) fonksiyonunun monoton azalan olmasindan

le@ Ol <p, t=t, (3.5)
olmalidir. Aksi halde 3t; > t, noktas bulunabilir 6yle ki [[@(t1, E)|| = p dur.
O halde
V(tl,go(tl, E)) > w((p(tl,f)) = w,
elde edilir. Buise ¢ = t, oldugunda V(t, o(t, f)) < w, olmasi ile gelisir.

Bu durumda (3.5) ifadesi dogrudur. Buradan p keyfi oldugundan (3.3) ifadesi elde

edilir. Bu ise (1.1) sisteminin trivial ¢ozlimii asimptotik dayanikli oldugunu gosterir.

Ozel halde (1.1) sisteminin sag tarafi t-den bagimsiz oldugunda yani

x=f(x), f(0)=0 (3.6)

Otonom sistemi i¢in Teorem 3.4 asagidaki sekildedir:
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Teorem 3.5: D bolgesinde pozitif tanimli ve (3.6) sistemine gore tiiremesi

= d
W6 (x) = Z d—l:;fj(x)
j=1

negatif tanimli olan w(x) fonksiyonu var olsun. O zaman (3.6) sisteminin trivial

¢oziimi asimptotik dayaniklidir.

Ispat: Teorem 3.3 iin sartlart saglandigindan x = 0 ¢6ziimii dayaniklidir. Bu
¢Oziimiin asimptotik dayanikli oldugunu gostermek i¢in Oncelikle Teorem 3.4
iinispatindaki gibi ~ @(t) = w(t, @(t,¢)) fonksiyonunun monoton azalan ve
tli_)noqoqb(t) = tanQOV(t,¢(t, €)) = 0 oldugu kolayca goriiliir. Buradan Teorem 3.4 iin
ispatindan tll_}l‘gl) @(t,&) = 0 oldugu agiktir. Bu ise (3.6) sisteminin trivial ¢oziimiiniin

asimptotik dayanikli oldugunu gosterir.

Ornek 3.6:
X = —xlx%

{ 1= "5 3.7)
Xy = XoX1

sisteminin x; = 0,x, = 0 stabilite halinin dayanikliligini Lyapunov fonksiyonlari

metodu ile arastiralim:

Bunun igin w(x;,x,) = 2x# + x7 fonksiyonuna bakalim. Bu fonksiyonun pozitif
tamiml1 oldugu asikardir. Ote yandan w(x,, x,) fonksiyonunun (3.7) sistemine gére

tiremesi Teorem 3.5 den

. _ - dw _dw dw
W (g, x;) = ;Eﬂ(x) = A+ o)

= 4x; (—x1x3) + 22, (x,x7)
= —4x2x2 + 2x%x2

— 2.2
- _2x1 xz
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oldugundan w(x;,0) = w(0,x;,) =0 ve x; # 0,x, =0 iken Ww(xy,x,) <0 dir.
Yani pozitif tanimli w(x,, x,) fonksiyonunun verilen sisteme gore tiiremesi negatif
isaretli fonksiyondur. O halde Teorem 3.3 e gore x; = 0,x, = 0 stabilite hali

dayaniklidir.

(3.7) sisteminin istenilen x,(t), x,(t) ¢6ziimii i¢in ¢ > 0 keyfi sabit olmak tizere
2x2(t) + x2(t) = c ifadesi dogrudur. O halde gim Ix()]| # 0 dir. Bu bir kez daha

gosterir ki; x; = 0, x, = 0 stabilite hali asimptotik dayanikli degildir.

Ormnek 3.7:
{ J'Cl = _le - 9x2 - x13 (3 8)
.72,'2 = 3x1 - 4-x2 - 0,5x23 .

sisteminin x; = 0,x, = 0 stabilite halinin asimptotik dayanikli oldugunu Lyapunov

fonksiyonlart metodu ile gosterelim:

Lyapunov fonksiyonu olarak pozitif tammli w(x,x,) = x? + 3x2 fonksiyonunu

secelim. Bu fonksiyonun (3.8) sistemine gore tiiremesi;

W(xy,xz) = ;l_;:ifl(x) + ;l_;:;fz(x)

= le(—5x1 - 9x2 - x13) + 6x2(3x1 - 4x2 - 0,5x23)
= —(2x{ + 3x5 + 10x? + 24x2)

olup negatif isaretlidir. O halde Teorem 3.5 e gore verilen sistemin x; = 0,x, =0

stabilite halinin asimptotik dayaniklidir.
Sonuc 3.8: Ispatlanan teoremler gosterir ki; Lyapunov fonksiyonu metodu ile

dayaniklilik incelenirken esas zorluk Lyapunov fonksiyonunun varligi ve kurulmasi

problemidir.
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3.2. LYAPUNOV FONKSIiYONUNUN KURULUSU

Teorem 3.9: A katsayilar matrisinin karakteristik degerlerin hepsinin reel kismi

negatif olsun.O zaman 6yle pozitif tanimli

n

ij=1
kuadratik formu vardir ki (2.5) sistemine gore tiiremesi belli § > 0 sayis1 i¢in
W25 (x) < —pw(x) (3.9)
esitsizligi saglanir (Ahmedov ve Hesenov, 1977).
Ispat: (2.5) sisteminin x(0) = & baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimii
@(t,§) = ¢ (3.10)

seklinde verilebilir. ¢'(t),i = 1,2,...,n ile e4t matrisinin i.siitununu gosterirsek bu

¢Ozimi
n

@(t,§) =Zfi¢i(t) (3.11)
i=1

seklinde yazabiliriz.

Hipoteze gore A matrisinin karakteristik degerlerinin reel kismi1 negatif oldugundan,

36 > 0 sayis1 vardir ki (2.8) esitsizliginden
ot Il < Mliglle™®, £ =0 (3.12)

dir. Buna gore
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w(E) = f o, )12 (3.13)
0

integrali sonludur. Bu integralde ||@(t, &)[|? = (@(t, &), p(t, &)) oldugunu gdz 6niine
alirsak ve (3.11) esitliginden;

n o

w© = > | [ @@ ¢ @hr g

i,j=1 \o

olur. Burada wy; = ["(¢'(1), ¢/ (1))dr, i = 1,2, ...n diyelim. Agiktir ki;

w(é) = Z Wi

ij=1
kuadratik formu pozitif tanimlidir.

Diger taraftan (3.10) ifadesine gore

<p(t,<p(s, f)) — eAt(p(s, §) = eAteASE — e,A(t+s)€- =@t +s,¢)

oldugu g6z oniine alinarak;

w(o(t,©) = j lo(z, @(t, ©)l2dr = f lo (e +t,©)ldr
0 0

elde edilir. Burada t + t = s denilirse;

w(p(t,9)) = f lo (s, ©)ll2ds

olur. Bu fonksiyonun t = 0 noktasindaki tiiremesi,
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= —I€l1? (3.14)

t=0

= —llo(t OI?

t=0

Wiz (©) = Zw(o(t, )

olarak elde edilir.

Orijin merkezli birim yarigapli S; yiizeyi tizerinde w(§) fonksiyonunun minimum ve
maksimum degerlerini sirasiyla p ve v ile gosterelim. (u > 0 ve v > 0 dir.) O halde
x€S; igin

uswx)<v (3.15)

dir. V& noktasi igin 34 sayist ve xeS; noktasi vardir ki & = Ax dir. O zaman xeS;

iken ||x|| = 1 oldugundan;
1§17 = llAx]|? = [A12]]x]1* = 42
Olup (3.15) esitsizliginin her iki tarafi A2 ile garpilirsa;
uligN? < w(§) < vligl? (3.16)

elde edilir. Buradan —||&]|? < —%W(f) esitsizligini g6z Oniine alirsak;

1
W5 (€) < — ;W(f)

bulunur. Bu ise istenendir.

Sonug 3.10: Asimptotik dayanikli sabit katsayili denklem sistemi i¢in kuadratik form
seklinde Lyapunov fonksiyonu kurulabilir.
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Ormek 3.11:

561 = x1 - 3x2
562 = 2x1 - 4‘x2

(3.17)

sisteminin asimptotik dayanikli oldugunu gosteriniz.

Coziim: Oncelikle (3.17) sistemine uygun Lyapunov fonksiyonu kurulup

kurulamayacagini inceleyelim:

Verilen denklem sisteminin katsayilar matrisi A olmak {izere;

_mn -3
A= [2 —4
bi¢imindedir.
A1 3 |1 _ 42
det(Al — A) = 9 /1+4—/1 +31+2

olup karakteristik degerler A, = —1,4, = —2 olup Teorem 2.9 dan dolay1 sistem
asimptotik dayaniklidir.

O halde Teorem 3.9 dan dolay1 verilen sistemin
w(xy, x3) = ax,? + 2bx;x, + cxy?
seklinde Lyapunov fonksiyonu vardir. Bu kuadratik formun pozitif tanimli olmasi

icina >0, ac — b? > 0 olmalidur.

Diger taraftan w(x;, x,) fonksiyonunun (3.17) sistemine gore tiiremesi;
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w(xy, x2) = j—:fl(x) + S—Zfz(x)

= 2(ax; + bxy)(x; — 3x,) + 2(bxy + cx3)(2x, — 4x,)
= 2(a+ 2b)x;% + 2(2c — 3a — 3b)x1x, — 2(3b + 4¢)x,?

olup tiiremenin negatif tanimli olmasi i¢in 2(a + 2b) < 0, —4(a + 2b)(3b + 4c) —
(2¢c —3a — 3b)? > 0 olmalidir. O halde w(x,,x,) fonksiyonunun verilen sistemin

Lyapunov fonksiyonu olmasi i¢in a, b, ¢ katsayilari
a>0,
ac —b?* >0,
2(a+2b) <O,

—4(a+ 2b)(3b + 4c) — (2c —3a —3b)?> > 0

esitsizliklerini saglamalidir.

Ozel olarak bu esitsizlikleri saglayacak sekilde a = 1,b = —g ,c = 1 segqilirse

a2 4 2
w(xy,x) = x9 —§x1x2 + X

fonksiyonu verilen sistem i¢in Lyapunov fonksiyonu olur. Bu fonksiyon pozitif
degerli tiiremesi negatif degerli oldugundan Teorem 3.5 e gore verilen sistem

asimptotik dayaniklidir.
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BOLUM 4

BIRINCI YAKLASIMLARA GORE DAYANIKLILIK HAKKINDA
LYAPUNOV TEOREMIi

Bu boéliimde

x=Ax+ f(t,x) (4.1)
seklinde olan sistemin trivial ¢6ziimiinlin dayaniklilig1 arastiracagiz. Burada A sabit
matris, f(t,x) ise f;(t,x),i = 1,2, ...,n bilesenleri G = IXD bdélgesinde siirekli olan
vektor fonksiyonlaridir; I = {t, <t < },D ise n 6lgilii Euclid uzayinda orijini

kapsayan sinirl bolgedir. flave olarak farz edecegiz ki

t — ye gore I da diizenli olarak;

ACEI1
Ixli—0 ||| =0 (4.2)

sart1 saglanir.

Tanim 4.1: Yukarida konulan sartlar altinda lineer homojen (2.5) sistemine (4.1)

homojen olmayan sisteminin Birinci Yaklasim Sistemi denir.
Kabul edelim ki;
x = F(t, x) (4.3)

sisteminde F(t,x) vektor fonksiyonu belli sartlari sagladiginda (4.1) seklindeki

sisteme doniigebilsin. F(t,x) vektor fonksiyonu ve E.(t,x) matris fonksiyonu G
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bolgesinde siirekli, F(t,0) = 0,t € I, hem de E.(t,0) = A, sabit matristir. O halde

Taylor formiiliine gore;
F(t,x) = F(t,0) + F,(t,0)x + Fy(t, x)

oldugundan (4.3) sistemi x = A;x + F;(t,x) yazilabilir ve agiktir ki F;(t,x)
fonksiyonu (4.2) sartin1 saglar.

Teorem 4.2: (2.5) Lineer homojen sistemi asimptotik dayanikli olsun ve (4.2) sarti

saglasin. O halde (4.1) sisteminin x = O stabilite hali asimptotik dayaniklidir.

Ispat: (2.5) sistemi yani x = Ax sistemi asimptotik dayanikli oldugundan Teorem 3.9

a gore Oyle pozitif tanimli

n
w(x) = Z WX X;

ij=1

kuadratik formu vardir ki (2.5) sistemine gore tiremesi S >0 olmak

lizere W, 5)(x) < —fw(x) bigimindeki (3.9) esitsizligini saglar.

w(x) kuadratik formunun ayni zamanda (4.1) sistemi igin de Lyapunov fonksiyonu

oldugunu gosterelim;

Bu w(x) fonksiyonunun (4.1) sistemine gore tiiremesi;

. . 0w
e () = W () + D S £i(6, )
= ot

biciminde olup (3.9) dan dolayz;

Wa.1) (%) < —Bw(x) + (gradw(x), f (¢, x)) (4.4)

ow(x) ow(x) aw(x) .
ox. ox, T o )dlr.)

37

dir. (Burada gradw(x) = (



. ow .. . <. . . .
Diger taraftan Fy tiurevleri x1,x,,...,x, degiskenlerine goére lineer formda
i

oldugundan
||gradw(x)|| < ll|x]|,l = const > 0
dir.

O halde (3.16) esitliginden
1

llgradw (x)|| < ﬁ,/w(x) (4.5)
elde edilir.
Lemma 3.2 ye gore, yeteri kadar kii¢iik b > 0 sayis1 i¢in w(x) < b sartin1 saglayan x
noktalar1 kiimesi n ol¢iilii Euclid uzayinin orijini kapsayan, kapali, sinirli bdlgesini
olusturur. Bu kapali bolgeyi A, ile gosterelim. b sayisint yeterince kiiciik
secersek A, D olur. Bu b ler i¢in f(t,x) vektor fonksiyonu IXA, de siirekli
oldugundan ve (4.2) sartin1 sagladigindan Oyle pozitif monoton artan ve

limQ(r) =0

r—0
sartin1 saglayan Q(r) fonksiyonu vardir ki (t, x)e IXA, oldugunda

If @0l < QdixIDIxI] (4.6)

saglanir. Buradan (3.16) ifadesine gore;

1 w(x)
IIf(t,x)Ils\/—ﬁ w(x) Q f "

dir. Bu esitsizlige ve (4.5) e gore;
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w(x)

[(gradw(x), f(t,x))| < %w(x)ﬂ

olur. Bu durumda (4.4) esitsizligi

Wiany () < —pw(x) + iw(xm /Wff)

biciminde yazilabilir.

Verilmis 3 > 0 sayisina gore 0 < ¢ < b sartini saglayan Oyle ¢ sayisi secelim ki ;

olsun. w(x) < c esitsizligini saglayan kapali sinirlt A, bolgesinde

W (0) < —pw() + 20 € weo < =Eweo 4.7)
(4.1) = 1 M = 2 .

esitsizligi saglanir.
Elde edilen (4.7) esitsizligi pozitif tanimli, w(x) kuadratik formunun (4.1) sistemine

gore tiiremesi negatif isaretlidir. Buradan da Teorem 3.4 e gore (4.1) sisteminin

x = 0 stabilite hali asimptotik dayaniklidir.
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Ormek 4.3:

{ X1=—x1+2x2+(tx2—x1)2+t2 (48)

Xy = —x1 + 2tx, — (X, + 1)? + 2t + 2
sisteminin x; = t%, x, = t ¢6ziimiiniin dayanikli olup olmadigini arastiralim:
(4.8) sisteminde x; = y; + t?, x, = y, + t doniisiimlerini uygulayalim.
Xy =y +t?
=>x; =y, +2t

=>y1=x1—2t

olup burada (4.8) sistemindeki x, ifadesi ve x; =y, +t? ,x, =y, +t Yerine

yazilip diizenlenirse;

Y1 ==Y+ 2y, + (ty, — y1)? (4.9)
elde edilir. Benzer sekilde yukaridaki yol takip edilerek

Y2 = —y1— 2y, = ¥2° (4.10)
bulunur.

(4.9) ve (4.10) dan

{5’1 = —y1 + 2y, + (ty, — y1)? (4.11)
Yo =—Y1—2Y; — }’22

sistemi elde edilir.
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Yapilan bu doniisimden dolayr  (4.8) sisteminin x; = t?,x, =t ¢Oziimiiniin
dayaniklilig1 problemi (4.11) sisteminin y; = 0, y, = 0 stabilite halinin dayaniklilig
problemi ile aynidir. Elde edilen (4.11) sistemi (4.1) bi¢imindedir.

(4.11) sisteminin f(t,y) vektor fonksiyonunun bilesenleri f;(t,y) = (ty, — y1)?,

f>(t,y) = —y2 dir. Buna gore (4.2) sartinin saglanip saglanmadigin inceleyelim:

IfE&ENNI? = 1A + I 0)1°
= |ty —y?I* + |=y3I?
< tYy, + 3217 + Y31°
< t*2%y1 + y,I*lyll?

olup [|f (t, Y|l < 4t?|y; + v, 1%yl bulunur. O halde

lf (& Wl 4t%|y, + y2 2yl
im ——— < lim = lim 4t%|y; +y,|> =0 4.12
Iyli—o ||yl llyll~0 Iyl Iyllso 1+ (4.12)

dir. Normun 6zelliginden dolay1 % pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti
£,
im M >0 (4.13)
lyli=o [yl

dir. Buna gore (4.12) ve (4.13) den (4.2) sart1 saglanir.

Buradan (4.11) sistemine uygun homojen lineer denklem sistemi yani Birinci

yaklagim sistemi;

y1=-y1+2y;
{5’2 =—y1— 2y, (4.14)
dir.
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(4.14) sisteminin asimptotik dayanikliligini inceleyelim:

Lineer homojen denklem sisteminin katsayilar matrisi A olmak iizere;
-1 2
A= [_1 _2]
bigimindedir.

A+1 =2

— 72
R Y R

F(A) = det(Al — A) =

dir. f(4) fonksiyonunun Gurvig fonksiyonu olup olmadigini inceleyelim;

A1= aq =3

A2= a2A1= 4‘.3 - 12

olup A;>0 ve A,>0 oldugundan Gurvig Teoremi geregince f(A) Gurvig
fonksiyonu olup koklerinin reel kismi negatiftir. O halde Teorem 2.9 dan (4.14)
birinci yaklasim sistemi asimptotik dayaniklidir. Buna gore Teorem 4.2 ye gore
(4.11) sisteminin y; =0, y, =0 stabilite hali dolayisiyla (4.8) sisteminin

x, = t2,x, = t ¢dziimii asimptotik dayaniklidir.
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BOLUM 5
DAYANIKSIZ SISTEMLER
(1.1) sistemi verilsin. Burada f(t, x) vektor fonksiyonu 1. Boliimde konulan sartlari
ve Vt €] igin f(t,0) = 0 kosulunu saglasin. Bu sistemin x = 0 stabilite halinin

dayaniksizlig1 hakkinda agagidaki teoremi ispatlayalim:

Teorem 5.1 (Cetayev Teoremi): Orijin merkezli &, > 0 yarigapli kapali H,, c D

kiiresinde siirekli diferansiyellenebilen w(x) fonksiyonu ve U c H,  bolgesi mevcut

olsun ve asagidaki sartlar saglansin:

I. x = 0 noktasi U bolgesinin sinirinda olmak tizere bu bolgede w(x) > 0,
i Wy (x) = (gradw(x), f(t,x)) >0,t €l,x €U dir ve Va > 0 sayisina gore
3P > 0 sayis1 vardir ki, w(x) = a iken wq 1y(x) = £ dur.

iii. U bolgesinin H, kiiresinde yerlesen simir noktalarinda w(x) = 0 dir.

O halde (1.1) sisteminin x = 0 stabilite hali dayaniksizdir (Ahmedov ve Hesenov,
1977).

Ispat: Yeteri kadar kiiciik § > 0 sayis1 secelim ve 0 < ||&|| < & olacak sekilde EeU

icin (1.1) sisteminin x = @ (¢, ) ¢Oziimiine bakalim.

Belirli h > 0 sayist i¢cin @(t, &) € U, te[ty, to + h] dir. Teoremin (ii) sartina gore

[to, to + h] arahiginda ¢(t) = w(@(t,€)) >0 ve ¢(t) = w(e(t, ) >0 dir. O
halde ¢(t) fonksiyonu bu aralikta monoton artandir. Buna gore ¢(t,¢) € U sartini

saglayan Vt > t, noktalar i¢in;

43



p(t) = w(p(t,8) =2 w(p(te, &) =wE) =a>0 (5.1)
d(t) =w(pt,§))=p>0 (5.2)
dir. (5.2) esitsizligi ty-dan t-ye integrallenirse;

w(p(t,§) 2w(pte, ) + Blt—to), t=ty

elde edilir. Buradan ¢(t,é) € U,t € I oldugundan t arttikga ¢(t) = W((p(t, f))
fonksiyonu sinirsiz artar. Bu ise w(x) fonksiyonunun H, kiiresinde sinirliligina

zittir. O halde Vt >t i¢in @(t, &) € U olamaz. Bu durumda 3t; > t, an1 vardir
— t € [ty, t1) icin @(t, &) € U dur ve ¢( ty, &) noktas1 U bolgesinin sinirindadir.

Ozel olarak ¢(t;,&) € H ¢, Olursa teoremin (iii) sartina gore

w(p(t, ) =0 (5.3)
olmalidir. Diger taraftan (5.1) esitsizliginden w(@(t;,€)) = a > 0 elde edilir.

Bu ise (5.3) ile gelisir. Bu geliski @(t;,&) noktasimn H, = kiiresinin iginde
yerlesmedigini gosterir. O halde ||@(ty,$)|| = &, olmalidir. O halde dayaniklilik
tanimina gore (1.1) sisteminin x = 0 stabilite hali dayaniksizdir. Bdylece ispat
tamamlanmuis olur.

Ornek 5.2:

{x’l = x,x5+x3 (5.4)

Xy = xix, + x5

sisteminin x; = 0, x, = 0 stabilite halinin dayaniksiz oldugunu gosterelim:
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(5.4) sistemi igin w(x;, x,) = x? — x2 fonksiyonuna bakalim. U bdlgesini Sekil 5.1

biciminde secelim:

X2
A
Xl—XZZO
U
> X4
X1+X2=0

Sekil 5.1. x; — x, = 0, x; + x, = 0 dogrular1 arasinda kalan ve x; > 0 olan noktalar
kiimesi.

Cetayev Teoremin kosullarinin saglanip saglanmadigini inceleyelim;
i. (0,0) noktas1 U bolgesinin sinir noktasidir veV (xq, x,) € U i¢in w(xq, x;) > 0 dir.
ii. V(xq,x,) € U igin

) dw dw
Ws.a) (X1, x2) = d_xlfl(x) + d—xzfz(x)

= 2x; (g x2+x3) — 22, (x2x, + x3)
=2(xf —x3) = 2(xf + x5 (xF — x3)

=22+ xH)Hw(xy,x3) >0
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dir. Ote yandan

Ws.a) (X1, %) = 2 (xF + x5)w(xq, x3)
ifadesinden agiktir ki;
Va > 0 sayisi i¢in w(xq, x5) = a oldugunda

W(S.‘l-)(xl)xz) =2 (x% + x%)(l > Zaz = ﬁ >0

olur.

. w(xg,xy) = (x; —x3)(x1 + x5) oldugundan Ve >0 i¢in U bolgesinin H,

kiiresine dahil olan (x;, x,) siir noktalarinda w(x,,x,) = 0 dir.

Boylece Cetayev Teoreminin biitiin sartlar1 saglanir. O halde (5.4) sisteminin

x; = 0,x, = 0 stabilite hali dayaniksizdir.

Not 5.3: Birinci yaklagimlar yontemine gore dayaniksizlifini arastirmak igin (4.1)
sistemine bakalim. Burada A sabit matris, f(t, x) vektor fonksiyonu ise t-ye gore [

da diizgiin olarak (4.2) ifadesinin saglanip saglanmadigi kontrol edilir.

Teorem 5.4: A matrisinin karakteristik degerlerinin en az birinin reel kismi pozitif
olsun ve (4.2) sart1 saglansin. Bu durumda (4.1) sisteminin x = 0 stabilite hali

dayaniksizdir.

Ispat: / matrisi A matrisinin kanonik Jordan formu olsun. O zaman 6yle P matrisi

vardir ki P~1AP = ] matrisinin hiicrelerini

]m1 (Al)ﬂ]mz (/’1-2): t]mk (Ak)l]mk+1 (/1k+1); ﬂ]ml (Al)

ile gosterelim.
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Kabul edelim Ki;
Red, =a,>0,r=12,..,k,(1 <k <), ReAj=a; <0,j =k +1,..,Lolsun.

(4.1) sisteminde x = Py donlisiimii uygulayalim. Bu durumda her iki taraf t-ye gore

tirevlenip (4.1) de yerine yazilirsa;

y = P Y(APy + f(t, Py))
olur. P~1AP = ] oldugu g6z 6niinde bulundurulursa
y=Jy+P7f(t,Py)
sistemi elde edilir.
Keyfi y > 0sayis1 icin basdiagonal elemanlar1 1,y,y?2,...,y™ ! olan Q diagonal

matrisini alarak son sistemde y = Qz donlisiimiini uygulayalim. O zaman

y = Qz oldugundan z = Q™ 1y olup

z=Q *(Jy + P f(t,Py))
=z=0QYQz+ Q' P7'f(t,PQz)

sistemi elde edilir.

91(t,2), g,(t,2), ...,g,(t,z) fonksiyonlarnn g(t,z) = Q" P 1f(t,PQz) vektdr

fonksiyonunun bilesenleri olmak tizere bu sistem bilesenlerle yazilirsa;
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( Zy =Mz + vz, + 91(¢, 2),
Zy = M7y +¥Z3 + 92(t, 2),

Zml = Alzml + gml (tl Z)’
: (5.5)
Zn-my+1 = Alzn—ml+1 tVYZp-mp+2 T gn—ml+1(t: z),

Zn-—mp+2 = Alzn—ml+2 tVZn-mp+3 T Gn-my+2 (t,2),

\  Z, =Xz, + g,(t,2)
bi¢imindedir.

Not 5.5: Herhangi hiicre, 6rnegin J,,, (4;)bir elemanh oldugunda (5.5) sisteminde

ona uygun ancak bir Z; = A,z, + yz, + g,(t, z) denkligi vardir.
Yapilan degisken degistirmelerinden agiktir ki;

P ve Q keyfi matrisler oldugundan (4.1) sisteminin x = 0 stabilite halinin
dayanikliligt problemi, (5.5) sisteminin z = 0 stabilite halinin dayaniklilig:

problemine esdegerdir.

Buradan A4,4,,...,4; degerleri genellikle kompleks sayilar olduklarindan (5.5)

sisteminin ¢oziimleri genellikle kompleks fonksiyonlardir. Bu taktirde z; = u; + ivj,

2
. o s — 1, 2 2
j=1,2,...,n kabul edilirse |Zj| = zjZ, = uj* + v; olur.

Simdi p = my + m, + -+ + my, diyelim.

p n
w@ =) |5° = > |5
j=1

j=p+1

kuadratik formunu alalim ve (5.5) sistemine gore tiiremesini hesaplayalim:
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W(ss)(2) = Z(Z]Z] + Z]Z]) Z (Z]ZJ + ZJZ])

=p+1

—226{1 |Z]| —2 Z a; |Z]| +VZ(ZJZJ+1+ZJZJ+1)

=p+1

-y Z (Z]Z]_l_l + Z]Z]+1) +Z(Z]g](t z) + z;g;(t, z))

j=p+1

Z (59,(6.2) + 2,5;(6,2)) (5:6)

j=p+1

z, ifadesini bulmak icin (5.5) sisteminin uygun denkliginden kompleks eslenik
J yg

denkligine gegmek gerekir.)
_ 1 2 20 _
|ijj+1| = (|Zj| + |Zj+1| ) esitsizligi géz oniine alinirsa;

p-1 p-1

> g+ zza| <) (151" + l5al?).
j=1

j:

[y

n—-1
Z (57 +570)| < . (I3 +1zal)
Jj=p+1 j=p+1

dir.

Diger taraftan hipotez geregince (4.2) sart1 saglandigindan (4.6) esitsizligine gore;

lg(t, DIl =1~ Pf(t, PE2Il < Q. (lIzIDlz|
dir.

Burada Q;(r) fonksiyonu r >0  Dbolgesinde monoton artan  ve

lim,_ o+ Q;(r) = 0 sartin1  saglayan fonksiyondur. Bu esitsizlige gore kolayca

gosterilebilir ki;
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14 n

(ngj(t,z)+zjgj(t,z))— Z (ngj(t,z)+zjgj(t,z)) SZZle”gj(t,Z)l
. —

1 j=p+1 Jj

J
< 2nQ (llzIDllzII?

olur. Bu esitsizlik de,

b n
2 2
2l = 57+ ) s
=1

j=p+1

oldugundan ve (5.6) dan

Wiss) (2) 2 2 {28 — 2y =m0, (1zD] 17| = Bipaaley +2v + 00 (I12ID] |2} (5.7)
biciminde yazilabilir.

Kabul edelim ki ¢ > 0 sayis1 € < %minlS jsk{aj} sartin1 saglasin ve yukarida keyfi

secilen y sayilarin1 0 < ¥ < ¢ olacak sekilde secelim.

Ote yandan lim,_ o+ Q;(r) = 0 oldugundan verilen & sayisina gore dyle 3> 0 sayisi

bulunabilir ki; ||z|| < & iken nQ,(]|z]]) < € olur.

O halde (5.7) esitsizliginden
14 n
. 2 2
Wss)(2) = 2 Z(aj — 3€)|Zj| - z (aj + 3£)|z]-|
j=1

j=p+1

elde edilir. Buradan e-nun segilis sartina gore;
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aj—3e>3¢,j=12,..,pveq; <0,j=p+1,..,n oldugundan

p n
W(s.5)(2) = 6¢ lej|2 - Z |Zj|2 = 6ew(z)
j=1 j=p+1

elde edilir. Yani w(z) kuadratik formunun (5.5) sistemine gore tiiremesi
Wss)(2) = 6ew(2) (5.8)
esitsizligini saglar.

: o . 2 2
I. Secilmis 6> 0 sayisina gore Hg kiiresi ve 0yle 25-’=1|Zj| -2 +1|Zj| > 0 sartin1

saglayan z-ler kiimesinin kesisimini U ile gosterelim. Burada z = 0 noktas1 U

bolgesinin sinir noktasidir. Ayrica U bolgesinde w(z) > 0 dur.
ii. (5.8) esitsizligine gbre W(s 5)(z) > 0 dur.

iii. U bolgesinin tanimlanigindan dolayt U nun Hg kiiresi i¢inde olan sinir

noktalarinda w(z) = 0 dir.

Boylelikle w(z) kuadratik formu U bolgesi igin i, ii ve iii den dolayr Cetayev
teoreminin biitliin sartlarin1 saglar. O halde (5.5) sisteminin z = 0 stabilite halinin

dayaniklisizdir. Dolayistyla (4.1) sisteminin x = 0 stabilite hali dayaniksizdir.
Teoremi Cetayev Teoremini kullanmadan ispatlayalim:

Sec¢ilmis 6> 0 sayisina gore 0 < §; < 6 sartin1 saglayan §; sayisim segelim ve
1] < 64, Z?zllzjlz — Z?=p+1lzj|2 > 0 sartin1 saglayan & ler i¢in z(t, &) ¢Oziimiine
bakallm. Bu durumda 3h >0 sayist vardir ki t € [ty to + h] oldugunda
llz(t, &)|| < & olur. O halde (5.8) esitsizligine gore [t,, t, + h] pargasinda
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w(z(t,§)) = 6ew(z(t,$))

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafi e %€t ile carpilip ty-dan t ye integral

alinirsa;
w(z(t,)) 2 w(§)estt)

elde edilir. Fakat |lz(t, &)II? = w(z(t,&))oldugundan dolayr ||z(t, )|l <&
esitsizligi istenen t > t; icin saglanmaz. Yani en az bir t; > t, an1 vardir ki t > ¢t;
oldugunda ||z(t,&)|| =6 olur. Bu ise (5.5) sisteminin z = 0 stabilite halinin

dayaniksiz oldugunu gdsterir.
Ornek 5.6:

{‘X:l = X1 + 4x2 + txlxg (5 9)

Xy = 2%1 — X + x2x,sint
sisteminin x; = 0, x, = 0 stabillite halinin dayanikliligini arastiriniz.
Coziim: (5.9) sistemine uygun birinci yaklagimlar sistemi;

{x'l = X1 + 4‘X2

%, = 2%, — 1, seklindedir.

Bu sistemin katsayilar matrisi A olmak {izere
2 -1
bi¢imindedir.

) =detu-ay=[""1 Hl=2-9

2 a4+1l7
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olup f(A1) fonksiyonunun kokleri A; =3veld, =—3 olup karakteristik

degerlerinden birisi pozitiftir.

(5.9) sisteminin f(t,x) vektdr fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = tx;xZ,
fo(t,x) = x¥x,sint dir. Buna gore (4.2) sartimn saglanip saglanmadigini

inceleyelim:
llx|I? = |x,|? + |x;|? olmak iizere |sint| < 1 oldugu gz dniine alinarak

If @& 0N% = 116017 + 1f2(t0)1? = [tx1x5]? + [xfxzsint|?
= [t1?locq [P loca [* + locq [*]2 |?[sint|?
< 1P e [Pl | + g #2212
= | P12 P (112122 ] + 1x11%)
< |t | [Pl 12 (22 12 + 124 1%)

= [t ]2 2oz | 1112
olup [If (&, )|l < |¢]lx1]1xzllx]l bulunur. O halde

IFell .l

im L0 i =0 5.10
lxii=0  [|x]| llxl~0 ||| 10

dir. Normun 6zelliginden dolayi % pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti
If (&, %)l
im ————>0 5.11
lxll-0 ||x]| 1D

dir. Buna gore (5.10) ve (5.11) den (4.2) sart1 saglanir. O halde Teorem 5.4 e gore

(5.9) sisteminin x; = 0, x, = 0 stabillite hali dayaniksizdir.

Teorem 5.7: A katsayilar matrisinin karakteristik degerlerinin hepsinin reel kismi
pozitif ve f(t,x) vektor fonksiyonu (4.2) sartin1 saglasin. O zaman (4.1) sisteminin

stabilite hali tamamen dayaniksizdir.

53



Ispat: A katsayilar matrisinin karakteristik degerleri a; > 0 olmak lizere
Aj =a; + i,B]-, j =1,2,...,nile gosterelim. O halde —lj =—q; — iﬁj, j=12,..,n

degerleri —A matrisinin karakteristik degerleri oldugundan Teorem 4.2 ye gore
x =—Ax — f(t, x) (5.12)

sistemi i¢in Oyle pozitif tanimli w(x) kuadratik formu ve ¢ > 0 sayis1 vardir ki,

x€eA. oldugunda
W(s12)(x) < —2aw(x), a>0

esitsizligi saglanir. Bu durumda (5.12) sisteminin x = 0 stabilite hali de asimptotik

dayanikli olur.

Ote yandan Wy 1)(x) = —W(s12)(x) oldugundan xeA. noktast igin

Wiy (x) = 2aw(x) (5.13)
olur.

Simdi 0 < ||€]| < ¢ sartin1 saglayan & i¢in (4.1) sisteminin x = @(t,§) ¢oziimiine

bakalim. O halde ||¢(t,$)|| < ¢ sartin1 saglayan t > t, i¢in (5.13) esitsizligine gore
#(t) = w(p(t, &)) fonksiyonunun tiiremesi

d() = w(ep(t, &) = 2ap(t)

esitsizligini saglar. Buradan ||@(t, &)|| < c sartin1 saglayan t > t, i¢in

P (t) = w(p(t, &) = w(§)e2*tto)

elde edilir. Bu esitsizlikten (3.16) ifadesine gore
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1 1
lp(t, DN = —w(e(t.) = ;W(f)em(t—to)

olup bu ifadenin karekokii alinirsa;

oI = [w@est, 2 1

elde edilir.

Bu son esitsizlikten agiktir ki; 0 < ||€|| < ¢ sartim1 saglayan ¢ i¢in 3T = T () am
vardir—t > T (&) iken ||o(t, )|l = ¢ dir. Bu ise x = 0 stabilite halinin tamamen
dayaniksizlig1 demektir.

Ornek 5.8 :

{J&l = xl _xz + tx12x2
Xy = X1 + X, + x2x,2

(5.14)
sisteminin x; = 0, x, = 0 stabillite halinin dayanikliligin1 arastirmiz.

Coziim: (5.14) sisteminin uygun birinci yaklagimlar sistemi;

X1 =X1— X3
562=x1+x2

seklindedir. Bu sistemin katsayilar matrisi A olmak iizere

bi¢imindedir.

-1 1

_ A _ a2
f=det@i - =|""" " |=2-22+2
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olup f(1) fonksiyonunun kokleri A; =1—ived, =1+1i olup karakteristik

degerlerinin hepsinin reel kisimlar1 pozitiftir.

(5.14) sisteminin f(t,x) vektor fonksiyonunun bilesenleri f(t,x) = txZx,,

5 (t,x) = x2x,2 dir. Buna gore (4.2) sartinin saglanip saglanmadigini inceleyelim:
g g Y

If &N = 116, )% + If2 (¢, 0)]?
= |txfx,|* + |xf 2, [?
= [t1? 121 | 122 |% + [y | * ]2 *
=[xy [*x 12 (1E]? + |x2]?)
< oo M2 P (1P 120 12 + [E]? |2 1)

= g [*2 121t 121 %112

olup [If (¢, )1l < |11 |x|[¢]]]x|| bulunur. O halde

t,x xq1 12|, | 1t] || x
- If (&0l < i EAREANAI] ||:0 (5.15)
x>0  |lx|| llxlI—0 x|l

dir. Normun 6zelliginden dolayi % pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti

I (& 0l

—2=>0 5.16
120 ] (5.16)

dir. Buna gore (5.15) ve (5.16) dan (4.2) sart1 saglanir.

O halde Teorem 5.7 ye gore verilen sistemin x; = 0, x, = 0 stabillite hali tamamen

dayaniksizdir.
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Not 5.9: (2.5) sistemi sadece dayanikli oldugunda (4.1) sisteminin x = 0 stabilite
halinin dayaniklilig1 birinci yaklasimlar yontemi ile arastirilirken yukarida verilen
teoremler ise yaramaz. O zaman (4.1) sisteminin x = 0 ¢0zlimii dayanikli veya

dayaniksiz olabilir.

Bu durumu asagidaki 6rneklerle agiklayalim:

Ornek 5.10:

{ 9.31 =x, + 2x233 (5.17)
Xy, = —Xxq + 2x3

sistemine uygun birinci yaklasimlar sistemi

{ = (5.18)
Xy = —Xq

dir. (5.18) sisteminin dayanikli oldugu; fakat asimptotik dayanikli olmadigini

gosterelim:

A, (5.18) sisteminin katsayilar matrisi olmak {izere
_[0 1
a=17 o
bi¢imindedir.
_ _ A —1_ 5
F(A) = det(A — A) = |1 /1 | =22 +1

olup f(4) fonksiyonunun kokleri A; = —i ve A, =i olup karakteristik degerlerinin
reel kismi sifirdir ve bu karakteristik degerlere uygun Jordan hiicreleri 1 elemanh

oldugundan Teorem 2.7 den dolayi sistem dayaniklidir.
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Pozitif tanimli w(xq,x,) = x2 + x5 + x{ + x5 fonksiyonunun (5.17) sistemine gore

turemesi

) dw dw
Wis17)(x1, %) = d_xlfl(x) + d_xzfz (x)

= (2x; + 4x3) (xy + 2x,3) + (2xy + 4x3) (—x; + 2x3)

= 8x3x, + 16x3x3

olup Ww(s 17)(x1,x2) = 0 oldugundan Teorem 3.3 e gére bu sistemin x; = 0, x, =0

stabillite hali dayaniklidir.
Ornek 5.11: Agiktir ki (5.18) sistemi

{x’l =x, + x1 (x% + x2) (5.19)

Xy = —x1 + X, (xf + x2)
sisteminin de birinci yaklagimlar sistemidir.

Pozitif tanimh w(x;, x,) = x2 + x2 fonksiyonunun (5.19) sistemine gére tiiremesi

. dw dw
Ws.10) (X1, X2) = d_xlfl(x) + d_xzfz (x)

= 2x1 (22 + 2, (xF + x2)) + 2205 (=21 + x5(x% + x3))

= 20 + 13

Pozitif degerli oldugundan Cetayev teoremine gore (5.19) sistemininx; = 0, x, =0

stabilite hali dayaniksizdir.

Sonu¢ 5.12: Verilen sistemini stabilite halinin dayanikliligin1 arastirmak i¢in

Lyapunov fonksiyonlar1 metodu daha geneldir.
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BOLUM 6

ALISTIRMALAR

.7.6'1 = x1 + ?)XZ - 3X3
J.CZ = 3x2 - 2,4x3 (61)
).C3 = 8x1 - 6x3

sisteminin dayanikliligini arastiriniz.

Coziim: (6.1) sisteminin katsayilar matrisi A olmak {izere;

1 3 -3
A=10 3 -24
8 0 -6

dir.

A-1 =3 3
0 A=3 24
-8 0 A+6

f(A) =det(Al — A) = =A3+222+31+3,6

olur. f(4) fonksiyonunun Gurvig fonksiyonu olup olmadigini inceleyelim;
A1= a = 2
% Qo 2 1) _
Bz= |a3 a2| o |3,6 3| =24
A= azA,= 3,6.2,4 = 8,64
olup A;> 0, A,> 0 ve A;> 0 oldugundan Gurvi¢ Teoremi geregince f(4) Gurvig

fonksiyonudur. O halde f(4) nin koklerinin reel kismi negatif olup Teorem 2.9 dan

sistem asimptotik dayaniklidir.
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a, £ nin hangi degerleri icin

5C1 = —X1 + axo + BX3
Xy = axy — Xy — aX3 (6.2)
X3 = —fx; — aAxXy — X3

sistemi asimptotik dayaniklidir?

Coziim: (6.2) sisteminin katsayilar matrisi A olmak iizere;

-1 a B
A=|la -1 —a]
- —a -1

dir.

A+1 -« ]
—-a A+1 a
B a A+1

F(D) = det(Al — 4) =

=2 +32+ (@ -2a*+ A+ (1 - 2a* + ?)

bulunur. Sistemin asimptotik dayanikli olmasi i¢in Teorem 2.9 dan dolay1 f(4)
fonksiyonunun koklerinin hepsinin reel kismi negatif olmalidir. Dolayisiyla Lenar-

Sipar sart1 saglanir:

n=3olup; az=1—-2a’+p?>>0vea,=3—2a’+p*>0

a0|_| 3 1
al ~ [1—-2a%+B? 3-—2a%+ p?

=8 —4a? + 2p?
=8+2(-2a%+p%) >0

a;
Az_1=Ay= |a3

olmalidir.
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O halde elde edilen

1—-2a%+8%>0
3—2a2+B%2>0
8+ 2(—2a%+p%) >0

esitsizliklerinde 2a? — B2 = k denirsg;
1-k>0=2k<1

3—-k>0=>k<3
8—-2k>0=>k<4

olup buradan k <1 elde edilir. Buradan 1—k > 0 olup sistemin asimptotik

dayanikli olmasi igin 1 — 2a? + $2 > 0 olmas1 gerekir.

Asagidaki denklemlerin trivial cOzimlerinin dayamklilifini Gurvi¢c Teoremi veva

Mikaylov Sart1 vardimiyla g@steriniz.

axV+7Xx+12¥+23x+10x =0
b.x"+2X+6X+3x+5x=0
C.x"+x"W+10x+ 8% +24x + 15x =0
Coziim: a. (6.3) denkleminin karakteristik denklemi;
fA) =2*+723+ 1222 + 231+ 10

dir. Gurvi¢ Teoremi yardimiyla dayaniklilig1 inceleyelim:

A1=a1=7,

b=l B=1] b=a
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a, ay O 7 1 0
Ay =laz a, a|=|(23 12 7|=913,
as ayu Aas 0 10 23

A, =asA; = 10913 =9130
A; >0, i =1,2,3,4 oldugundan Gurvi¢ teoremi geregince f(A) Gurvig¢ fonksiyonu
olup koklerinin reel kismi negatiftir. O halde Teorem 2.9 dan (6.3) denklemi
asimptotik dayaniklidir.
b. (6.4) denkleminin karakteristik denklemi;

fA)=2*+223+612+31+5

dir. Gurvi¢ Teoremi yardimiyla dayanikliligr inceleyelim:

A1=a1=2,
|9 Qo |12 1] _
A2_|a3 azl_ 3 6|_9
a; ay O 2 1 0
Az =laz a, aq4{=(3 6 2|=7,
as Qayu Qas 0 5 3

A4_ = a4A3 = 5.7 = 35.
A; >0, i =1,2,3,4 oldugundan Gurvi¢ teoremi geregince f(A) Gurvi¢ fonksiyonu
olup koklerinin reel kismi negatiftir. O halde Teorem 2.9 dan (6.4) denklemi
asimptotik dayaniklidir.
c. (6.5) denkleminin karakteristik denklemi;
Q) =25+2*+102% + 842 + 244 + 15

dir. Mikaylov Sart1 yardimiyla dayaniklilig1 inceleyelim:

n =5olup asa, = 24.15 = 360 > 0 dir.
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as — a3 +a,62=0 282 -88+15=0
a,—a,n+an?=0=>n?2-10n+24=0

0|Up El = 3, EZ = 5,7]1 = 4‘,7]2 =6 kokler Olup 0< El < M < 52 < N>

sarti

saglanir. O halde Mikaylov sartindan f(A) Gurvi¢ fonksiyonu olup koklerinin reel

kismi1 negatiftir. O halde Teorem 2.9 dan (6.5) denklemi asimptotik dayaniklidir.

a ve b _nin hangi degerleri icin

X+3k+ax+b=0

denkleminin trivial ¢oziimi asimptotik dayaniklidir?

Coziim: (6.6) denkleminin karakteristik denklemi;
fA=23+32%+al+b
dir. Gurvig teoremine gore denklemin asimptotik dayanikli olmasi i¢in

A =a;=3>0,
a,

A2—|a3

Aol I3 1| _ _
a2|_|b a|—3a bh>0
A3=a3A2=b(3a_b)>O

saglanmalidir. O halde (6.7) ve (6.8) den b > 0 ve 3a > b olmalidir.

17 ) 2 1 5
w(xq, x3) = Tx1 - §x1x2 + 7x2

fonksiyonu yardimiyla
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{xl == —6x1 - Xz (69)

X:Z == _4x1 - 3x2

sisteminin asimptotik dayanikli oldugunu ggsteriniz.

Coziim: Oncelikle (6.9) sisteminin karakteristik degerlerinin isaretlerini inceleyelim:

_[-6 -1
4= [—4 -3
katsayilar matrisi olmak iizere;
fQ) = det(Al — 4) = ’116 Ai3| =(A+6)(1+3)—4=22+91+ 14

olup denklemin kokleri 1, = —7,4, = —2 olup (6.9) sisteminin
w(xy, x,) = ax? + 2bx x, + cx2

seklinde Lyapunov fonksiyonu vardir. Bu kuadratik formun pozitif tanimli olmasi

i¢cin
a>0,ac—hb?>>0 (6.10)

olmalidir. Diger taraftan w(x, x,) fonksiyonunun (6.9) sistemine gore tiiremesi

dw dw
W(xy,x;) = d_xlfl(x) + d—xzfz(x)
= (2ax; + 2bx,)(—6x; — x3) + (2bxy + 2¢x,)(—4x; — 3x5)
= —2[(ax; + bx,)(6x; + x3) + (bx; + cx;)(4x; + 3x5,)]
= (=12 —8b)x? + (—2a — 18b — 8¢)x,x, + (—2b — 6¢) x2

olup tiiremenin negatif olmasi i¢in;

—12—8b < 0ve (—12 — 8b)(—=2b — 6¢) — (—a — 9b — 4¢)? > 0 (6.11)
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olmalidir.

Soruda verilen fonksiyonun a = % b = %,c =% katsayilar1 (6.10) ve (6.11)
esitsizliklerini  sagladigindan ~ w(xy, x,) = %xlz - gxlxz + %x% fonksiyonu

Lyapunov fonksiyonudur.

O halde bu fonksiyon yardimiyla verilen sistemin dayanikliligini inceleyelim:

17 2 1
—xf — = xy%, + = x%

W(xlle) = 4 3 7

fonksiyonu @ ==">0veA=:-4-2=-1984<0 oldugundan pozitif

tanimlidir. Bu fonksiyonun (6.9) sistemine gore tiiremesi;

) dw dw
W(xy,X2) = d_xlfl(x) + d_xsz(x)
17 2 2 2
= <7x1 - §x2) (—=6x1 — x3) + (—§x1 + ;xz) (—4x; — 3x,)

= —48,333x% — 3,642x,x, — 0,190x3

elde edilir.

a’ = —48,333 < 0 ve A= 3,642% — 4(48,333)(0,19) = —23,468 < 0

olup w(x4, x,) negatif tanimhidir. O halde Teorem 3.5 den verilen sistem asimptotik

dayaniklidir.

5(1 = _xl + 2x2
a. {562 = —x, — 4x, (6.12)
{561 = _xl + xz (6 13)
. .').Cz = —x, .

sistemlerine uygun Lyapunov Fonksiyonu kurunuz.
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Coziim: a. Oncelikle (6.12) sisteminin karakteristik degerlerinin isaretlerini

inceleyelim:

_[-1 2
A= [—1 —4]
katsayilar matrisi olmak iizere;

A+1 =2 _

f@=det@ -y ="7"

A+1DA+4)+2=22+51+6

olup denklemin kokleri 1; = —3, A, = —2 olup sistemin Teorem 3.9 dan dolay1
w(xy, x,) = ax? + 2bx;x, + cx?

seklinde Lyapunov fonksiyonu vardir. Bu kuadratik formun pozitif tanimli olmasi

i¢in
a>0, ac—b?>0 (6.14)

saglanmalidir. Diger taraftan w(x;,x,) fonksiyonunun (6.12) sistemine gore

tliremesi;
) dw dw
Ww(xg,xz) = d_xlfl(x) + d_xsz(x)

= (2ax; + 2bxy)(—xq + 2x3) + (2bxy + 2¢x3)(—x1 — 4x5)
=—2(a+b)x? + 2(2a — 5b — c)x1x, + 4(b — 2¢)x?

olup tiiremenin negatif olmasi i¢in;
—2(a+b)<0, —8(a+b)(b—2c)—(2a—-5b—-c)>>0 (6.15)

olmalidir. w(x,, x,) fonksiyonunun (6.12) sisteminin Lyapunov fonksiyonu olmasi

icin a, b, c katsayilar1 (6.14) ve (6.15) den
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a>0,ac—b*>*>0, —2(a+b) <0, =8(a+b)(b—2c)—(2a—5b—1¢)*>0

esitsizliklerini saglamalidir.
Bu durumda a > 0 oldugundan a = 1 segelim.

ac—b%? >0 ve —2(a+ b) < 0 esitsizliklerinden sirasiyla b? < c ve b <1 elde

edilir. Buradan b = 0 segilip bilinenler
—8(a+hb)(b—2c)—(2a—5b—¢c)?>0
esitsizliginde yerine yazilirsa;
—8(1+0)(0—-2c)—(2—-¢)*>0
= —-8(-2c)—(2—-¢)*>0
= 16c—c*+4c—4>0
=c?—-20c+4<0
esitsizligi ¢ = 1 i¢in saglanir.
Ohaldea =1, b =0, ¢ =1 alinirsa;

w(xy,x3) = x12 + x%

fonksiyonu (6.12) sistemi i¢in Lyapunov fonksiyonudur.

b. Oncelikle (6.13) sisteminin karakteristik degerlerinin isaretlerini inceleyelim:

A= [_()1 —11]

katsayilar matrisi olmak iizere;

FQA) = det(Al — A) = |’1 J(; 1 (A +1)?

_1|:
A+1
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olup denklemin kokleri A; = —1, A, = —1 olup sistemin Teorem 3.9 dan dolay1
w(xy, x3) = ax? + 2bxyx, + cx2
seklinde Lyapunov fonksiyonu vardir. Bu kuadratik formun pozitif tanimli olmasi

icin a > 0,ac — b? > 0 olmalidir. Diger taraftan w(x,,x,) fonksiyonunun (6.13)

sistemine gore tiiremesi;

. dw dw
W(xy, Xx2) = d—xlfl(x) + d_xsz(x)

= (2ax; + 2bx,)(—xq + x3) + (2bxy + 2¢cx5)(—x3)
= —2ax? + 2(a — 2b)x;x, + 2(b — ¢)x3

oldugundan tiiremenin negatif taniml1 olmasi i¢in;
—2a<0,-4a(b—c)—(a—2b)>>0
olmalidir.
Buna gore w(xq,x,) fonksiyonunun (6.13) sisteminin Lyapunov fonksiyonu olmasi
icin a, b, ¢ katsayilari
a>0,ac—b?>>0, —2a<0ve —4a(b—c)—(a—2bh)>>0

esitsizliklerini saglamalidir.

Ozel olarak a = 0.5 ,b = 0.25, ¢ = 0.75 degerleri yukaridaki esitsizlikleri saglar.

Bu durumda
w(xy,x;) = 0.5x% + 0.5x;x, + 0.75x2

fonksiyonu verilen sistem i¢in Lyapunov fonksiyonudur.
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w(xq1,%,) = x? + x2 fonksivonu vardimiyla

{561 = —3x1 + xz - 6xf

6.16
562 = —x1 - xz - Zx%xz ( )

sisteminin x; = 0, x, = 0 stabilite halinin asimptotik dayanikliligini arastiriniz.

Coziim: (6.16) sisteminin birinci yaklagimlar sistemi

J'Cl = _3x1 + xz
J'CZ = —x1 - xz

(6.17)

olup bu sistemin asimptotik dayanikliligini inceleyelim.

(6.17) sisteminin katsayilar matrisi;

A= [:i _11]

bigimindedir.

F(A) = det(Al — 4) =

|’1"1r3 A+1DA+3)+1=22+41+4

-1 | _
A+1
olup denklemin kokleri 1; = —2, 4, = —2 olup (6.17) sisteminin

w(xy, x,) = ax? + 2bx,x, + cx2

seklinde Lyapunov fonksiyonu vardir. Bu kuadratik formun pozitif tanimli olmasi

i¢in
a>0,ac—b*>>0 (6.18)

olmalidir. Diger taraftan w(xy, x,) fonksiyonunun (6.17) sistemine gore tliremesi;
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w(xy, %) = j—:fﬂx) + S—Zfz(x)

= (2ax; + 2bx,)(—3x; + x3) + (2bxy + 2¢x5)(—x1 — x3)
= (2b — 6a)x? + (2a — 8b — 2¢)x;x, + (2b — 2¢)x3

oldugundan tiiremenin negatif tanimli olmasi igin;
2b—6a <0, 2b—2c)(2b—6a)—(a—4b—c¢c)*>>0 (6.19)
olmalidir.

w(xq, x,) fonksiyonunun verilen sistemin Lyapunov fonksiyonu olmasi igin a, b, ¢

katsayilar1 (6.18) ve (6.19) dan
a>0,ac—b?>>0,2b—6a<0, 2b—2c)(2b—6a)—(a—4b—c)?>>0
esitsizliklerini saglamalidir.
Ozelolaraka =1,b=0,c =1 degerleri yukaridaki esitsizlikleri saglar.
Bu durumda
w(xy, x,) = x¥ + x5
fonksiyonu verilen sistem i¢in Lyapunov fonksiyonudur.

w(xq,x,) fonksiyonu tanmimlanist geregi pozitif tanimlidir ve (6.17) sisteme goére

tiremesi;
) dw dw
Ww(xq,x,) = d_xlfl(x) + d_xsz(x)

= 2x1(—3x; + x3) + 2x,(—x; — x3)
= —6x% + 2x,X, — 2X, Xy — 2X3

= —(6x2+2x3) <0
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olup negatif tanimlidir. O halde Teorem 3.5 den dolay1 (6.17) Birinci Yaklagimlar

Sistemi asimptotik dayaniklidir.

(6.16) sisteminin f(t,x) vektdr fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = —6x3,
fo(t,x) = —2x?x, dir. Buna gore (4.2) sartimn saglanip saglanmadigini

inceleyelim:

If & 0N? = 1017 + 1001
= |=6x7|* + | -2x7x,|?
= 6]x1]° + 2|x1|*|x,|?
< 6]x1[° + 6x; |*]x,|?
= 6 [*(Ix1]? + [x2]?)

= 6]xy |*||x|?

olup |If(t, x)|| <+6|x;|?|lx|| bulunur. O halde

. llf &)l . Vélxg 2 llxll

llm”x”_)o W <l M| x||-0 ”;—” =0 (6.20)
dir. Normun 6zelliginden dolayi % pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti

limyy o L2 > (6.21)

[l

dir. Buna gore (6.20) ve (6.21) den (4.2) sart1 saglanir.

O halde Teorem 4.2 ye gore verilen sisteminin x; = 0, x, = 0 stabilite halinin

asimptotik dayaniklidir.
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Birinci yaklasimlar sistemi ile asagidaki sistemlerin stabilite c¢cOziimlerinin

dayvanikliligini arastiriniz.

J'Cl = —x1+x2+x1x2—7
a {xz = xl - xz + xle - 13 (622)
J'Cl = xl - sz + (xl - sz)z
b {xz = 3x1 - 4x2 + xlxz (623)
.7.6'1 = x1 - O,SXZ + (x1 - O,SXZ)Z
C {xz = le + 3x2 - 2xle - 3 (624)
Coziim: a. (6.22) sistemin ¢dziimii olan degerleri bulalim:
0 = —x1+x2 +x1x2 -7
0 =X1— X2 +x1x2—13
denklemleri taraf tarafa toplanirsa;
0=2x1x, —20 = xyx, =10
= xl(l) = 5, Xz(l) = 2, Xl(z) = _2, xZ(z) = —5 d|r
I. (5,2) ¢oziimiiniin dayanikliligini aragtiralim:
Bunun i¢in x; = x; + 5, x, = x, + 2 doniisiimii uygulayalim:
Bu durumda (6.22) sisteminin (5,2) noktasindaki dayaniklilig1 problemi
5(1 =_X1_5+x2+2+(xl+5)(.x2+2)_7
=—x; +x, —3+x1x, +5x, +2x; + 3
= X1 + 6x2 + X1Xo (625)
Xp=x1+5—-—x, -2+ (x; +5)(x, +2)—13
=x; — Xy + 3+ xyx, + 2% + 5%, — 3
= 3x1 + 4x2 + X1Xo (626)
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(6.25) ve (6.26) dan

J'Cl = x1 + 6x2 + xle
{.X.'Z = 3x1 + 4‘x2 + xlxz (627)
sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine donisiir.
(6.27) sisteminin birinci yaklagimlar sistemi

).Cl = X1 + 6x2

olup asimptotik dayanikliligini inceleyelim:

Katsayilar matrisi A = [; 2] olmak iizere

-6

— 2 _ _
L= 5114

FQ) = det(Ul — 4) = |’1_‘31

olup denklemin kokleri A, =7, A, = —2 dir. Yani denklemin koklerinden birisi

pozitiftir.

(6.27) sisteminin  f(t,x) vektér fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = x;x5,

f2(t, x) = x1x, dir. Buna gore (4.2) sartinin saglanip saglanmadigini inceleyelim:

If 012 = | fi (6, 0) 1> + | fo(t, %) |?
= |x1x2|2 + |x1x2|2
= 2(x{x3)

< 2(xfx3)lx|1?

olup lIf (&, )l < VZx1x|lx|| bulunur. O halde

t,x V2x, %, || x
im us lim Y2l V2x,%, =0 (6.29)
xi~0 ||| Ixi~0 ||| (B3 =
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IF &l

o pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun

dir. Normun 6zelliginden dolay1

limiti
t,x
im u =0 (6.30)
lxll=o |[x]|
dir. Buna gore (6.29) ve (6.30) dan (4.2) sart1 saglanir. (6.31)

O halde Teorem 5.4 e gore (6.22) sisteminin (5,2) ¢6ziimii dayaniksizdir.
Ii. (—2,—=5) ¢oziiminiin dayanikliligini aragtiralim:
Bunun i¢in x; = x; — 2, x, = x, — 5 doniisiimii uygulayalim:
Bu durumda (6.22) sisteminin (—2, —5) noktasindaki dayanikliligi problemi
5(1 =_x1+2+xZ_5+(X1_2)(X2_5)_7
= —x; +x, —3+x1x, — 2%, — 5% + 3
= —3x;—4x, + x1x, (6.32)
5(2 =x1—2—x2+5+(x1—2)(x2—5)—13
=X; — Xy + 3+ x1x; —2x; — 5%, — 3
= —x1 - 6x2 + xle (633)

(6.32) ve (6.33) dan

X1 = —3x1—4x, + x1%,
{3&2 = —x; — 6x, + x1X; (6.34)

sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine donisiir.

(6.34) sisteminin birinci yaklasimlar sistemi
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a4
{’fl 3,4, (6.35)

Xy = —X1 — 6X2

olup asimptotik dayanikliligin1 inceleyelim:

Katsayilar matrisi A = [:i :g] olmak tizere

=12+91+ 14

f(A) = det(A — A) = |/1J1r?> 4

A+6

olup denklemin kokleri A; = =7, 1, = —2 dir. Karakteristik degerlerin reel

kisimlar1 negatif oldugundan (6.35) sistemi asimptotik dayaniklidir.

Ayrica (6.31) den sistem (4.2) sartin1 saglar. O halde Teorem 4.2 den dolay1 (6.22)

sisteminin (=2, —5) ¢6zliimii asimptotik dayaniklidir.
b. Oncelikle (6.23) sisteminin ¢dziimii olan degerleri bulalim:

0= X1 — 2x2 + (x1 - 2X2)2 (636)

0= 3x1 - 4x2 + X1X2 (637)

denklemlerinde a = x; — 2x, diyelim. O halde (6.36) denkleminden a = 0 veya

a = —1 dir. Buna gore;

a = 0ise: x; — 2x, = 0 = x; = 2x, olup bu ifade (6.37) de yerine yazilirsa;
O == 6x2 - 4x2 + 2x22

= 2x22 +2x2 =0

olupx,™ = —1,x, = 0bulunur.  Dolayisiyla %W =-2,x,% =0 olup
(=2,—1) ve (0,0) ¢cozlimdiir.

a=—1ise: x; —2x, =—1= x; =2x,—1 olup bu ifade (6.37) de yerine

yazilirsa;
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0=6x2—3—4x2+(2x2—1)x2
=2x, —3+2x,2—x,=0

=>O=2x22+x2—3

olup x,® = —%,xz(z) = 1bulunur. Dolayisiyla  x, @ = —4,x,® =1

(—4,—3) ve (1,1) goziimdiir.

Simdi bu ¢6ziim noktalarinda dayanikliligi inceleyelim:

I. (=2, —1) ¢dziimiiniin dayaniklilig1 aragtiralim:

Bunun i¢in x; = x; — 2, x, = x, — 1 déniisiimii uygulayalim:

Bu durumda (6.23) sisteminin (—2, —1) noktasindaki dayanikliligi problemi

561=x1—2—2x2+2+(x1—2—2x2+2)2

5(1 = x1 - 2x2 + (xl - ZXZ)Z

5(2 =3x1—6—4-x2+4-+(x1—2)(x2—1)
5(2 = 2x1_6x2 + x1x2(6.39)

(6.38) ve (6.39) dan

{5(1 = X1 — 2x2 + x12 - 4‘X1X2 + 4‘X22
Xy = 2x1—6Xx5 + X1X;

sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine doniisiir.

(6.40) sisteminin birinci yaklagimlar sistemi

.72'1 == xl - 2x2
.72'2 = 2x1—6x2
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olup asimptotik dayanikliligin1 inceleyelim:

_ 6] olmak lizere

Katsayilar matrisi A = [%

fo=dear-m="71 % |=2+51-4
olup Gurvig¢ fonksiyonu olup olmadigini inceleyelim:
A =a =5,
N

A, < 0, oldugundan Gurvig teoremi geregince f(4) Gurvi¢ fonksiyonu degildir. O

halde denklemin en az bir kokiiniin reel kismi pozitiftir.

(6.40) sisteminin f(t,x) vektor fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = x? — 4x;x, +
4x2, fo(t,x) = x;x, dir. Buna goére (4.2) sartimin saglanip saglanmadigmi

inceleyelim:

It )% = 1 f1(t,0)]* + Ifo(t,x)|?
= |xf — 4x3%; + 4x5 | + |x1x,|?

< 16(x, + X2)4”x”2

olup |I£(t, )|l < 4(x; + x,)2|Ix]| bulunur. O halde

I/ (t, %)l 4(x;, + x,)2||x|
< li = lim 4(x; +x,)2 =0 6.42
Ixi=o il T aimo [l im 4y + xz) (6.42)

IF &l

dir. Normun 6zelliginden dolay1 il

pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun

limiti
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Il

LA B 6.43
oo x| (6.43)

dir. Buna gore (6.42) ve (6.43) den (4.2) sart1 saglanir. (6.44)
O halde Teorem 5.7 ye gore (6.23) sisteminin (—2, —1) ¢oziimii dayaniksizdir.

ii. (0,0) ¢oziimiiniin dayanikliligi arastiralim:

(6.23) sisteminin birinci yaklasimlar sistemi

{J'Cl = x1 - sz

.72,'2 = 3x1—4x2 (645)

olup asimptotik dayanikliligini inceleyelim:

Katsayilar matrisi A = [; ﬂ olmak iizere

=22 +31+2

f(A) = det(Al — A) = |/1_—31 2

A+4

olup denklemin kokleri 4; = —1, A, = —2 dir. O halde Teorem 2.9 dan sistem

asimptotik dayaniklidir.

(6.23) sisteminin f(t x) vektor fonksiyonunun bilesenleri
fi(t,x) = (x; — 2x,)?, fo(t,x) = x,x, dir. Buna gore (4.2)sartimin saglanip

saglanmadigini inceleyelim:

If (&7 = 116, 0)1* + |2t %)
= [(xg = 2x)% % + |x1%,]?
= x7 — 8x3x, + 25x%x% — 32x,x5 + 16x5
< (xf +8x3x, + 24x2x% + 32x,x3 + 16x7)||x]|?

= |Gy + 2x2)? 2|1
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olup [If (&, )l < [Cxy + 2x2)?|llx|| bulunur. O halde

I (& 0l (xq + 2x,)% I x |l

im —————< i = i +2x,)2=0 6.46
eliso el i 1]l (. 2%2) (6.46)
dir. Normun 6zelliginden dolayi \f I(IZIT)” pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti

t,x

im M >0 (6.47)

lxll=o |[x]|

dir. Buna gore (6.46) ve (6.47) dan (4.2) sart1 saglanir.

O halde Teorem 4.2 den dolayr (6.23) sisteminin (0,0) ¢oziimi asimptotik
dayaniklidir.

iii. (1,1) ¢6ziimiiniin dayaniklilig: arastiralim:
Bunun i¢in x; = x; + 1, x; = x, + 1 donilislimii uygulayalim:
Bu durumda (6.23) sisteminin (1,1) noktasindaki dayaniklilig1 problemi

5(1=x1+1—2x2—2+(xl—2x2—1)2
= —x; + 4x, + x2 — 4x;x, (6.48)

X'Z = 3x1+3—4x2—4+x1x2+x1+x2+1
= 4x; — 3x, + XX, (6.49)
(6.48) ve (6.49) dan

{ 5(1 = —X1 + 4‘x2 + x12 - 4x1x2

Xy = 4x; — 3x, + x1%; (6.50)

sisteminin (0,0) daki dayanikliligi1 problemine doniisiir.
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(6.50) sistemin birinci yaklagimlar sistemi

{.X.'l = —x1 + 4x2 (651)

562 = 4x1 - 3x2

olup asimptotik dayanikliligini inceleyelim:

Katsayilar matrisi A = [_41 _43] olmak lizere

=12 +42—13

f(A) = det(Al — A) = |/1 _+41 —4

A+3

olup fonksiyon Gurvi¢ fonksiyonu degildir. Ciinkii derecesi 2 ve daha az olan
denklemlerin Gurvi¢ fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul katsayilarinin
pozitif olmasiydi. O halde a, = —13 < 0 olup Gurvig fonksiyonu degildir. O halde

denklemin en az bir kdkiiniin reel kismi pozitiftir.

(6.50) sisteminin f(t,x) vektor fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = x2 — 4x,x,,

f2(t, x) = x1x, dir. Buna gore (4.2) sartinin saglanip saglanmadigini inceleyelim:

It )% = 1 f1(t,0)]* + Ifo(t,x)|?
= |xf — 4x1%,]% + |x12,|?

< Al |+ I D2 Mlx]?

olup [l (&)l < 2(Jx1] + [x2D1lx]| bulunur.
O halde

IfFEl . 20l + PeDllxll

im ———< lim = lim 2(|x{| + |x,]) =0 6.52
Ixli—0 ||| lIxlI~0 x| lIxl~0 (Il + Ix ) (6-52)
dir. Normun 6zelliginden dolayi Irexl pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun

[l
limiti
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Il

im ———2>0
lxll=o |[x]|
dir. Buna gore (6.52) ve (6.53) dan (4.2) sart1 saglanir.

O halde Teorem 5.7 ye gore (6.23) sisteminin (1,1) ¢oziimii dayaniksizdir.

iv.(—4, — Z) ¢Oziimiiniin dayanikliligini inceleyelim:

Bununiginx; =x; —4, x, = x, — 5 doniisiimii uygulayalim:

Bu durumda (6.23) sisteminin (—4, — %) noktasindaki dayaniklilig1 problemi

J'Cl=x1—4—2x2+3+(x1—4-+2x2+3)2
=x1—2x2—1+(x1+2x2—1)2

= —x; + 2%, + x% — 4x;x, + 4x3

3
xz=3xl—12—4‘X2+6+(X1_4‘)(x2—z)

= le - 8x2 + xlxz
(6.54) ve (6.55) den
Xy = —x1 + 2%, + x2 — 4x,x, + 4x3
5(2 = %xl - 8XZ + X1X2
sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine doniisiir.

(6.56) sisteminin birinci yaklagimlar sistemi

{5(1 = —X1 + 2x2

. 3
Xy = Exl - 8x2

olup asimptotik dayanikliligini inceleyelim:
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-1 2
Katsayilar matrisi A = l 3 _Sl olmak tizere
2

A+1 =2

— 32
148 =A*+21+5

F) = det(Al — 4) =

2

olup fonksiyon Gurvig fonksiyonudur. Ciinkii derecesi 2 ve daha az olan
denklemlerin Gurvi¢ fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul katsayilarmin
pozitif olmasidir. O halde fonksiyon Gurvi¢ fonksiyonu oldugundan koklerinin reel
kism1 negatif olup Teorem 2.9 geregince (6.57) birinci yaklagim sistemi asimptotik

dayaniklidir.

(6.56) sisteminin f(t,x) vektdr fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = x% — 4x;,x, +
4x2, fo(t,x) = xyx, dir. Buna goére (4.2) sartimn saglanip saglanmadigini

inceleyelim:

It 0N? = f1(6 )12 + | f2(t, %) |?
= |xf — 4x120 + 4x5 |7 + |25 |?
= | (%1 — 222)%]% + |x1x, |2

< (e 4 2x2)2%)%|Ix]|?

olup |If (t, )1l < (x1 + 2x,)?|Ix|| bulunur. O halde

Il (¢, )l (xq + 2x5) 2|1 x]|
< li = lim (x; + 2x,)?> =0 6.58
-0 |[x]| llxll~0 THal ”x”_m( 1 2) ( )

dir. Normun 6zelliginden dolayi % pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti

I (& )l

—— =0 6.59
T (6.59)

dir. Buna gore (6.58) ve (6.59) dan (4.2) sart1 saglanir.
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Bu durumda Teorem 4.2 den dolay1 (6.23) sisteminin (—4, —%) ¢Ozlimii asimptotik

dayaniklidir.
c. Oncelikle (6.24) sisteminin ¢dziimii olan degerleri bulalim:

0 = x1 - O,sz + (xl - 0,5x2)2 (660)

0 = 2x; + 3x, — 2x;%, — 3 (6.61)

Denklemlerinde a = x; — 0,5x, diyelim. O halde (6.60) denkleminden a = 0 veya

a = —1 dir. Buna gore;

a = 0ise:

x; — 0,5x, = 0 = x; = 0,5x, olup bu ifade (6.61) de yerine yazilirsa;

0=x2+3x2—x22—3

$x22_4‘x'2+3=0
olup x,™ = 3,x, = 1 bulunur. Dolaysiyla x;® = —2,x,® = 0 olup (%, 1) ve
(2, 3) ¢oziimdiir.
a =—1ise:

x; — 0,5x, = =1 = x; = 0,5x, — 1 olup bu ifade (6.61) de yerine yazilirsa;

1 1
O=2(§xZ_1)+3xZ_Z(Exz_l)x2_3

=>O=x22—6x2+5

olup x,™ = 5,x, = 1 bulunur. Dolayisiyla x,® = %,xl(z) = —; olup (%,5) ve

(=3 1) goziimdiir.
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Simdi bu ¢6ziim noktalarinda dayaniklilig1 inceleyelim:

L. (% ,5) ¢Oziimiiniin dayanikliligini aragtiralim:
Bunun i¢in x; = x4 +§ , X3 = x, + 5 donlistimii uygulayalim:

Bu durumda (6.24) sisteminin (g, 5) noktasindaki dayanikliligi problemi

. +3 1 5+ +3 1 52
X1 = X1 > zxz ) (1 ) zxz 2)

— _ _1 _1 _12
=X zxz + (x4 zxz )

=—x; + %xz + x% + ix% — X1X; (6.62)

3

= —8x; — 2xyx, (6.63)
(6.62) ve (6.63) den
{xl = —x1 +EX2 +x1 +Zx2 —x1x2 (664)
5(2 = _8x1 - 2x1x2

sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine donisiir.

(6.64) sisteminin birinci yaklagimlar sistemi

{5(1 = —X1 + %xz (665)
X'Z = —8x1

olup asimptotik dayanikliligini inceleyelim:
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1

Katsayilar matrisi A = [_1 El olmak tizere
-8 0

1
AT1 =3l =22 42+4

8 A

FO) = det(Al — 4) =

olup fonksiyon Gurvi¢ fonksiyonudur. Ciinkii derecesi 2 ve daha az olan
denklemlerin Gurvi¢ fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul katsayilarinin
pozitif olmasidir. O halde fonksiyon Gurvi¢ fonksiyonu oldugundan koklerinin reel
kismi negatif olup Teorem 2.9 geregince (6.65) birinci yaklagimlar sistemi

asimptotik dayanikhdir.

(6.64) sisteminin f(t,x) vektdr fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = xZ + ix% —

X1X5, fo(t,x) = —2x,x, dir. Buna gore (4.2) sartinin saglanip saglanmadigini

inceleyelim:

“f(t,X)llz = |f1(t,X)|2 + |f2(t,X)|2

2

1
= Xlz +Zx§ — X1X2 + I_lelez
1 2
= |(X1 —Exz)z + | =2x1x, |2

2

< 4 1 2 2
<4|(x + > x2)“| x|l

olup [I£(t, )| < 4(x; +x2)?|lx|| bulunur. O halde

liFeol . 40 +5 2x)? llxll

im im
llxII—0 ||x|| IIXII—>0 ||x|| |I |I

1
4(x1 + = x2)2 =0 (666)

If el

dir. Normun 6zelliginden dolayr ——— Il

posz fonksiyon olup pozitif fonksiyonun

limiti
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im —————
lxli=0  ||x]|

dir. Buna gore (6.66) ve (6.67) den (4.2) sart1 saglanir.

O halde Teorem 4.2 ye gore (6.24) sisteminin (%, 5) ¢0ziimii dayaniklidir.
i (%, 1) ¢ozlimiiniin dayanikliligini arastiralim:
Bunun i¢in x; = x4 +%

Bu durumda (6.24) sisteminin (%, 1) noktasindaki dayanikliligi problemi

X

1

TCEOT

1 1 1 1
1= X% +§—§x2—§+(x1—5

1
=x1—5x2+x12—x1x2+x§

= 2x, — 2x%

(6.69) ve (6.70) den

{

sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine donisiir.

. 1
X1 =xl_5xZ+x5_X1x2+x5

X‘z == sz - fo

xz)z

, X3 = X, + 1doniistimii uygulayalim:

(6.71) sisteminin birinci yaklagimlar sistemi

{

. 1
xl = x1 _Exz

5(‘2 = 2x2
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olup asimptotik dayanikliligin1 inceleyelim:

1
Katsayilar matrisi A = ll - 5] olmak tizere
0 2

F(A) =det( —A) = |4~ =12 —31+2

| N -

2

olup fonksiyonun kokleri A; = 1, A, = 2 olup reel kisimlar1 pozitiftir.

(6.71) sisteminin f(t,x) vektoér fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = x% — x,x, +
x2, fo(t,x) = —2x%? dir. Buna goére (4.2) sartinin saglanip saglanmadigin
inceleyelim:

If @& 0l7 = |01 + |20t )7
= |x{ —x1x; + x51% + [-2xf|?
< (2% + x2)?)?
< |(2x; +x2)2|2||x||2

olup |I£(t, )|l < (2x1 + x,)2|1x]| bulunur.
O halde

liFeol . (2a +x2)°llxll _

im im
lIxll-0 ||x|| IIxII—>0 |[x]| |I |I

(2x1 +x,)% = (6.73)

dir. Normun 6zelliginden dolayi LAC I(I m pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti
IF @Ol
> 6.74
xi~o x|l ©.74)

dir. Buna gore (6.73) ve (6.74) den (4.2) sart1 saglanir.
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O halde Teorem 5.7 e gore (6.24) sisteminin (%, 1) ¢6zlimii Tamamen dayaniksizdir.
Iii. (%, 3) ¢ozlimiinlin dayanikliliini arastiralim:
Bunun i¢in x; = x; +§ , X3 = X, + 3 doniisiimii uygulayalim:

Bu durumda (6.24) sisteminin (g, 3) noktasindaki dayanikliligi problemi

| 3 1 3 ,
x1=x1+§—§x2—5+(x1—5x2)
=x; — %xz + x2 — x1x, + x5 (6.75)

3
J'CZ=2x1+3+3x2+9—2<x1+§>(x2+3)—3

= —4-x1 - lexZ (676)

(6.75) ve (6.76) dan

. 1
{ Xy =2 =X+ x2 — x1x, + x2 6.77)
5(2 = _4x1 - 2x1x2
sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine doniiiir.
(6.77) sisteminin birinci yaklasimlar sistemi
. 1
{xl 170 (6.78)
5C2 = _4x1

olup asimptotik dayanikliligini inceleyelim:

1

Katsayilar matrisi A = [ 1 _El olmak iizere
-4 0

88



/111
2

4 A

FD) = det(U — A) = =12—1-2

olup fonksiyonun kokleri A; = —1, A, = 2 olup bir kdkiin reel kismi pozitiftir.

(6.77) sisteminin f(t,x) vektdr fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = x? — x;x, +
x%, f,(t,x) = —2x;x, dir. Buna gore (4.2) sartmin saglanip saglanmadigimni

inceleyelim:

If )% = 1f1(t0)]* + |fo(t,x)|?
= |xf — x5 + x5 1% + |22, %, |2
< |(2x, +x2)2|2

< (221 + x2)2)%|1x]1?

olup || (t, )|l < (2x;1 + x3)?||x|| bulunur. O halde

I (& 0l (21 + x2)°lx|l
—— < i = lim (2x; +x,)2 =0 6.79
x>0 |lx|] llxfi—0 THI D (2X1  x2) (6.79)
dir. Normun 6zelliginden dolayi % pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti
t,x
im M >0 (6.80)
lxll=0 x|

dir. Buna gore (6.79) ve (6.80) den (4.2) sart1 saglanir.

O halde Teorem 5.4 e gore (6.24) sisteminin (%, 3) ¢Oziimii dayaniksizdir.
iv. (— %, 1) ¢ozlimiiniin dayanikliligini arastiralim:

Bunun i¢in x; = x; —% , X3 = x5 + 1 doniisiimii uygulayalim:
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Bu durumda (6.24) sisteminin (— %, 1) noktasindaki dayanikliligi problemi

_ 11 1 ;
x1=x1—§—§x2—§+(x1—§x2—1)
=—x, + %xz + x% — x1x, + ix% (6.81)

1
5c2=2x1—1+3x2+3—2(x1—§)(x2+1)—3

= 4x2 - lexZ (682)

(6.81) ve (6.82) den

: 1 1

{ Xy = =y X+ X] — XX + X3 (6.83)
5C2 = 4x2 - 2x1x2

sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine doniisiir.

(6.83) sisteminin birinci yaklagimlar sistemi
. 1

{ X1 = —Xq +EX2 (684)
")2'.2 = 4x2

olup asimptotik dayanikliligini inceleyelim:

1

-1 5] olmak {izere

Katsayilar matrisi A = l
0 4

1
/1+1 _E 212_3/1_4

0 A—4

F) = det(Al — 4) =

olup fonksiyonun kokleri ; = 1, 4, = 4 olup biitiin koklerin reel kismi pozitiftir.
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(6.83) sisteminin f(t,x) vektor fonksiyonunun bilesenleri f;(t,x) = x? — xyx, +
ix%, fo(t,x) = —2x,x, dir. Buna gore (4.2) sartinin saglanip saglanmadigini

inceleyelim:

If (&, 0117 = 1fi(t, 1% + | (¢, 0)|?
2
- X12 - X1X2 + Zx% + I_lelez
< 4[(x; + xz)z|2

< 4|0y + x2)2 1% ||x||?
olup |I£(t, )|l < 2(x; + x,)2|Ix]| bulunur. O halde

If (t, )l 2(xq + x2) % ||l
im ———— < lim = lim 2(x; + x,)> =0 6.85
Ixli—0 ||| llxl[-0 Il lIxl]-0 (%1 +%2) (6.85)

dir. Normun 6zelliginden dolay1 % pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti
t,x
im M >0 (6.86)
lxll=0 x|

dir. Buna gore (6.85) ve (6.86) dan (4.2) sart1 saglanir.

O halde Teorem 5.7 ye gore (6.24) sisteminin (—%,1) ¢Ozliimii Tamamen

dayaniksizdir.

{J’cl =2x; — 3x, + (x5 + 2t) sin(x; —t) + (x; — t)?cos(x, + 2t) — 8t + 1 (6.87)
J.C'Z - 4—x1 - 3x2(x2 + Zt)z - 10t - 2 (688)

sisteminin _x; = t, x, = —2t cdziminin asimptotik dayamkli oldugunu birinci

yaklasimlar metodu ile gdsteriniz.
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Coziim: Verilen sistemde x; = y; +t, x, =y, — 2t donisiimlerini uygulayalim.

Bu durumda soruda sorulan dayaniklilik problemi

X, =y;1+t= xX; =y, +1= y; =x; — 1olup (6.87) den

Y1 = 2x1 — 3x5 + (x5 + 2t) sin(x; — t) + (2 — t)?cos(x, +2t) —8t+1—1
= 2y1 — 3y2 + ¥z sin(y1) + (71)? cos(y2) (6.89)

Xy =y, — 2t > X, =Y, — 2= y, =x, +2o0lup (6.88)den

Yo, =4y1 — 3y, +y3 (6.90)

dir. (6.89) ve (6.90) dan

{)’ﬁ = 2y; — 3y, + ¥z sin(y;) + (y1)? cos(y,) (6.91)
Y2 = 4y, — 3y, + y3
sisteminin (0,0) daki dayaniklilig1 problemine donisiir.
(6.91) sisteminin birinci yaklagimlar sistemi

Y1 =2y1 — 3y,

: 6.92
{J’2 =4y, — 3y (6.9

olup asimptotik dayanikliligini inceleyelim:

Katsayilar matrisi 4 = [2 :g] olmak iizere

4
B o A=2 3 | _ .
F(A) = det(Al A)_|_4 Lol = A6
A1:a1:1,
A2:a2A1:6,
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A; >0, i = 1,2 oldugundan Gurvig teoremi geregince f (A1) Gurvig fonksiyonu olup
koklerinin reel kismi negatiftir. O halde Teorem 2.9 dan (6.92) sistemi asimptotik

dayaniklidir.

(6.91) sisteminin f(t,y) vektoér fonksiyonunun bilesenleri f;(t,y) = y, sin(y;) +
(v1)?cos(y,) , fo(t,y) = y2 dir. Buna gore (4.2) sartinin saglanip saglanmadigini

inceleyelim:

IfFE&ENNI? = A& + 10 0)1°
= lyz sin(y1) + (71)? cos(y2)|* + |3
< |y, + ¥ 217 + ly3?
< 4]y, + y*Pllyll?

|2

olup [If (&, WII < 2y, + 42y |l bulunur.

O halde

lf &t )l 2|y, + v 21yl
im ——— < lim = lim 2|y, + y:%| =0 6.93
Iyl-o ||yl llyil~0 T lyll-0 1v2 + 727l (6.93)

dir. Normun 6zelliginden dolayi I\ I(I;ﬁ)” pozitif fonksiyon olup pozitif fonksiyonun
limiti
t,
im eI (6.94)
Iyli-o ||yl

dir. Buna gore (6.93) ve (6.94) den (4.2) sart1 saglanir.

O halde Teorem 4.2 ye gore (6.91) sisteminin (0,0) , dolayisiyla verilen sistemin

X, =t, x, = —2t ¢ozlimii asimptotik dayaniklidir.
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