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Bu tezde, iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodu kullanilarak lineer ve lineer

olmayan, sabit ve degisken katsayili kompleks denklemlerden olusan diferansiyel

denklem sistemleri ¢6ziildii. Bunu yaparken denklemler reel ve imajiner kisimlarina

ayrilarak kismi tiirevli denklem sistemi elde edildi. Bu sistemin ¢dzlimiinden istenen
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

y(x)  :baslangi¢ fonksiyonu
Y(k) :doniistim fonksiyonu

ak . ..

ok : x’e gore k. tlirevi
U(k) :u(x)’in diferansiyel donligiimii
V(k) :v(x)’in diferansiyel doniisimi

W (k, h) : ters diferansiyel dontisimii w(x, y)

Z . Zz’nineslenigi

: toplam sembolii



BOLUM 1

GIRIS

Diferansiyel denklemler giinlimiizde genis uygulama alani bulan matematigin 6nemli
bir dahdir. Ozellikle fizik ve miihendislikte problemlerin ¢dziimiinde diferansiyel
denklemler karsimiza g¢ikar. Son yillarda yapilan ¢aligmalar ile diferansiyel denklem
sistem coziimleri i¢in diferansiyel doniisiim metodu uygulanmaktadir. Bu metot ilk
kez Zahou tarafindan 1986’da ortaya atildi. Zahou bu metot ile lineer ve lineer
olmayan baslangi¢c deger problemleri ¢6ziimiine ulasti. Chen ve Shing Huei Ho bir
boyutlu diferansiyel doniisiim metodunu 6zdeger problemlerini ¢éziimiinde kullandi
[1]. Diferansiyel doniisiim sistemleri, iki boyutlu diferansiyel donisiim metodu
kullanilarak ¢oziilmiistiir [2]. Diferansiyel doniisiim metodunun sayisal ¢oziimii ve
diferansiyel denklem sistemi igin Laplace doniisiim metodu karsilagtirilmistir [3].
integral denklemleri, kesirli diferansiyel denklemler, integral ve integro diferansiyel
denklemler de diferansiyel doniisim yardimiyla ¢ozilmiistiir [4-8].

Bu metot, taylor seri ac¢ilimmna dayanan ve diferansiyel denklemlerin analitik
¢Oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan bir doniisiim teknigidir (J.K. Zhou, 1986).
Fakat iki boyutlu diferansiyel doniisim metodu yiiksek mertebeli Taylor serisi
metodundan farklidir. Taylor serisi metodu biiyiik mertebeler i¢in ¢ok daha fazla
hesaplama gerektirir. Jang bu metodun diferansiyel denklemlerin Taylor serisini
cozlimlerini elde etmek i¢in alternatif bir metot oldugunu ifade eder. Bu metot

hesaplamanin boyutunu indirger ve bir¢ok probleme uygulanabilir.



BOLUM 2
LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERI

x bagimli, t bagimsiz de8isken olmak iizere n. mertebeden en genel bir adi

diferansiyel denklem
F(t,x,x',x", .., xMW) =0

bicimindedir. Bu denklemin iki bilinmeyen fonksiyon haline genellestirilmesi iki

denklemden olusan

Fi(tx,x,x" ., x®,y,y,y" o, y™) =0 (2.1)
F(tx,x,x", ..., x®,y,y,y", ..,y™) =0

sistemidir. Burada x ve y; t nin bilinmeyen fonksiyonlari, F;,F, de verilmis
fonksiyonlardir. k ve m sirastyla x ve y nin en yiiksek mertebeden tiirevlerinin
mertebesidir. Goriildiigii gibi bir diferansiyel denklem sistemi iki veya daha c¢ok
bilinmeyen fonksiyon ve bunlarin tiirevlerini ihtiva eden diferansiyel denklemlerin

bir ciimlesidir. Ornegin;

x" —t2y" +tx' =1 (2.2)
y' =)=t
2x' + 3y —2x +y = t? (2.3)

x' =2y +3x+4y=et

x'=y (2.4)
z

y/
7' =—x+4y—3z+et



Denklem cilimleleri birer adi diferansiyel denklem sistemidir. (2.2) ve (2.3)
sistemlerinde bilinmeyen fonksiyonlar x ve y (2.4) sisteminde ise bilinmeyen

fonksiyonlar x,y ve z ile gostermistir. t bagimsiz degiskendir.

Her ii¢ sistem bilinmeyen sayisi kadar denklem ihtiva etmektedir. Bu denklem
sistemlerinden birincisi ikinci mertebeden ikincisi ve Ttglinctisii ise birinci
mertebedendir. Eger (2.1) sistemindeki F; F, fonksiyonlari, bagimli degiskenler ve
bagimli degiskenlerin tiim tiirevlerine gore birinci dereceden ise sisteme lineerdir
denir. (2.3) ve (2.4) sistemleri lineer, (2.2) sistemi lineer degildir. (2.4) sistemi 6zel
bir sistemdir. Sistemin her bir denkleminde bilinmeyenlerden sadece birinin birinci
mertebeden tiirevi bulunmaktadir. (2.3) sistemi de boyle yazilabilir. (2.2) sisteminin
denklemleri bilinmeyenlerin birinci ve ikinci mertebeden tlirevlerinin ihtiva
etmektedir. Acaba bu sistem, (2.3) ve (2.4) sistemleri gibi, her bir denkleminde
bilinmeyenlerden sadece birinin birinci mertebeden tiirevinin bulundugu bir sisteme
indirgenebilir mi? Bu sorunu cevabini sistemin en yliksek tiirevlere gore ortak
¢Oziilebilir olmasi halinde evet oldugunu sdyleyebiliriz. Gergekten (2.2) sistemi en

yiiksek mertebeden tiirevlere gore ¢oziiliirse

x" =2 —t.x' +t3+1
y' =)+t

bulunur. Buradan u; = x,u, = x’,u3 = y,u, =y’ konumu ile kolayca

u; =u,
uy = t2uy? —tu, +t3+ 1
Uz’ =uy
u =u? +t

sistemi elde edilir.

TANIM 2.1:
Her bir denkleminde bilinmeyenlerden sadece birinin birinci mertebeden tiirevi
bulunan sistemlere normal sistemler denir. Bu tanima gore n bilinmeyenli normal

sistem



X' = fi(t,x1,%5, ., Xy)

x2, = fZ(trxl » X2, "'ixn)

Xn = fu(t,xq, %5, .0, Xp) (2.5)

bicimindedir. Burada x; x5, ..., x, bilinmeyen fonksiyonlar; fi,f;,..,f, de

t,xq, Xy, ..., X, 1n fonksiyonlaridir.

TANIM 2.2:

Eger bir | € R acik araliginda birinci mertebeden siirekli tlirevlere sahip olan bir
{x; = x,(t), x3 = x5(t), ..., xp, = x,(t)} fonksiyon ciimlesi (2.5) sisteminin tiim
denklemlerini 6zdes olarak sagliyorsa, bu fonksiyon ciimlesine I/ araliginda (2.5)

sisteminin bir ¢6ziimi denir [9].

TANIM 2.3:
Asagidaki sekilde yazilabilen birinci mertebeden bir denklem sistemine lineer

denklem sistemi denir.

dx
d_i = a31 ()% (0) + a12(Oxx (1) + -+ + a1 ()2 + f1(2)
% = Ay ()x,() + Az (D)X (t) + -+ + Az (x5 + fo(t)

dxn

dt = an1 (t)xl (t) + ane (t)xz (t) + et ann(t)xn + fn(t) (2.6)

Burada t bagimsiz degisken, x;, x5, ..., X, bagimh degiskenler, a;; (1 <1i,j <n)
katsay1 fonksiyonlar1 ve f;(t) (i =1,2,...,n) ise kuvvet fonksiyonlaridir. Katsay1
fonksiyonlarin tiimii sabitse denklem sistemine sabit katsayili denklem sistemi,
kuvvet fonksiyonlarinin timii 6zdes olarak sifirsa, denklem sistemine homojen
denklem sistemi denir. Katsay1 fonksiyonlarindan en az biri sabit degilse bu durumda
sisteme degisken katsayili denklem sistemi ve kuvvet fonksiyonlarindan en az biri
stfirdan farkli ise bu durumda sisteme homojen olmayan denklem sistemi ad1 verilir.

Eger



x1 () a1 () a2(t) - agn(t)

X(t) = xz.(t) A = a1(t) azz('t) e g () ’
xn(®) 1 (6) Qnp(®) . (D)
10
.0

olarak tanimlanirsa (2.6) sistemi kisaca

X'(t) = AX(@®) + f(©)
olarak yazilabilir.

TANIM 2.4 :

I C R, tyel,xy, Xy0, ..., Xno herhangi reel sayilar olmak tizere (2.5) sisteminin

x1(tg) = X10,%2(tg) = Xz0, e, Xy (to) = Xpo (2.7)

kosulunu saglayan ¢oziimiinii bulma problemine denklem sistemleri i¢in baslangic

deger problemi denir.

TEOREM 2.5 (Normal sistemler i¢in varlik ve teklik teoremi):

Eger f; ve %(i,j = 1,2,..,n) fonksiyonlar1 |t —ty| <a, |x; —x;| < b;(i =
J

1,2, ...,n) icin siirekli ise (2.5) sisteminin t; 1n bir komsulugunda (2.7) baslangi¢
kosullarin1 saglayan bir ve yalmz bir (x;(t), x,(t), ..., x,(t)) ¢O6ziimii mevcuttur
[10].



BOLUM 3

LINEER DIFERENSIYEL DENKLEM SISTEMININ COZUM YOLLARI

3.1. YOK ETME METODU

Bu bolimde

Li1(D)xq + L12(D)x; + -+ + L1 (D)x, = f1(2)
Ly1(D)x1 + Lpp(D)xy + -+ Lyn(D)xy, = f(0)

Ly (D)xy + Lpp(D)xy + -+ Ly (D)xy, = f () (3.1)

bicimindeki sabit katsayili lineer sistemleri ¢ézmek icin yok etme ydntemini
verecegiz. Bu yontem, cebirsel lineer denklem sistemlerini ¢ozmek i¢in kullanilan
yonteme benzerdir. Yok etme yoOnteminde verilen diferansiyel denklem sistemi
yerine, sisteme denk ancak ¢6zmek i¢in nispeten daha basit bir sistem elde edilmeye
calisilir. Eger iki denklem sistemi ayni ¢ézlimlere sahipse, bu sistemlere denk sistem
denir. Bir sistemi daha basit bir sisteme indirgeme bir dizi islemle basarilir ve her bir

islem verilen sisteme denk bir sisteme yol agar. Bu islemler sunlardir:

(1) Sistemin herhangi iki denkleminin yeri degistirilebilir.

(2) Sistemin bir denklemi bir sabitle garpilabilir.

(3) Sistemin bir denkleminin her iki tarafi bir Q(D)polinomu ile ¢arpilabilir ve
sistemin baska bir denklemine ilave edilebilir.

(4) 1 agiklamak igin (3.1) sisteminin i. ve j. denklemlerini, yani

Liy(D)xy + Lip(D)xy + -+ + Lin(D)x,, = f;(0)
Ljy(D)x1 + Ljp(D)xp + -+ + Lin(D)x, = f;(£)



denklemlerini géz Oniine alalim. i. denklemin her iki tarafi Q(D) ile garpilir. Ve

sonra sonucu j. denkleme ilave edilirse, i. ve j. denklemleri

Liy(D)x; + Liz(D)xy + -+ Lin(D)x, = f;(t)
[Lji(D) + Q(D)Liy (D) ]xy + -+ + [ Lin(D) + Q(D)L;in(D)]x, = £i(£) + Q(D)fi ()

olan (3.1) ya denk yeni bir sistem elde edilir [9].
ORNEK 3.1.1:
x'=2x+y+t
y' = x+2y+t?
sistemini ¢oziiniiz.
¢OzZUM:
x'—2x—y=t
—x+y' —2y=t?

Simdi sistemi operator formda yazalim.

(D—-2)x—y=t
—x+ (D —2)y = t? (3.2)

Bu sistemde y’ yi yok edelim. Bunun i¢in birinci denklemi (D — 2) ile ¢arpalim.

(D—-2)’x—(D—-2)y=1-2t
—x+ (D -2)y=t?

sistemi bulunur. Simdi 2 denklemi taraf tarafa toplarsak
(D> —4D +3)x = t? -2t +1

veya



d*x 4dx+3 =t>-2t+1
dt2 at T

elde edilir.

Once homojen kism1 ¢ozelim.

S
a2 Cae YT

r’—4r+3=0
r—1D)(r-3)=0

r =1ve r = 3 bulunur.
x(t) = et + cye’t

genel ¢oziimdiir. ikinci taraftaki fonksiyon 2. Dereceden polinom oldugundan &zel

¢oziim x,, = at® + bt + c olarak belirlenir.

x, = at>+ bt +c ise x, =2at +b ve x," = 2a
elde edilir.

2a —4Qat +b) +3(at?> + bt +c¢ )=t?> -2t +1

Esitligin her iki tarafina bakarak polinom esitliginden

3a=1 ==
-1 5g=
a a ,

3b—8 2 53y o pl
@ 3 9’

da—ab+3c=1 o -84 3021 5 3c=142-1 11
— = = - — — = = = —_—— D = —
a ¢ 3 9 T°¢ ¢ 9" 9 ~ T 27

—1t2+2t+11
T3 9" T 27



denklemin 6zel ¢oziimiidiir. Boylece

1 2 11
— t 3t L — 424 2 —
X =cie” +cye +3t +9t+27

bulunur. Bulunan bu deger sistemdeki ilk denklemde yerine yazilirsa y(t) ¢oziimii su

sekilde bulunur:

y() =x"(t) — 2x(t) — ¢

2 2 2 4 22
y= Clet+3C2€3t +§ t+§—2C1€t—2C2€3t—§ t? +§t—ﬁ—t
2 7 16
= —c et + et +3 t? 5t 37

elde edilir [10].
3.2. LAPLACE DONUSUM YONTEMI

TANIM 3.2.1:

f,]0, o) araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Eger

J e S*f(x)dx

0

integrali mevcut (veya yakinsak) ise, s nin bir fonksiyonu olan
co

F(s) =fe‘sxf(x)dx

0

ye f fonksiyonun Laplace doniisiimii denir.

Sabit katsayili lineer diferansiyel denklem sisteminin t = 0 noktasindaki baslangi¢

kosullarini saglayan ve t > 0 i¢in tanimli olan ¢éziimlerini elde etmek i¢in diger bir



yontem Laplace doniisiimiinii kullanmaktir. Bu yontemde, verilen sabit katsayili

diferansiyel denklem sistemi

LD @) = s"LFO) = " FO)s"2(0) == fD(0)

formiilii yardimiyla bilinmeyenlerin Laplace doniisiimlerine gore bir lineer cebirsel

denklem sistemine doniistiiriiliir [9].

TEOREM 3.2.2:
LIF(x)] = f(s)ise L[e*F(x)] = f(s — a) dur.

ORNEK 3.2.3:
x'=3x+2y, x(0)=0
y'=-5x+y, y(0)=1

baslangi¢ deger problemini Laplace doniisiim yontemini kullanarak ¢oziiniiz.

COZUM:
Llx] = X(s) = X,L[y] = Y(s) =Y olarak tanimlanirsa ve her iki denklemin her iki

tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa

sX —x(0) =3X+2Y
sY —y(0) =-5X+Y

olur. Bu kosullar1 kullanirsa

(s—3)X—-2Y=0
(s—1DY+5X=1

ve bu iki denklem arasinda Y yok edilirse

2 _ 2
s2—4s+13 (s—2)24+9

X =

10



cebirsel denklemi elde edilir. Laplace doniistimleri ile ilgili 6zelliklerden

a
bt o —
L[e tsmat] = m
oldugu hatirlanirsa ve
P 2 3
~3(s—2)2+9

olarak yeniden diizenlenirse, son esitlige ters Laplace donilisimii uygulanmasi

sonucunda
2 .
x(t) = geZtsm3t

oldugu gorilir. Bulunan bu x(t) degeri verilen denklem sisteminin birinci

denkleminde yerine yazilirsa

) =2 (' = 32) = ox' =2
y(®) =5 (" =3x) =ox' —5x

1\ /2 3/2
— [ — _ 2t oj 2t _ =2t
(2) <3> (2e4tsin3t + 3e“tcos3t) > (3 e sm3t)

1
= e?t (cos3t — §sin3t)

¢oziimi elde edilir [10].

3.3. LINEER DENKLEM SIiSTEMLERININ OZDEGER VE OZVEKTOR
YARDIMI iLE COZUMU

TANIM 3.3.1:

A matrisi elemanlari reel olan bir nxn matris olsun. Eger sifirdan farkli bir u vektori

Au =Au (3.3)

11



olacak sekilde mevcutsa A ya A matrisinin bir 6zdegeri ve u ya da A matrisinin A

ya karsilik gelen 6zvektori denir. (3.3) esitligi

(AI-A)yu=0 (3.4)

olarak yazilabilir. Eger (Al - A) matrisinin tersi mevcutsa bu ters matris (3.4) ile
soldan garpilir ve u = 0 bulunur. Fakat 6zvektorler sifir olmayacagindan (Al - A)

matrisinin tersinin mevcut olmadigi ve dolayisiyla det(Al - A) = 0 oldugu sonucuna

varilir. Bu sonug agagidaki teoremde ifade edilmistir.

TEOREM 3.3.2:
A bir nxn matris olsun. A ‘nin A matrisinin bir 6zdegeri olmasi icin gerekli ve yeterli
kosul

P(A) =det(Al —A) =0 (3.5)
saglanmasidir.
TANIM 3.3.3:

(3.5) esitligine A’ nin karakteristik denklemi ve P(1) ya da A’ nin karakteristik

polinomu denir.

TEOREM 3.3.4:

A bir nxn matrisi olsun. Bu matrisin farkli 6zdegerleri A,, A, ,...,4, ise bu
Ozdegerlere karsilik gelen u; , u, , ..., u, 6zvektorleri lineer bagimsizdir [9].
ORNEK 3.3.5:

3 2 4
A=(2 0 2
4 2 3

matrisinin 6zdegerlerini ve bu degerlere karsilik gelen lineer bagimsiz 6zvektorleri

bulunuz.

12



COZUM:

1-3 =2 —4
det(Al — A) = det ( -2 A —2)
—4 -2 1-3
=N -6 - 15L—-8=(A+1)°(L—3)

oldugundan o6zdegerler A; = 8, A, = A3 = —1 (¢ift katlh 6zdeger) bulunur. Simdi

bu 6zdegerlere karsilik gelen lineer bagimsiz 6zvektorleri hesaplayalim. 4; = 8 i¢in

-5 2 4 X1 0
a-wmu=(2 = 2)(=)- (o)
4 2 =5 X3 0

olusturulursa
_le + 2x2 + 4X3 = 0
le - 8x2 + 2x3 = O
4x1 + sz - 5x3 = 0
denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin son iki denkleminden

—2x2+ X3 =0

veya x; = 2x, olur. Bulunan bu x; degeri birinci ve ikinci denklemlerde yerine

yazilirsa

_5x1 + 10x2 = 0
2x1 - 4x2 = 0

ve buradan da x; = 2x, oldugu goriiliir. O halde A; = 8 6zdegerine karsilik gelen

2x, 2 2
Oozvektor u; = | x; | =x,| 1| ve x,=1 alinwrsa u; = | 1 | olarak elde

2x, 2 2
edilir.
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Simdi de iki kath kok olan 4, = A; = —1 6zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz

Ozvektorleri hesaplayalim. A, = —1 i¢in

4 2 4 X1 0
A+Dhu=(2 1 2 X2 =10
4 2 4 X3 0
sisteminden
le + x2 + ZX3 = 0
veya

X, = —2x1 — 2X3

bulunur. O halde u vektorii iki keyfi sabite bagli olarak

x1 x]_ 0
u= (—sz —2x3)2<_2x2> + <_2x2>

x3 X3 x3

1 0

0 1

seklinde yazilirsa x; =0, x3 = 1 i¢in

vex; =1, x3=0icin
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seklindedir. Boylece 1, = A3 = —1 6zdegerine karsilik iki lineer bagimsiz 6zvektor

elde edilmis olur [10].

X'(t) = AX(t) (3.6)
denkleminin e, U bigiminde bir ¢dziimii olmasi i¢in 7 bir 6zdeger U da bu 6zdegere
kars1 gelen bir 6zvektor olmalidir. Boylece problem, aslinda A matrisinsin 6zdeger

ve dzvektorlerinin bulunmasina indirgenmektedir. Ug hal ortaya ¢ikarabilir:

I. A matrisinin ry, 7, ..., 7, 6zdegerlerinin tiimiiniin reel ve birbirinden farkli olmasi

hali
A matrisinin ry, 1y, ..., 1, 6zdegerlerine kars1 gelen 6zvektorler sirasiyla Uy, Us, ..., Uy,
olsun. Lineer cebirden biliniyor ki U;,U,,...,U, Ozvektorleri lineer bagimsizdir.
Boylece

Xl(t) = eritUi (l = 1,2, ,n)

fonksiyonlar1 (3.4) homojen denkleminin ¢éziimiidiir. Bu ¢dziimlerin Wronskiani

WXy, X, o, X, ] () = |e71tU; e™2tU, ... e™tU, | = et Tt -+t |y, U, ..U, |
dir. Uy, Uy, ..., U, ler lineer bagimsiz oldugundan |U; U, ...U, | # 0, dolayisiyla
WX, Xy, ., X,J(®) #0  dir. Boylece  {e™tU,, e™tU,,...,e™'U,}, (3.4.4)
denkleminin bir temel ¢oziim climlesi ve

X =ce™tU; + ce™tU, + - +c,e™tU,

de genel ¢oziimiidiir. Burada c;, c,, ..., ¢,, ler keyfi sabitlerdir [9].
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ORNEK 3.3.6:

x =0 Hx (3.7)

denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

COZUM :

A matrisinin karakteristik denklemi

P(r) =|A—7l| = 17 4‘_1

. =(1-rN@4-r)+2=7r>2=-5r+6=0
olup bunun r; = 2,7, = 3 kokleri A matrisinin 6zdegerleridir.
r; = 2 6zdegerine kars1 gelen 6zvektori bulmak i¢in (A — ;1)U = 0 yani
-1 —-1yr%1\ _ (0
(2 2)G)= ()
sistemini ¢ozmeliyiz. Dikkat edilirse bu sistem

u1+u2:O

skaler denklemine denktir. Buradan derhal k bir keyfi sabit olmak iizere

uy = k,u, = —k bulunur. Béylece r; = 2 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

Uy =k (—11)

dir. Benzer sekilde r, =3 oOzdegerine karsilik gelen Ozvektorii bulmak igin

(A — r,1)U = 0 veya buna denk
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sistemini ¢ozmeliyiz. Buradan k bir keyfi sabit olmak iizere u; = k,u, = —2k

bulunur. Boylece r, = 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

dir. k = 1 alinirsa

U= (—11)'U2 - (—12)

elde edilir. Boylece (3.7) denkleminin genel ¢oziimii

X =ce?t (_11) + c,edt (_12)

dir. Genel ¢6zlim bilesenler cinsinden

x = c,e?t +c,edt

y = —c,e?t — 2c,et
olarak da yazilabilir [9].
ii. Baz1 6zdegerlerin kompleks olmasi hali

1, = a + i, A matrisini bir kompleks 6zdegeri olsun. Bu taktirde, karakteristik
denklemin katsayilar1 reel oldugundan 7y in eslenigi yanir, =7, = a — iff da A nin
bir 6zdegeridir. Eger Z; ve Z, reel sabit vektorler olmak lizere U, = Z; + iZ,
1, = a + i 6zdegerine kars1 gelen dzvektor ise, U, = Uy = Z; — iZ,, 1, = a — if3
Ozdegere karsi gelen 6zvekordiir. Bunu gérmek igin (A — r;I)U; = 0 m kompleks
eslenigini alalim. iki matrisin ¢arpiminin esleniginin, matrislerin esleniginin ¢arpimi

oldugu g6z 6niinde tutularak
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(A-7DT; =0
(A-7DT; =0

elde edilir. Yani, r, = a — iff 6zdegerine kars1 gelen vektordiir. Boylece 1, ve r,

eslenik 6zdegerleri i¢in (3.6) nin

W (t) = e"1tU, = e@HBY(Z, +i7,)
Wz(t) = erztUZ = e(a_is)t(zl - IZZ)

kompleks ¢ozlimleri elde edilir.
Uygulamada reel ¢oziimler kompleks ¢oziimlerden daha kullanishidir. Reel ¢6ziimleri
elde etmek icin, sabit katsayili homojen lineer diferansiyel denklemlerdeki gibi,
kompleks ¢oziimlerin reel ve sanal kisimlarini almak yeterlidir. Boylece

W, (t) = e**(cosBt + isinft)(Z; +iZ,)

kompleks ¢oziimiinden

X, (t) = ReW,(t) = (e**cosPt)Z; — (e*sinft)Z,
X,(t) = ImW, (t) = (e**cosBt)Z, + (e*'sinBt)Z,

lineer bagimsiz reel degerli ¢oziimleri elde edilir. Dikkat ediniz ki W, (t) kompleks

¢oziimiinden elde dilen reel ¢oziimler X, (t), X, (t) ile lineer bagimlidir.

A matrisi r; ve r, den farkli bagka eslenik kompleks 6zdegerlere sahipse bunlara

kars1 gelen reel ¢oziimler benzer sekilde elde edilebilir [9].

ORNEK 3.3.7:

denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
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COZUM :

/-1 1 . L. .
A= (_5 3) matrisinin karakteristik denklemi

_ =—1_T' 1 — 2 _
a=|TLT L [=rre2re2 =0

ve Ozdegerleriry =1+ 1i,1, =1 —idir.
r, =1+ ii¢in (A — ;1)U = 0 denklemi agik olarak
—2—1i 1 Uy _ (0
(725" 220)(e)= (o)
(_2_l)u1 + u2:0

_5u1+ (2—l)u2:0

olur. Buradan u; =k ,u, = (2 + i)k elde edilir. Boylece r; =1+ i 6zdegerine

kars1 gelen 6zvektor (k = 1 segilerek)

= (540 = ()+i()

dir. r, = 1 — i 6zdegerine kars1 gelen 6zvektoriin

e =T=(,1)=(;)-i()

oldugu kolayca dogrulanabilir. Boylece

v o [(3)+(9)

= e'(cost + isint) [(;)"‘ l((l))]

kompleks ¢oziimiiniin reel ve sanal kisimlari
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X1 = Re[W(t)] = et cost (;)‘ e'sint (2)

X, =Im[W(t)] = e’ cost ((1))‘ e'sint (é)

reel ¢ozlimlerini verir. Bu ¢oztimler lineer bagimsizdir. Boylece

X::cl[dnmst(é)—et(g)]+ Q[etamt(g)—efﬂnt(;)]

veya

cost sint
X=c et( ) )+ c, et ( ) )
1 2cost — sint 2 cost + 2sint

istenen genel ¢oziimidiir [9].
iii. Baz1 6zdegerlerin katl (¢akisik) olmasi hali

Birinci mertebeden sabit katsayili normal sistemler i¢in (i) ve (ii) de elde edilen
sonuglar, notasyon disinda n. mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel
denklemler i¢in verilenlerle aynidir. Bununla beraber eger, A matrisinin 6zdegerleri
katli ise, farkli bir durum ortaya ¢ikar. Bu noktay1 agiklamak i¢in 75, A matrisinin iki
kath (gakisik) bir reel 6zdegeridir. Bu (r — 1) nin P(r) = |A — rI| karakteristik

polinomunun bir ¢arpani oldugunu ifade eder. iki durumla karsilasilabilir:

(1) Iki kath 7, 6zdegeri igin lineer bagimsiz iki Ozvektdr bulunabilir. Bu

ozvektorler U, ve U, ise iki katli r; 6zdegeri igin (3.6) denkleminin
Xl(t) == erltul, Xz(t) == erztUZ
cOziimleri derhal elde edilir ve bunlar lineer bagimsizdir.

(2) Iki kath r; 6zdegeri igin sadece bir U; 6zvektorii bulunabilir. Bu durumda

(3.6) sistemi asikar olmayan X, (t) = e™'U; ¢Oziimiine sahiptir. Sistemin
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genel ¢ozliimiinii elde etmek i¢in X; (t)den bagimsiz ikinci bir ¢éziime ihtiyag
vardir. Sabit katsayili homojen lineer diferansiyel denklemlerden edindigimiz
deneyim, ikinci ¢6ziimiin

Xz(t) = terztUl

seklinde olabilecegini ima eder. Ancak bu dogru degildir. Dogru olan sey, bu

durumda sistemin

X,(t) = te™!B + e™t(C

seklinde bir ¢oziimiin oldugudur. Burada B ve C belirtilecek sabit siitun

vektorleridir.

Bu sonug, r; in m katl bir 6zdeger olmasi haline de genellestirilebilir.

TEOREM 3.3.8:
7y, IN nxn tipindeki A matrisinin m kath bir reel kokii olsun. Bu taktirde X' = AX
denkleminin
Xl(t) = Bl1erit
X,(t) = Byre™t + Byye’it
m-1 tm—Z
Xm(t) = Bmy me”t + B, merit + 4 Bppe'it

seklinde lineer bagimsiz m ¢Ozimii vardir. Bununla Bjjler belirtilecek siitun

vektorlerdir.

Benzer bir sonug katli kompleks 6zdegerler i¢in de gegerlidir [9].
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ORNEK 3.3.9:

X' = (_2 _3)X (3.8)

denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

COZUM :

matrisinin karakteristik polinomu

2—r =3

PO =] "3 4=

(r—1?

dir. Buradan A nin 6zdegerleri r; = r, = 1 di. Yani r = 1 iki katli bir 6zdegerdir.

r = 1 kars1 gelen 6zvektorii bulmak i¢in

5 ) =0

veya
—3u1 - 3u2 =0
3u1 + 3u2 =0
sisteminin agikar olmayan bir ¢oziimiinii arayalim. Kolayca u; =k, u, = —k (kK

keyfi) bulunur. Boylece r = 1 e karsilik gelen 6zvektor

dir. Gorildigi gibi, iki kath r =1 6zdegeri icin sadece bir 6zvektér bulundu.

Buradan (3.8) sisteminin

X, (t) =et (_11)
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¢Oziimii elde edilir. Genel ¢6zlimii yazabilmek icin X; den bagimsiz ikinci bir ¢oziim

daha bulmaliyiz. Teorem (3.8) geregince
X,(t) =te'B + efC (3.9

seklinde bir ¢6ziim arayalim. Bu (3.8) sisteminde yerine konur ve benzer terimler bir

araya gelirse, her t icin

(AB — B)tet + (AC — C — B)et = 0
(A—DBtet +[(A—I)C —Blet =0

elde edilir. Buradan

(A-DB =0
(A-IC=B

denklemleri bulunur. Ilk denklem B nin bir 6zvektér oldugunu gosterir. Yani

B = (_33) alinabilir.(A — I)C = B denklemi agik¢a yazilirsa,

5 @)=

veya
_3C1 - 3C2 = 3
361 + 3C2 = _3

olur. Buradan ¢; = k — 1,¢c, = —k bulunur. k = 1 alinarak

elde edilir. Boylece (3.9)
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X,(t) = (_33) tet + (_01) et

olur. Artik (3.8) denkleminin genel ¢dziimii yazilabilir. Genel ¢oziim

K0 =a (e ral(3)er+(4)e]

dir [9].
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BOLUM 4
DIFERANSIYEL DONUSUM METODU
4.1. BIR BOYUTLU DiFERANSIYEL DONUSUM METODU

y(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii asagidaki gibi tanimlanir.

Yo = - [25y00) @1

x=0
ki burada y(x) baslangi¢ fonksiyonu ve Y (k) doniisiim fonksiyonudur.

k

d C , . :
Burada Tk x’e gore k. mertebeden tiirevi gosterir.Y (k)  nin ters diferansiyel

doniistimii

y(x) = Xi=o Y (k)x* (4.2)
olarak tanimlanair.

(4.1) ve (4.2) yi birlestirerek

0 1 d¥ k
y(x) = Y=o [ Y () ]x=0x (4.3)
elde ederiz.

(4.1) ve (4.2) deki temel matematik islemlerinin yardimi ile asagidaki teoremler elde
edilir. U(k), u(x)’in diferansiyel doniisiimii, V (k) da v(x)’in diferansiyel doniistimii

olmak iizere;
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TEOREM 4.1.1:
y(x) = u@) £ v(x) ise Y(k) = UCk) £ V (k)

olur [2].
TEOREM 4.1.2:
y(x) = c.u(x) ise Y(k) = c.U(k)
olur [2].
TEOREM 4.1.3:
y(x) = dr;;(:c) ise Y(k) = (k ;l(-!r)! Uk +1)
olur [2].
TEOREM 4.1.4:
y(x) = u(x). v(x)
ise
k
Y(k) = Uk) @ V(k) = z UGr).V(k —1)
r=0
olur [2].
TEOREM 4.1.5:
y(x) = 2" ise Y(k) = §(k —n) = {(1) é‘lg:er’;
olur [2].
TEOREM 4.1.6:

y(x) = x™u(x) ise Y(k) = U(k —n)
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olur [2].

4.2. IKi BOYUTLU DIFERANSIYEL DONUSUM METODU

TANIM 4.2.1:

w(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

1 k*thw (x,y)

Wk h) = L axkayh lo.o) (4.4)
fonksiyonu olarak tanimlanir.
TANIM 4.2.2 :
W (k, h) fonksiyonunun ters diferansiyel doniisiimii olarak
w(x,y) = =0 Li=o Wk, h)x“y" (4.5)
gosterilir.
(4.2.1) ve (4.2.2) den
W) = Thco o (Lo 0 o xkyh @6
elde edilir.
TEOREM 4.2.3:
Eger
w(x,y) = ulx,y) £ v(x,y)
ise

W(k,h) = Uk, k) + V(k, b)
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olur [11,12].

ISPAT :

k+h
k,h) = —— |———
y

[=N=)

1 ak+h
Vk h) = k'h! [6xk6yh v(x, y)]x=0 '

y=0

Wk, ) = |2 e, ) +v<x,y>]] ,

x=0
y=0
1 k+h k+h
Wk h) = g | grgyr |+ [ gyr ]|
y=0 y=0

oldugundan
W(k,h) =U(k,h) £ V(k,h)
elde edilir [11].

TEOREM 4.2.4:
Eger

w(x,y) = cu(x,y)

ise
W(k,h) = cU(k,h)

c sabittir [11,12].

ISPAT:

k+h
y=0
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ve buradan

olur [11].

TEOREM 4.2.5:

Eger

ise

olur [11,12].

ISPAT:

=(k+1).

Wk h)/= cU(k,h)

du(x,y)
ox

w(x,y) =

W(k,h) = (k+1)U(k+ 1,h)

k+h
Wk h) = — [aa lau(x,y)

. (k+1) gl+h+1
" (k + 1) h!|axk+1gyh u(x,y) O
0

k+h+1

(k+1)'h! laxkﬂayh u(x, Y)l
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olur. Buradan

W(k,h) = (k+1)U(k+ 1,h)

esitligi elde edilir [11].

TEOREM 4.2.6:
Eger

ise

olur [11,12].

ISPAT:

olur. Buradan

ou(x,y)

w(x,y) =

W(k,h) =(h+1)U(k,h+1)

1
k!'h!

W(k,h) =

ok Tou(x,y)
oxkayh| oy

=
B (h-l- 1) [ ak+h+1
K (h+ 1) axkayh+1u(x30

o o

B (h+1) [ ak+h+1
= T (h + D! [axkayret ) 0
0

1x=
Ty=

k+h+1

=(h+1).

W(k,h) =(h+1)U(k,h+ 1)

esitligi elde edilir [11].
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TEOREM 4.2.7:
Eger

aT+Su(x’ y)
w(x,y) = Tays

ise

Wi, h) = (k+ 1)k +2) . (k+1)(h+ Dh+2) e (h+ Uk +7,h +5)
olur [11,12].

ISPAT:
1 ak+h ar+s )
Wk, h) = u(x,y)
k'h!|dxkoyh| oxTays -
y=0
B k+1Dk+2)..(k+r)(h+1D)(h+2) ... (h+5)[ oFthHTHs
- (k + T')' (h + S)' axk+rayh+5 U(X, y) o
y=0
olur. Bu ise

W(k,h)=((k+1)k+2)....k+r)(h+1D)h+2).....ch +s)U(k +1,h +5)
oldugunu gosterir [11].

TEOREM 4.2.8:
Eger

w(x,y) = ulx,y)v(x,y)
ise

k

h
Wk, h) = Z Ulr, h— s)V(k —1.5)

r=05=0
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olur [11,12].

ISPAT:

w(x,y) = ulx,y)v(x,y)

fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

1 oM u(x, y)v(x, )]
Wleh) =g | dxkayh loo

tanimindan

W(0,0) = [u(x,}’)v(x:}’)] ZO

= U(0,0)V(0,0)
1 0
W(1,0) = 1701 ox [u(x, y)v(x, }’)]izg
_ [oulx,y) ov(x,y)

% v(x,y) +ulx,y)

0x

= U(1,0)V(0,0) + U(0,0)V(1,0)
W20 = s L e, v )
— U2,0)V(0,0) + U(1,0)V(1,0) + U(0,0)V(2,0)
w(0,1) = U(0,1)V(0,0) + U(0,0)V(0,1)
W(1,1) = UL, DV(0,0) + U(1,0)V(0,1) + U(0,1)V(1,0) + U(0,0)V (1,1)
W(1,2) = U(1,2)V(0,0) + U(L,1D)V(0,1) + U(1,0)V(0,2) + U(0,2)V (1,0)
+U0,1)V(1,1) + U0,0)V(1,2)
w(0,2) = U(0,2)V(0,0) + U(0,1)V(0,1) + U(0,0)V(0,2)
w2,1) = U1V (0,0)+U,0)V(0,1)+U1,1)V(1,0)+U,0V(1,1)
+ U(0,1)V(2,0) + U(0,0)V(2,1)
wW(2,2)= U(,2)V(0,0)+U(2,1)V(0,1) + U(2,0)V(0,2) + U(1,2)V(1,0)
+U,D)V(1,1)+U@1,0)V(1,2) +U(0,2)V(2,0) + U(0,1)V(2,1)
+ U(0,0)V(2,2)

x=0
y=0
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olur. Bu esitlikleri genellestirerek

kK h
Wk, h) = Z Ur,h—s)V(k —1,5)
r=0s=0
esitligini elde ederiz [11].
TEOREM 4.2.9:
Eger
w(x,y) = xMmy"
ise

W(k,h) =8(k—m,h—n) =6k —m)é(h—n)

dir. Burada
(1, k=mveh=n

6(k—m,h—n)—{0, k+mveh+n
olur [11,12].
ISPAT:
Eger

w(x,y) = xmy"
ise
dw(x,y)**h _{ k! h! , k=mveh=n
oxkayh .- 0 , k #+ mveyah #n
y=0

oldugundan
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[ 1 ow(xy)tt
Wk.h) = [k!h! dxkayh |-
y=0
=6(k—mh—n)=8(k—m)§(h—n)
1, k=m
S(k_m)_{o, k+m
1, h=n
5(h—n)—{0, h#n

olur [11].

TEOREM 4.2.10:

Eger
i - B2
ise
K on
Wk, h) = ;;(r + Dk =T+ DUGE+1L,h—s)W(k—7+1,5)

dir [12].

ISPAT:

W(0,0) = [aug;, ) avg;;, D uaovan

=0
=0
1 9 [ou(x,y)dv(x,y)

w(1,0) = 1!0! 9x| Ox 0x 0
0

1 [0%ulx,y) av(x,y) N ou(x,y) 0%v(x,y)
110! 0x? 0x 0x ox2 |,
y

= 2U(2,0)V(1,0) + 2U(1,0)V(2,0)

0° lau(x, y) ov(x, y)l
X

WQR0) =551 3%z | ox )
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= 3U(3,0)V(1,0) + 4U(2,0)V(2,0) + 3U(1,0)V(3,0)
w(0,1) = U(1,1)V(1,0) + U(1,0)V(1,1)
W(1,1) = 2U(2,1)V(1,0) + 2U(2,0)V(1,1) + 2U(1,1)V(2,0) + 2U(1,0)V(2,1)
W(2,2) = 3U(3,2)V(1,0) + 3U(3,1)V(1,1) + 3U(3,00V(1,2) + 4U(2,2)V(2,0)
+4U 2,1V (2,1) + 4U(2,0)V(2,2) + 3U(1,2)V(3,0)
+3U(1L,1D)V(3,1) +3U(1,0)V(3,2)

Bu esitlikleri genellestirerek

k h
Wk, h) = ZZ(r F DKk =7+ DUE+Lh—sV(k—7+1,5)
r=0s=0
olur [12].
TEOREM 4.2.11:
Eger
y) = ou(x,y) ov(x,y)
YTy dy
ise
k h
Wk, h) = Z Z(h s+ D+ DU h—s+ DV (k=75+1)
r=0s=0
dir [12].
ISPAT:
ou(x,y) dv(x,y)
W (0,0) = = U0,)V(0,1
()[ay 5|, = UODVOD
y=0
1 0 [du(x,y)odv(x,
W(L0) = 0 |dulx,y) 0v(x, y)

110! 9x| Ody 3y |x=o
y=0
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1 [0%ulx,y) dv(x,y) N du(x,y) 0%v(x,y)
~ 110! oxay dx dy dxady

x=0
y=0

=U(1,1)V(0,1) +U(0,1)V(1,1)

0% [ou(x,y) ov(x,y)
210! 0x2 dy dy x=0

=U(0,)V(2,1) + U(L,DV(L,1) + U(2,1)V(0,1)
W (0,1) = 2U(0,2)V(0,1) + 2U(0,1)V(0,2)
W(1,1) = 2U(0,2)V(1,1) + 2U(0,1)V(1,2) + 2U(1,2)V(0,1) + 2U(1,1)V(0,2)
W(2,2) = 3U(0,3)V(2,1) + 4U(0,2)V(2,2) + 3U(0,1)V(2,3) + 3U(1,3)V(1,1)
+4U(1,2)V(1,2) + 3U(1,1)V(1,3) + 3U(2,3)V(0,1)
+40(2,2)V(0,2) + 3U(2,1)V(0,3)

w(2,0) =

Bu esitlikleri genellestirerek

kK h
W(k, h) =ZZ(h—s+ D(s+DU@r,h—s+1DV(k—r,s+1)

r=05s=0
olur [12].
TEOREM 4.2.12:
Eger
) = du(x,y) 0v(x,y)
WL Y) =75 dy
ise
k h
Wk, h) = ZZ(k 4 Dh=s+ DU =7+ 1,5)V(h—s+1)
r=0s=0
olur [12].
ISPAT:
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ou(x,y) dv(x,y)
0x dy

= U(1,0)V(0,1)
=

1 0 [ou(x,y)dv(x,y)
110! ox ox 3y |x=o

y=0

W(0,0) = [

W(1,0) =

1 [0%ulx,y) av(x,y)+6u(x,y)62v(x,y)
110! 0x? dy ox d0xdy

x=0
y=0

=2U(2,0)V(0,1) + U(1,0)V(1,1)

1 9?% [ou(x,y)dov(x,y)
210! 9x2| ox 9y |x=o

= 3U(3,0)V(1,0) + 2U(2,0)V(1,1) + U(1,0)V(2,1)
W (0,1) = 2U(1,0)V(0,2) + U(1,1)V(0,1)
W(1,1) = 4U(2,0)V(0,2) + 2U(2,1)V(0,1) + 2U(1,0)V(1,2) + U(L, 1)V (1,1)
W(2,2) = 9U(3,0)V(0,3) + 6U(3,1)V(0,2) + 3U(3,2)V(0,1) + 6U(2,0)V(1,3)
+4U2,1D)V(1,2) + 2U(2,2)V(1,1) + 3U(1,0)V(2,3)
+2U(L DV (2,2) + U(1,2)V(2,1)

W(2,0) =

Bu esitlikleri genellestirerek

kK h
W (k, h) :ZZ(k—r+1)(h—s+1)U(k—r+1,s)V(r,h—s+1)

r=05=0

olur [12].
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BOLUM 5

5.1. KOMPLEKS KISMi TUREVLER

w(z,Z) kompleks degiskenli kompleks degerli bir fonksiyon olsun. w(z,Z2)

fonksiyonunun z ve Z degiskenlerine gore kismi tiirevleri

ow 1 /ow . ow
=3G- ‘5) 1)
ow 1 /0w . ow
=G+ 15) (5-2)

dir.

w(z,z) = ulx,y) +iv(x,y)

olmak tuzere

ow _ du . 0v

% —ox lox 9
oldugundan
=il Gt ©5)
elde edilir.
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w(z, z) fonksiyonunun z ve Zz degiskenlerine gore ikinci mertebeden tiirevleri

asagidaki gibidir.
aZW 1 aZW . aZW aZW
- ‘( ~ oxay ) (5.7)
0z2 4\ 0x? 0x0y dy2
2w _ 1(3*w | . 9%w  d*w
2 ‘( l ~ ) (5.8)
0z2 4 \0x? oxdy  dy?
0°w 1/(0%w . 92w 1
= - — —_ ) = _A .
0z0z 4 (ax2 ayz) 4 w (5.9)
w(z,z) = ulx,y) +iv(x,y)
olmak tizere
’w _ 1 [E)Zu 02v  9%u ,(62v 9%u aZv)] (5.10)
0z 4lox? 0xdy  dy? 9x? dxdy  9y? -
0°w  1[d%u 9%v 92u . (9%v 92y 921
2 _[ B - ( +2-—— )] (5.12)
622 4 axz axay ayZ axz axay ayz
9°w __ 1[0%u , 0%u . [(0%v  9%v
020z 4 [axz + dy? T (axz + ayz)] [13] (5.12)

5.2. UYGULAMALAR

Bu kisimda kompleks kismi tlirev formiilleri ve iki boyutlu diferansiyel doniisiim
metodunu kullanarak kompleks diferansiyel denklem sistemleri ¢ozmeye calistik.
Verdigimiz Orneklerden birincisi ve ikincisi birinci basamaktan sabit katsayil,
lictlinciisii ikinci basamaktan sabit katsayili, dordiinciisii birinci basamaktan degisken
katsayili, besincisi ise birinci basamaktan lineer olmayan denklem sistemi olarak

secildi.

ORNEK 1:

Asagidaki kompleks diferansiyel denklem sistemini ¢oziiniiz.

% 20w,
e + > = 2Z+6 (5.13)
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36W1 aWZ

oz 0z = ° (5.14)

baslangi¢ deger degerleri
wy (x,0) = x? (5.15)
w,(x,0) = 8x (5.16)

olsun.

w; = Uy + ivy, Wy = u, + iv, ve (5.5), (5.6) oldugundan (5.13), (5.14) esitlikleri su
sekilde yazilir;

adw, 42 c’iw_2 _ l(aul N avl) N i’(avl B 6u1> N (E)uz B avz) y (% N %)
0z dz 2\0x 0dy 2\ox Jdy dx 0y ox  dy
duy | vy 0uy 00y _

4 420 20 = x4 12 (5.17)
Ovy _0vy | o 0v 0wy _

Py 3y + 2 P oy 4y (5.18)
owy; 0w, 30wy Odvy\ 3 (0v; Oy 1/0u, Jdv, i (0v, OJu,

3¥+E‘E<W_W> zl(a+a) E(W+W) E(W‘E)
Buy _ g 0vy | dup | Ovp _

3 o 3 3y + ox + ay 10 (5.19)
39 4 30u v, Oup _ (5.20)

ox oy ox oy

Diferansiyel doniisiim metodu ile (5.17) - (5.20) su sekilde yazilir;

(k+1DU;(k+1,h) + (h+DVi(k,h+ 1)+ 2(k+ 1)U, (k+1,h) —

2(h + D)V, (k,h+ 1) = 45(k — 1,h) + 126(k, h) (5.21)
(k+1DVi(k+1,h)—(h+ DU (k,h+ 1)+ 2(k+ DVy(k+ 1,h) +

2(h + DU,(k,h+ 1) = 45(k,h — 1) (5.22)
3(k+ DU (k+1,h) = 3(h+ DV (k,h+ 1)+ (k + 1)U,(k + 1,h) +

(h + DV, (k,h + 1) = 106(k, h) (5.23)
3k+ 1DV (k+1,h)+3Ch+ DU (k,h+ 1)+ (k+1D)V,(k+1,h) —

(h+ DU,(k,h+1) =0 (5.24)
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(5.15) ve (5.16) baslangig kosullar1 ile asagidakiler elde edilir;

U,(00)=0, U (1,00=0, U 20=1  U,(G0)=0 (i>2)
V,(i,0) =0  (ieN)

U,(0,0) =0, U, (1,0) =8, U,(i,0) =0 (i=2) (5.25)

(5.21) - (5.22) de h = 0 yazilirsa;

(k+1DU;(k+1,0) + Vy(k, 1) + 2(k + DU, (k + 1,0) — 2V, (k, 1) =

46k — 1,0) + 126(k, 0), (5.26)
(k+ 1DV (k+1,0)—U,(k, 1)+ 2(k + DV, (k +1,0) + 2U,(k, 1) =
0, (5.27)
3k + 1)U (k+1,0) — 3V, (k,1) + (k+ 1)U, (k + 1,0) + V,(k, 1) =
108 (k, 0), (5.28)
3k + DV(k +1,0) +3U;(k, 1) + (k+ D)Vy(k + 1,0) — Uy(k, 1) =
0 (5.29)
elde edilir.

V,(i,0) = 0 (ieN) oldugunu biliyoruz. Boylece (5.27) ve (5.29) ile;

U,(k,1) = 3U,(k, 1)
2U,(k, 1) = U, (k, 1)

} U, (k1) = U,(k,1) = 0 (5.30)
elde edilir.

(5.26) de k= 0 yazilirsa;

U,(1,0) + V,(0,1) + 2U,(1,0) — 2V,(0,1) = 12,
U,(1,0) = 0ve U, (1,0) =8

oldugunu biliyoruz. Boylece
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V,(0,1) — 2V,(0,1) = —4 (5.31)

(5.28) de k= 0 yazilirsa ;

3U,(1,0) — 3V, (0,1) + U,(1,0) + V,(0,1) = 10
—31,(0,1) + V,(0,1) = 2 (5.32)

elde edilir.

(5.32) esitliginin her iki tarafi 2 ile garpilirsa

—6V,(0,1) + 2V,(0,1) = 4 (5.33)

elde edilir.

(5.31) ve (5.33) taraf tarafa toplanirsa;

51,(0,1) =0,
1,(0,1) =0ve 1,(0,1) =2 (5.34)
elde edilir.

(5.26) dek=1,h = 0 yazilirsa ;

20,(2,0) + V,(1,1) + 4U,(2,0) — 2V,(1,1) = 4,
V,(1,1) = 2V,(1,1) = 2 (5.35)

elde edilir.

(5.28) de k = 1 yazilirsa ;

36(2,0) — 3V, (1,1) + 2U,(2,0) + V,(1,1) = 0,
—3V,(1L,1) + V5 (1,1) = —6 (5.36)
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elde edilir.

(5.31) esitliginin her iki tarafi 2 ile ¢arpilirsa

—6V,(1,1) + 2V,(1,1) = —12

elde edilir.

(5.35) ve (5.37) taraf tarafa toplanirsa

—5V,(1,1) = —10,
V,(1,1) = 2 and V,(1,1) = 0

elde edilir.

(5.22) k=0 ve h =1 yazlirsa;

V,(1,0) — 2U,(0,2) + 2V,(1,1) + 4U,(0,2) = 0,

—2U,(0,2) + 4U,(0,2) = 2

(5.24) esitliginde k= 0 ve h = 1 yazilirsa;

3V,(1,1) + 6U,(0,2) + V,(1,1) — 2U,(0,2) = 0,

6U,(0,2) — 2U,(0,2) = —6

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.39) esitliginin her iki tarafi 3 ile ¢arpilir ve (5.35) ve (5.37) taraf tarafa toplanirsa

—6U,(0,2) + 12U,(0,2) = 6,
6U,(0,2) — 2U,(0,2) = —6,
100,(0,2) = 0.

Boylece U,(0,2) = 0ve U;(0,2) =0

elde edilir.
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(5.21) ve (5.23) de h = 0 yazilirsa ve (5.25) kullanilarak

Vl(k, 1) = 2V2(k, 1) ve
3V1(k, 1) = 2V2(k, 1)

elde edilir.

Bu durum sadece

V,(k,1) = 0,V,(k,1) = 0(k > 2) (5.42)

oldugunda gecerli olur.

(5.22) ve (5.24) de h = 0 yazilir ve (5.25) kullanilirsa

—2U,(k,2) + 4U,(k,2) = 0 ve
6U,(k,2) — 2U,(k,2) = 0

elde edilir.

Bu durum sadece

Uy(k,2) = 0,U,(k,2) = 0 (k > 1) (5.43)

oldugunda gecerli olur.

(5.21) ve (5.23) de h = 2 yazilir ve (5.43) kullanilirsa

3V, (k,3) — 6V,(k,3) = 0 ve

elde edilir.
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Bu durum sadece

oldugunda gecerli olur.

(4.2.9) ve (5.23) de h = 1 yazilirsa

(k+ DU (k+1,1)+2V,(k,2) + 2(k + DU, (k + 1,1) — 4V, (k,2) = 0
3k+ DU (k+1,1) -6V (k,2)+ (k+ 1)U, (k+1,1) + 2V,(k,2) =0

elde edilir.(5.30) esitligi kullanilarak

2V, (k, 2) — 4V, (k,2) = 0 ve
—6V,(k,2) + 2V, (k,2) = 0

elde edilir.

Bu durum sadece

V,(k,2) = 0and V,(k,2) = 0 (keX)

oldugunda gecerli olur.

(5.22) ve (5.24) de h = 2 yazilirsa

(k + DV, (k + 1,2) — 3U,(k, 3) + 2(k + DV, (k + 1,2) + 6U,(k,3) = 0,
3(k + DV, (k + 1,2) + 9U; (k, 3) + (k + DV, (k + 1,2) — 3U,(k,3) = 0

elde edilir. (5.45) esitlikleri kullanilarak

9U,(k,3) — 3U,(k,3) = 0 elde edilir.
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Bu durum sadece

U,(k,3) = 0 ve Uy(k,3) =0 (keN)

oldugunda gecerli olur.

(5.46)

(5.25) - (5.46) esitlikleri kullanilarak Uy, U,, V4, V, nin biitiin bilesenlerinin sifir

oldugu bulunur. Boylece asagidaki esitlikler elde edilir.

uy(x,y) = Uy (k, h)xkyh

NgE
gl

&
I
o

Il

=
N

|

<

Vi(k, h)xkyh

Nk

vi(x,y) = i

k=0

>
1l

0

= 2xy

w6 y) = ) D Uplle, Xy

k=0 h=0

0 [ee]

(5.47) - (5.50) den
w1 (x,y) = uy(x,y) + v1(x,y)
=x%—y2+i2xy
wy(x,¥) = up(x,y) + v,(x, y)
=8x +i2y

= 5x + 3x — i3y + i5y

=37+ 5z

elde edilir.
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ORNEK 2:

Baslangi¢ kosullar1
wy(x,0) = x3 — 2x (5.51)
w,(x,0) = 4x2 (5.52)
olan

owy _9wa _ (.2 _

P 0 = 6z 4z (5.53)
Owy 0wy oo
Y + 3 Pyl 12z -2 (5.54)

kompleks diferansiyel denklem sistemini ¢6ziiniiz

(5.53) - (5.54) sisteminde w; =uy +ivy;,w, =u, +iv, yazilirsa asagidaki
esitlikler elde edilir.

ad d ad ad d d 9] 9]
2( e LS S ke Y vl)— ( R B e vz)
dx 0x dy 0y 0x 0x dy 0dy
=12(x + iy)? — 8(x + iy) (5.55)
du; O0vy, _Odu; 01 du, v, du, av,
— 3 3 -3 3
0x 6y+lax+L6x+ 6x+ lax lay+ ay
=24(x—1iy) — 4 (5.56)

(5.55), (5.56) esitlikleri reel ve imajiner kisimlarina ayrilirsa agsagidaki esitlikler elde

edilir.

Ous 4 H 01 Ouz | Oz _ 2 _ 2y _

26x+26y 6x+6y_12(x y°) —8x (5.57)
0v1 _ 50U 0Ovp Oup _ _

2 o oy ax oy 24xy — 8y (5.58)
Ouy _ o 0v | q0up | a0v oy

™ 26y+36x+36y_24x 4 (5.59)
Duy | 0v | a0vy g 0vy _

5t T3% 5, = 24y (5.60)



(5.51), (5.52) baslangi¢ kosullarindan

U,(0,0) =0, U,(1,0) = -2, U,(2,0) =0, U,(3,0) =1,
U,(i,0) =0 (i >3), V(i,0) =0 (ieN),
U,(0,0) = 0, U, (1,0) = 0, U,(2,0) = 4,
U,(i,0) = 4 (i >3) V,(i,0) =0 (ieN)

(5.61)
elde edilir.

Diferansiyel dontisimden (5.57) - (5.60) esitlikleri asagidaki gibi yazilir:

20k + DUk + L) + 2(h + DV (e h + 1) — (k + DU, (k + 1,h) +
(h+ DVy(k,h+1) = 126(k —2,h) — 8(k,h —2) —88(k —1,h) (5.62)

2k + DV (k+1,h) —2(h+ DU (k,h+ 1) — (k+ DV (k+1,h) —
(h+1DU,(k,h+1) =245(k—1,h—1) —6(k,h — 2) (5.63)
(k+ DU (k+1,h) —2h+ DV (k,h +1) +3(k+ DU, (k+ 1,h) +
3th+ 1)V,(k,h+1) =246(k —1,h) — 46(k, h) (5.64)
(h+ DU, (k,h+ 1)+ (k+1D)Vi(k+1,h)+3(k+1)V,(k+1,h) —
3(h+1)Uy(k,h +1) = -246(k,h—1) (5.65)
Eger (5.63) ve (5.65) de h = 0 yazilirsa (5.61) dan

Eger (5.62) ve (5.64) de k = 0, h =0 yazilirsa (5.61) dan

v,(0,1) = 2,V,(0,1) = 0 (5.67)

Eger (5.63) ve (5.65)de k = 1 h =0 yazilirsa (5.61) dan

V,(1,1) = Vp(1,1) = 0 (5.68)
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Eger (5.63) ve (5.65) de k = 2, h = Oyazilirsa (5.61) dan

V1(2,1) =3,V,(21) =0

Eger (5.63) ve (5.65)dek = 0,h = 1 yazilirsa (5.61) ve (5.64) den

U1(0,2) = O, Uz(O,Z) =4

Eger (5.62) ve (5.64)de h = 1yazilirsa (5.61) ve (5.66) den

Vy(k,2) = V,(k,2) =0

Eger (5.63) ve (5.65) de h 2 yazilirsa (5.61) dan
Ul(k, 3) = Uz(k, 3) = 0
Eger (5.63) ve (5.65) de k = 1,h = 1lyazilirsa (5.65) den

U,(1,2) = =3,U,(1,2) = 0

elde edilir

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.66) — (5.73) esitliklerinden U, U,,V; ve V, nin diger bilesenlerinin sifir oldugu

goriiliir. Bu sayede

uy(x,y) =§:i (k, h)x*y
=0

— 3xy? — 2x

vi(y) = Z Z ACIES)

=0 h=0

=3x%y —y3+2y
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Uy (x,y) = i i Up (k, R)x*y"

k=0 h=0

= 4x? + 4y? (5.76)

=0 (5.77)

(5.74) - (5.77) den asagidakiler elde edilir.

wi(x,y) = uy (x,¥) + v, (x,y)
=x3 —3xy? — 2x +i(3x%y — y3 + 2y)
=z3—-27

WZ(X:Y) = uz(x’Y) + Vz(x»J’)

= 4x? + 4y?
=4z7
ORNEK 3:
azwl 62W2 _
8z2 = 0z07 (5.78)
aZWZ an 6W2 _
Py + py > VA (5.79)

Baslangig kosullar1 asagida verilen kompleks diferansiyel denklem sisteminin

¢OzUnlz:

wy (x,0) = x? (5.80)
‘;Vy"l (x,0) = 2ix (5.81)
w,(x,0) = x? (5.82)
%(x, 0) =0 (5.83)
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wy = Uy + vy, W, = uy, +iv, ve (5.7), (5.8), (5.9) dan dolay: sistem asagidaki gibi

yazilir:

e RIS
22 a2 ) (22

() (G i72) =
(o 5] (3 5] 5 02
20 (Ge+ig2) -2 (G2 4 i) - 2i (52 +152) = 42 (5.87)
e
0;;2 +2 :;;’; ‘;“2 +2 0”1 % - 8“2 +2 a”yz = 4x (5.90)

(5.80) - (5.83) ve baslangig kosullarindan

U,(00)=0, U,(1,00=0, U,;(20) =1, U,(,0) =0 (i >2)
,G,00 =0  (ieN) V,00,1) =0, v, (1,1) =2, V,(i,0) = 0,
,G,1) =0

U,(000=0, U,(1,00=0, U,(20)=1 V,(i,0) =0

U,(i,1) = V,(i,1) = 0(ieN) (5.92)
elde edilir.

Diferansiyel doniistimden (5.84) - (5.87) asagidaki gibi yazilir:
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(k+2)(k+ DU (k+2,h) +(k+ DG+ DVi(k+1L,h+1)
—(h+2)(h+ DUk, h+2) + (k + 2)(k + DU, (k + 2,h)
+ (h+2)(h+ 1)Uy (k,h + 2) = 125(k, h)
(5.93)
(k+2)(k+DVi(k+2,h) —2(k+1D(h+ DU (k+1,h+1)
—(h+2)(h+ DV,(k,h+2) + (k +2)(k + DV, (k + 2, h)
+((h+2)(h+ DV, (k,h+2)=0

(5.94)
(k+2)(k+1DUy(k+2,h)+2(k+1D)(h+ DVy(k+1,h+1)
—((h+2)(h+ DU, (k,h+2)+2(k+ 1)U (k+1,h)
+2h+1DVy(k,h+1) —2(k+ 1)Uy(k+1,h)
+2h+1DVyo(k,h+1)=45(k—1,h)
(5.95)
k+2)(k+1DV(k+2,h) =2k +1D)(h+ DV (k+1,h+ 1)
—(h+2)(h+DVo(k,h+2)+2(k+ DV (k+1,h)
—2(h+ DU (k,h+1) =2k + 1DV (k+1,h)
—2(h+1)U,(k,h+1) =46(k,h— 1)
(5.96)
(5.88) — (5.91) esitliklerinde h = 0 yazilirsa
U,(0,2) = -1,U,(0,2) =1, U,(i,2) =0, U;(i,2) =0(i = 1),
V1(i,2) = V,(i,2) =0 = 0) (5.97)
elde edilir.
Benzer sekilde (5.93) — (5.96) da h = 1 yazilirsa
Uy(k,3) =U,(k,3) =V,(k,3) =V,(k,3) =0(i =0) (5.98)

elde edilir.
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Benzer sekilde islemlere devam edilir. U; ve V; nin diger biitiin bilesenlerinin sifir

oldugu aciktir. Boylece;

w6y = ) Uy(k hyxky"
k=0 h=0

= 2 — yz
oY) = ) Y Vil hxky"
k=0 h=0
= 2xy
wy(6y) = ) ) Up(k, h)xky”
k=0 h=0
= x2 + y?
v(6y) = ) Y Valk hyxky"
k=0 h=0
=0
elde edilir.
Boylece
wi(2) = (x,y) +ivi(x,y)
wy(z) = x% —y? + i2xy = z°
ve
w(2) = uy(x,y) + v, (x, )
wy(2) =x2+y’=(x+iy)(x—iy)=2zz
ORNEK 4:
owy L , W2 _ 2
5, 125, =% + 2z (5.99)
720w _ 2 0W2 _ oy2 s
z°— 2 5, = (2)c -2z (5.100)
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wi(x,0) =x? +x (5.101)
w,(x,0) = x? (5.102)

Baslangig kosullar1 asagida verilen kompleks diferansiyel denklem sisteminin

¢Oziniz:

z=x+1iy, wy =u; +iv, ,w, =u, +iv, ve (5.5), (5.6) den (5.99), (5.100)

sistemi asagidaki gibi yazilir:

ow; 0w, . ow, 0w, . . N2 )
9% lay+(x+1y)(ax+lay>—2((x+1y) + 2(x + iy))
(5.103)
aw ow aw aw
)2 (R e ) (22 222 = —iv)2 — —
(x —iy) (ax +i ay) 2(8x lay> 2((x iy) —2(x ly))
(5.104)
du; Odv;  [Ouy _6171) ] [E)uz 0v, _(auz _6172)]
ax+lax L(ay+lay + (x + iy) 6x+lax+l 6y+lay
= 2x%2 — 2y? + 4x + i(4xy + 4y)
(5.105)
2y iy [R g 2 (O] g Ry 2
(x*—y Zny)[ax+lax+l 6y+lay 2 6x+lax
(224 122)| = 2x% — 2% — 4x — i(4xy + 4y) (5.106)
dy dy
duy  dv  Bus v 9w 0w o5 oo
ox + 3y + x Vo, X 3y y y 2x 2y- + 4x (5.107)
dvy B Bvy 0wy 0wy 3wy _
0% 6y+x6x+xay+y6x yay—4xy+4y (5.108)
du, v, 0 Jdu, du, av,
2 _ 2" 2 2y 21 °a _ _
(x y)ax ( y)ay+2xya +2xya Zax Zay
=2x% -2y —4 (5.109)
dv, duy 0 dv, av, du,
2 _ 2 21 2 2y 21 _ _
(x y)6x+( y)ay 2xya +2xya Zax Zay
= —4xy + 4y (5.110)

(5.107) diferansiyel doniisiim metodu ile asagidaki gibi yazilir:
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k+ DU,k + 1,h) + (h+ DVy(k, b+ 1)
+Zk_ Zh_ Sr—1,h=s)k—7+ DU,k =7 +1,5)
—zk Zh §(rh—s—1)(k =7+ DVy(k =7 +1,5)
=0 s=0

_Zk " Sr—Lh—-s)s+DV(k—r,s+1)

r=0 s=0

k h
—2 Srh—s—1)(s + DUy(k =15 + 1)
r=0

s=0
= 28(k — 2,h) — 28(k,h — 2) + 48(k — 1, h)
(5.111)

(5.108) diferansiyel doniisiim metodu ile asagidaki gibi yazilir:
k+1DVi(k+1,h)—(h+ DU (k,h+ 1)

K h

£y 8(r—1Lh—s)(k— 1+ DVy(k — 7 +1,5)
=0 s=0
k h

+Z 2 Sr—1,h—5)(s + DUy(k =15 + 1)
r=0 s=0
k h

+Z Z S(rih—s—1D(k—r+1DU,(k—7r+1,s)
=0 s=0

k h
—z 5(rh—s—1)(s + DV,(k =75 + 1)
=0 s=0

=45k —1,h— 1)
+48(k,h — 1)
(5.112)

(5.109) diferansiyel doniisiim metodu ile asagidaki gibi yazilir:
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k h
Z Z Sr—2h—s)k—1+DUy(k—7+1,5)
=0 s=0
k h
—Z S h—2—$)(k =7+ DUy(k =7 +1,5)
r=0 s=0

—Zk S —2h—s)(s+ DVl —15+1)

r=0 s=0

k h
+Z S h—2—$)(s+DV(k—7,5+1)
r=0 s=0
K h
+ZZ Sr—1L,h—1-s)k—r+ 1DV (k—7r+1,s)
r=0 s=0

k h
+2z Sr—1h—1—-5)(s+ DUk —7,5+1)
r=0 s=0

20k + DU, Gk + 1,h) — 2(h + DV, (k, h + 1) = 28(k — 2, k) — 28 (k, h — 2) —
4850k — 1,h) (5.113)

(5.110) diferansiyel doniisiim metodu ile asagidaki gibi yazilir:

k h
z Z Sr—2h—s)k—71+1DVy(k—7+1,5)
r=0 s=0

k h

—2 S h—2—s)k—1+DVy(k—7+1,5)
r=0 s=0
k h

+Z 5(r—2,h—5)(s + DUk — 1,5 + 1)
=0 s=0
k h

—Z 5(rh—2—$)(s + DU (k—7,5 + 1)
r=0 s=0

k h
—zz Sr—1h=1-5)k—7+1DUk—7+1,5)
r=0 s=0

k h
+zz Sr—1h—1-s)(s+DV(k—rs+1)
=0 s=0

—2(k + DVy(k + 1,h) — 2(h + DU, (k, h + 1)
= —48(k—1,h — 1) — 486(k,h — 1)
(5.114)

(5.101) ve (5.102) baslangi¢ kosularindan asagidaki gibi yazilir:

U,(00)=0, U (1,00=1, U, (2,0) =1, U,(,0)=0  (i>2)
V,(i,0) =0  (ieN)

56



U,(00)=0, U,(1,00=0, U,(20=1 ,U,G00=1 (i>2)
V,(i,00)=0  (ieN) (5.115)

Eger (5.111)de k = 0,h = 0 yazilirsa ve (5.115) kullanilirsa
71(0,1) = -1 (5.116)
Eger (5.111) de k = 1,h = 0 yazilirsa ve (5.115) kullanilirsa
(1,1) =2 (5.117)
Eger (5.113)de k = 0,h = 0 yazilirsa ve (5.115) kullanilirsa

V,(0,1) = 0 (5.118)
Eger (5.112) de k = 0,h = 1 yazilirsa ve (5.115) ve (5.118) kullanilirsa

U;(0,2) = -1 (5.119)
Eger (5.113)te k = 1,h = 0 yazilirsa ve (5.115) kullanilirsa
7,(1,1) =0 (5.120)
Eger (5.114)de k = 0,h = 1 yazilirsa ve (5.120) kullanilirsa
U,(0,2) =1 (5.121)

Benzer sekilde islemlere devam edilir. Ve U; ve V; nin diger biitiin bilesenlerinin sifir

oldugu agiktir. Boylece;

wCny) = ) Uy(k hyxky"
k=0 h=0

0 h=

=x?2—y2+x
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k=0 h=0
= x%+y?
v(63) = ) ) Valk, yxkyt
k=0 h=0
=0
Boylece
wy(2) = u (%, y) + ivy(x,y)
wi(2)=x%2—y?+x+iQRxy—y)=2z*>+1Z
ve
w,(z) = u,(x,y) +ivy(x,y)
wy(2) =x2+y?=(x+iy)(x—iy)=z2z
elde edilir.
ORNEK 5:

Baslangic kosullar1 asagida verilen kompleks diferansiyel denklem sisteminin

¢OzUinlz:

an aWZ

W2¥+¥=Z_+2Z+1 (5.122)
owy | oWz _
15t =2 (5.123)
wi(x,0) =x (5.124)
w,(x,0) = 3x (5.125)
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wy =uy +ivy,w, =u, +iv, ve (5.5),(5.6)den dolayr1 (5.122) ve (5.123)
esitlikleri su sekilde yaziabilir:

1/0u v i r0v ou 1/0u av i r0u ov
s 0 )4 - S S 52 5 3

Eaxﬁ 2\ ox dy 2\ ox dy EEW
=x—iy+2x+2yi+1
(5.126)
) 1/0u; Jvy i (Ou, Jv, 1,/0u, Jdv, i (0v, 6u2)
(u1+wl)[2<ax 8y>+2<ay+ax>]+2<ax+6y)+2(6x 3y
=2
(5.127)
Ouy 0 v duy | dup  0v
U, ax+ 26 vza + za +ax ay—6x+2 (5128)
Ouy o v v O Qup  Ov,
V25, T2 6y+u2 7 U2 ay+ay+6x_2y (5.129)
Ouy v v Qv
U5~ W 3y (2 3y vt + 3y =4 (5.130)
Ouy v Qu L O 0v QU
Ryl 21 6y+u1 ay+u1 6x+6x 3y =0 (5.131)
k h
D) Uk =) (k=1 + DU (k=7 +1,9)
r=0s=0
k h
£ Uk =) s+ 1) Vil =15+ 1)
r=0s=0

kK h
—ZZVZ(r,h—s)(k—T-F1)V1(k_7"+1'5)

r=05s=0

kK h
+ZZV2(r,h—s) s+ DU k—7,s+1)

r=0s=0
+(k+DU,(k+1L,R) — (h+ DVy(k,h+ 1)
=68k — 1,h) + 26(k, h)
(5.132)
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k h
ZZVZ(r,h—s) (k=7 + DU (k=7 +1,5)

r=05=0
k h

+ZZV2(r,h—8) (s+ Dk —1,5s+1)

r=05s=0

k h
+ZZU2(T,h—s)(k—T+1)V1(k—r+1»5)

r=0s=0

k h
_ZZ Uy(r,h —s) (s + DU (k — 7,5+ 1)

+ (h+1DU,(k,h+ 1)+ (k+ 1DV (k+1,h) = 26(k,h— 1)
(5.133)
k h
ZZUl(r,h—s)(k—r+1)U1(k—r+1,s)
T k h
ZZU rh—s)(s+DVy(k —15 +1)
r=05s5=0
k h
ZZ (r h—5) (s + DU (k=7 +1,5)
o
ZEvl(r h—s)(k—7+DV(k—7r+1,5)
=0 s=0
+ (k+ DUk + 1,h) + (b + DV, (kb + 1) = 46(k, h)
(5.134)

k h
ZZVl(r,h—s)(k—r+1)U1(k—r+1,s)

r=05=0

Viroh—5s)(s+ 1DVi(k—1,s+1)

-
ME‘

<
I
o
%
Il
o

+
Mw
M:

U(r,h—s)s+1DU,(k—1,s+1)

<
Il
o
7
Il
o

+
Mw
M:

U(rh—s)(lk—r+ 1V (k—r+1,s)

<
1l
o
(%)
Il
o

+k+1DVo(k+1,h)—(h+1DU,(k,h+1)=0
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(5.135)
(5.124) ve (5.125) teki baslangi¢ kosullarindan

U,(0,0)=0, U, (1,00 =0, U,(;,0)=0 (@(i>1), V,(,00=0  (ieN)
U,(0,0) =0, U, (1,0) =3, U,(i,0)=0 (i=2), V,(i,0) =0 (ieN)
(5.136)

elde edilir.
(5.132) esitliginde h = 0 yazilirsa
k k
2 U,(r,0) (k — 7 + DUy (k — 7 + 1,0) + Z U,(r, 0V, (k —7,1)
r=0 r=0

k
— z V,(r,0) (k —r + 1)V, (k — r + 1,0)
r=0

k
+ Z V,(r,0) Uy (k —7,1) + (k + DU, (k + 1,0) — V, (k, 1)

r=0

=66(k—1,0) +256(k,0)

(5.137)
elde edilir.
(5.137) de k= 0 yazilirsa
U,(0,0)U,(1,0) + U,(0,0)V;(0,1) + U,(1,0)-V,(0,1) = 2
7,(0,1) =1 (5.138)

bulunur.

(5.137) de k= 1 yazilirsa

U,(0,0)2U,(2,0) + U,(1,0)U,(1,0)
+ U,(0,0)V,(1,1) + U,(1,0)V,(0,1) + U,(2,0)=V,(1,1) = 6
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(5.138) den dolay1

3 +3V,(0,1) — V,(1,1) = 3
3V,(0,1) — V,(1,1) = 3 (5.139)

elde edilir.

(5.133) esitliginde h = 0 yazilirsa

k k
Z Vy(r,0) (k = + 1)Uy (k — 7+ 1,0) + Z V,(r, h0) Vy (k — 7, 1)
r=0 r=0
k
+ Z U,(r,0) (k —r+ 1DV, (k —r+1,0)
=0

k
_ Z U, (r,0) Uy (k —7,1) + Uy(k, 1) + (k + DV, (k + 1,0) = 0

=0
(5.140)
bulunur.
(5.140) da k = 0 yazilirsa
U,(0,1)=V,(1,0) = 0 (5.141)
(5.140) da k = 1 yazilirsa
—U,(0,0)U,(1,1) — U(1,0)U,(0,1) + U,(1,1)+2V,(2,0) = 0 (5.142)
—30,(0,1) + U,(1,1) = 0 (5.143)

(5.134) esitliginde h = 0 yazilirsa
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k k h
Z U,(r,0) (k — 7+ DU, (k — 7 + 1,0) — Z Z U,(r,0) Vi(k —7,1)
r=0 r=05=0
Vy(r,0) U (k —r +1,0)
V. 0) (k=7 + DVy(k — 7 + 1,0) + (k + DU, (k + 1,0)

k
r=0
k
r=0

+V,(k, 1) = 46(k,0)

(5.144)
(5.2.132) de k = 0 yazilirsa
U,(0,0)U;(1,0) — U,(0,0)V;(0,1) + U,(1,0) + V,(0,1) = 4
U,(1,0) +,(0,1) =4 (5.145)
bulunur. (5.138) dan
U,(1,0) =3 (5.146)
(5.144) de k = 1 yazilirsa
U1(0,0)2U1(2,0) + U1(1,0)U1(1,0) - Ul(0,0)Vl(l,O) - U1(1,0)V1(0,1)
+2U,(2,0) +V,(1,1) =0 (5.147)
(5.136) ten
1-1;(01)+V,(1,1) =0 (5.148)
elde edilir.

(5.135) esitliginde h = 0 yazilirsa
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k k
Z Vi(r,0) (k — 7 + DU (k — 7 +1,0) — Z V,(r,0)Vy(k — 1)
4 k 4
+ Z U,(r,0) Uy(k —,1)

+ Z U,(r,0) (k = + 1V (k — 7 + 1,0) + (k + DV, (k + 1,0)
—Uy(k,1) =0
(5.149)

(5.149) da k = 0 yazilirsa

U,(0,0)U;(0,1) — U,(0,1) =0
U,(0,1) =0 (5.150)
bulunur. Benzer sekilde islemlere devam edilir. U; ve V; nin diger biitiin ilesenlerinin

sifir oldugu agiktir. Boylece

Z U, (k, )xkyh = 0

Ms

uy (x,y)
k=0 h=0
Ly = ) ) Vile Mty =y
k=0 h=0
u,(x,y) = z Z U, (k, h)x*y" = 3x
k=0 h=0
v(6y) = Y Volk, hyxkyt =y

&
1l
=}
>
Il
=}

Boylece
wy(2) = uy(x,y) + vy (x,y),

wi(z) =z
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ve

wy(z) = u(x,y) + ivy(x,y) ,
wy(z) =72+ 2z

elde edilir.
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