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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

PROJEKTIF MODULLER UZERINE

Yasemin AYVALIK

Karabiik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Tez Damismani:
Doc. Dr. Nil ORHAN ERTAS
Eyliil 2014, 59 sayfa

Bu tezin genel amaci, projektif modiillerin bazi1 karakterizasyonlarini vermek ve

ozelliklerini incelemektir.

I1k boliimde; modiil ve halka teorilerinin temel 6zellikleri hakkinda bilgiler verilmistir.

Ayrica projektif modiiller i¢in gerekli olan Onbilgileri igermektedir.

Ikinci boliimde; projektif modiiller ve duali olan injektif modiillerin tanimlar1 ve bazi

ozellikleri verilmistir.
Uciincii boliimde; injektiflik ve projektiflik bolgesi tanimlar1 verilmistir. Aciktir ki, M

projektiftir ancak ve ancak M’ nin projektiflik bolgesi tiim sag R- modiillerdir. M

modiiliiniin projektiflik bolgesi sadece yaribasit modiillerden olusursa M ’ye projektif

v



olarak fakir modiil (projectively — poor) denir. Projektif olarak fakir modiillerin bazi
ozellikleri incelenmistir. Bir sag R-modiilii ya projektif ya da projektif olarak fakir ise,
R’ ye projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan halka denir ve bu halkalarin bazi

ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Sozciikler : Projektif modiiller, projektiflik bolgesi, projektif olarak fakir
modiiller ve projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan
halkalar.

Bilim Kodu : 204.1.025



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

ON PROJECTIVE MODULES

Yasemin AYVALIK

Karabiik University
Graduate School of Natural and Applied Science

Department of Mathematics

Thesis Advisor:
Assoc. Prof. Dr. Nil ORHAN ERTAS
September 2014, 59 pages

In this thesis, the main aim is to examine properties about projective modules and give

their characterizations.

In the first part, some general informations about modules and rings are given. This

part contains some background about projective modules.

In the second part, some properties and definitions of projective modules and injective

modules (the dual of projective modules) are given.

In the third part, the definitions of injectivity domain and projectivity domain are given.
It is clear that M is projective if and only if the projectivity domain of M is all right
R-modules. Let M and NN be right R-modules. M is called projectively poor (briefly

p-poor) if whenever M is N-projective, then N is semisimple.Some properties of
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p-poor modules are examined. Also, we consider rings over which every module is
either projective or projectively poor and call them rings with no p-middle class and

give some properties of them.

Key Words : Projective modules, projectivity domain, p-poor modules and rings
with no right p-middle class.
Science Code : 204.1.025
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BOLUM 1
GIRIS
Bu boliimde tez i¢in gerekli olan tanimlar verilecektir. Halkalar birimli olmak iizere,
modiiller birimsel sag R-modiil olarak alinacaktir. Genellikle bir R halkasi iizerindeki

biitiin sag R-modiillerin kategorisi M od — R ve biitiin yaribasit sa§ R-modiillerin sinifi

SSMod — R ile ifade edilecektir. Aksi durumlar belirtilecektir.

1.1. MODULLER

Bu boliimde modiil kavrami ve buna bagli olarak bazi gerekli tanimlar verilecektir.

Tamum 1.1.1. (M,+) degismeli bir grup ve R birimli bir halka olsun. M’ deki
elemanlarin, R’ deki elemanlarla skalar ¢carpimi, M x R — M fonksiyonu asagidaki
kosullart sagliyorsa, M’ ye sag R-modiil (right R — module) denir. Her ;s € R ve
x,y € M i¢in ;

(1) (x +y)r =axr+yr

(17) x(r +s) = ar + xs

(1i1) (xr)s = x(rs)

(iv) xlg =z € M.



Tanmim 1.1.2. M bir sag R-modiil ve N, M’ nin bog olmayan bir alt kiimesi olsun.

(i)Hera,b e Nigina—be€ N,

(ti)Hera € N,r € Riginar € N

kosullari saglaniyorsa N’ ye M’ nin bir R-altmodiilii (submodule) denir.

Tamuim 1.1.3. M ve N iki sag R-modiil ve f : M — N fonksiyon olsun. Her z,y € M

ve r € Ricin,

(@) f(x+y) = f(z) + f(y),

(i0) far) = f(z)r

ise f> ye M’ den N’ ye bir R-modiil homomorfizmast (module homomorphism)
denir.

M’den N’ye biitiin homomorfizmalarin kiimesi Hom(M, N) ile gosterilir.

f + M — N modiill homomorfizmasi; birebir ise f’ ye bir modiil monomorfizmast,
orten ise f’ ye bir modiil epimorfizmast ve hem birebir hem de orten ise f’ ye bir
modiil izomorfizmast denir. f : M — N modiil homomorfizmasinda M = N ise f’ ye

bir modiil endomorfizmasi denir.

Tamim 1.1.4. R, S iki halka ve M degismeli bir grup olsun. M bir hem sol R modiil
hem de sag S modiilii ve her r € R, s € S ve m € M igin (rm)s = r(ms) olursa M’

ye R — S-bimodiil denir.

Tamm 1.1.5. R bir halka ve x € R olsun. 22 = z ise 2’ e eskare eleman (idempotent

element) denir.

Tanim 1.1.6. R bir halka ve a € R olsun. Eger n pozitif tamsayisi i¢in a™ = 0 oluyorsa

a elemanina R’ nin istel sifir elemani (nilpotent) denir.

Tamim 1.1.7. D bir grup olmak lizere, her n pozitif tamsayis1 i¢cin nD = D ise, D’ ye

boliinebilir grup (divisible group) denir.



Tanmim 1.1.8. R bir halka olsun. Her » € R i¢in en az bir x € R vardir 6yle ki r = rar

ise R halkasmna diizenli halka (V on — Neumann regular) denir.

Tamim 1.1.9. R bir halka ve I, R’ nin toplamsal altgrubu olsun. Eger her a € I ve
r € Rigin ar € I ise I’ ya R’ nin bir sag ideali (right ideal) denir. Her a € I ve

r € Riginra € I ise I’ ya R’ nin bir sol ideali (le ft ideal) denir.

Teorem 1.1.10. (Alizade ve Pancar, 1999) F bir modiil, X = {x) | k € K} de F’ nin

bir altkiimesi olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir:

1) Her a € F elemani, sadece sonlu sayida r; katsayilart sifirdan farkli (veya hepsi

sifir) olmak tizere, tek tiirlii olarak a = ), _ .- 737 seklinde yazilabilir.

2) Her k € K i¢in fi(r) = w47 seklinde tamimlanan f;, : R — x4 R fonksiyonu bir

izomorfizma olup, F' = @i R dir.

Onteorem 1.1.11. (Modiiler Kural1) A, B,C < M ve A < C'ise
(A+B)NC =A+(BNC)

dir.
Ispat. a +b = ¢c € (A+B)NC(a € A,b € B,c € C)olsun. A < C

oldugundan b = ¢ —a € BN C” dir. Budurumdaa +b € A+ (BN C) olur. O
halde (A+ B)NC C A+ (BNC) dir.

Diger taraftan, a + © € A+ (BNC)(a € A,z € BNC)igina+xz € A+ B

oldugu agiktir. a € A C C ve v € C oldugundan a + = € C olur. Dolayisiyla
a+x € (A+ B)NC dir. Boylece, A+ (BN C) C (A+ B) N C elde edilir. O

1.2. ESAS VE ATIK ALTMODULLER

Bu bolimde esas ve atik altmodiil kavramlar1 tanimlanacak ve esas ve atik

altmodiillerin baz1 6zellikleri verilecektir.



Tamum 1.2.1. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir modiill ve A < M olsun. M’
nin sifirdan farkli her K altmodiilii icin A N K # 0 ise A” ya M’ nin esas
altmodiilii (essential submodule), M’ ye A’ nin esas genislemesi (essential extension)
denir ve A <, M ile gosterilir.

Sifirdan farkli bir M modiiliiniin her sifirdan farkl altmodiilii M’ de esas ise M’ ye

diizgiin modiil (uni form) denir.

Tanim 1.2.2. R bir halka, A ve B birer sag R-modiil ve f : A — B, R-modiil
monomorfizmasi olsun. f(A), B’ nin esas altmodiilii ise f’ ye esas monomorfizma

denir.

Onerme 1.2.3. (Anderson ve Fuller, 1992) K < M igin asagidakiler denktir.
(i) K <. M,
(1) i : K — M esas monomorfizmadir,

(741) Her N modiilii ve h € Hom(M, N) i¢in (Kerh) N K = 0ise Kerh = 0’ dir.

Ispat. (i) = (ii) K <. M olsun. iy, : K — M igin ir(K) = K <, M olur. Boylece
I —>

13 esas monomorfizma olur.

(13) = (iii) h : M — N bir homomorfizma ve (Kerh) N K = 0 olsun. ix : K — M

esas monomorfizma oldugundan K <, M’ dir. Boylece Kerh = 0 elde edilir.

(i) = (1)) T < MiginTNK =0olsun. 7 : M — M /T dogal doniisiimii g6z6niine
alinsin. Aciktir ki Kerm = 71" dir. Kabulden Kerm =T = 0 olur. U

Onerme 1.2.4. (Anderson ve Fuller, 1992) K < N < M ve H < M modiilleri icin
() K<, M<& K<,NveN <, M’ dir.

() HNK <., M < H <, M ve K <, M dir.



Ispat. (i) (=) K < M, L < Nve KNL =0olsun. L < Mve K <. M
oldugundan; L. = 0 olur. Boylece K <. N eldeedilir 7' < M ve NNT = 0
olsun. KN(NNT)=KNT =0 dir. K <, M oldugundan, 7" = 0 olur. Boylece
N <. M elde edilir.

(<) K <, NveN <, Molsun. L < Migin LN K =0olsun. NN (LNK) =
(NNL)NK =0 dir. K <, N oldugundan N N L = 0’ dir. N <, M oldugundan,
L = 0 olur. Boylece K <. M elde edilir.

(i)) (=) L < Mve HNL =0olsun. (HNL)NK = (HNK)NL = 0 d.
HN K <., M oldugundan; L = 0 olur. Boylece H <. M elde edilir. Benzer sekilde
K <. M gosterilebilir.

(<)H <. MveK <, Molsun. L < M ve (HNK)NL =0olsun. HN(KNL) =0
ve H <. M oldugundan K N L = 0 olur. K <. M oldugundan L = 0 elde edilir.
Boylece H N K <, M dir. O

Yardimci Teorem 1.2.5. (Anderson ve Fuller, 1992) K < M olmak iizere K <, M’

dir ancak ve ancak her 0 # x € M igin r € R vardir 6yle ki 0 # xr € K’ dir.

Ispat. (=) K <, M olsun. 0 # = € M almsm. 0 # xR < M’ dir. K <, M
oldugundan, R N K # 0 dir. Boylece 0 # a € xRN K vardir. Yani 0 # a = 2r € K
olacak sekilde » € R vardir.

(«<)0# N < M olsun. O zaman, 0 # n € N < M vardir. Kabulden 6yle bir r € R
vardir ki, 0 # nr € K’ dir. Boylece 0 # nr € N N K elde edilir. Yani N N K # 0’
dir. U

Sonug¢ 1.2.6. (Anderson ve Fuller, 1992) f : L ~— M bir esas monomorfizmadir ancak

ve ancak biitlin uygun h homomorfizmalari i¢in i f birebir ise h birebirdir.

Ispat. (=) M NS doniigiimii alinsin ve A f birebir olsun. z € Kerh N f(L) olsun.
O zaman h(x) = 0 ve x = f(I) olacak sekilde [ € L vardir. h(z) = hf(l) = 0’ dir.
hf birebir oldugundan [ = 0 olur. Béylece f(I) = f(0) = 0 = x elde edilir. Boylece
KerhN f(L) =0olur. f(L) <. M oldugundan, Kerh = 0’ dur.



(<) f: L — M monomorfizma, K < M ve f(L)N K = 0 olsun. L Lo M/K

doniisiimii ele alinsin. € Kern f olsun.

7(f(z)) =0= f(z) € Kerm = K

= fx)e f(L)NK =0

olur. Boylece z € Kerf = 0 olur. Yani = 0’ dir. Boylece 7 f birebir elde edilir.
Kabulden 7 birebir yani K = 0 olur. U

Tamim 1.2.7. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiil ve N < M olsun. Eger
L < Migin M = N + Liken M = L ise N’ye M’nin atik altmodiilii (small
submodule) denir ve N < M ile gosterilir. Her 6z altmodiilii atik ise bu modiile dar

(hollow) denir.

Tanmum 1.2.8. (Anderson ve Fuller, 1992) R bir halka, A ve M birer sag R-modiil ve
f M — A, R-modiil epimorfizmasi olsun. Kerf, M’ nin atik altmodiilii ise f’ ye

atitk epimorfizma (small epimorphism) denir.

Onerme 1.2.9. (Anderson ve Fuller, 1992) K < M i¢in asagidakiler denktir.
(1) K < M,
(11) Px : M — M /K dogal doniistimii atik epimorfizmadir,

(731) Her N modiilii ve h € Hom(N, M) igin Imh + K = M ise Imh = M’ dir.

Ispat. (i) = (ii) Px : M — M/K dogal doniisiimii igin, Ker P = K’ dir. K < M
oldugu i¢cin KerPx < M olur.

(71) = (i4i) Bir N modiilii ve bir » : N — M homomorfizmasi i¢in (Imh)+ K = M
olsun. M 2 M /K epimorfizmasi atik oldugundan K < M olur. Dolayisiyla
Imh = M elde edilir.



(#4i) = (i) Her N modiilii ve o : N — M homomorfizmasi i¢in Imh + K = M ise
Imh = M olsun. L < M i¢in K + L = M olsun. f : L — M igerim doniislimii i¢in
M = K + (Imf)’ dir. Kabulden I'mf = M olur. Boylece K < M elde edilir. U

Onerme 1.2.10. (Anderson ve Fuller, 1992) K < N < M ve H < M modiilleri i¢in
() N<MeK<MveN/K<M/K’ di.
(i) H+ K < M & H < Mve K< M’ dir.

(1ii) K < M ve f : M — N, R-modiil homomorfizmas1 ise f(K) < N’ dir.
Ozel olarak K < M < N ise K < N’ dir.

(iv) K< Mve K <L <4Mise K< L dir. Ozel olarak K < M ve K <4 M
ise K = 0’ dir.

Ispat. (i) (=) N < M olsun. L < M igin M = K + L olsun.
K<N=K+L<N+L

=M<N+L<M
= N+L=M(N<M)
<~ M=1L

olur. Boylece K < M elde edilir.

M

_ N, L
K—K—I—Kolsun.

==
|

==
_l_

= M=N+L,(N < M)

= =

2
A =

Il
IS -

elde edilir. Boylece N/K < M /K olur.



(<) L < Migin; M = N + Lolsun. 2 = & 4 LK ve B« M oldugundan,

% = LK olur. Boylece M = L + K elde edilir. K < M oldugundan M = L olur.

Boylece N < M elde edilir.

(i1) (=) L < M igin; M = H + L olsun.
M=H+L=M+K=H+K+L

>M=H+K)+L,(H+K<M)
=>M=1L

elde edilir. Benzer sekilde,
M=K+L=M+H=(H+K)+L

=M=H+K)+L,(H+K<KM)
=>M=1L

olur.

(<)L < Migin; M = (K + H) + Lolsun. H < M oldugundan M = K + L elde
edilir. K’ < M oldugundan M = L elde edilir. Boylece H + K < M’ dir.

(1it) K < M ve f : M — N R-modiil homomorfizmast ve N = f(K) + L olsun.
O zaman M = f~'(N) = K + f~!(L) olur. K < M oldugundan M = f~!(L) elde
edilir. O zaman, f(M) = ff~(L) C Lolur. f(K) C f(M) oldugundan f(K) < L
olur. Boylece N = L’ dir.

Ozel olarak K < M < N olsun. f : M — N icerim doniisiimii icin f(K) = K’ dur.
Boylece K < M olmas1 K = f(K) < N olmasini gerektirir.

(iv) K < M ve L <4 M olsun. M = L& S olacak sekilde S < M vardwr. L = K+T
olsun.

M=L+S=>=M=K+T+S



dir. K < M oldugundan M =T+ S’ dir. T < LveT NS < LNS = 0 oldugundan
M=T&S=L® S olur. Buradan 7' = L elde edilir.

Ozel olarak K < M ve K <4 M olsun. M = K @ S olacak sekilde S < M vardir.
K < M oldugundan M = S elde edilir. Boylece K = 0 olur. U

Onerme 1.2.11. (Anderson ve Fuller, 1992) K; < M; < M, Ko < My < M ve
M = M; & M, olsun.

(Z) Ko Ko< M& Ky < M ve Ko < My dir.

(ZZ) KoK, <. M &M<e K, <,.Mve Ky <, My’ dir.

Ispat. (i) (=) Onerme 1.2.10 (i)’ den agiktir.

(<) T < M igin, M = Ky & Ky + T olsun. K7 < M, ve Ky < M, oldugundan
Ky < M ve Ky < M’ dir. Boylece M = T olur.

(ii) (=) Ik olarak K; <, M, oldugu gosterilecektir. 0 # m; € M, alinsin.
0 # mq1+0 € Mi® M, olur. K1 Ky <. M1 M; oldugu igin 0 # r € R vardir dyle ki
0# (mi+0)r € K1® Ky’ dir. (my+0)r = ki + ks olacak sekilde ky € K ve ko € Ky
vardir. myr = ky + ko oldugundan myr — k; = kg olur. myr — ky € My ve ky € M,
oldugundan mr — ky = ky € My N My = 0’ dir. Buradan da 0 # myr = ky € K

olur. Boylece Ky <. M; olur. Benzer sekilde Ky, <, M5 oldugu gosterilebilir.

(<) z1 € My, x5 € M, olmak lizere 0 # x1 + x2 € My & M, olsun. z; # 0 veya
xo # 07 dir. 1 # 0 oldugu kabul edilsin. 0 # x; € M; ve K; <. M; oldugu icin bazi
r1 € Rigin 0 # xy1m € K olur. o1 € K olsun. Eger (1 +x9)r) = oy + 2911 =0
ise 171 = 0 olur. Bu ise ¢eligkidir. Boylece 0 # (x; + x2)r € K; & K, olur. Eger
xory & Ko ise 0 # xory € My ve Ky <. M, oldugundan, ro € R vardir oyle ki

0 # z9ri7m9 € Ky’ dir. Sonug olarak 0 # (x1 + x9)r1re = 217179 + Tor179 € K1 & Ky’
dir. Boylece K1 & Ky <. M; ¢ M> olur. Ol



Sonu¢ 1.2.12. (Anderson ve Fuller, 1992) g : M — N atik epimorfizmadir ancak ve

ancak her uygun & homomorfizmasi i¢in eger gh orten ise h Ortendir.

% (=) gh orten olacak sekilde uygun bir A : X — M homomorfizmasi alisin.
Buradan gh(X) = N = g(M) olur. g atik epimorfizma oldugu i¢in Kerg < M’ dir.
g g(h(X)) =g Y(N) =g 'g(M) oldugundan h(X )+ Kerg = M olur. Kerg < M
oldugundan h(X) = M olur. Béylece h orten olur.

(<) g : M — N bir epimorfizma olsun. . < M i¢in Kerg + L = M olsun. gh :
LY M-S N doniigiimii ele alinsin. gh(L) = g(L) = g(Kerg+ L) = g(M) = N
olur. Kabulden h 6rten olur. h ortenise M = L = h(L) = g(Kerg + L)’ dir. Boylece
Kerg < M olur. O

1.3. HOM FUNKTOR, TAM DIiZILER

Bu boliimde hom funktor ve tam dizi tanimlar ile baz1 6zellikleri verilecektir. M ve
N iki sag R-modiil olsun. f, g € Hom(M, N) olmak iizere f + g toplami her m € M
icin (f + g)(m) = f(m) + g(m) olarak tamimlansin. f + ¢,0,—f € Hom(M,N)
oldugundan Hom (M, N) bir abel grup olusturur. Bu gruba homomorfizmalar grubu

denir.

Tamim 1.3.1. A, B, C' sag R-modiiller olsun. f : B — C bir modiil homomorfizmasi
ise;

fo=Hom(A, f): Hom(A, B) — Hom(A,C)

fonksiyonu f.(g) = fg ile tanimlansin. f ve g homomorfizma ve f.(g + h) = f(g +
h) = fg+ fh = f.(g9) + f«(h) oldugundan f, bir homomorfizmadir. Ayrica;

Hom(A, f+h)(g) = (f +1h)(9) = fg+hg

= Hom(A, f)(g) + Hom(A, h)(g)
= (Hom(A, f)+ Hom(A, h))(g)
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olur. Hom(A, —)’ ya bir kovariant funktor denir. Benzer sekilde f : A — C bir modiil

homomorfizmasi i¢in,
f*=Hom(f,B): Hom(C,B) — Hom(A, B)

homomorfizmas: f*(g) = ¢f ile tammlamir. Hom(—, B)’ ye kontravariant funktor

denir.

Tamum 1.3.2. (Anderson ve Fuller, 1992) {M,, | n € Z} modiiller toplulugundan ve

bunlarin

fn : Mn — Mn—l

homomorfizmalarindan olusan
fn 1 f
o= My S M, B M, —

dizisinde her n € Z igin Im(f,.1) C Ker(f,) ise, bu dizeye kompleks, Im(f,+1) =

Ker(f,) ise, bu diziye tam dizi denir.

Onerme 1.3.3. (Anderson ve Fuller, 1992) 0 — A N N C — 0 dizisi tam ise, g

bir monomorfizma, ve h bir epimorfizmadir. Ayrica, Img = A ve C = B/Img’ dir.

Boylece C' = B/A’ dir.

Tamum 1.3.4. (Anderson ve Fuller, 1992) 0 - A — B — C — 0 seklindeki tam

diziye kisa tam dizi denir.

Yardumci Teorem 1.3.5. Asagidaki diyagram degismeli ve tam satirlart mevcut olsun.

(1) « Orten, (5 ve § birebir ise -y ortendir.
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(i) € birebir, 5 ve § orten ise 7y Ortendir.

(7i1) «, B, d ve € izomorfizma ise y da izomorfizmadir.

Teorem 1.3.6. (Anderson ve Fuller, 1992) R bir halka olsun. L, M, N birer R-modiil
ve

0=LL M5 N0

bir kisa tam dizi ise asagidakiler denktir.
(1) g = 1 olacak sekilde bir o« : N — M, R-homomorfizmasi vardir.
(17) Bf = 1y, olacak sekilde bir 5 : M — L, R-homomorfizmasi vardir.
(i) M = L @ N’ dir.

Tamim 1.3.7. (Anderson ve Fuller, 1992) Teorem 1.3.6° daki denk kosullardan birini

saglayan kisa tam diziye par¢alanir denir.

Tamum 1.3.8. (Anderson ve Fuller, 1992) F bir funktor ve 0 — A i> B4 C = 0tam
dizi olsun.

0— F(A) —» F(B) — F(C)

dizisi tam ise F” ye sol tam funktor ve
F(A) - F(B) = F(C)—0

dizisi tam ise sag tam funktor denir. Hem sag hem de sol tam ise F” ye tam funktor

(exact functor) denir.

Teorem 1.3.9. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiil olsun. O zaman
Hom(M,—) ve Hom(—, M) sol tam funktorlardir.
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1.4. ARTIN VE NOETHER HALKALAR VE MODULLER

Bu boliimde Artin ve Noether halkalar ve modiiller hakkinda temel bilgiler verilecektir.

Tamim 1.4.1. (Hungerford, 1974) A bir sag R modiil olsun. A’ nin

A C A CAsC

altmodiillerinin zinciri varsa, her i > n i¢in A; = A,, olacak sekilde n € Z varsa bu

zincire artan zincir kurali (ascending chain condition) denir.

Tamim 1.4.2. (Hungerford, 1974) B bir sag R modiil olsun. B’ nin

By DBy D Bs D ..

altmodiillerinin zinciri varsa, her « > m i¢in B; = B,, olacak sekilde m € Z varsa bu

zincire azalan zincir kurali (descending chain condition) denir.

Tamim 1.4.3. M bir sag R-modiil olsun. M altmodiiller iizerine artan (azalan) zincir

kosulunu saglarsa M’ ye Noether (Artin) modiil (N oetherian (Artinian)) denir.

Onerme 1.4.4. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiil olsun. Asagidakiler

denktir:

1) M Noether modiildiir;

2) M’ nin her altmodiilii sonlu tiretilmistir;

3) M’ nin altmodiillerinin bostan farkl: her kiimesinin maksimal eleman1 vardir.

Onerme 1.4.5. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sa§ R-modiil olsun. Asagidakiler

denktir:

1) M Artin modiildiir;
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2) M’ nin her boliimii sonlu es-iiretilmisgtir;
3) M’ nin altmodiillerinin bostan farkli her kiimesinin minimal elemani vardir.

Tanim 1.4.6. (Hungerford, 1974) R bir halka olsun. R sa§ idealleri iizerinde artan
zincir kuralini sagliyor ise R’ ye sag Noether halka (right Noetherian) denir. R hem

sag hem de sol Noether ise R’ ye Noether halka denir.

Tamim 1.4.7. (Hungerford, 1974) R bir halka olsun. R sag idealleri lizerinde azalan
zincir kuralin1 sagliyor ise R’ ye sag Artin halka (right Artinian) denir. R hem sag

hem de sol Artin ise R’ ye Artin halka denir.

Onerme 1.4.8. (Anderson ve Fuller, 1992) 0 — K — M — N — 0 sag R-modiillerin
tam dizisi olsun. M’ nin Artin (Noether) olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ve N’ nin

Artin (Noether) olmasidir.

Sonug¢ 1.4.9. (Anderson and Fuller, 1992) M = M;,&...& M, olsun. M Artin (Noether)

olmast i¢in gerek ve yeter kosul (i = 1, ...,n) i¢in M;’ nin Artin (Noether) olmasidir.

1.5. YARIBASIT MODULLER

Bu boliimde yaribasit modiil ve sokul kavramlar1 hakkinda temel bilgiler ve bazi

ozellikler verilecektir.

Tanim 1.5.1. (Anderson ve Fuller, 1992) M sifirdan farkli bir sag R-modiil olsun. M’

nin kendinden ve sifirdan farkli bir altmodiilii yoksa M’ ye basit modiil (simple) denir.
Onerme 1.5.2. (Anderson ve Fuller, 1992) T, R-modiilii basit sag R-modiildiir ancak

ve ancak M, R’ nin maksimal sag ideali olmak iizere 7' = R /M’ dir.

Tamim 1.5.3. (Anderson ve Fuller, 1992) (T, )aca, M’ nin basit altmodiillerinin bir

ailesi olsun.

M:@Ta

acA

parcalanigi varsa M’ ye yaribasit modiil (semisimple) denir.
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Teorem 1.5.4. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiil olsun. Asagidakiler

denktir;
(1) M yaribasit modiildiir.
(74) M basit altmodiillerin toplamidir.
(747) M’ nin her altmodiilii diktoplanandir.
(7v) Her R-modiillerinin tam dizisi,

0O—-—K—-M-—>N-=0

parcalanir.

Tanim 1.5.5. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiil olsun.
Soc(M) => {K < M | K, M’nin basit altmodiilii} = N{L < M | L <, M}

olarak tanimlanan Soc(M ) altmodiiliine M~ nin sokulu (socle) denir.

Onerme 1.5.6. (Anderson ve Fuller, 1992) M ve N iki sag R-modiil olsun. f : M —

N bir modiil homomorfizmasi olmak iizere,
f(Soc(M)) < Soc(N)

olur.

Sonu¢ 1.5.7. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiil ve K < M olsun.
Soc(K) = K N Soc(M)

Ve

Soc(Soc(M)) = Soc(M)

olur.
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Onerme 1.5.8. (Anderson ve Fuller, 1992) M = @4 M, olsun.
Soc(M) = GaecaSoc(M,)

dir.

Onteorem 1.5.9. (Anderson ve Fuller, 1992) (T,)aca bir M modiiliiniin basit
altmodiillerinin bir ailesi olsun. Eger M = )", T,, ise M’ nin her K altmodiilii i¢in

M = K & (&pT}) olacak sekilde B C A vardir.

1.6. JACOBSON RADIKALI VE YEREL HALKALAR

Bu boliimde Jacobson radikali ve yerel halka kavramlar1 ve bazi 6zellikleri verilecektir.

Tanim 1.6.1. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiil olsun.
Rad(M) = N{N < M | Nmaksimal altmodiil} = » {K < M | K < M}

altmodiiliine M modiiliiniin Jacobson radikali (Jacobson radical) denir. M = R ise

Rad(M) = J(R) ile gosterilir.

Onteorem 1.6.2. (Goodearl, 1976) R bir halka olsun.
J(R)={r € R|Vs € Rigin 1 — rs sag tersinir}
J(R)={r € R|Vs € Rigin 1 — sr sol tersinir}’ dir.

Onerme 1.6.3. (Anderson ve Fuller, 1992) M ve N iki sag R-modiil ve f : M — N

bir modiil homomorfizmasi olsun. O zaman
f(Rad(M)) < Rad(N)

olur.

Onerme 1.6.4. (Anderson ve Fuller, 1992) {M; | i € I} sag R modiillerin bir ailesi
olsun. Ozaman

@Z’GIRCLCZ(MZ') = Rad(@ngz)
olur.
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Tanmim 1.6.5. (T.Y. Lam, 2001) R bir halka olsun. Her » € R icin r yada 1 — r tersinir

ise R halkasina yerel halka (local ring) denir.

Tanim 1.6.6. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir modiil olsun. M’ nin en biiyiik
altmodiilii var ise M’ye yerel modiil (local module) denir. Buna denk olarak M devirli,

M ## 0 ve tek maksimal altmodiilii vardir.

Onerme 1.6.7. (Anderson ve Fuller, 1992) Yerel modiillerin boliim modiilleri de

yereldir.

MM yerel modiil olsun. N < M olmak tizere M /N boliim modiilii ele alinsin.
T/N < M/N olsun. T' < M ve M yerel oldugundan, 7" < M olur. Boylece T'/N <
M/N elde edilir. Yani her 6z altmodiilii dar olur. simdi Rad(M/N) # M/N oldugu
gosterilecektir. RadM # M oldugundan, M’ nin bir K maksimal altmodiilii vardir.
M/K — M/(N + K) — 0 epimorfizmas: ditiniilsiin.}//K basit oldugundan

M /(N + K) basit olur. Boylece N + K, M’ nin maksimal altmodiilii olur. % o

M/(N + K) oldugundan, (N + K)/N, M/N’ nin maksimal altmodiilii olur. Boylece
Rad(M/N) # M/N elde edilir. O

Tamum 1.6.8. (T.Y. Lam, 2001) R bir halka olsun. R/J(R) yaribasit ve J(R) iistel sifir

eleman ise R halkasina yarwasil (semiprimary) denir.

Tamim 1.6.9. (T.Y. Lam, 2001) R bir halka olsun. R/Rad(R) yaribasit halka ise R

halkasina yariyerel (semilocal) denir.

Onerme 1.6.10. (Anderson ve Fuller, 1992) Bir R halkas1 i¢in asagidakiler denktir.
(1) R yerel halkadir.
(#7) R birtek maksimal ideale sahiptir.
(7i1) J(R) tek maksimal idealdir.
(7v) R’nin sol tersleri olmayan elemanlarinin kiimesi toplama altinda kapalidur.

(v) J(R)={x € R| 2R # R}
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(vi) R/J(R) bolimli halkadir.

(vii) J(R)={x € R | x tersinir degildir}.

Sonug 1.6.11. (Anderson ve Fuller, 1992) R bir halka ve J = J(R) olsun. Her M sag
R-modiilii i¢in,

MJ(R) < RadM

dir.
R/J(R) yaribasit modiil ise, her M sag R-modiilii i¢in,

MJ(R) = RadM

ve M /M J(R) yaribasittir.

Onerme 1.6.12. (Hungerford, 1974) R sag Artin halka ise J(R) iistel sifir idealdir.

Yardimci Teorem 1.6.13. (Nakayama's Lemma) R bir halka ve I sag ideali olsun.

Asagidakiler denktir.

(1) I < J(R)

(71) Her sonlu iiretecli sag R-modiil M i¢in, M1 = M ise M = 0’ dir.

(7i7) Her sonlu iiretecli sag R-modiil M i¢in M1 < M’ dir.

Onerme 1.6.14. (Anderson ve Fuller, 1992) Bir sa§ R-modiil M icin asagidakiler
denktir;

(7) Rad(M) = 0 ve M Artin,

(17) Rad(M) = 0 ve M sonlu es-iiretilendir,
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(741) M yaribasit ve sonlu iireteglidir,

(iv) M yaribasit ve Noetherdir,

(v) M basit altmodiillerin sonlu kiimesinin diktoplamidir.
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BOLUM 2

INJEKTIF VE PROJEKTIF MODULLER

Bu boliimde halkalarin karakterizasyonunda 6énemli bir yer alan projektif ve injektif

modiiller incelenecektir.

2.1. INJEKTiF MODULLER

Tamm 2.1.1. A ve N iki R-modiil olsun. A modiiliiniin her X-altmodiilii i¢in her
f + X — N homomorfizmast h : A — N homomorfizmasina genisliyorsa, yani,
g : X — Aicerim doniisiim olmak tizere hg = f oluyorsa N’ ye A-injektif (injective)
modiil denir. Eger N, N-injektif ise N’ ye yari-injektif (quasi injective) modiil denir.

Eger her A modiilii icin N, A-injektif ise N’ ye injektif modiil denir.

Teorem 2.1.2. (Anderson ve Fuller, 1992) {J; | ¢ € I} bir modiiller toplulugu
olsun. J], ., J; direkt carpiminin injektif modiil olmas: igin gerek ve yeter kosul J;

modiillerinin (¢ € /) herbirinin injektif olmasidur.

Teorem 2.1.3. (Anderson ve Fuller, 1992) (Baer Kriteri) ./ modiiliiniin injektif olmas1
icin gerek ve yeter kosul her U sag ideali ve £k : U — J homomorfizmasinin bir

m : R — J homomorfizmasina genisletilebilmesidir.
Teorem 2.1.4. (Anderson ve Fuller, 1992) Her injektif modiil boliinebilirdir.

Teorem 2.1.5. (Anderson ve Fuller, 1992) Her A grubu i¢in, D injektif grup olmak

tizere bir f : A — D monomorfizmasi bulunur.
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Yardimci Teorem 2.1.6. (Anderson ve Fuller, 1992) A ve B birer R modiil olsun.

1) Hera € Aver € Rigin e(a)(r) = ar ile tammlanan e : A — Homgz(R, A)

fonksiyonu bir modiil monomorfizmasidir.

2) f : A — B bir modiil homomorfizmasi ise, her &« € Homgz(R, A) i¢in f.(a) = fa
olarak tanimlanan

fe: Homz(R, A) — Homgz(R, B)
fonksiyonu bir modiil homomorfizmasidir. f bir monomorfizma ise, f, da bir modiil
monomorfizmasidir.

Teorem 2.1.7. (Anderson ve Fuller, 1992) D injektif (yani bdliinebilir) grup ise,
Homgz(R, D) injektif sol R-modiildiir.

Teorem 2.1.8. (Anderson ve Fuller, 1992) Her A modiilii i¢in, J injektif modiil olmak

tizere bir f : A — J monomorfizmasi bulunur.

Teorem 2.1.9. (Anderson ve Fuller, 1992) Bir J sag R-modiilii i¢cin asagidaki kogullar

denktir:

(1) J injektiftir;

(1) Hom(—, J) funktoru tamdir;

(7i1) 0 —» J — A — B — 0 seklinde olan her kisa tam dizi parcalanandir;

(iv) J modiili, D boliinebilir bir grup olmak iizere, Homgz(R, D) seklinde bir

modiiliin direkt toplam terimine izomorftur.
Teorem 2.1.10. (Anderson ve Fuller, 1992) Her boliinebilir (injektif) D grubu, Q ve

Zy seklinde olan gruplarin direkt toplamina izomorftur.

Tamim 2.1.11. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiil olsun. J injektif
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modiiliine, f : M — J esas monomorfizmasi ile birlikte M modiiliiniin injektif zarfi

(injective hull) denir ve E(M) ile gosterilir.

Onerme 2.1.12. (Anderson ve Fuller, 1992) f : M — N esas monomorfizma ve
K modiili ¢ : N — K monomorfizmasi ile birlikte N’ nin injektif zarfi ise, K

modiili gf : M — K monomorfizmasi ile M’ nin injektif zarfidir.

Teorem 2.1.13. (Anderson ve Fuller, 1992) Her modiiliin bir injektif zarfi bulunur ve

injektif zarf izomorfizma farkiyla tektir.

Onerme 2.1.14. (Anderson ve Fuller, 1992) M modiilii icin asagidakiler denktir.

(1) M injektiftir ancak ve ancak M = FE(M)’ dir.

(1i) M <, Nise E(M) = E(N)’ dir.

(iii) Q injektif ve M <, Qise Q = E(M)’ dir.
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2.2. PROJEKTIF MODULLER

Tarmum 2.2.1. (Anderson ve Fuller, 1992) A ve N birer R-modiil olsun. A’nin her X
altmodiilii i¢in f : N — A/X homomorfizmast h : N — A homomorfizmasini
yiikseliyorsa, yani 7 : A — A/X dogal doniisiimii i¢in 7h = f olur ise N
modiiliine A-projektif modiil denir. N modiilii N-projektif ise N’ ye yari-projektif
(quasi-projective) modiil denir. Her A modiilii icin N, A-projektif ise N’ ye projektif

modiil denir.
N

f
R

A—"+A/X —— 0
Teorem 2.2.2. (Anderson ve Fuller, 1992) {P;, | k € K} sa§ R-modiiller toplulugu

olsun.

P = @rex Py

direkt toplaminin projektif olmasi icin gerek ve yeter kosul her £ € K icin Py

modiiliiniin projektif olmasidir.

Ispat. (=) P = ®rex Py projektif ve k € K olsun. f : A — B epimorfizmasi ve
g : P, — B homomorfizmasi alinsin. p; : P — P’ ya k.izdiisiim homomorfizmasi ve

iy » Py — P’ ye icerim doniisiimii olsun. Asagidaki diyagram ele alinirsa;

P projektif oldugundan, gpy, : P — B homomorfizmasi i¢in gp, = fh olacak sekilde
bir h : P — A homomorfizmasi vardir. Simdi by : P, — A homomorfizmasi hy = hiy,
olarak tanimlansin. fhy = f(hix) = (fh)ir = (9pk)ix = 9(prix) = (9lp,) = g elde
edilir. Boylece her k& € K i¢in P projektif modiildiir.
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(<) f: A — B epimorfizmasi ve g : P — B homomorfizmasi alinsin. Her k& € K

icin Py, modiilii projektif olsun. ¢ : P, — P’ye icerim doniigiimii olsun.

Py, projektif oldugundan gi;, : P, — B homomorfizmasi i¢in gi;, = fhy, olacak sekilde
bir hy : P, — A homomorfizmasi bulunur. Her k£ € K igin, fhy = gi) oldugundan
h : P — A doniisiimii; p; € Picin h(>_p;) = > (hgp;) olarak tammlanirsa fh = g
olur. Boylece P projektiftir. U

Tanim 2.2.3. (Anderson ve Fuller, 1992) Bir F, R-modiil i¢in agsagidaki kosullar

denktir:

() F bir tabana sahiptir.

(ii) F = @ierA; veheri € [ igin A; = Ry

Bu kogullardan birini saglayan F' modiiliine serbest modiil ( free module) denir.

Teorem 2.2.4. (Alizade ve Pancar, 1999) F serbest bir modiil ve X = {z, | k € K},
F” nin bir taban1 olsun. Bu durumda her B modulii ve f : X — B fonksiyonu icin

g |x= f olacak sekilde tek bir g : F' — B homomorfizmasi bulunur.

Yardimct Teorem 2.2.5. (Anderson ve Fuller, 1992) Her serbest /' modiilii projektiftir.

Ispat. f : A — B bir epimorfizma ve g : F' — B bir homomorfizma olsun. X = {z} |

k € K}, F’ nin bir tabani olsun.

.
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Yukaridaki diyagrama gore, f bir epimorfizma oldugundan dolayr £ € K icin
flax) = g(zx) olacak sekilde bir a € A vardir. Her £ € K igin s(xy) = ay
olacak sekilde bir s : X — A doniisiimi alinsin. Teorem 2.2.4° den her k£ € K
icin h(xy) = s(xy) = ay olacak sekilde bir h : F' — A homomorfizmasi bulunur. O

halde her b = ), _ .- x7 € F igin,

(fR)(®) = F(RCOY_ i) = FOO hlwi)ry)

keK keK

= ZkeK flap)ry = ZkeK g(x)Ts
= 9D rer o) = g(b)

olur. Boylece fh = g elde edilir. Yani F' projektif olur. U

Sonug¢ 2.2.6. (Anderson ve Fuller, 1992) Her modiil bir serbest modiiliin epimorfik
goriintiisiidiir. Ayrica her sonlu iiretilmis modiil, sonlu tabanli bir serbest modiiliin

epimorfik goriintiistidiir.

Teorem 2.2.7. (Anderson ve Fuller, 1992) Bir P modiilii i¢cin asagidaki kosullar

denktir;
(1) P projektiftir;
(ii) Hom(P, —) tam funktordur;
(1i1) 0 - A — B — P — 0 seklinde olan her tam dizi parcalanir;

(iv) P bir serbest modiiliin direkt toplam termine izomorftur.

Ispat. (i) = (ii) Herhangi bir 0 — A 1, B4 ¢ = 0 tam dizisi icin

0 — Hom(P, A) & Hom(P,B) % Hom(P,C) — 0
dizisinin tam oldugunun gosterilmesi gerekir. Teorem 1.3.9° dan ¢.’ 1n epimorfizma
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oldugunu gostermek yeterlidir. Keyfi s € Hom/(P,C) alinsin. Asagidaki diyagram

g6zOniine alinsin.

B C -0

P projektif oldugundan, s = gt = g.(t) olacak sekilde bir t € Hom/(P, B) bulunur.

Dolayisiyla g, epimorfizmadir.

(17) = (iit) Hom(P, —) funktorunu 0 — A 4, B % P — 0 tam dizisine uygulayarak
0 — Hom(P,A) L5 Hom(P, B) & Hom(P, P) — 0

tam dizisi elde edilir. O halde g, epimorfizmadir ve dolayisiyla 1p € Hom(P, P) i¢in
gu = g,(u) = 1p olacak sekilde bir u € Hom(P, B) bulunur. Teorem 1.3.6’ dan

0=A—=B3P—0

dizisi parcalanir.

(17i) = (iv) Her modiil bir serbest modiiliin epimorfik goriintiisii oldugu i¢in, F,
serbest modiil olmak iizere bir f : /' — P epimorfizmas1 vardir. Bu durumda (iii)’ den

dolay1 ¢, icerim homomorfizmasi olmak iizere
0— Ker(f) 5> F 5 P—0

kisa tam dizisi pargalanir. Teorem 1.3.6’ dan F' = Ker(f) @ P izomorfizmasi elde

edilir. Boylece P, bir serbest modiiliin direkt toplam terimine izomorftur.

(1v) = (i) Teorem 2.2.2 ve Yardimci Teorem 2.2.5’ ten serbest modiiliin direkt toplam

terimi bir projektif modiildiir. U

Teorem 2.2.8. (Wisbauer, 1991) M = U @& N bir R modiil olsun. Asagidakiler denktir.
(i) N, U-projektif modiildiir.
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11) M = U + V kosulunu saglayan M’ nin her V' altmodiilii icin M = V' @ U olacak
(44) $ glay ¢

sekilde V" nin bir V'’ altmodiilii vardir.

Ispat. (i) = (ii) M = U + V ve N, U-projektif olsun. 7 : M — M/V dogal,

iy :U— Mveiy: N — M icerim doniisiimleri olmak {izere,

diyagramn gézoniine alnsin. miy(U) = n(U) = LY = M/V oldugundan iy
ortendir. N, U projektif oldugundan, f : N — U homomorfizmas: vardir 6yle ki
miyf = miy’ dir. Her n € N igin wigf(n) = wmin(n) = n+V = f(n)+V
olur. Boylece (1 — f)(N) C V elde edilir. (1 — f)(INV) = V' olarak adlandirilsin.
M=U+NCU+(1-f)(N)olur. Buradan M = U +V'olur. UN(1— f)(N) =0
oldugu gosterilecektir. u € U ven € N igin u = (1 — f)(n) olsun. u = n — f(n)
oldugundan, n = u + f(n) € UN N = 0 elde edilir. Boylece u = 0, yani
UN(l—f)(N)=0olur

(i) = (i) M = NeU,p: U — W epimorfizma ve f : N — W homomorfizma

olmak {iizere,

=

~

diyagrami gozoniine alinsin.

P={u—neM|ueUneN wve pu)=f(n)}

almsm. m € M olsun. M = U @ N oldugundan, m = u + n olacak sekilde v € U
ve n € N vardir. p orten oldugundan, f(n) = p(u') olacak sekilde v’ € U vardur.
m=u+n—u+u € P+ U olur. Kabulden P’ C P vardir oyle ki M = U & P’ olur.

e : M — U dogal doniisim ve iy : N — M icerim doniislimii olmak tizere ei : N —
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M — U doniisiimii elde edilir. e dogal déniisiim oldugu i¢in (1 —e)(N) C P’ C P
olur. Hern € N,n — e(n) € Pigin f(n) = p(en) olur. Boylece N, U-projektiftir. [J

Ornek 2.2.9. Temel ideal bolgesindeki (P1.D.) her projektif modiil serbesttir.

Ispat. P projektif modiil ve R temel ideal bolgesi olsun. Teorem 2.2.7’ den P = K <,
F olacak sekilde F' serbest modiilii vardir. Temel ideal bolgesindeki serbest modiiliin

diktoplanani da serbest modiil oldugu icin P serbest modiil olur. U
Ornek 2.2.10. Z-modiil Q projektif degildir.

@ Qz projektif modiil oldugu kabul edilsin. Boylece, @ nun, {z;};c; tabanl bir
serbest Z-modiil /" nin bir altmodiiliine izomorf olur. Boylece ancak sonlu sayida
m; # 0 olmak iizere, 1 = > m;x; olur. Higbir m; # 0 tamsayisin1 bolmeyen bir
p € Z asal tamsayist alinsin. ]1) rasyonel sayis1 da tabandaki elemanlarin sonlu toplami
seklinde yazilabilir. % = Y nx; (sonlu n; # 0) ve 1 = > (pn;)x; oldugundan, 1’ in
taban elemanlarinin toplami olarak tek tiirlii yazilisindan, pn; = m; olur, yani p/m;

celigkisi elde edilir. Boylece Qy projektif modiil degildir. U

Tamum 2.2.11. M bir R-modiil ve P projektif R-modiil olsun. Ker(f) < P
olacak sekilde f : P — M epimorfizmast varsa (P,f) ikilisine M’ nin projektif
ortiisii (projective cover) denir. Her modiil projektif ortiiye sahip olmak zorunda
degildir.

Ornek 2.2.12. Qy projektif ortiiye sahip degildir.

Ispat. Kabul edilsin ki, Q, projektif 6rtiiye sahip olsun. Yani, P projektif olmak iizere

f : P, — Qg epimorfizmasi ve Kerf < P olsun. Z temel ideal bolgesi oldugu icin,
P = @7’ dir. RadZ = 0 oldugundan RadP = 0 olur. Kerf C RadP oldugundan
Kerf = 0 olur. Boylece, P = Q olur. Buradan Q projektif olur. Ornek 2.2.10° dan
Qz projektif degildir. Boylece Q7 nin projektif ortiisii yoktur. U

Onerme 2.2.13. (Anderson ve Fuller, 1992) Bir modiiliin projektif oOrtiisli varsa, bu

ortii izomorfizma farkiyla tektir.

Ispat. P ve ) projektif modiiller, f : P — M ve g : Q — M epimorfizmalar1 ile M

modiiliiniin projektif ortiileri olsun.
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diyagrami diisiiniilsiin. P projektif oldugundan gh = f olacak sekilde bir h : P — @)
homomorfizmasi vardir. gh(P) = f(P) = M = g(Q) ve Kerg < @ oldugundan,
h(P) = @ elde edilir. Boylece h epimorfizma olur. ) projektif oldugundan h
epimorfizmasi parcalanir ve P = Kerh & S, S = (@ olmak ilizere S < P bulunur.
Kerh < Kerf, P = Kerf 4+ S ve Kerf < P oldugundan P = S elde edilir. O
halde K'erh = 0 olur. Dolayisiyla h monomorfizmadir. Boylece P = () elde edilir.

O

Yardimci Teorem 2.2.14. (Anderson ve Fuller, 1992) M bir sag R-modiill vep : P —

M, M’ nin projektif ortiisti olsun. ()i projektif ve ¢ : Q — M bir epimorfizma ise @)’

nun bir pargalanisi vardir oyle ki,
Q — Pl @ P//

olur. Ustelik,

(1) P" < Kerq

(7i1) (¢ | P': P' — M), M’ nin projektif ortiistidiir.

1spat.

O

P - M -0

diyagrami alinsin. () projektif oldugundan ph = ¢ olacak sekilde h : @ — P
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homomorfizmasi vardir. ph(Q) = ¢(Q) = M = p(M) oldugundan P = h(Q)+ Kerp
elde edilir. Kerp < P oldugundan, P = h(Q) olur. Boylece h ortendir. Fakat P
projektif oldugundan h pargalanir. g : P — () bir monomorfizmasi vardir oyle ki
hg = 1p ve boylece Q = Img @ Kerh olur. Img = P’ ve Kerh = P” alinsin. g
birebir oldugundan P’ = P olur. ph = ¢q oldugundan P” < Kerq elde edilir. Boylece
q(P") = q(Q) = M olur dyle ki,

P M =0

dizisi tamdir. (ph)g = p(hg) = p ve Ker(q | P') = g(Kerp), g(P) = P” nin atik
altmodiilii oldugundan (7i7) saglanir. O

Onerme 2.2.15. (Anderson ve Fuller, 1992) M sonlu iiretecli ve (P, f), M’ nin

projektif ortiisii olsun. O zaman P de sonlu iireteclidir.

Ispat. M sonlu iiretegli oldugundan, n € N olmak iizere g : R" — M epimorfizmasi

bulunur. Asagidaki diyagram gdzoniine alinirsa;

R" projektif oldugundan dolay1 fh = ¢ olacak sekilde bir o : R — P
homomorfizmasi vardir ve fh(R") = g(R") = f(P) ve Kerf < P oldugundan,
h epimorfizmadir. P projektif oldugundan / parcalanir ve R" = P & K olacak sekilde

bir K < R™ vardir. Boylece P sonlu iiretecli olur. U

Onerme 2.2.16. (Anderson ve Fuller, 1992) U ve M birer sag R modiil olsun.
Asagidaki kosullar denktir.
(1) U, M-projektiftir;

(1) My’ deki her
0-KLMEN0
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olacak sekildeki her tam dizi i¢in,
0 — Homp(U, K) &5 Homp(U, M) % Homp(U,N) — 0

dizisi tamdir.

Ispat. (i) < (i) Teorem 2.2.7° den (i)’ nin olmast igin gerek ve yeter kosulu her
M5 N =0

dizisi tam ise

Hompg(U, M) % Homg(U,N) =0

dizisinin tam olmasidir. Fakat g, ortendir ancak ve ancak herbir v € Hom(U, N) i¢in,

¥ € Hom(U, M) vardir 6yle ki, v = g.(5) = g7 olur. O

Onerme 2.2.17. (Anderson ve Fuller, 1992) U sag R-modiil olsun. O zaman,
(1) U, M-projektif ve
0= M5 ME M =0
dizisi tam ise U hem M’ hem de M"-projektiftir.

(i3) U, My, M, ..., M,-projektif ise U modiili €D}, M;-projektiftir. Ustelik U
sonlu {iretecli, bir indeks kiimesi A ve her a € A i¢in M,-projektif ise U,

D , M,-projektiftir.

Ispat. (i) U, M-projektif ve
0> M5 ME M =0

dizisi tam olsun. Ik olarak U’ nun, M’-projektif oldugu gosterilecektir. X < M’
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olmak {iizere,

I

M —— M/X ——0

diyagrami diigiiniilsin. »° : M'/X — M/h(X) donisimi; m’ € M’ olmak
tizere, W'(m' + X) = h(m’) + h(X) olarak tanimlansin. 7 : M — M/X dogal

doniisiimii olmak iizere,

™

M — M'/X — 0

M —"—~ M/MX) — 0

diyagrami ele alinirsa; U, M -projektif oldugundan o : U — M doniislimii vardir 6yle
ki ma = ' f* dir. u € U olmak iizere, ra(u) = A/ f(u)” dur. ma(u) = a(u) + X =
R f(u) = m’ + X olacak sekilde m’ € M vardir. Buradan, a(u) —m’ € X < M’ olur.
Boylece a(u) € M’ elde edilir. Yani Ima < M’ olur. Dolayisiyla; o : U — M’
olur. Boylece ' = f elde edilir. Yani U, M’-projektif olur. Benzer sekilde U,
M" -projektiftir.

(7i) Sadece i = 2 durumu i¢in ispatlamak yeterlidir. U, M; ve Ms-projektif olsun.
K < M, & M;olsun. ng : My & My — (M, & M)/ K dogal doniigiimii olmak iizere,

0 M1 M1@M2 M2 0

R
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satirlar1 ve siitunlar1 tam dizi olan degigmeli bir diyagram alinsin. Bu diyagrama,

Hom(U, —) funktoru uygulandiginda U, M; ve M-projektif oldugundan,

0—— Hom(U, M) —— Hom(U, My & My) —— Hom(U, My) ——0

(nl)*l (nk)*l (nz)*t

0 — Hom(U, 25E8) —— Hom(U, 2222) —— Hom(U, M2HE) 0

satir ve siitunlari tam dizi olan diyagram ve (ny). : Hom(U,M; & My) —
Hom(U, (M, @ M,)/K) doniigiimii elde edilir. Yardime1r Teorem 1.3.5° den, (nq).
ve (ng), orten oldugundan (ny). da ortendir. Boylece U, M; & M, projektif olur.

Son olarak U sonlu iiretegli ve U her a € A icin M,-projektif olsun.

U

DM 2. - 0

a€cA

diyagrami alinsin. U sonlu iiretegli oldugundan /mf sonlu iireteglidir. g Orten
oldugundan baz1 {z1,....,z,} € €@, .4 M, vardir, oyle ki Imf, {g(x1),...,9(x,)}
kiimesini kapsar. M’ = z;R+...4+z,R < @, M, olsun. M', P, M, < P, M, nin
sonlu direk toplaminin iginde oldugundan, (¢) ve (i7)’ den U, M’-projektiftir. Boylece,

iistteki diyagram gozoniine alinirsa b : M — M’ vardir 6yle ki,
U
hoo
> gl

M —— Imf —— 0

diyagramini degismeli yapar. Boylece gh = f elde edilir. Yani U, & 4M,-projektif
olur. OJ

Teorem 2.2.18. (Anderson ve Fuller, 1992) M, N ve T birer sag R-modiil olsun. Eger
M & N, T-projektif ise M, T-projektif olur.

Ispat. B < T olmak iizere, f : T'— T/B bir epimorfizma ve g : M — T/ B herhangi
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bir homomorfizma olsun. py; : M & N — M dogal doniisim ve ipy : M — M & N

icerim doniisiim olmak iizere asagidaki diyagram ele alinirsa;

M®N

/
/ \pm
/

h 7/ M

/ s
/s
;) 7 g
y, - hu

T= —~T/B 0

M & N, T-projektif oldugundan gpy, : M & N — B homomorfizmasi igin gpy; = fh

olacak sekilde bir o : M & N — T homomorfizmasit vardir. Simdi hy; : M — T

homomorfizmast hy; = hiy, olarak tammlansin. fhy = (fh)iyy = (9pm)iv =

gly = g elde edilir. Boylece M, T-projektif olur.

Sonug 2.2.19. (Hungerford, 1974) R bir halka olsun. Asagdakiler denktir:

(1) Her R-modiil projektiftir.

(74) Her kisa tam dizi parcalanir.

(731) Her R-modiil injektiftir.

Ispat. (i) = (ii) Her R-modiil projektif olsun.

0ALBSC S0

tam dizisi alinsin. C' projektif oldugundan Teorem 2.2.7°den dizi parcalanir.

(73) = (i7i) J bir sag R-modiil olsun ve
075 A4%5B50

kisa tam dizisi alinsin. Kabulden dizi parcalanir. Teorem 2.1.9’dan J injektif olur.
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(7i1) = (i) P bir sag R-modiil olsun ve
0-A45B%5P 50

kisa tam dizisi alinsin. Teorem 2.1.9 dan A injektif oldugundan, dizi parcalanir.

Boylece P projektif olur. U

Onerme 2.2.20. (Anderson ve Fuller, 1992) R bir halka olsun. P sag
R-modiilii projektif ise Rad(P) = PJ(R)’ dir.

M P serbest modiiliin dik toplananina izomorf oldugundan P & P’ = R4 olacak
sekilde bir indeks kiimesi A vardir. Rad(P) @& Rad(P') = Rad(R*) = (RadR)* =
(J(R)A = J(R).R* C PJ(R) ® P'J(R) olur. Sonug 1.6.11° den dolay1 her sag
R-modiil P i¢in PJ(R) < RadP ve P'J(R) < RadP" dir. Yani RadP & RadP’ =
PJ(R) @ P'J(R)’ dir. Boylece Rad(P) = PJ(R) elde edilir. O
Ornek2.2.21. J = J(R) olsun.

1) e, R’ nin eskare elamani ise Onerme 2.2.20° den dolay1 eJ = Rad(eR) < eR’

dir. Boylece eR projektif oldugundan n : eR — eR “eJ dogal doniisiim olmak iizere,
(eR,n) ikilisi eR “e.J’ nin projektif ortiistidiir.

2) R yerel bir halka ve Mg sonlu iiretegli olsun. R/J boliim halkast ve M/M.J,
R/ J iizerinde sonlu boyutlu vektor uzayi olur. M /M J’ nin k boyutlu oldugu kabul
edilsin, dyle ki P = R™® olsun. Kerq = P.J olacak sekilde g : P — M /M.’ ye bir

R-epimorfizmasi vardir.

»

M —"~ M/MJ —— 0

diyagrami alimirsa, P projektif ve n : M — M/MJ dogal déniisiim oldugu igin
np = q olacak sekilde p : P — M homorfizmasi vardir. Yardimci Teorem 1.6.13 ten
MJ < M ve n atik epimorfizma olur. Boylece p ortendir. Fakat Kerp < Kerq =
PJ < P oldugu i¢in, (P, p) M’ nin projektif ortiisiidiir.
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Onerme 2.2.22. (Anderson ve Fuller, 1992) P projektif sag R-modiil, S = End(Pg)

endomorfizma halkasi ve ¢ € S olsun. Bu durumda,

a€ J(S)< Ima < Pg

Sonug¢ 2.2.23. (Anderson and Fuller, 1992) J = J(R) olsun. P projektif sag R-modiil
oyle ki, PJ <« P ise, J(End(Pr)) = Hom(P,PJ) ve End(Pg),/J(End(Pr)) =
End(Pgr, PJ) olur.

Onerme 2.2.24. (Anderson ve Fuller, 1992) Sifirdan farkli her projektif modiil

maksimal bir altmodiil igerir.

Tanum 2.2.25. (Anderson ve Fuller, 1992) M sag R-modiil, (x4)aer M’ de ve (fo)acr
Hom(M, R)’ de olmak iizere, eger her x € M igin

(7) hemen hemen her « € [ i¢in f,(z) =0

(it) x = Y per fal®)20

kosullart saglaniyorsa ((Z4)acr, (fa)acr) ¢iftine M’ nin dual tabam (dual basis)

denir.

Onerme 2.2.26. (Anderson ve Fuller, 1992) (Dual Taban Teoremi) M projektif sag

R-modiildiir ancak ve ancak M dual tabana sahiptir.

Onerme 2.2.27. (Anderson ve Fuller, 1992) Py, sifirdan farkli bir projektif modiil olsun.
O zaman P basit modiiliin projektif ortiisiidiir ancak ve ancak P’ nin her sifirdan farkli

boliim modiilii par¢alanamazdir.

M Kabul edilsin ki, P basit bir modiilin projektif Ortiisii olsun. Boylece P
yerel olur. Onerme 1.6.7 ’den yerel modiillerin boliim modiilleri de yerel oldugu
icin ve her yerel modiil parcalanamaz oldugu icin P’ nin sifirdan farkli boliim
modiilii parcalanamaz olur.

Tersine, P’ nin sifirdan farkli her boliim modiilii par¢calanamaz olsun. Her projektif
modiil en az bir maksimal altmodiil igerdigi i¢in, K, P’ nin maksimal altmodiilii olsun.

P/K basit modiildiir. Eger K < P oldugu gosterilirse ispat biter. Kabul edilsin
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ki, K, P’ nin atik altmodiilii olmasin. Boylece P = K + J olacak sekilde, P’

_P_

nin J 0Oz altmodili vardir. %nJ

boliim modiilii kabulden parcalanamazdir. Fakat

K]r: 5 = Kfé - @ K‘r{] 5 dir. Bu ise geligkidir. Boylece P, P/K’ nin projektif ortiisii olur.
0

Onerme 2.2.28. (Anderson ve Fuller, 1992) R bir halka ve J(R) = 0 olsun. O zaman

projektif olmayan hi¢bir R-modiil projektif ortiiye sahip olamaz.

Ispat. M projektif olmayan bir modiil olsun. (P, f), M’ nin projektif ortiisii olsun.
Kerf < P oldugu i¢in Kerf C RadP elde edilir. RadP = P.RadR = PJ(R) =
PO = 0 oldugundan Kerf = 0 olurdu. Yani P = M elde edilir. Bu ise celigkidir. [
Onerme 2.2.29. (Anderson ve Fuller, 1992) Eger p; : P, — M;, (i = 1,2,...,n)
projektif ortiileri ise (B, p;) : @, P; — @}, M, bir projektif ortii olur.

Ispat. i = 2 icin ispat verilecektir.P; ve P, projektif modiiller olmak iizere, f, : P, —

M, Kerfi < Py ve fy: Py = Ms, Ker fo < P olsun.
f:fitfo:PL®P,— M @ M,

(p1,p2) = (f1(p1); f2(p2))
olarak tanimlansin. (py, po) = (p},ph) € P1 & Py ise p1 = pl, p2 = ph olur. fi(p1) =

f(p1) ve fa(p2) = f(ph) olur. f(pi,p2) = (filpr), fo(p2)) = (f(P1), f(pa)) =
f(p}, ph)° dir. Yani f iyi tammhdir. f; ve fo modiil homomorfizmalari oldugu i¢in f de
modiil homomorfizmasidir. (mq, my) € My & Ms olsun. fi(p;) = m; olacak sekilde
p1 € Py ve fo(ps) = my olacak sekilde p, € P vardir. O zaman f(py, p2) = (mq,ms)
olurki f orten olur. Kerf = Kerf,® Ker fo < M; @ My’ dir. Boylece ( f, My @ M),
P, & Py’ nin projektif ortiisiidiir. O

Onerme 2.2.30. (Anderson ve Fuller, 1992) M ve M @& N projektif ortiiye sahip ise N

de projektif ortiiye sahiptir.

fspat. P 5 M — 0ve P’ = M @ N — 0 projektif ortiiler olsun. 7 @ 1y : P® N —

M & N doniigiimii p € P ve n € N olmak iizere (7 & 1y5)(p + n) = 7w(p) + n olarak
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tanimlansin. 7 orten oldugundan 7 & 1, de orten olur.

Pl

7.‘./

reN 2N yeN

0

diyagrami gozoniine alinsin. P’ projektif oldugu i¢in vy : P — P@® N doniigiimii vardir
oyle ki (m @ 1y)y = ' olur. Kern’ < P’ oldugundan, Kery < P’ olur. Boylece

orten olur. € : P & N — P dogal doniisiimii olmak iizere;

0— Ker(ey) = PP 2 P =0

tam dizisi ele alinsin. P projektif oldugu icin bu dizi pargalamr. Boylece v~ 1(N) =
Ker(ey), P” nin dik toplanamdir. Yani v !(N) projektif olur. Kery < P’

oldugundan;

0— Ker(y) =y Y(N) 3> N =0

tam dizisi /N’ nin projektif ortiisiidiir. 0

2.3. SI-HALKALAR VE PCI HALKALAR

Bu boliimde SI-halka ve PCI halka kavramlari tanimlanip, bazi 6zellikleri verilecektir.

Tamm 2.3.1. (T.Y.Lam, 1998) M bir sag R-modiil olsun. m € M i¢in {r € R | mr =
0(rm = 0)} kiimesine m’ nin stfirlayicist (annihilator) denir ve ann,.(m)(ann;(m))

ile gosterilir.

Tamim 2.3.2. (T.Y.Lam, 1998) M bir sag R-modiil olsun. Eger m & M igin
ann,(m) <. Rg ise m’ ye tekil (singular) eleman denir. M’ nin tekil elemanlarinin

kiimesi Z (M) ile gosterilir.
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Bu tanima denk olarak,

Z(M)={me M |mI=0 olacak sekilde / <, R vardir}

seklinde de ifade edilir.

Onteorem 2.3.3. (T.Y.Lam, 1998) M bir sag R-modiil olsun.

(1) Z(M) altmodiildiir (M’ nin tekil altmodiilii denir).

(13) Z(M)Soc(Rg) = 0 dir.

(7i1) f : M — N herhangi bir R-homomorfizmast ise f(Z(M)) < Z(N)’ dir.

(iv) M < Nise Z(M) = M 0 Z(N)’ dir.

Sonug¢ 2.3.4. (K.R.Goodearl, 1976) R bir halka olsun.

(1) Z(Rgr) R’ de idealdir.

(ii) R # Oise Z(Rp) # R’ dir.

(13i) Z(Rpg) sifirdan bagka eskare eleman kapsamaz.

Tamum 2.3.5. (K.R.Goodearl, 1976) Z(M) = M ise M’ ye tekil modiil (singular)
denir. Z(M) = 0 ise M’ ye tekil olmayan modiil (non — singular) denir. Ayrica, R
bir halka olmak iizere, Z(Rg) idealine R’ nin sag tekil ideali denir ve Z, ile gosterilir.

Benzer sekilde Z(zR) idealine R’ nin sol tekil ideali denir ve Z; ile gosterilir.

Onerme 2.3.6. (K.R.Goodearl, 1976) B tekil olmayan modiil ve A < B olsun. B/A

tekildir ancak ve ancak A <, B’ dir.

Onerme 2.3.7. (K.R.Goodearl, 1976) P projektif ve X < P olsun. P/X tekildir ancak
ve ancak X <. P’ dir. Ozel olarak P projektif ve tekil ise P = 0’ dur.
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Ornek 2.3.8. 1) Herhangi bir basit halka tekil olmayan halkadur, ¢iinkii R basit halka
ise R # 0’ dir.

2) Zy tekil olmayan bir halkadir, ¢iinkii Z’ nin sifirdan farkli her (sag) ideali esas
idealdir.

3) Mpg tekildir ancak ve ancak M = B/A ve A <. B olacak sekilde A ve B

R-modiilleri vardir.

Onerme 2.3.9. (K.R.Goodearl, 1976) (i) Tekil olmayan tiim sag R-modiillerin sinifi
altmodiiller, dik carpimlar, esas genislemeler ve modiil genislemeleri altinda kapalidir.
(ii) Biitiin tekil sag R-modiillerin sinifi altmodiiller, boliim modiilleri ve dik toplamlar

altinda kapalidur.

Onerme 2.3.10. (K.R.Goodearl, 1976) A herhangi bir basit sag R-modiil ise A ya tekil
ya da projektiftir.

Sonug 2.3.11. (K.R.Goodearl, 1976) Her tekil olmayan yaribasit modiil projektiftir.

Tamum 2.3.12. (R.Wisbauer, 1991) R bir halka olsun. R’ nin sifirdan farkli iki

yonlii istel sifir ideali yoksa R’ ye yariasal (semiprime) halka denir.

Tamim 2.3.13. (K.R.Goodearl, 1976) Biitiin tekil sag 2-modiiller injektif ise 2’ ye sag
SI-halka (right ST — ring) denir.

Onerme 2.3.14. (K.R.Goodearl, 1976) Asagidaki kosullar denktir;

(1) R bir sag SI-halkadur,

(74) Biitiin tekil sag R-modiiller yaribasittir,

(7i1) Ir <. Rp olmak iizere R/ yaribasittir.

Onerme 2.3.15. (T.Y.Lam, 1999) R bir halka ve S = Soc(Rg) R’ nin sag sokulu
olsun. O zaman Z(Rg) C ann(S)’ dir. R sag Artin ise esitlik saglanir. R yariasal ise

Z(Rp)NS =0 dir.
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Sonug¢ 2.3.16. (K.R.Goodearl, 1976) R diizenli bir halka olsun. Asagidaki kosullar

denktir;

(1) R sag SI-halkadr,

(17) R/Soc(Rp) yaribasit halkadir,

(7i1) R sol SI-halkadir.

Onerme 2.3.17. (K.R.Goodearl, 1976) R/ Rad(R) yaribasit olsun. Asagidaki kosullar

denktir;

(1) Z,(R) = 0 ve R sag SI-halkadir,

(it) Z,(R) = 0 ve [Rad(R)]* = 0,

(13i) Z;(R) = 0 ve R sol SI-halkadur.

Tanim 2.3.18. (Anderson ve Fuller, 1992) R’ nin biitiin sag (sol) idealleri projektif ise
R’ye sag (sol) kalitsal halka (right (left) hereditary) denir.

Onerme 2.3.19. (K.R.Goodearl, 1976) R halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir.

(1) Z.(R) = 0 ve biitiin tekil olmayan sag R-modiiller projektiftir.

(71) Z;(R) = 0 ve biitiin tekil olmayan sol R-modiiller projektiftir.

(7i1) R sag ve sol kalitsal Artin ve R’ nin maksimal sol ve sag boliim halkasi ¢akigir.

Onerme 2.3.20. (K.R.Goodearl, 1976) R sag SI-halka olsun. O zaman,
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(1) Rad(R) < Soc(Rg).

(i7) [Rad(R)]? = 0.

(i11) Ir <. Rp olmak iizere I? = I’ dur.

(iv) R sag kalitsaldur.

Tanmim 2.3.21. (J. Cozzens ve C. Faith, 1975) R birimli bir halka olsun. Her 6z devirli
sag R-modiil injektif ise R’ ye sag PCI-halkast (right PC'I — ring) denir.

Tanmim 2.3.22. (J. Cozzens ve C. Faith, 1975) Yaribasit olmayan PCI-halkalarin
olusturdugu halkaya PCI-bélgesi (PC1 — domain) denir.

Tamim 2.3.23. (K.R.Goodearl, 1976) R bir halka olsun. Her basit sag R-modiil injektif
ise R’ ye sag V-halka (right V — ring) denir.

Teorem 2.3.24. (K.R.Goodearl, 1976) R halkasi icin agagidakiler denktir.

(1) R sag V-halkadir.

(71) Her 6z sag ideal, maksimal sag ideallerin kesisimidir.

(7i1) Her sag R- modiil M igin, RadM = 0’ dur.
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BOLUM 3

PROJEKTIF OLARAK FAKIiR MODULLER
VE
PROJEKTIF OLARAK SAG ORTA SINIFA SAHIP OLMAYAN HALKALAR

3.1. PROJEKTIFLIiK BOLGESI

Cebirsel bir yapiin karakterizasyonu i¢in bazi 6zel siniflar tanimlanabilir. Projektif
ve Injektif modiiller i¢in de bazi 6zel siniflar tanimlanmistir. M ve N sag R-modiiller

olmak lizere,

In"'(M)={N: M,N —injektif}

Pr-Y(M)={N: M,N — projektif}

sirastyla injektiflik bolgesi ve projektiflik bolgesi ifadeleri literatiirde yerini almaktadir.
Aciktir ki, M injektiftir ancak ve ancak M’ nin injektiflik bolgesi tiim sag
R-modiillerdir. Benzer sekilde M projektiftir ancak ve ancak M’ nin projektiflik
bolgesi tiim sag R-modiillerdir. Her modiil yaribasit modiillere gore hem injektif hem
de projektif oldugu icin, injektiflik bolgesi ve projektiflik bolgesi daima yaribasit
modiilleri kapsar. Kisacasi, projektiflik ve injektiflik bolgesi bostan farkli ve bir modiil
injektif ya da projektif modiil iken injektiflik ya da projektiflik bolgesi miimkiin

olabilecegi en biiyiik sinif olan tiim sag R-modiillerin kategorisinden olugsmaktadir.
2010 yilinda Alahmedi, Alkan ve Lopez bunun aksini diisiinerek injektiflik bolgesi

sadece miimkiin olabilecegi en kiiciik sinif olan yaribasit modiillerin kategorisi oldugu

modiillerin ne oldugu sorusunu sordular ve bu modiillere fakir (poor) ismini verdiler
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[1]. Ayrica bir sag modiil ya injektif ya da fakir ise bu halkalara sag orta sinifa sahip
olmayan halka (no right middle class) ismini verdiler. 2011 yilinda Er, Lopez ve
Sokmez, her halkanin fakir modiile sahip oldugunu ispatlamiglar ve yaribasit fakir
modiillere sahip halkalar1 karakterize etmislerdir [10]. Buna bagli olarak literatiirde
cok bilinen halkalar ile ilgili iligkileri ve orta sinifa sahip halkalarin karakterizasyonlari
verildi [10,4]. Fakir modiillerin projektif versiyonu olarak; projektif olarak fakir
modiiller Holston, Lopez ve Orhan Ertas tarafindan 2012 yilinda verildi [14]. Tlk olarak

projektiflik bolgesinin bazi 6zellikleri tartigilacaktir.
Onerme 3.1.1. Projektiflik bolgesi altmodiiller altinda kapalidir.

Ispat. M bir sag R modiil ve X < N € Pr~'(M) olsun. Aciktir ki M, N- projektiftir.
Onerme 2.2.16° dan X < N ise M, X-projektiftir. Boylece X € Pr~'(M) olur. [

Onerme 3.1.2. Projektiflik bolgesi epimorfik goriintii altinda kapalidir.

Ispat. M bir sag R modiil ve N € Pr~'(M) olsun. X, N’ nin altmodiilii olmak
lizere; M N-projektif oldugu icin Onerme 2.2.16° dan M, N/X- projektiftir. Boylece
N/X € Pr*(M) olur. O

Onerme 3.1.3. Projektiflik bolgesi sonlu diktoplamlar altinda kapalidir.

Ispat. Iki durumu icin ispat verilecektir. M bir sag R-modiil olsun ve A;, A; €
Pr—Y(M) olsun. M A;-projektif ve M, Ay-projektif oldugu icin Teorem 2.2.16’ dan
M A, ® Aj-projektiftir. O zaman A; & Ay € Pr' (M)’ dir. d

Onerme 3.1.4. Her R halkast i¢in, (y;cproa-p Pr~ (M) = SSMod — R’ dir.

Ispat. "C"N € Nyerrosr Pr'(M) ve T < N olsun. N /T N-projektiftir. Bu
ylizden T' <; N’ dir. Boylece IV yaribasit olur.
”D” Agiktir. 0

3.2. PROJEKTIF OLARAK FAKIR MODULLER

Simdi projektiflik bolgesinin miimkiin olabilen en kii¢iik sinif olan durumlar
incelenecektir. Projektif olarak fakir modiillerin bazi 6zellikleri verilecektir. Bu

boliimdeki tiim bilgiler [14] referanstan alinmagtir.

44



Tamim 3.2.1. M modiiliiniin projektiflik bolgesi sadece yaribasit modiillerden olusursa

M ’ye projektif olarak fakir modiil (projectively — poor) denir. Agiktir ki,

M projektif olarak fakir < Pr~'(M) =SS — ModR

Onerme 3.2.2. Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir;
(7) R yaribasit Artin bir halkadir.
(7i) Her sag R-modiil projektif olarak fakirdir.
(i1) Projektif olarak fakir bir projektif modiil vardir.
(7v) {0} modiilii projektif olarak fakirdir.

(v) R projektif olarak fakir olan bir halkadir.

Ispat. (i) = (i) R yaribasit ve My bir modiil olsun. Nz € Pr—'(M) almsin. R
yaribasit oldugundan NV de yaribasit olur. Boylece M projektif olarak fakir olur.

(7i) = (7i7) Her sag R modiil projektif olarak fakir oldugundan R de projektif olarak
fakirdir. R projektif oldugundan en az bir tane hem projektif hem de projektif olarak

fakir olan modil vardir.

(i17) = (iv) X € Pr=*(0) olsun. Pr='(0) = Mod — R’ dir. (iii)’ den P hem projektif
hem de projektif olarak fakir olsun. Pr—!(P) = Mod—R = SS—ModR’ dir. Bdylece
{0} projektif olarak fakirdir.

(iv) = (v) Pr=%(0) = Mod — R ve (iv)’ den {0} projektif olarak fakir oldugu i¢in

Mod—R = SS—ModR’ dir. Dolayisiyla her modiil yaribasit olur. Boylece R projektif

olarak fakirdir.
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(v) = (i) R projektif olarak fakir bir halka olsun. R projektif oldugu i¢in Pr—'(R) =
Mod—R = SS—ModR’ dir. Dolayisiyla her modiil yaribasit olur. Boylece R yaribasit
Artindir. U

Onerme 3.2.3. R halkasi igin, M projektif olarak fakir bir modiil ise, her N € Mod —
Ri¢in M & N projektif olarak fakirdir.

m M projektif olarak fakir modiil ve N bir sag R-modiil olsun. 7' € Pr—Y(M ® N)
alinsin. Yani M & N, T-projektiftir. Teorem 2.2.18’ den M, T projektiftir. M projektif
olarak fakir oldugu i¢in 7" yaribasit olur. Boylece M & N projektif olarak fakirdir.

U

Projektif olarak fakir modiillerin varligint merak etmek dogaldir. Bu yiizden, simdi her

halkanin projektif olarak fakir bir modiile sahip oldugu 2 yolla ispatlanacaktir.
Onerme 3.2.4. Her halka projektif olarak fakir bir modiile sahiptir.

Ispat.R bir halka olsun. {A~ | v € T'} yaribasit olmayan devirli sa§ R modiillerin

izomorfik sinifinin tam kiimesi olsun. Her v € I i¢in, A, yaribasit degildir. A, yar
basit olmadig: igin, X" y1 A, nin diktoplanan1 olmayacak sekilde segilsin. X =
®yerA, /X, modiili alinsin. A yaribasit olmayan devirli modiil ve X, A-projektif
olsun. Boylece A = A, olacak sekilde bir v € I' vardir. X, A-projektif oldugu icin,
A,/ X,, A,-projektif olur. Boylece X, <, A, elde edilir. Bu ise celiskidir. Boylece X
projektif olarak fakirdir. 0]

Uyart 3.2.5. @;¢ IMZ-(IZ') projektif olarak fakir ise ;<7 M; de projektif olarak fakirdir.

Onerme 3.2.6. R bir halka ve I devirli sag R-modiillerin temsillerinin tam kiimesi ise

M = @ ner N projektif olarak fakirdir.

Ispat. Onerme 3.2.4’ iin ispatindaki notasyonlar kullamlarak, X’ < X olsun. Uyari
3.2.5” ten X projektif olarak fakir oldugundan, X’ projektif olarak fakirdir. X' <, M
oldugundan, Onerme 3.2.3” ten M projektif olarak fakirdir. U

Bu 6nermenin sonucu olarak asagidaki drnek verilebilir.

Ornek 3.2.7. Z-modiil, M = @, primeZy, (p asal) projektif olarak fakirdir. Fakat M’

nin 0z diktoplananlar1 projektif olarak fakir degildir.
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Projektif olarak fakir her modiiliin diktoplananin ve epimorfik goriintiisiiniin projektif
olarak fakir olup olmadigini sormak dogaldir. Asagida verilen 6nerme ile bu durumlar

incelenecektir.

Onerme 3.2.8. R halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir;
(7) R yaribasit Artin bir halkadir.
(i) Projektif olarak fakir sag (sol) R-modiiller yaribasittir.

(i1) Projektif olarak fakir sag R-modiiliin sifirdan farkli diktoplanani da projektif
olarak fakirdir.

(1v) Projektif olarak fakir sag R-modiiliin sifirdan farkli faktorleri de projektif

olarak fakirdir.

Ispat. (i) = (i4), (iii) ve (iv) agiktir.,

(i) = (i) M herhangi bir sag R-modiil ve X projektif olarak fakir modiil olsun.
X @& M projektif olarak fakirdir. Kabulden projektif olarak fakir her modiil yaribasit
oldugundan X & M yaribasittir. Boylece M yaribasit olur.

(17i) = (i) M herhangi bir sag§ R-modiil ve X projektif olarak fakir modiil olsun.
X & M projektif olarak fakirdir. Kabulden M projektif olarak fakir olur. Boylece her

modiil projektif olarak fakirdir. Onerme 3.2.2” den R yaribasit Artin olur.

(7v) = (i) M herhangi bir sag R-modiil ve X projektif olarak fakir modiil olsun.
X ® M projektif olarak fakirdir. Kabulden % > M projektif olarak fakirdir. Onerme
3.2.2° den R yaribasit Artin olur. U

Onerme 3.2.9. Her halka projektif olarak fakir yaribasit bir modiile sahiptir.

Ispat. T, basit sag R-modiillerin izomorfik siniflarmin temsillerinin tam kiimesi olsun.

S = ®pgerB olarak alinsin. 0 # xR € Pr~'(S) ve T, xR’ nin maksimal
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altmodiilii olsun. K = xR /T basit modiilii gozoniine alinsin. I” nin se¢iminden dolay1
K <; Solur. S, x R-projektif oldugundan; K, x R-projektiftir. Boylece T <; xR olur.
Yani xR yaribasittir. Boylece S projektif olarak fakir bir modiil olur. U

[1]° de R sag Artin halka ise, (R/.J(R))g fakir oldugu ispatlanmigtir. Projektif olarak

fakir modiiller i¢in daha giiclii bir sonug verilecektir.

Onerme 3.2.10. R yariyerel bir halka ise (R/J(R))r projektif olarak fakirdir.

m I've S Onerme 3.2.9° daki tanimlanan kiime ve modiil olsun. Her B € I icin
R’ nin M maksimal sag ideali vardir 6yle ki, B = R/M’ dir. J(R) C M oldugundan
R/J(R)’ den R/M’ ye bir epimorfizma vardir. Kabulden, R/J(R) yaribasit Artin ve
B, R/J(R)’ nin diktoplananina izomorf olur. Boylece, S de aymi 6zellige sahiptir.
Onerme 3.2.3” ten R/.J(R) projektif olarak fakirdir. O

[1]” de PC1 bolgesi iizerindeki modiiller ya injektif ya da fakirdir. Projektif olarak
fakir modiiller icin sonuclar asagidaki gibidir.

Yardimci Teorem 3.2.11. R halkasi sag PC'I bolgesi (boliim halkasi olmayan) ise
E(R) projektif olarak fakirdir.

Ispat. R, PCI bolgesi oldugu icin her 6z devirli altmodiil yaribasit oldugu icin,

E(R)’ nin R- projektif olmadigim gostermek yeterlidir. ¢ € Hom(FE(R), R) olsun.

%}2 >~ Img < R’ dir. R sag kalitsal ve diizgiin oldugu i¢in Kerg = E(R) olur.
Boylece Hom(E(R), R) = 0 elde edilir. R sag SI-halka oldugu igin, 22 yaribasittir.
R

Boylece S basit altmodiilii vardir 6yle ki S = + ve M, R’nin maksimal sag ideali ve

M
0+# f:ER)— S= % doniisiimii vardir. Boylece,

E(R)

f

4>0

R —— S

<[ =

diyagrami elde edilir. Eger F/(R), R-projektif olsaydi, f = 0 olurdu. Bu ise ¢eliskidir.
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Boylece E(R), R- projektif olamaz. O

Sonug¢ 3.2.12. R sag PCI bolgesi ise, her sifirdan farkli injektif modiil projektif olarak
fakirdir.

Ispat. Ik olarak, her basit sag modiiliin projektif olarak fakir oldugu gosterilecektir.

S basit olsun. R sag diizgiin oldugundan; S tekil olur, boylece projektif olamaz. Eger
S, R-projektif olsaydi, Onerme 2.2.17° den S projektif olurdu. Bu ise celiski olur.
Boylece R PCI bolgesi oldugu icin; S projektif olarak fakir olur. 0 # Mg injektif
modiil olsun. Eger Soc(M) # 0 ise; M, basit bir S altmodiiliinii i¢erir. R PCI bolgesi
oldugu i¢in S injektif modiil olur. Boylece S <; M olur. Ayn1 zamanda S projektif
olarak fakir oldugundan; Onerme 3.2.3’ ten M projektif olarak fakirdir. Soc(M) = 0
olsun ve x € M almsin. R = R/ann,(z), Soc(xR) = 0 ve R diizgiin oldugundan
xR = R’ dir. Boylece, E(xR) = E(R) < M elde edilir. E(R) <, M olur. Yardimct
Teorem 3.2.11° den E(R) projektif olarak fakirdir. Boylece, Onerme 3.2.3’ ten M
projektif olarak fakir olur. U

Tamim 3.2.13. Projektif olarak fakir bir modiil iceren her sa§ R-modiiliin kendisi de

projektif olarak fakir modiil olan R halkasina sag genetik (right genetic) denir.
Onerme 3.2.14. Sag PCI-bélgesi R, sag genetiktir.

M Projektif olarak fakir olmayan My modiilii ve N < M alinsin. N’ nin projektif
olarak fakir olmadig1 gosterilecektir. 12, PCI bolgesi oldugu icin M projektif olarak
fakir degil ise M, R-projektif olmak zorundadir. R PCI bolgesi oldugundan dolay1
N’ nin R-projektif oldugunu gostermek yeterlidir. 7, R’ nin sag ideali i¢in R/I 2 R
olsun. f : N — R/I herhangi bir doniisim, 7 : R — R/I dogal doniigsiimii olmak

lzere,

R ———~ R/I -0

49



diyagrami alinsin. R PCI bolgesi oldugu i¢in, R/ injektiftir. Asagidaki diyagram

N —— M
;o

R/I

ele alinsin. R/ injektif oldugu i¢in h : M — R/I doniigiimii vardir, 6yle ki hi = f’
dir.

diyagrami ele alinirsa M, R-projektif oldugundan, & : M — R doniisiimii vardir, 6yle
ki, 7k = h’ dir. Boylece (ki) = hi = f olur. Boylece N, R-projektif olur yani

projektif olarak fakir olamaz. U

Onerme 3.2.15. R halkas1 sag PCI-bolgesi olsun. My ne projektif ne de projektif
olarak fakir olmayan bir modiil ise M tekil olmayandir. Ozellikle, R temel sag ideal
bolgesi ise M’ nin sifirdan farkli her altmodiiliiniin Rz’ ye izomorf olan diktoplanani

vardir.

m Z(M) # 0 olsun. R SI halkast oldugundan Z(M) injektiftir. Dolayisiyla
Z(M) <4 M’ dir. Sonug¢ 3.2.12° den Z(M) projektif olarak fakir oldugundan, M
de projektif olarak fakirdir. Bu bir ¢eligkidir. Boylece Z(M) = 0 yani M tekil
olmayan bir modiildiir. simdi R temel sag ideal bolgesi olsun. 1, V-halka oldugu icin
M’ nin maksimal bir altmodiilii vardir. Boylece, S basit altmodiilii ve sifirdan farkli
g : M — S doniistimii vardir. R PCI-bolgesi ve M projektif olarak fakir olmadigi i¢in

M, R-projektif olur. 7 : R — S dogal doniislimii olmak {izere,




ele alinirsa; M, R-projektif oldugundan, f : M — R doniislimii vardir 6ylekinf = ¢’
dir. Boylece M/Ker(f) = Imf < R’ dir. R sag kalitsal oldugundan I'm f projektif
olur. Boylece Ker(f) <; M elde edilir. R temel sag ideal bolgesi oldugundan Im f =
aR = R/ann,.(a) ve R diizgiin oldugundan ann,(a) = 0 olur. Bylece M’ nin her
sifirdan farkl altmodiilii Rp’ ye izomorf olan bir diktoplanan igerir. R sag genetik
oldugu i¢in, M’ nin sifirdan farkli her altmodiilii R-projektif olur. Béylece bu altmodiil

de R’ ye izomorf olan bir diktoplanan icerir. 0

3.3. PROJEKTIF OLARAK SAG ORTA SINIFINA SAHIiP OLMAYAN
HALKALAR

Bu boliimde, projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan halkalarin tanimi ve

ozellikleri verilecektir. Bu boliimdeki tiim bilgiler [14] referanstan alinmigtr.

Tamim 3.3.1. R bir halka olsun. Her sag R modiilii ya projektif ya da projektif olarak
fakir ise, R projektif olarak sag orta sinifina (no — right — p — middle class) sahip

olmayan halka denir.

Tamim 3.3.2. M bir sag R-modiil olsun.

Socy(M) =0,

her ordinal « i¢in

Soca1(M)/Soce (M) = Soc(M/Soc,(M))

ve her limit ordinal 3 i¢in

Socg(M) = Ua<p(Soca(M))

M’ nin altmodiilleri olsun. O zaman,

Soco(M) C Socy (M) C ... C Socy (M) C ...
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zincirine M’ nin artan Loewy serisi(ascending Loewy series) denir. Sira sayisint
gosteren « i¢in M = Soc, (M) ise M modiiliine Loewy modiilii denir. M = Soc, (M)

olacak sekilde en kii¢iik ordinal o ya M’ nin Loewy uzunlugu ( Loewy length) denir.

Yardimci Teorem 3.3.3. R projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan bir halka ve I,

R’ nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Bu durumda
(7) R/I yaribasit Artin veya [ <, R’ dir.
(17) J(R) # 0 ise R yariyereldir.
(7i1) Soc(Rg) <4 R yada R Loewy uzunlugu en fazla 2 olan yariartindir.

Ispat. (i) I, R’ nin sifirdan farkli iki yonlii ideali olsun. R/I projektif ise I <4 R’ dir
yada R/I projektif olarak fakir ise R/ yaribasit Artindir. (i) ve (4i7), (i)’ den agiktur.
O

Yardimci Teorem 3.3.4. R projektif olarak sag orta sinifina sahip olmayan bir halka ve

J(R) # J(R)? olsun. Bu takdirde J(R)* = 0’ dir.

Ispat. J(R)*> # 0 olsun. Yardimer Teorem 3.3.3° ten, R/J(R)? yaribasit veya
J(R)? <; R’ dir. J(R) eskare eleman icermedigi i¢in, J(R)?, R’ de diktoplanan
olamaz. Boylece R/J(R)? yaribasit olur. Bu takdirde J(R) = J(R)? elde edilir. Bu
ise bir geligkidir. Yani J(R)? = 0 elde edilir. O

Yardimci Teorem 3.3.5. Projektif olarak sag orta sinifa sahip olmama 6zelligi faktor

halkalara taginir.

M R projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan olan bir halka ve /, R’ nin bir
ideali olsun. Mg/, projektif olarak fakir olmayan sag R//-modiilii olsun. Boylece
Ng/r yaribasit olmayan sag R/I-modiil vardir 6yle ki; Mp/;, Ng/r-projektiftir. Ayni
zamanda Mp, Ng-projektif de olur. Ny yaribasit olmadig i¢in, kabulden My, projektif
olur. Béylece Mg/, da projektif olur. Yani R/ projektif olarak sag orta sinifa sahip

olmayan bir halka olur. U

Yardimci Teorem 3.3.6. R projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan bir halka ise,

J(R)? = 0 ve R yariasil ya da yariasaldur.

52



@ I, R’ nin sifirdan farkli tistel sifir olan iki yonlii ideali olsun. Bu takdirde R/I ya
projektif olarak fakir ya da projektiftir. R/ projektif ise I <; R olmalidir. I iistel sifir
ideal oldugu i¢in bu miimkiin degildir. Boylece R/I projektif olarak fakirdir. Yardimci
Teorem 3.3.2° den R/ yaribasit Artin olur. J(R/I) = 0 elde edilir. Boylece I = J(R)
olur. J(R) iistel sifir oldugu igin R yariasildir. Yardimci Teorem 3.3.4 ten J(R)? = 0
dir. U

Yardimct Teorem 3.3.7. R, projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan bir halka ise

R sifirdan farkli ideallerin sonsuz olan bagimsiz ailesini icermez.

M {I;}icr sonsuz tane bagimsiz R’ nin iki yonlii ideallerin ailesi olsun. I'\I"” sonsuz
olacak sekilde I, I'" min sonsuz altkiimesi olsun. A = @®;crl; ve B = ®jerI;
kiimeleri alinsin. Kabulden, R/B ya projektif ya da projektif olarak fakirdir. R/B
projektif ise, B <; R olurdu. B sonsuz iiretecli oldugu icin celigskidir. Boylece,
R/ B projektif olarak fakirdir. Onerme 3.2.2” den R/ B yaribasit Artin olur ve boylece
A/B <4 R/B elde edilir. A/B, R/B’ nin sonsuz iiretilmis ideali oldugu igin bu bir
celigkidir. Boylece R sifirdan farkli ideallerin sonsuz olan bagimsiz ailesini icermez.

t

Sonug¢ 3.3.8. R projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan bir halka ise, R merkezil

dik eskare elemanlarin sonsuz kiimesini icermez.

Yardimct Teorem 3.3.9. R projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan pargalanamaz

bir halka ise, bu takdirde Soc(Rg) = 0 veya J(R)* = 0 ve Soc(Rp) <. R’ dir.

M Kabulden R/Soc(Rg) projektif ya da projektif olarak fakirdir. R/Soc(Rg)
projektif ise R = Soc(Rpg) @ A olacak sekilde R’ nin sag ideali A vardir. Iddia edilsin
ki, Soc(Rg).A = 0 olsun. x € Soc(Rpg) olsun. f : A — xA dogal epimorfizmasi
g6zoniine alinsin. simdi Kerf <. A oldugu gosterilecektir. I’ < Ave Kerf N'T' =0

olsun.

T & Kerf

T
Kerf = Kerf

12

=~ rA < SocR

oldugundan 7 yaribasit olur. R = Soc(Rr)@® A oldugundan SocA = 0 elde edilir. 7' <

A oldugundan SocT = T = 0 olur. Boylece Kerf <. A elde edilir. f epimorfizma

oldugundan, %Tf = 1A olur. Soc(Rg) projektif oldugundan zA hem tekil hem de
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projektif olur. Boylece A = 0 elde edilir. Yani Soc(Rg).A = 0 olur. simdi A’ nin
iki yonli ideal oldugu gosterilecektir. r € R ve a € A olsun. R = Soc(Rg) @ A
oldugundan r = x + y olacak sekilde x € Soc(Rg) ve y € A vardir. ra = (z + y)a =
za + ya elde edilir. za € Soc(Rg).A oldugundan xa = 0’ dir. Boylece ra = ya € A
elde edilir. Boylece A iki yonlii ideal olur. R parcalanamaz oldugu igin, Soc(Rg) =
0 ya da Soc(Rgr) = R elde edilir. Bu durumda sonug elde edilir. Eger R/Soc(Rp)
projektif olarak fakir ise Yardimci Teorem 3.3.3” ten R/Soc(Rpg) yaribasittir. Boylece
Soc(Rp) <. Rve J(R)? =0’ dir. O

Yardimci Teorem 3.3.10. R, projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan par¢alanmaz

yariasal halka olsun. R asal halka degil ise, R yaribasit Artin halkadir.

% I, R’ nin sifirdan farkl iki yonlii ideali olsun. Kabulden R/I ya projektif ya
da projektif olarak fakirdir. R/I projektif ise, R’ nin sag ideali K vardir oyle ki
R = 1@ K dir. KI = 0 oldugundan (IK)? = (IK)(IK) = I(KI)K = 0
olur. R yariasal oldugundan /K = 0’ dir. Boylece, K R’ nin iki yonlii ideali olur.
R parcalanamaz oldugundan I = R elde edilir. R/ projektif olarak fakir ise Yardimc1
Teorem 3.3.3” ten R/ yaribasit Artindir. Her iki durumda da R/[ yaribasit Artindir.
Simdi R asal olmasin. A ve B, R’ nin sifirdan farkl iki ideali 6yle ki AB = 0 olsun.

R yanasal oldugu icin AN B = (0’ dir.

f:R— R/A® R/B

f:r—=(r+Ar+DB)

doniigiimiinden R, R/A @ R/ B i¢ine gomiilebilir. Boylece R yaribasit Artin olur. [J

Yardumci Teorem 3.3.11. R projektif olarak sag orta sinifa sahip olmayan bir halka

olsun. R = S x K pargalanis1 vardir dyle ki S yaribasit Artin ve K sifir ya da asagidaki

ozelliklerden birine sahiptir.

(1) K yariasil sag SI-halka ve J(K) # 0 ya da;

(71) K yariasil halka ve Soc(K ) = Z,.(K) = J(K) # 0 ya da;
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(7i1) K asal halka ve Soc(Kk) = 0ve J(K) = 0yada gJ(K) ve J(K)x sonsuz

tiretecli ya da;

(iv) K asal sag SI-halka ve Soc( K ) sonsuz iireteclidir.

M Sonug 3.3.8” den {ey, €3, ..., €, } R’ nin merkezil dik eskare elemanlar1 var ve her
e; R parcalanamaz halkalar olmak lizere R = ey R ® es R @ ... @ e, R’ dir. R yaribasit
Artin halka ise X' = 0 durumu elde edilir. Aksi durumda; i € {1,...,n} vardr, oyle
ki e, R yaribasit degildir. ¢ # j olmak iizere, A, e; R’ nin sag ideali olsun. Kabulden;

e; R/A ya projektif olarak fakir ya da projektiftir.

Iddia: e; R/ A, e; R-projektiftir.
B < ¢Rve f € Hom(e;R/A, e;R/B) ve ¢ : ¢,R — £ dogal doniisiimii olmak

lizere,
6]‘ R/A

f

e;R —~ ¢;R/B

diyagrami gozoniine alinsin. r € R i¢in; f(e;r + A) = e;s + B olacak sekilde s € R
vardir. ej(e; f(r + A)) = ej(e;s + B)’ dir. eje; = 0 oldugundan f(e;r + A) = 0 elde
edilir. Yani f = 0 olur. Boylece e;R/A, e; R projektif olur. e; R yaribasit olmadigt i¢in,
e; R/A projektif olarak fakir olamaz. Kabulden e;R/A projektif olur. Her i # j i¢in
e; R yaribasit olur. Bdylece R = S @ K pargalanis1 vardir dyle ki; K = e; R yaribasit
degildir. Yardimci Teorem 3.3.5’ ten K projektif olarak sag orta simif 6zelligine sahip
olmayan bir halkadir. Yardimc1 Teorem 3.3.6” dan, K yariasil ve J(K)? = 0 veya K
yariasal bir halkadir.

Durum] : K yarnasil bir halka ve J(K)? = 0 olsun.
Eger Z,(K) = 0 ise, Onerme 2.3.17° den K sag SI-halkadir. Boylece Teoremin
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(1) sart1 elde edilmis olur. Z,(K) # 0 ise, kabulden K/Z,.(K) projektif olarak
fakir ya da projektiftir. K/Z,(K) projektif ise, Z,(K) <; K olur. Bu ise ¢eligkidir.
Boylece K/Z,.(K) projektif olarak fakir olur. Yani K /Z,.(K) yaribasit Artin bir halka
olur. J(K/Z,(K)) = 0 oldugundan, J(K) C Z.(K) elde edilir. J(K)> = 0
oldugundan; J(K), K/J(K)-modiil olur. Boylece J(K) yaribasit K -modiil olur. Yani,
J(K) C Soc(Kk) elde edilir. Boylece K yarasil bir halka oldugu i¢in, f; K’ lar
yerel modiiller olmak iizere, K = @I f; K parcalam1 vardir. Her £ € {1,...,n} i¢in
J(fiK) C Z,(frK) = fi K’ dir. k € {1,...,n} i¢in f K modiilleri yerel oldugu i¢in
J(K) = Z.(K) elde edilir.

Iddia: J(K) = Soc(Kk).

J(K) # Soc(Kk) olsun. J(K) C Soc(Kk) oldugundan 1 < ¢ < ni¢in f1 K, ..., fi K
modiilleri pargalamigtaki tiim basit modiiller olsun. Iy = {i € 1,..,n | ;K = fi,K}
ve I, = {1,...,n} — I olarak I indeks kiimesi iki farkli indeks kiimesine ayrilsin.

P =&, [iK vei€ I, j € I, olsun.

Iddia: Hom(f; K, fiK) = 0.
g € Hom(f;K, f;K) olsun. f; K basit oldugundan, g orten olur. Asagidaki diyagram
ele alinsin.
fiK
1y, x
[iK e JiK —— 0
fiK projektif oldugundan h : f;K — f;K vardir 6yle ki gh = 1y, dir. Buradan

Kerg <4 f;K olur. Fakat f; K par¢alanamaz oldugu i¢in, Kerg = f;K olur. Boylece
g = 0 elde edilir.

iddia: Hom(f;K, f;K) = 0.

g € Hom(f;K, f;K) olsun. f;K basit oldugundan; f; K = Img’ dir. Img # f;K
oldugundan, I'mg C J(f;K) elde edilir. J(K) = Z,(K) oldugundan J(f;K) tekil
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olur. Boylece f; K = I'mg hem projektif hem de tekil oldugundan; g = 0 elde edilir.
K parcalanamaz olduguicin P = O yada P = K elde edilir. Bu ise ¢eligkidir. Boylece,
J(K) = Z,.(K) = Soc(K[) elde edilir. Teoremin (i¢) sart1 elde edilir.

Durum?2 : K yariasal olsun. Yardimci Teorem 3.3.10° dan K asal olur. Kabul edilsin
ki Soc(Kx) = 0 olsun. Eger J(K) # 0 ise, Yardimci Teorem 3.3.4° ten J(K)? =
J(K)’dir. Yardimci Teorem 1.6.13’ ten, Jx ve xJ sonsuz iireteglidir. Teoremin (4i7)
sart1 elde edilir. Simdi Soc(K k) # 0 olsun. Yardimer Teorem 3.3.9° dan Soc(K k) <.
K ve J(K)? = 0 dir. K yariasal oldugundan J(K) = 0 elde edilir. Onerme 2.3.15
ten Soc(Kk) N Z,.(K) = 0’ dir. K asal ve Soc(Kg) # 0 oldugundan Z,.(K) = 0
olur. Teorem 2.3.17° den K asal SI-halka olur. Eger K sonlu iiretilmis sokula sahip

olsaydi, Onerme 1.6.14° ten K yaribasit olurdu. Bu ise bir celiskidir. Teorem 3.3.9

dan K /Soc( K ) yaribasit Artindir. Boylece teoremin (iv) sart1 elde edilir. O
N K

Ornek 3.3.12. K bir cisim iken R = olmak iizere R projektif olarak sag
0 K

orta sinifa sahip olmayan bir halkadir.

M M bir sag R-modiil ve Z(M) = 0 olsun. Onerme 2.3.19° dan M projektiftir.
Simdi Z(M) # 0 olsun. R, SI-halka oldugundan Z(M) yarbasit ve Z(M) <,
M dir. Yardimc1 Teorem 3.2.3” ten her tekil basit modiiliin projektif olarak fakir
oldugunu gostermek yeterlidir. Boylece tek tekil modiill Sy = R/Soc(Rpg) oldugu

icin, S° nin projektif olarak fakir oldugu gosterilecektir. S, x R-projektif olsun. zR

yaribasit olmasin. Genelli§i bozmaksizin xR = alimsin. f : xR — S
0 O

asikar epimorfizmasi vardir oyle ki S, x R-projektif oldugundan, f homomorfizmasi

0 K
parcalanir. Fakat Kerf = , %’ nin diktoplanam degildir. Bu ise ¢eligkidir.

0 O
Boylece, S projektif olarak fakir olmalidir.
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