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Bu tezde, bir integral doniisiim olan Laplace doniisiimlerinden bahsedilmistir.
Laplace dontigiimleri diferensiyel denklemlere, kismi tiirevli diferensiyel
denklemlere ve bazi kompleks diferensiyel denklemlerine uygulanmasi irdelenmistir.
Birinci bolim giris kism1 olup integral denklemlerin genel tanimi ve Laplace
doniisiimiiniin kullanim alanlar1 verilmistir. Ikinci béliimde Laplace doniisiimii
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In this thesis, the Laplace transformation, which is an integral transformation, is
mentioned. Laplace transformations are discussed that they are implemented to
differential equations, partial derivative differential equations and some complex
equations. The first part is the introduction part in which the general definition of
integral equations and Laplace transformation’s areas of usage are given. In the
second part; the definition of the Laplace transform, theconditions for the existence
of Laplace Transform, the characteristics of Laplace Transform and Inverse Laplace
Transform are expressed by considering the relevant theorems. In the third part, the
implementation of this transformation is given. In the fourth part, the solution of
complex differential equations by using Laplace Transformation is take place. In the

fifth part, The Laplace Decomposition Method is mentioned.
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BOLUM 1

GIRIS

Bir fonksiyonu integral altinda bagka bir fonksiyona doniistiiren dontisiimlere

integral déniistim denir.

Bu integral doniistimlerden biri de Laplace doniigtimiidiir.

1749-1827 Piere Simeonel Laplace, Fransiz matematik¢isidir. Matematigin birgok

dallarinda onemli calismalar1 vardir. Laplace doniisiimii Matematik'in haricinde

Miihendislikte zamandan bagimsiz dogrusal sistemleri modellemekte kullanilan bir

doniistimdiir.

Laplace doniisiimii ¢ok kullamisli bir metoddur. Ornek vermek gerekirse bazi

fonksiyonlarin integralini almak bilinen integral alma kurallar1 altinda oldukga

giictlir, hatta imkansiz olanlar1 vardir. Bu gibi fonksiyonlarin integralleri Laplace

doniistimii altinda rahatlikla alinip sonuca ulasilir.

Laplace doniisiimiinii matematikte kullandigimiz alanlar;

1.

© © N o g bk~ D

Sabit katsayil1 diferensiyel denklemler
Degisken katsayili diferensiyel denklemler
Adi diferensiyel denklem sistemleri

Kismi tiirevli diferensiyel denklemler
Integral denklemler

Integro denklemler

Integro diferensiyel denklemler

Fark denklemleri

Integro fark denklemleri



dir. Ayrica bu tezde bunlarin disinda Kompleks Diferensiyel Denklemler'in
¢Oziimiinde de c¢aligmalar yapilmistir. Dordiincii Boliim de konuyla ilgili 6rnekler
verilmistir. Son bdliim olan Besinci Boliim de Laplace Ayrisim metodundan
bahsedilmistir. Adi veya kismi diferensiyel denklemlerin lineer olmayan kisimlarinda
Laplace doniisiimiiniin nasil alinacagi hakkinda bilgi verilip Daffing denklemi

tizerinde El¢in Yusufoglu'nun makalesi incelenmistir.



BOLUM 2
TEMEL BILGILER
2.1. LAPLACE DONUSUMU

Tanim: F(t), tnin t > 0 i¢in tammlanmig bir fonksiyonu olmak tizere F(t)nin

Laplace doniisiimii,

[ee]

L{F(t)} = f e SLF(t)dt (2.1)

0

biciminde tanimlanir. Bu integralin sonucu s nin bir fonksiyonu oldugundan

LIF(©)} = f(s)
yazilabilir.

(2.1) ile wverilen integral snin bir degerine yakinsiyorsa F(t)nin Laplace

doniisiimiivardir denir.
2.2. LAPLACE DONUSUMUNUN VARLIGI

Laplace doniisiimiinii tanimlayan (2.1) integrali her f fonksiyonu i¢in yakinsak
degildir. O halde her fonksiyonun Laplace déniisiimii mevcut degildir. Ornegin; %

fonksiyonunun Laplace doniisiimii mevcut degildir. Laplace doniisiimiiniin varligini
garanti etmek i¢in filizerine bazi kosullar gereklidir. Bu kosullardan 6nce pargali

stireklilik ve iistel mertebeden fonksiyonu ifade edelim [4].



2.2.1. Parcah Siireklilik

Bir fonksiyon ve bir @« <t < B aralig1 verilsin. a <t < faraligi, her birinde, bu
fonksiyonun siirekli ve sonlu sag ve sol limitlerinin bulundugu sonlu sayida alt
aralifa ayrilabiliyorsa, bu taktirde s6z konusu fonksiyona bu aralikta parcall

stireklidir denir [4].
2.2.2. Ustel Mertebeden Fonksiyon

Her t > 0i¢in |F(t)| < M.e"" olacak bigimde u > 0 ve yeR biiyiikliikleri mevcut
ise F(t) ye t — oo icin lstel mertebesi y olan bir fonksiyon veya kisaca iistel

mertebeden bir fonksiyon denir [4].

2.3.LAPLACE DONUSUMUNUN MEVCUT OLMASI iCiN GEREKLI
DURUMLAR

Teorem 2.1.1: F(t)fonksiyonu, sonlu her [0, N] araliginda pargal siirekli ve t > N
igin istel mertebesi y olan bir fonksiyon ise, her s >y i¢in F(t) nin Laplace

doniisiimii mevcuttur.

Yeterli sartlarin gergeklestigi durumda Laplace doniisiimiiniin mevcut oldugunu

gorelim.

Herhangi pozitif bir N sayisi1 i¢in

[oe]

o) N
f e SLF(t)dt = f e SLF(t)dt + f e SLF(t)dt (2.2)
0

0 N

yazilabilir. 0 <t < N araliginda F  fonksiyonu pargali siirekli oldugundan sag
taraftaki birinci integral mevcuttur. Diger taraftan t > N i¢in F(t), y mertebeli listel

fonksiyon oldugundan



o]

Sf Ie_StF(t)Idt=f e st IF(t)IdtSf e St u.evtdt
N N N

f e SLF(t)dt
N

U
S—Y

yazilabilir. Boylece s > y i¢in (2.2) esitligindeki ikinci integralinde mevcut oldugu
ortaya ¢ikmis oldu [4].

Ornek: £L{1} = % oldugunu gosterelim.

1:{1}=f e SLF(t)dt
0

© k

L{1} =f e St 1dt= lim| e stdt
0 ke Jo

L{1} = %

2.4. LAPLACE DONUSUMLERININ BAZI ONEMLI OZELLIKLERI
2.4.1. Lineerlik Ozelligi

c1 Ve cysabit sayilar ve F; ve F, Laplace doniisiimleri sirasiyla f;(s) ve f,(s) olan

fonksiyonlar ise
L{ciFi1(t) + ;F,(0} = o L{F ()} + c2L{F2(0)} = c1/1(s) + ¢z f2(s)dir [4].
2.4.2. Birinci Kaydirma Ozelligi
LIF(0)} = f(s)ise L{e*F(t)} = f(s—a) dir [4].
2.4.3. ikinci Kaydirma Ozelligi

F(t—a), t>a,

LIF(O} = £(s) ve G(t)={ G e



L{G(t)} = e ¥ f(s) dir [4].

2.4.4. Skalar Degistirme Ozelligi

S
a

LIF()} = f(s) ise L{F (at)} = % £ (=) dir [4].

2.4.5. Son Deger Teoremi

Eger limitler mevcut ise;

tlfg F(t) = gl_%l sf(s) dir [4].

2.4.6. Periyodik Fonksiyonlarin Laplace Doniisiimii

F(t) fonksiyonu p > 0 olmak tizere p peryodlu bir fonksiyon ise;

1 p
L{F(t)} = mjo e‘“F(t)dt dir [4].

2.4.7. Baz1 Fonksiyonlarin Laplace Doniisiimleri

Cizelge 2.1. Bazi elemanter fonksiyonlarin Laplace doniistimleri.

F(t)

t", n=0,12,..

t

LF(O)} = f(s)

1
E s>0
1
S_2 s>0
n!
Sn+1 s>0
1

s>a

Ss—a



Cizelge 2.1. (devam ediyor).

a
sinat - 5S> 0
s“+a
S
cosat - 5S> 0
s“+a
] a
sinhat > 5 s> al
s?—a
S
coshat ——— s>]|al
st —a

2.4.8. Tiirevlerin Laplace Doniisiimleri

Birinci mertebeden tlirevin Laplace doniisiimii;

L{Ft)} = f(s) 0 <t < N araliginda F(t) siirekli ve t > N i¢in tistel mertebeden

iseve 0 <t < N araliginda F' (t) pargali siirekli ise;

L{F' ()} = sf(s) — F(0)
seklindedir.

Ikinci mertebeden tiirevin Laplace déniisiimii;

L{F(t)} = f(s), F(t) ve F (t)fonksiyonlar1 0 < t < N araliginda siirekli ve t > N

icin listel mertebeden ise ve 0 < t < N aralifinda F''(t) pargali siirekli ise

L{F" ()} = s*f(s) — sF(0) — F (0)

seklindedir.

n inci mertebeden tiirevin Laplace doniisiimii ise;

L{F()} = f(s), F(t), F (t), F (t), ... F® D fonksiyonlari



0 <t < N araliginda siirekli ve t > N i¢in iistel mertebeden ise ve 0 <t < N

arahgindaF ™ (t) parcali siirekli ise

LIFM(D)} = s"f(s) — s"1F(0) — s"2F'(0) —
. sF=2(0) — F"=D(0)

dir.
2.4.9. Baslangic Deger Teoremi
Eger limitler mevcut ise
ii_r)zz F(t) = slirg sf(s) dir.

Gergekten de,
L(F'(£)) = sf(s)- F(0) idi.

F'(t) fonksiyonu pargali siirekli ve iistel mertebeden ise;

[oe]

lim | e tF (£)dt =0

s>
0

lim[sf(s) = F(0)] = 0
lim £ (s) = F(0)

lim sf(s) = ltin(} F(t) dir [4].
S—00 —
2.4.10. Integrallerin Laplace Déniisiimleri

L{F ()} = f(s) ise
L{Jo F(u)du} = @dir [4].



2.4.11.t" ile Carpmanin Laplace Doniisiimii

L{F ()} = f(s)ise
d?’l
dsm

L{E"F (D)} = (=" ——f(s) = (=D"f ™ (s)dir[4].

2.4.12.t ile Bolmenin Laplace Doniisiimii

. F() .
L{F(t)} = f(s) ve ltl—r}(}T mevcut ise

L{@} = Loof(u)du dir[4].

2.4.13.s - oo icin f(s) Degeri

LEF(D)} = f(s) ise
jm fis) =0

dir. Gergektende ,

F(s) = J e St F(t)dts — o i¢in limit alirsak
0
limf(s) = limf e SEF(t)dt
S—00 S—00 O

=J lime StF(t)dt
0

S—00

=0 dir [4].
2.5. BAZI OZEL FONKSiYONLAR
2.5.1. Gamma Fonksiyonu

n > 0 ise gamma fonksiyonu



r'(n) =f u' le *du
0

esitligi ile tanimlanur.

Asagida gamma fonksiyonun bazi 6nemli 6zellikleri ifade edilmistir.
'n+1)=nlT(n) n>0

I'(1) =1 oldugundan I'(2) =1, T'(3) = 2! =2, I'(4) = 3! dir ve genel olarak, n

pozitif bir tamsay1 ise I'(n + 1) = n! dir. Bu nedenle gamma fonksiyonuna faktoriyel

fonksiyonu da denir.

1
r(z) =
IIrp-1) = pr— 0<p<l1
n in bliylik degerleri igin

'n+1)~V2 —nn"e™

dir. ~ , nin biiyiik degerleri i¢in yaklasik olarak esit anlamina gelir.

n < Oi¢inl'(n) i

esitligi ile tanimlayabiliriz.

10



2.5.2. Bessel Fonksiyonu

n inci mertebeden Bessel fonksiyonunu

B tn ) t2 t*
Jn(®) = 2"T(n + 1){ T2+ 2)  2an+2)n+ d }

esitligi ile tanimlariz.
Asagida bessel fonksiyonun bazi 6nemli 6zellikleri ifade edilmistir.

n pozitif tam say1 ise J_,(t) = (—=1)"/,(¢t) dir.
2n
Jrr (0 = (0 = Jua (O

d )
e (0O =t (On =0 ise J () = /1 (8) dir.

1
ezt (1w — Yoo Jn (£)u™ buna bessel fonksiyonunun iireteg fonksiyonu denir.

J.(©), bessel diferensiyel denklemi diye bilinen t2Y" (t) +tY (¢) + (t% —
n?)Y(t) = 0 esitligini gergekler.

J,(it) =i "1,(t) yazabiliriz. I,(t) ye n inci mertebeden diizeltilmis bessel
fonksiyonu denir.

2.5.3. Birim Basamak Fonksiyonu

Birim basamak fonksiyonu

0 <
U(t_a)z{l t>Z

11



esitligi ile tanimlanir.

2.5.4. Dirac Delta Fonksiyonu

1
Fa(t)=f(X)={E' ost=a
0, t>a

fonksiyonunu ele alalim. Burada a > 0 dir.

ija(t)dt =1
0

dir. Bu diisiince bazi mithendis ve fizikgileri a = 0 igin F,(t) ya yakinsayan
6(t) ile gosterilen limit fonksiyonunu diislinmeye sevk etmistir .Bu limit
fonksiyonuna Dirac Delta Fonksiyonu denir.

Bu fonksiyonun ozelliklerinden bazilar1 soyledir.
f () =1
0
f S()G(t)dt = G(0)
0

fw6 (t—a)G(t)dt = G(a)
0

2.5.5. Sifir Fonksiyonu

t > Oi¢in t nin fonksiyonu olan V' (t)

ft]\/“(u)du =0
0

12



bagintis1 gergeklesiyorsa N (t) ye sifir fonksiyonu denir.
2.6. TERS LAPLACE DONUSUMU
2.6.1. Tamim

Bir F(t)fonksiyonunun laplace dontisiimii f(s) ise, yani L{F (t)} = f(s) ise F(t) ye

f(s) nin Ters Laplace Déniisiimii denir ve sembolik olarak

F(t) = L7Hf(s)}
olarak ifade edilir. L= ye Ters Laplace Déniisiim Operatérii denir.
2.6.2. Ters Laplace Déniisiimiiniin Ozellikleri

Teorem: cyve c, sabit sayilar fi(s) ve f,(s) de sirasiyla F;(t) ve F,(t) nin ters

Laplace doniisiimleri ise
L7He1fi(s) + 229} = i LTHAG} + LT} = al () + ¢ Fr(8)
dir.
Teorem: L~1{f(s)} = F(t) ise
L7Hf(s — a)} = e®F(t) dir.

Teorem: : L7H{f(s)} = F(t) ise
(. —as _( Ft—a)t>a
L™ f)) =,

t<a

dir.
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Teorem: L7Hf(s)} = F(¢t) ise

i ftas)) = £(3)

dir.

Teorem:L7{f(s)} = F(t)ise

n

LM (s)) = £ {% f(s)} = (—1)"t"F(t)dir.

Teorem: L7Y{f(s)} = F(¢t) ise

L1 Uoof(u)du} = F®

t
dir.
Teorem: L71{f(s)} = F(t) ve F(0) = 0 ise
LMYs f()}=F (v)
dir. Gortildiigi gibi s ile ¢capmanin  F(t)yi tiiretme bi¢iminde etkisi olmaktadir.

F(0) # 0ise §(t), delta Dirac fonksiyonu veya birim basamak fonksiyonu olmak

lizere,

L7Ys f(s)}—F(0) =F ()
L7Ys f(s)} = F'(£) + F(0)8(¢)

dir.
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Teorem:L~H{f(s)} = F(t) ise
_1(f(s) ‘
L 1 {T} = JO F(u)du

dir. Gortldugi gibi s ile bélmenin veya % ile garpmanin F(t) yi 0 dan tye kadar

integre etme bigiminde etkisi goriillmektedir.

Teorem (Konvoliisyon Ozelligi):

L7Hf ()} =F(t) ve L7Hg(s)} = G(¢) ise

L7Hf(s)g(s)} = JtF(u)G(t —wWdu=F+*G

0

dir. F = G ye F ve G nin konvoliisyonu ve bu teoreme de konvoliisyon teoremi veya

ozelligi denir.

F*G =G = F dir.
2.7. LAPLACE DONUSUMU iLE ILGILi ORNEKLER
Omek 1: L{—9cost — 4t* + 1} =?

L{—9cost — 4t?> + 1} = —9L{cost} — 4L{t*} + L{1}
-9 8 1

2 _
L{—9cost — 4t +1}—m—s—3+s

Omek 2: L{e?t cos 5t + e *.t3} =?

s—b
_ b _
Heosaty=Gygm » Lleteosat} =y s
nl n!
_ b _
Lit"} = sn+l L{e t'tn} - (s — b)n+1

olduguna gore
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s—2 6

2t £ 4 e—tt $31 =
L{e“" cos 5t +e .t} (5_2)2+25+ (S+4)4s

> 2

Ornek 3: L{t?e3'} =?

) 2! 2 ) 3t 2
L{t }25—325—3:>L{t e }:WS>3

Ornek 4 : £ {fot e sinu + e“u3} =?

t
LU (e “sin2u + e“u3)du}
0

1
= ;L{e‘“ sin2u + e*u3} =

1 [ 2 N 6 ]
Csls+1D2+4 0 (s—1)4
Ornek 5: fooo t.e 2t cos tdt = % oldugunu gosteriniz.

[oe]

L{F(t)} =f0 e SLF(t)dt

d

LEF©) = (D"

L{F(0)}

d
L{tcost} = J e St tcostdt = —— L(cost)
0 ds

d( s )_ s?+1-2s%\  s*-1
ds\s2+1/ | (s+1? ) (s+1)2

s =2 ic¢in

fw 2t 3
t.e “'.costdt = —
0 25

e tsint
t

Ornek 6: fooo dt = % oldugunu gosteriniz.
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sint © _, Sint
= = [ e ar
t 0 t

s u 1
A

tim [ =P i [aret
im f 1 lim [arctanu]?

A—>o0 s —00

/{im (arctanA — arctans)

z t
= — —arctans
2
[P sint T T
s=1icin| e *——dt=—=—arctanl =—
0 t 2 4

Ornek 7: L{%} =7

t

f:{@} - | fwdu = LFO)

sint @

L {—} = f L{sint}du
t N

sint | _ hdu . h

=, = [ = dmfareeana

sint _ T
L {T} = }}lm (arctanh — arctans) = 5~ arctans

Ornek 8: Peryodu 27 olan

sint, 0<t<O0 . e e e
F(t) = { 0, m<t<2m olan fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulunuz.

71'
1
L{F ()} = T oom f sinte™Stdt
0

sint =u costdt = du, e Stdt = dv T=v
T e—st T 1 (™
f sint.e Stdt = |sint. + —J e St costdt
0 =Sl S
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cost=u —sintdt=du e Stdt = dv — = v
1 (7 , 1 1
1+ e St sintdt = —e T +—
s? ), s s
Vs
e St sintdt = 1+e57
fo s?2+1 ( )

A
1
LFO} =T = ] sint et dt
0

1 (1+e™™)
HFD)} = 1—e2ms " 241

Ornek 9: £71 {i SR i} =?

s+3  s249  s?

1:—1{ 2, % 5}—21:—1{ ! }+4L—1{ > } 51:—1{1}
s+3 s24+49 s2) s+3 s2+9 s2

(2 4s 5 3t
L {S+3+SZ+9_S_2}=26 + 4cost — 5t

Ornek 10 L_l{ 6s—4 4s+12 } _9

s2—4s5+20 = s2+8s+16

s2 —4s 420 s2+8s+ 16

@_Zﬁ% L T T AL {%}

6(s—2)+8 4(s+4) — 4
A {SB, i )
6L—1{
1
— 471 {—}
(s +4)?
8 .
6e2tcosat + Ze”smélt + 4e 4 — 4te~H

Omek 11: £71 {35—“} =7

s3—s2+s—-1

3s+1 _As+B+ C
s3—s24+4s—1 s241 s—1
(As+B)(s—1)+C(s*+1)=3s+1

18



As? —As+Bs—B+Cs*?+(C=3s+1

A+C=0
—A+B=3
—B+C=1

=—2 B=1 C=2 olur

1 —-2s+1 1 2 ] .
L {W} + L {s — 1} = —2cost + sint + 2e
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BOLUM 3
LAPLACE DONUSUMUNUN UYGULAMALARI
3.1. SABIT KATSAYILI DIFERENSIYEL DENKLEM COZUMLERI

Sabit katsayili adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemlerinden biri de Laplace

dontigiimleridir. Bu tiir denklemleri ¢6zmek i¢in
L{y™} = s"L{y} = s"y(0) = s" 2y (0) — -+ = y 71 (0)
ozelligi kullanilacaktir.
Omek: y” — 3y’ + 2y = 0 denkleminin
y(0)=2  y'(0)=3
kosullarini saglayan ¢6ziimiinii bulunuz.

s2Y (s) = sy(0) — y'(0)- 3[sY(s)-y(0)] + 2Y(s) = 0
(s> —=3s+2)Y(s) —2s = -3
25 —3 1 1

Y = =
(5) s2—3s+2 s—1+s—2

bu son elde edile esitligin ters Laplace alinirsa

1
— ot 2t
s—1+s—2} e te

y(©) = LHY() = £

20



Omek: y” — 3y’ + 2y = 4t + €3t denkleminin

y©0)=1 y0)=1

kosullarini saglayan ¢oziimiinii bulunuz.

4 1
s2Y(s) — sy(0) —y'(0)- 3[sY(s)- y(0)] + 2Y(s) = ) + —
4 1
(s*=3s+2)Y(s)-s-1+3==+
Ny s—3
4s — 12 + s + s* — 553 + 652
Y(s) = 5
sé(s—=3)(-1)(s—2)
4s—12+sz+s4—553+652_As+B+ C N D N E
s2(s=3)(s—1)(s—=2) = s? s—3 s—1 s-—2
4=3 B=2 C=r p=22 E=o
- - => = -
Y()—3S+2+ 1 5
VET T -3) 2G-1)

3s +2 1 5 1 5
— r-1 —r-1 _ — o3t 2t
yO) =LY () =L { 7 363 2(8_1)} 3+2t+5e% —ce

3.2. DEGISKEN KATSAYILI DIFERENSIYEL DENKLEM COZUMLERI

Baz1 degisken katsayili adi diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde Laplace doniisiimii

kullanilabilir. t™Y ™ (¢t) biciminde olan diferansiyel denklemin Laplace doniistimii

(—=1)™ i—rjnL{Y(")(t)} dr.

Omek: y" + 2ty —4y =1 y(0)=0 y(0)=0

—d
S2Y(5) — 5y(0) = Y'(0) + 2.2 [Y(5) — y(0)] ~ 4Y(5) =

S2Y(s) + 2(=Y(s) — sY'(s)) — 4Y(s) = %

s2Y(s) — 2Y(s) — 2sY'(s) — 4Y(s) = %

L1
(s* = 6)Y(s) = 2sY'(s) = ¢
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2 S _$2 _
sde Y (s) + sie s Y(s) = 5—s’es
S 2s

’

3, —1 5=
s’e ¢ Y(s) =Fse4

2 _s2

s3et Y(s) =e+

3.3. ADi DIFERENSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI

Iki veya daha fazla diferensiyel denklemden olusan diferensiyel denklem

sistemlerinin ¢ézlimiinde de Laplace doniisiimii kullanilabilir.

Ornek: Baslangic kosullar1 x(0) =8 ve y(0) =3 olan

dx_2 3
ac XY
dy

=y —_2
a7 T

diferensiyel denklem sistemini ¢oziiniiz.

sX(s) —x(0) = 2X(s) — 3Y(s)

sY(s) —y(0) =Y(s) — 2X(s)
(s—2)X(s)+3Y(s) =8
2X(s)+(s—1)Y(s) =3

s—2 3 _ <2 _
| ) s_1=S 3s—4
8 3
X(s) = 13 o1l 8s—17 Bs—17 s L3
S s2-35s—4 s2—3s5s—4 (s+1)(s—4) s+1 s—4
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s—2 8
P57 3 sz zs—2 s 2
s2—3s—4 s2—-35s—4 (s+1)(s—4) s+1 s—4

Y(s) =

olup

4 3
s+1 s—4
5

x(6) = L7LX(s)} = 1:—1{ } = 5e-t 4 3eH

3
+ } =5e~t — 2e%

y(©) = L)) = £

Ornek: Baslangic kosullar1 x(0) = 1 y(0) = Oolduguna gére

D ox 43y = et
dt X y—e

d
d—}t]—Zx—y=4et

diferensiyel denklem sistemini ¢6ziiniiz.

Laplace doniisiimii alinirsa;

sX(s) —x(0) —6X(s) +3Y(s) = i

s—1
4
Sy(s)—Y(O)—Zx(s)—y(s)=:
8 9—5
(s=6)X(s)+3Y(s) = —7—1=——
4
—2x(s)+(s—1)y(s)=m
s—6 3
_y S_1=sz—7s+12
= 3
szl
vl ST 0-90-9-12 s —10s+21
O T 2T U966 A-9G- G-
_ 7—s
(=D -4)

23



7—s _ A 4 B
(s—1D(s—4) s—1 s—4
A=-2 B=1

1
X =5
s—6 jTi
2
s—1 4s — 24 4+ 18 — 2s 2
Y(S):sz—7s+12:(5—1)(5—3)(5—4):(s—l)(s—4)
2 A B
(5—1)(5—4)25—1+s—4
-2 2
A=— B=3
2/ 1 1
Y<S):§(s—4_s—1>
olup ters Laplace alinirsa
x(t) = L7HX(s)} = L1 {L __2 } = et — 2¢t
s—4 s-—-1

Y0 =) = £ o (g - = )| =sett et

elde edilir.
Ornek: Baslangic kosullar
x(0)=0, x(©=0, y(0)=0, y(©0)=0

olduguna gore

Cx_ s,
a2 F dt
d?y dx

Q2 Wi T

diferensiyel denklem sistemini ¢oziiniiz.

Laplace doniisiimii alinirsa;
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s2X(s) — sx(0) —x'(0) — X(s) — 5(sY(s) — y(0)) = =

s2Y(s) — sy(0) — ¥ (0) — 4Y(s) — 2(sX(s) — x(0)) = —

(s> = 1)X(s) +5s5Y(s) = =3

—2sX(s) + (s2 —4)Y(s) = —

2 _
SR e - T

—2s s*—4
1
5_2 5s
—2
R s s =4 11s2-4 -1 5 4
Tt 5214 si(s2+1)(s2+4) sZ s2+1 sE+4
1
52—1 s—z
-2
V(s = 25 | -2s4+4 1 25 I
S_s4+552+4_s(52+1)(52+4)_s s?2+1 s?2+4
olup
-1 -1\~ 5 4 . .
x(t) =LTHX(s)} =L {S—2+52+1—52+4}=—t+55mt—25m2t
2s 5
}=1—2cost + cos2t

1
t) =Ly =L‘1{——
y(® ¥s) s SZ+1+SZ+4
3.4. KISMi TUREVLI DIFERENSIYEL DENKLEMLER
Baglangic kosullarina bagli bazi kismi tiirevli denklemlerde Laplace doniistimii

yardimiyla ¢oziilebilir.

t > 0 i¢in tanimlanmis U (x, t) fonksiyonu verilmektedir.

as<x<b
Uy [° __aU P aU

L{—}=J e St — dt = lim e St— dt
at) = ), ot TN ¢ e
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Jdu

E.dt=dv u(x,t)=v

e—St =u — Se—Stdt — du
au ) P
cf5}=tm {te e ot + [T wenna
n—>oo 0
au ©
L{E} - Sf e U(x, t)dt — U(x,0) = su(x,s) —U(x,0)

L{%} =su(x,s)— U(x,0)

£{6U}_fp _0U it
axS ), ¢ ox
ou d [®
il G —st
L{ax} deO e StU(x, t)dt
L{OU}_ d
ox)  ox u(xs)

r 9%u L,
at2 |

u

ETA = v dersek

92 d
L {a—t?} =L {a—:} = s L{v} — v(x,0)

Ju
= s[su(x,s) — U(x,0)] — % (x,0)

= s?u(x,s) —sU(x,0) — U,(x,0)

Ornek:
U _9°U Uk, 0) = 3sin2
ETRRr Y, X,0) = 3sin 2mx
Uu,t) =0 U(,t)=0 0<x<1 t>0;

kismi tiirevinin diferensiyel denkleminin Laplace doniisiimiinii alip;
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U/ (x,0) = E;—Lt](t =0) ve u=u(x,s)=L{U(xt)}

kullanirsak
su(x,s) — U(x,0) = u,,
bulunur.
Uy —su = 3sin2nx
u(x,s) = cle‘/g'x + cze“/;'x
Uy —SU=0 up(x,s) =e™
rZe™ —se™ =0 e (@*—-s)=0 r’=s
U, = ¢q Sin 2mx + ¢ cos 2mx
u;, = 27 1 COS 2mX — 2T CSIn2mx
w, = —4n?cysin2mx — 4m?cycos2mx
—4n?c;sin2nx — 4m’c,cos2mx— S ¢q Sin2mx — s c,c0s2mx = —3sin2mx
(—4m? — s)c; = =3 (47> +s)c, = 0
3
c = mcz =0
_ gV ~Vx 3
u=ce + cye + msm 2mx
L£(U(0,t)) =u(0,s) =0
L(UL,D) =u(l,s)=0
c14¢2 =0
cle‘/g + cze“/g =0
c1=C, =0
U(x,t) = ;sin 2mx
(412 + )

U(x,t) = 3e*™t sin 2mx

27



Omek: U, +xU, =x ve x>0 t>0

x> 0igin U(x,0) =0
t >0 icin U(0,t) =0

Laplace doniigiimii alinirsa;

d
su(x,s) —U(x,0) + x— u(x,s) = al
dx s

~+
x—+su=
dx

du s

dx x
Sdx
X

/1=ef

x
s
1

s

= x5

u=——m—+c
s(s+1)
X +c
U=————+—
s(s+1) xS

L{U(0,t)} = u(0,s) = 0 oldugundan ¢ =0
1 1

u=x(;—s+1)

Ulx,t) =x(1—e™)

3.5. KONVOLUSYON TiPiNDE INTEGRAL DENKLEMLER

Konvoliisyon tipindeki denklem Y(t) = F(t) + [; K(¢t —u)Y (Wdu
seklindedir ve
Y(t) = F() + K@) *Y(t)

biciminde yazilir. Her iki yanin Laplace doniisiimii alinirsa
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L{F(t)} = f(s) L{K(t)} = k(s)y(s) oldugunu diigiiniirsek

y(s) = f(s) + k(s)y(s)

f(s)

y(s) = T-k()

elde edilir. Ters doniisiimle istenen ¢dziim bulunabilir.

Omek: Asagidaki integral denklemi ¢dziiniiz.

t
j cos(t —u) y(u)du = sint
0

L7Hf ()} = F(s)
L7Hg(s)} = G(s)

t

L7 f(s).g(s)} = f F(w).G(t —u)duise
0

t

f(s).g(s) = L{fo F(u).G(t — u)du}

oldugundan

L {ftcos(t —u) y(u) du} = L{sint}
0

S 1
Y(S)52+1:sz+1
1
}’(S)=§

v = £y} = £ ]

s
y() =1
Omek: Y(t) = t? + fot Y (u) sin(t — u) du integral denklemini ¢oziiniiz.

Integral denklem Y(t) =t?+ Y(t) *sint bigiminde yazilabilir. Laplace

dontisiimiinii alir ve konvoliisyon teoremini kullanirsak y = L{Y} olmak iizere
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_+—
s3  s2+4+1

buluruz. y ye gore ¢ozelim:

2(s2+1) 2 2
YT T TS
ters doniisiimle de
t? 4 1
Y=2—+2—=t%+——t*
2!+ 4! t +12t

bulunur.
Ornek: Y(t) = % sin2t + fot Y (w)Y (t — u)du integral denklemini ¢dziiniiz.

Integral denklem Y(t) = % in2t + Y(t) *Y(t) bi¢iminde yazilabilir. Laplace

dontisiimiinii alir ve konvoliisyon teoremini kullanirsak,

— 2
y(s) 52+4+{y(s)}
2 _ =0
OEP -y + 5
buluruz.
()_1+1 L 4 _1+1 S
) sZ2+4 272vs21 4
Oyleyse
) 1<\/52+4+s>
S)=z|—F/—
AN
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ve
) 1( sz+4—s>
§) == ————
Y2 2\ s2+4

dir. y,(s) den asagidaki ¢6ziimii buluruz.

Y(t) = L1 {% <ﬂ>} =J1(2¢0)

3.6. INTEGRO DIiFERENSIYEL DENKLEMLER

Bilinmeyen fonksiyonun tiirevini integral isareti altinda bulunduran denkleme

integro diferensiyel denklem denir.

Bu tiir bir denklemin baslangi¢ kosullarina bagli ¢oziimii Laplace Doniistimleri ile

elde edilir.
Ornek: Y(0) = 2ise Y (t) +5 fot cos2(t —u)Y (u)du = 10 denklemini ¢6ziiniiz.

Denklem, Y'(t) + Scos2t * Y(t) = 10 biciminde yazilabilir. Laplace déniisiimiinii

alip
S5sy 10
- Y(0 =—
sy =Y )+SZ+4 s
_ 25% +10s% + 85 + 40
Y= s2(s?+9)

Y =1/27 (24 + 120t + 30cos3t + 50sin3t)

dir. 0 dan tye kadar integre edip Y (0) = 2bagintisin1 kullanarak verilen integro-

diferensiyel denklem
t
Y(t) + Sf (t —u)cos2(t —uw)Y(u)du = 10t + 2
0
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integral denklemine doniistiiriilebilir.

Ormnek: Y(0) =1 olmak iizere

ftY(u) cos(t —u) du =Y (t)
0

denklemini ¢Oziiniiz.

ST =Y~ Y(0)

1) (g -9) =

(2 2
J(s) = (S_SJ;1)=(S +1)

y(s)

53

1 1

y(s) =313
1

Y(t) =1 +§t2

Ornek: Y(0) = 0 olmak iizere

J tY’(u) Y(t —u) du = 24¢t3
0

denklemini ¢oziiniiz.

[s () ~ YOI y(s) = 24

24.6
[y(s)]* = =5

12 12
y(s) =

s2Vs &
12) 12 =)!
Y(t)=L_1{—§} 3 L7 (22
S2 E! S2
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12

(!

Y(t) = t%

Gamma fonksiyonu

oldugundan

Yt = 12t
e
ROPRLL

WV

3.7. FARK DENKLEMLERI

a bir sabit olmak iizere Y (t)fonksiyonu ile bir veya daha fazla Y (¢t — a)fonksiyonlari

arasindaki iliskiyi iceren denkleme fark denklemi denir.
Ornek: t < 0 icin Y (t) = O ise

3Y(t) —4Y(t—-1)+ Y(t—2)=t
denklemini ¢oziiniiz.
Her iki yanin Laplace doniistimiinii alalim.

3L{Y (D)} — 4 L{Y(t — D} + L{Y(t — 2)} = L{t}

1L.L{Y(t— 1)} = J e Sty (t — 1)dt
0

t—1=u=>t=u+1 dt = du
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(ee]

L{Yt-1)}= f eS@ty (w)du
-1

(ee]

0
LIY(t—1}=e"5 U Y(uw)e"du +f Y(u)e_sudul
-1 0

LY (-1} =e""y(s)
2.L{Y(t—2)} = Jte‘“Y(t —2)dt
0

t—2=u=>t=u+2 dt = du

LY(t—-2)}= f eSW+Dy () du
-2

0 1)
LY(t—-2)=e2 U Y(we S%du + j Y(u)e‘sudul
-2 0

L{Y(t —2)} = e >y (s)
oldugundan

LY} —4L{Y(t—-1D}+LY(t—2) =L{t}

1
3y(s) —4ey(s) +eEy(s) =

1
y(s)[3—4e ™ +e ] = =3

1

s?2(3 —4e™s +e7%)
1

y(s) = s?(es—=3)(e=s—1)

()_1( 1 1 >
Y8 =02 \es -3 e -1

_ 1 1 1
y(s) = 2s2\1—e— 3(1— ﬁ)
3

P —2s

3

y(s) =

1
— 1 - —2s —3s 1
y(s) = [ +e " +e ™ +e ] = 2 I +

=) (15 e

olacaktir. Buradan
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tl
0418 (- e

n=1
Burada [[t], t ye esit veyat den Kkii¢iik olan en biiyiik tam sayidir.
Omek: t < 0 icinY(t) = O ise
Yt)-3Y(t—-1)+2Y(t-2)=1
denklemini ¢oziiniiz.
Her iki yanin Laplace doniistimiinii alalim.

LY (£)} = 3 L{Y (t — 1} + 2£L{Y (t — 2)} = L{1}
1
y(s) = 3e7y(s) + 2e ¥y (s) = <

1
y(s)[1 —3e™5 +2e72%] = <

1 1
y(s) = s(2e7?s —3e+1) - s(es—1)(2e~s—-1)

y(s) = %(e—sl— 1 2e—52— 1))

y(s) = %(1 - ge_s) 1 —1e_5>

[oe]

= Z x™ oldugundan

1
1—x

n=0
y(s) = %[z i 2e)" — i(ﬂ)”]
n n=0

=0

1 oo
y(s) = [Z(znﬂ - 1)e—nS]
n=0

[00]

y() = ) @ - 1)-

n=0

—ns
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e —ns

S

1 o9}
Y =<+ ) @ -1
n=1

[t] [t]
YO) =L Yy(s)}=1+ ) "' =1).1=1+ ) 2" —[t]

Y(t) = L7y(s)} =1+ 2. (21 + 22 + 23 + ... 21t])
YO =Ly} =1+2.(1+2' +22 423 + .. 2l) — 2 — [¢]

_ olel+1

>—2—[[t]]

Y(t) = 2l0+2 — ] - 3
Omek: t <0 icinY(t) = 0ve

0, t<o0

Fo) = {tz, t>0

olmak tizere
3Y(t) -5Y(t—1)+2Y(t—2) =F(t)
denklemini ¢oziiniiz.

3L{Y ()} — 35L{Y(t — 1)} + 2L{Y(t — 2)} = L{t?}
2

3y(s) — 5e~5y(s) + 2 y(s) = >

2
y(s)[3 —5e~5 +2e %] ==

$3
2
y(s) = s3(3—5e7% 4+ 2e729)
2
y(s) = s3(1—e5)(3—2e75)
5 A B

:1—6’_5+3—2€_S
AB3—-2¢e%)+B(1—-e®) =2
3A+B=2 |, —24A—-B =0
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[t

Y(t) = z< 2::?) (t —Zn)z
Y(t) = z (1 _ @)m) (t —n)?

n=0

3.8. INTEGRO FARK DENKLEMLERI

Icinde tiirevinde oldugu fark denklemlere denir.
Y'(t) = Y(t — 1) + 2t seklindeki denklemler bir diferensiyel fark denklemidir.

Bilinmeyen Y (t)fonksiyonunun integral isareti altinda da ortaya ¢iktig1 diferensiyel

fark denklemler de vardir. Bu tiir denklemlere integro fark denklemi de denir.
Omek: t <0 icinY(t) = Oise
Y () +Y(t—-1)=t?

denklemini ¢oziiniiz.

Her iki yanin Laplace doniistimiinii aliniz.

LY+ L{y(t—1)} = 533
LYY ()} = s LY (O} — Y (0) = sy(s) — 0 = sy(s)
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olup

2
sy(s) +ey(s) = 5

}’(S)=53(S%_S)

Y(S)—m

2 e e 73
y(s)=5—4<1—T+ sz 8 +>

2 27 27 2e7
Y = =Tt e —

y(s)—ZE n+4

olur.

o—ns (t _ n)n+3

L {Sn+4} =4 (n+3)!

0 t nin diger degerleri

t=>n

dir. Buradan da

[t]

( n)n+3
Yo = ZZ n+3)!

bulunur.

0, t<0
2t, t>0

Y'()-Y(t—1) =F()

Omek: F(t) = {

denklemini ¢oziiniiz.
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Her iki yanin Laplace doniistimiinii aliniz.

L{y"®O} — £{y(t — 1)} = L{F(t)}
LY (O} =s2L{Y ()} — s Y(0) = Y'(0) = s2y(s) — 0 — 0 = s2y(s)
2
(s2y(s) —e~5y(s)) = =

2w ses\" N ens
Y& =5 () =2 o
n=0 n=0
[t]
yH=2)
(2n + 3)!
n=0
elde edilir.
Ornek:

fo(u) G(x —u) du = 8(sinx — xcosx)
0

denklemini gergeklestiren G (x) i bulunuz.

d
s2+1 8. (_1)1£(szi 1)

(5)? = 8 g s2+1—2s.s
gLs U s241 (s2 +1)2

8(s’+1) 8(1-s2?)

9(s)?* =

9O =T T T
g(s)* = ZL
(s2+1)2
9(s) = is2 +1
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G(x) = +4sinx
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BOLUM 4

KOMPLEKS DiFERENSIYEL DENKLEMLERIN LAPLACE DONUSUMU
YARDIMIYLA COZUMU

4.1. KOMPLEKS KISMi TUREVLER

w(z,z) kompleks degiskenli bir fonksiyon olsun. w(z,z) fonksiyonunun z ve Z

degiskenlerine gore kismi tiirevleri

dw 10w Jdw
5_5(5_15)
dw 10w Jdw
ﬁ‘z(a“@)

dir.

w(z, z) = ulx,y) +iv(x,y)

olmak tlizere

ow Odu  0v

dx  0x lax

dw Ju v

—_— =3 i—

dy dy 0y

oldugundan

ow 1/0u 0dv i /ou 0Jv
i)
0z 2\ox 0y 2\dy Ox
ow _ 1 <6u Bv) i <6v 6u>
dz 2\ox dy/ 2\dx OJdy



w(,z) fonksiyonununz ve Z degiskenlerine gore ikinci mertebeden tiirevleri

asagidaki gibidir.

0w .y ’w 0w
dx? laxay y?
’w 1 62w+2_ o’w  0*w
0x? laxay dy?
’w  1(0%*w N 9%w
0z0z 4\0x? = 0y?

w(z,2) = ulx,y) +iv(x,y)

olmak lizere

0’w  1[0%u o 0’v  0%u y 0%v ) 0’u  9%v
0z2  4|dx? dxdy 0dy? F\axz dxdy 0dy?
0’w _ 1[0%u ) 0’v  9%u y 9%v o ’u  9%v
972 4|axz “axay ayz ' \ox? T “oxay  ay?
w1 lazu 0’u <62v 6217)]

azoz %oz oy T \a2 T 52

4.2. KOMPLEKS DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN LAPLACE
DONUSUMU YARDIMIYLA COZUMUNE ORNEKLER

Kompleks diferensiyel denklemde reel ve sanal kisimlarina ayrilarak iki degiskene
sahip iki bilinmeyenli bir diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Daha sonra bu
denklemlerin Laplace doniisiimleri alinarak aranan fonksiyonun reel ve sanal
kisimlarimin Laplace doniisiimleri bulunur. Ters Laplace doniisiimii yardimiyla

aranan fonksiyon elde edilir.

Ornek 1:

w
—— = 0 denkleminin
0z

w(x,0) = x%¢dziimiinii bulunuz.
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6W_1<6W+,6W)
0z 2 \ox dy

1[<6u+_6v>+(6u+_6v>]_0
21\ax " Pox ay " ‘ay)l T

Reel ve sanal kisimlarini ayirip esitligi kullanirsak;

Ju Jv

ax oy
Jv Ju
axtay =

elde edilir. Yukaridaki denklemlerin Laplace doniisiimleri alinirsa,

U _1sv 0)] =0
a5 SV Cs) —v(x,0)] =

6_V + [sU(x,s) —u(x,0)] =0
0x

ve w(x, 0) = x? oldugundan u(x, 0) + iv(x, 0) = x?
u(x,0) = x?

v(x,0)=0

olur. Bu denklemleri yukaridaki denklemde yerlerine yazarsak

au v _0

72 sV(x,s) =
av

sU(x,s) + — = x?
0x

ifadeleri elde edilir. Cramer Metodunu uygulayip U(x, s) ve V(x, s) bilinmeyenlerini

buluruz.

|IS) _DS| = D% +5?

43



U(x, s) nin ters Laplace alinarak u(x, y) bulunur.

u(x,y) = L7H{U(x, s)}
x% 2
S |

s 3

ulx,y) =x*>—y? .(1)

|D 0| 5
R
V(x's)_D2+SZ_D2+52
(29
= 2 X
SZ<1+S—2)
1 DZ 4
=S_2<1_S_2+_4_ (ZX)
X
_—Z(ZX—O):S—Z

V(x, s) nin ters Laplace alinarak v(x, y) bulunur.

v(x,y) = L7V (x, 5)}

v(x,y) =Lt {Z—X}

52

v(x,y) =2xy ..(2)

(1) ve (2) den;
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w(x,y) = ulx,y) + v(x,y)
=x? —y2+i(2xy)

= (x +iy)?
w(x,y) = z2
olur.
Ornek 2:
ow
— = 3z2%denkleminin
0z

w(x,0) = x3 + x ¢dziimiinii bulunuz.

dw 10w  Ow 5
3-89

3z 2\ax 'y
adw _6w_62
0x lay_ z

[<au+_av) _<6u+_av)]_62
0x lax Lay lay e

elde edilir. Yukaridaki denklemlerin Laplace doniistimleri alinirsa,

6U+[V( ) O]_6x2 12
5 T lsVixs v(x,0)] = S 3

av 12x
P [sU(x,s) —u(x,0)] = -

ve (x,0) = x3 + x oldugundan u(x, 0) + iv(x,0) = x3 + x
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u(x,0) = x3 +x

v(x,0)=0

olur. Bu denklemleri yukaridaki denklemde yerlerine yazarsak;

au 6x% 12
—+sV(x,s) =———
0x S s3
av  12x
—sU(x,$) +——=——x°—x
ox S

elde edilir. Cramer Metodu uygulanarak ¢6ziime ulasilir.

D s

:DZ 2
s D| +s
6x? 12
s s3
12
S—Zx—x3—x D 12Tx—127x+x3s+xs x3s + x5
U(x,s) = = =
(x,5) D2 + s2 D2 + s2 D2 + s2
L (s +xs)
= xX°s + xs
DZ
52(1+s_2)
1 D? D* ;
=S_2 _S_2+S_4_ (x°s + xs)
1/, 6xs 6x x3+x
=—(xs+xs——>= Y
s2 s2 s3 s

u(x,y) =L l_s_g +

ulx,y) =x3+x—-3xy2 ..(1)

D 6x? _ 12
S 53
s Z_oxd x| Zosx-o1+6x2-2 3,2 4
D? 4 s? D? 4 s? D? + 52

T (3X-1)

s2 (1 +ls)—22)
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SZ
1/, 6 6 3x2-1
=23 -1-p)=—at—0

v(x,y) = L7V (x,5)]

6 3x%-1
v(x,y) =L [—5—4 + l

g2

v, y) =—-y3+3x%2y—y ..(2)

(1) ve (2) den;

w(x,y) = u(x,y) +iv(x, y)
=x3+x—-3xy? +i(—y3+3x’y —y)
=x3 + 3ix?y —3xy? —iy3 +x — iy
=(x+iy)+x—iy
wx,y)=2z3+2

olur.

Ornek 3:

ow ow

— + 2— = 372 + 2 denklemini
dz 0z

w(x,0) = x3 + x ¢oziimiinii bulunuz.

du 0v Ju 0v
3<—+i—>+i(—+i—) = 62> + 4
dx  0x y

Ju Jdv



yukaridaki denklemlerin Laplace doniistimleri alinirsa,

36—U— [sV(x,s) —v(x,0)] = 6x° +4—2

dx ' ’ S s3
av 12x
3a+ [sU(x,s) —u(x,0)] = 7

ve w(x,0) = x3 + x oldugundan u(x, 0) + iv(x,0) = x> + x

u(x,0) =x3 +x

v(x,0)=0
olur.
ou 6x>+4 12
3a—sV(x,s)= Pt
o 12x
sU(x,s)+Ba=S—2+x +x

denklemlerine Cramer Metodu uygulanirsa;

3D -S| _ 2 2
|S 3D|_90 ts
6x2+4_£ _
s s3
T4 +x 30| 3445 +2)
U ,) = =
(x 9D + 52 9D? + 52
1 <48x+ o ))
= > S\X X
52(1+95L2) S
1 9p? 81D* 48x 3
==s\l-——F+—F— ]| —+s(°+x)
s s s s
1 /48x ; 54x 6x x3+x
=—2<—+s(x +x)——)=——3+
s2\ s s s s

u(x,y) = L7HU(x,5)]




1 9p? 81D* 5 48
=l )31 )

1( 48 54) 6 3x2-1
)

3P —1+=-—

+
sz g2 s* s2

v(x,y) = L7V (x,5)]

. l 6 3x%-— 1]
= +
st s2

=—y3+3x%y—y . (2)

(1) ve (2) den;

w(x,y) = ulx,y) + iv(x,y)
=x3+x—-3xy? +i(—y3+3x%y —y)
=x3 4+ 3ix?y —3xy? —iy3 +x— iy
=(@x+iy)+x—iy
wx,y)=2z3+2

olur.

Ornek 4:

ow Jdw

2 3 97 = 4z + 1 denklemini

w(x,0) = x? + 5x ¢dziimiinii bulunuz.

dw ow 10w dw 10w dw
Za‘ﬁﬂz(a“a)‘z(a*%)=4Z+1
ow 0w
5—31@2824-2
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du dv /0u dv ]
a+la—3l(@+lE)=8(x+ly)+2
ou ov
5}“+ 3z;;== 8x+2
du Jv
Syt

yukaridaki denklemlerin Laplace doniistimleri alinirsa,

6U+3[V( ) O]_8x+2
F sV(x,s v(x,0)] = S

av 8
=3[sU(x,s) —u(x,0)] + Friai)
ve w(x, 0) = x? + 5x oldugundan u(x, 0) + iv(x,0) = x? + 5x
u(x,0) = x® + 5x
v(x,0)=0

olur.

d 8x + 2
—+3sV(x,s) =
0x

v 8 _
—3sU(x,s) +a =" 3x° — 15x

Cramer Metodu uygulanirsa;

D 3s _
—3s D
8x+2

N

D? + 952

3s

S _3x2—15x D

N
Ulxs) = D? + 952

1

Us) = prios

16
(—? +9x?%s + 45xs>
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1 6
U(x,s) = )<—?+9x s+45x5>

S
952 (1 +;)?

U( )—1 1 D2+D4 (16+92+45>
08) =952 9s2  81s* s xS xS

11 16 18s
U(x,s) = @[—?+9x s + 45xs ~ 952
u(x,y) = L7HU(x, s)]
16 N x?2+5x 2
9s3 s 9s3

u(x,y) =L£71 [

8 1
u(x,y) = —§y2 + x2 +5x—§y2

ulx,y) =x>+5x—y%? ..(1)

D 8x+2
S
—3s S%— 3x% — 15x
Vixs) = D? + 9s2
1
V(x,s) = D7 1952 (18x —9)
V(s) ! (18 9)
,5) = . x
2 b7
952 (1 +9sz)

1
V(x,s) = 952 [18x — 9]

v(x,y) = L7V (x,5)]

(x,y) = £ [szz 1]

v(ix,y) =2xy—y ..(2)

(1) ve (2) den;

w(x,y) = u(x,y) +iv(x,y)
=x2+5x—y2+i(2xy —y)

= x% + 2ixy — y? + 3(x — iy) + 2(x + iy)
w(x,y) = z%> + 3Z + 2 olur.
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Ornek 5:

aw _
— = 2zdenklemini
0z

w(x,0) = x? + 3x — 1 ¢6ziimiinii bulunuz.

dow 10w Jdw _
— (—+l—>=22

0z 2 \ox dy
1r/0u dv (0u dv ]
E[(a+1a)+1(@+15>]=2x—21y
Jd odv
x oy ”
dv Jdu
a+@=—4y

yukaridaki denklemlerin Laplace déniisiimleri alinirsa,

a—U —[sV(x,s) —v(x,0)] = 45_x

0x
v 4
a‘k [SU(X;S) _u('x’ 0)] - _S_Z

ve w(x,0) = x? + 3x — loldugundan u(x, 0) + iv(x,0) = x?> +3x — 1
u(x,0) =x?+3x—1
v(x,0)=0

olur.
ou X
——sV(x,s) =—
dx S
4

0
sU(,S) — (X 4+3x—1D) +——=——
0x s

ou x
——sV(x,s) =—
ox S
v 4 5
sU(x,s)+a= —S—2+x +3x—1

52



Cramer Metodu uygulanirsa;

D -—s N2 2
|S D|—D +s
4x
T —S
4
—S—2+x2+3x—1 D §—§+x25+3x5—s
U(x,s) = =
(x,5) D? + s? D? + s?
(e +3xs - 5)
=——(x“s+3xs—s
DZ
SZ(1+S—2)
1 p? D* 5
=% 1—S—2+—4—--- (x?s + 3xs — )

s s s s3
u(x,y) = L7H{U(x, s)}
x> 3x 1 2}

) =L_1— - -
u(xy) {s+s s s3

u(x,y) =x>+3x—-1—-y> ..(1)

D 5

N

4 2
S —Etx"+3x—1 x4 3-_4x 3-2x
V(x,s) = =

D2 + s2 T T D2+s?  DZ4s?

1
=————(3-2x)

v(x,y) = L7HV (x,s)}

3 Zx}

v(x,y) ==L} {5_2 —Z

v(x,y) =3y —2xy ..(2)

(1) ve (2) den;

w(x,y) =ulx,y) +iv(x,y)
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=x?+3x—-1-y*+i(By —2xy)
w(x,y)=2>+3z—-1

olur.

Ornek 6:
d2%w
0z0zZ

= 2Zdenklemini

w(x,0) = x3 + 3x
u, (x,0) =0

v, (x,0) = 3 — x?

¢Oziimiinii bulunuz.

’w 1 62w+62W s
0207 4\oxz " ayz)” “*

1 62u+,62v N 62u+,62v oo
4[\axz " 'ox2 dy? layz Xy
62u+62u_8
ax2 = 9y? x
62v+62v_ o
x2  9y? Y

yukaridaki denklemlerin Laplace doniisiimleri alinirsa,

2
v + [s2U(x,s) — su(x,0) — u, (x,0)] = ?x

d0x?2

2y
+ [SZV(x, s) —sv(x,0) — 125 (x, 0)] = -

0x?2

ve w(x,0) = x3 + 3x oldugundan u(x, 0) + iv(x,0) = x3 + 3x
u(x,0) = x3 + 3x

v(x,0)=0

olur.
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2
oy + [s2U(x,s) — s(x® + 3x)] = —

0x?
%V 8
W+[SZV(X,S)+3C2—3]=_S_2
02U 8x
a—+s U(x, S)——+s(x + 3x)
0%V 8
- ts 2V(x,8) =———x*>+3
0x? 52

8x
(D% +sH)U(x,s) = "y + s(x3 + 3x)
8
(D 4 59V (x,5) = 5 — 22 +3

1 8x
U(x,s) = —<? +s(x3 + 3x)>

%)

1 D? D* 8x ;
U(X,S)=S—2 1——+S—4—~- ?+s(x + 3%)

52
1 /8x 6xs\ 8x x3 3x 6x
U(x,s) = —2< +x5+3xs—s—2>—s—3 ?+?_S_3

2x  x3+3x
U(x,S)=S—3+

S

u(x,y) = L7HU(x,s)}

2x  x3+3x
u(x,y) =L£71 {5—3 + }

S

ulx,y) =x>+3x+xy* .. (1)

Vixs) = —C%ﬁﬂ—g—ﬁ+g

1 p? D* 8
V(xs)——2 1-—=+—F— (_s_z_x _|_3>

s st
1 8 2 8 x2 3 2
V(x;s)zs_(_s—z—x +3_S_2>:_S_4_S_2+S_2+S_4
6 3—x2

v(x,y) = L7HV (x,5)}
6 3—x?
v(er)=L_1 {—s—4+ }

2
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v(x,y) =3y —x’y—y3 ..(2)

(1) ve (2) den;
w(x,y) = ulx,y) + v(x,y)
w(x,y) =x3+3x + xy? +i(3y — x%y — y3)
w(x,y) = (x +iy)(x? — 2ixy — y2) + 3(x + iy)

w(x,y) =z.2* + 3z

olur.
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BOLUM 5

LAPLACE AYRISIM METODU

F(y(x,t) = g(x,t) ... (5.1)

denklemini goz Oniine alalim. Burada Flineer veya lineer olmayan adi veya kismi
diferansiyel operatoridiir. F deki lineer terimleri L + R ile lineer olmayan terimleri
ise N ile gosterelim. Len yiiksek mertebeden lineer operator, R geri kalan lineer
operatordiir.

Boylece (5.1) denklemi
Ly+ Ry + Ny = g(x,t)(5.2)
olarak yazilabilir. (5.2) denklemine Laplace doniisiimiinii uygularsak;
L{Ly + Ry + Ny} = L{g(x, 1)}

olur. Tiirevin Laplace doniisiimii 6zelliginden,;

n

s"L{y} - Z sy (x,0) + LR} + LIND)} = L{g(x, O)} (5.3)
k=1

elde edilir.
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n

1 1 1
b= ) sy R, 0) = S LR} - - LING))
k=1

1
+— {9, D) (5.4)

olur.Laplace dontisimii y ¢oziimiinii y = ),"_, ), bigiminde sonsuz bir seri olarak

kabul eder. Ny ise A, adomian polinomlart olmak tizere

Ny = z A, . (5.5)
n=0

biciminde yazilir.

1 dn <
i=0

oldugundan

n
=1

L {; Y (t)} = S—nkz STy 0) = S RO} = Z LINODY + - L{g (%, D)

n

1 1
Lo} = ) sF 1y K 0, 0) + - Llg(x, )
k=1

1 1
L{y, ()} = — S—nL{R()’o)} - S—nL{Aoy}
1 1
L{y,(t)} = — S—nL{R()ﬁ)} - S—nL{Aﬂ’}
1 1
L0 (D) = = LROW) - 5 LA

elde edilir.

yO(xﬂ t) = G(xi t)
1
yar(et) = e S [£@) + LR, =0

olur.
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5.1. LAPLACE AYRISIM METODUNUN DAFFING DENKLEMINE
UYGULAMASI:

Bu boliimde Elgin Yusufoglu’nun bir makalesindeki asagidaki lineer olmayan
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in Laplace ayrisim metodunu

uygulayalim.

Yy +py 0y +02y° = f(x)
Y(0)=a, Y (0)=p

P, P1P2, @, [ reel sayilar olmak tizere

her iki tarafin Laplace doniligiimiinii uygularsak;

LY Y+ L{py'} + L{p1y} + L{p2y®} = L{F (0)}
Ly} + pLY } + p1 Ly} + p2 LIy %} = L{F ()}

Laplace doniisiimiinii alirsak;

s2L{y} = sY(0) — Y (0) + p[sL{y} — Y(0)] + p1 L{y} + p2 L{y>} = L{f (x)}
s?L{y} —sa — B + pl[sL{y} — a] + p1 L{y} + pL{y?} = L{f ()}
(s> +ps)L{y}=as+p +ap— plﬁ{y} — 2 L{y3} + L{f (%)}

L{y}:as+ﬁ+ap D1 3 4

s? +ps _52+ps

Z
hy) =y ZA
= a2 2

4

Ay =y’

d
—h(yo + Ay + A2y, + - )(A = 0)

A = 11dA
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1 !
Ay = F[(yl + 22y, +3A%y3 + ). h (yo + Ay + A2y, +)](A = 0)

A = }’1h’()’o)
2
Ay = 5107 h(o + + 22y, + )1 =0)
d !
1 ! ”
A; = 2 (2y,h (¥o) + y12h° (7o)
' J’12 "
A; =y2h (o) +Th (vo)
1 d3 )
Az = 5w h(yo + Ay1 + 4%y, + ) (A = 0)
1 d? 2 | 2
A3 = 577 [ + 2292 + 32%y5 + ) (o + Ay + Ayz + )] (A = 0)

d !

+(y1 + 2/1yz +32%y3 + )R (yo + Ay + A2yz + )]

1 , " 17} mnr
A3 = 5716y3 b (yo + Ay1) + 2y2.31:h (o) + 2712y2h (o) +h ( 0)y1- 1]

1 ! 11 mnr
Az = 3 [6y3 h (¥o) + 6y1.¥2.h (¥0) + y1°h (0)]

1 ! 11 mnr
Az = 3 [6y3 h (¥o) + 6y1.¥2.h (%) + y1°h (0)]

"

A3 =y3 K (¥) + y1.y2. R (3o) + —h o)

Ay =yo° = h(yo)

Ay = 3y,°y,
2

Y1
Ay =y,.3.90% + 76370 = 3y,.%0% + 3¥0.¥1°

Az = y3.3.90° + ¥1.¥2.6.50 + y1°

I Z as+ﬁ+ap D1 LZ
% s2+ps  sZ+ps %

n=0 n=0
P2 C 1

TS24 psﬁ{; An} + mﬁ{f(x)}

Ly =LEEr )

s? 4+ ps sz+ps
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L{Y1}=—52+ps L{yo Ao}
L{y,}= —SZTPSL{y A}
L0} = = s L0n) — e L)

f(x)in Taylor seri agilimindan xy = 0

K 0)
fx) = Z aixta; = ! .(0) i=012..K

i!
i=0

a; i!

as+ f + ap 1
T §i+2

L =
o} s2 + ps s2 + ps

T

bulunur. Yukarida tanimlandigir gibi Laplace ayristm metodu kullanilarak y,, yj,

¥s,... degerleri elde edilir [5].

Ornek: vy~ + 3y — 2y3 = cosx sin2x diferensiyel denkleminin
y©) =0, y(0)=1

kosullarini saglayan ¢6ziimiinii bulunuz.

f(x) = cosx sin2x = 2(sinx — sin3x) dir.

. x3 x5 x3 x® x°
f(X)—x—§+§— <x — 3x? —+3x ENE (3!)3...>
) = 2 x3+x5 +x5 x7+ x°
fl)=2{x 5Tt et R
o 7 , 61 . 547
flx)=2 (x—gx +§x —79()
7 61 547
f)=2x—=x*+—x°>——=x

3 60 2520
y +3y-2y°=f(x)
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y +3y-2y3= Zx—zx3+ﬂx5—ﬁx
3 60 2520

p=0, 1 =3, Py =-2, a=0, =1

7

1 1 -
L{yo} = 27 S—zﬁ{f(x)}

1 1,2 73! 615! 547 7!
£00 =5+ 5 (5~ 55+ G~ zgz09 )
1 2 73! 615! 547 7!
Lol =G+ @ 35w 60 2520500
_ 2 3 7 3! c 615! . 547 7! 9
Yo = X3 =351 Y5071 “252091"
1 7 61 547
Yo=x 432’ —enx® b o s — Telaag Y
3 2
L{y}= —S—ZL{)’O} +S—ZL{A0}
1‘10:3’03
_3/1 2 731 615! 2 1., 7
L{yl}__s_2<s_2+s_4_§s_6+@s_8"'>+s_2L{(x+§x X -

-3 6 7.3! 61.5! 2.3 2.5! 2.7!
Loy =s_4_s_6+ s8  20.s10 + s6 + s8 + 3.s10 7"

-3 3! 282 534

L=+t <o
_3 . 31 _ 282 . 534
— _ .3 - .5 -7 _ =" .9
yl_ 3' X +5'x + 7' X 9' X7 ..
—1 1 47 89
[ — 3 A5 7T .9
V=X oY Tea0® Tsoas0” T

3 -2
L{y,}= —S—ZL{)&} - S—ZL{A1}

9 378 9414
Lod=G-"w 5ot
3 3 523
— 5 _ = .7 _ 9
=20° T20° " 20160

—3 29
e A T |
560" Toe0* T
1

~ 2480~

Qn(x) = Zn: Ym
m=0

Y2

V3

94 ...

Va
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31 51 7t 9l
1 1 1 1

—_ 1
LWl =G-Gre-wtm

Ustteki ifade de s = % yazilirsa £ {Qs(x)} = t2 — t* + t® — ¢ + t'%lur. Bu son

esitlikte L>2,M >2 ve L+ M < 10 ile [%] pade yaklagiminin tamami [%] =15z

sonucunu verir.

1
1452

Egert = % yazarsak [ﬁ] = elde edilir. Buradan ters Laplace doniistimii alinarak

y = sinx ¢oziimii elde edilir.

63



BOLUM 6

SONUCLAR

Bu caligmada, Laplace doniisiimiiniin mevcut olmasi i¢in gerekli durumlar ile
Laplace doniisiimiiniin 6zellikleri verilmistir. Laplace doniisiimiiniin ve ters Laplace
dontisiimiintin ~ 6zellikleri ile adi ve kismi tiirevli diferensiyel denklemlere
uygulamalarin1 ve bazi kompleks diferensiyel denklemlere uygulamalar1 verilmistir.
Kompleks diferensiyel denklemler reel ve sanal kisimlarina ayrildiktan sonra Laplace
dontisiimleri alinmistir. Laplace doniisiimii alinmis olan Kompleks diferensiyel

denklemlerin ters Laplace doniisiimleri alinarak istenen fonksiyon elde edilmistir.

Son olarak da Laplace doniisiimiiniin ayrisim metodu kullanilarak adi veya kismi
diferensiyel denklemlerin lineer veya lineer olmayan kisimlarinin ayr1 ayr1 Laplace
doniisiimiiniin nasil alinacagi hakkinda bilgi verilip Daffing denklemi iizerinde El¢in

Yusufoglu'nun makalesi ile istenen fonksiyona ulagilmistir.
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