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Bu tezde, bir integral dönüĢüm olan Laplace dönüĢümlerinden bahsedilmiĢtir. 

Laplace dönüĢümleri diferensiyel denklemlere, kısmi türevli diferensiyel 

denklemlere ve bazı kompleks diferensiyel denklemlerine uygulanması irdelenmiĢtir. 

Birinci bölüm giriĢ kısmı olup integral denklemlerin genel tanımı ve Laplace 

dönüĢümünün kullanım alanları verilmiĢtir. Ġkinci bölümde Laplace dönüĢümü 

tanımı, Laplace dönüĢümünün varlığı için gerekli durumlar ve LaplacedönüĢümünün 

özellikleri ile Ters Laplace dönüĢümü ele alınarak ilgili teoremlerle ifade edilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde bu dönüĢümün uygulamalarına yer verilmiĢtir. Dördüncü bölümde 

kompleks diferensiyel denklemlerin Laplace dönüĢümü kullanılarak çözümlerine yer 

verilmiĢtir. BeĢinci bölümde ise Laplace AyrıĢım Metoduna yer verilmiĢtir. 
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In this thesis, the Laplace transformation, which is an integral transformation, is 

mentioned. Laplace transformations are discussed that they are implemented to 

differential equations, partial derivative differential equations and some complex 

equations. The first part is the introduction part in which the general definition of 

integral equations and Laplace transformation’s areas of usage are given. In the 

second part; the definition of the Laplace transform, theconditions for the existence 

of Laplace Transform, the characteristics of Laplace Transform and Inverse Laplace 

Transform are expressed by considering the relevant theorems. In the third part, the 

implementation of this transformation is given. In the fourth part, the solution of 

complex differential equations by using Laplace Transformation is take place. In the 

fifth part, The Laplace Decomposition Method is mentioned. 
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BÖLÜM 1 

 

GĠRĠġ 

 

Bir fonksiyonu integral altında baĢka bir fonksiyona dönüĢtüren dönüĢümlere 

integral dönüşüm denir. 

 

Bu integral dönüĢümlerden biri de Laplace dönüĢümüdür. 

 

1749-1827 Piere Simeonel Laplace, Fransız matematikçisidir. Matematiğin birçok 

dallarında önemli çalıĢmaları vardır. Laplace dönüĢümü Matematik'in haricinde 

Mühendislikte zamandan bağımsız doğrusal sistemleri modellemekte kullanılan bir 

dönüĢümdür. 

 

Laplace dönüĢümü çok kullanıĢlı bir metoddur. Örnek vermek gerekirse bazı 

fonksiyonların integralini almak bilinen integral alma kuralları altında oldukça 

güçtür, hatta imkansız olanları vardır. Bu gibi fonksiyonların integralleri Laplace 

dönüĢümü altında rahatlıkla alınıp sonuca ulaĢılır. 

 

Laplace dönüĢümünü matematikte kullandığımız alanlar; 

1. Sabit katsayılı diferensiyel denklemler 

2. DeğiĢken katsayılı diferensiyel denklemler 

3. Adi diferensiyel denklem sistemleri 

4. Kısmi türevli diferensiyel denklemler 

5. Ġntegral denklemler 

6. Ġntegro denklemler 

7. Ġntegro diferensiyel denklemler 

8. Fark denklemleri 

9. Ġntegro fark denklemleri 
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dir. Ayrıca bu tezde bunların dıĢında Kompleks Diferensiyel Denklemler'in 

çözümünde de çalıĢmalar yapılmıĢtır. Dördüncü Bölüm de konuyla ilgili örnekler 

verilmiĢtir. Son bölüm olan BeĢinci Bölüm de Laplace AyrıĢım metodundan 

bahsedilmiĢtir. Adi veya kısmi diferensiyel denklemlerin lineer olmayan kısımlarında 

Laplace dönüĢümünün nasıl alınacağı hakkında bilgi verilip Daffing denklemi 

üzerinde Elçin Yusufoğlu'nun makalesi incelenmiĢtir.  
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BÖLÜM 2 

 

TEMEL BĠLGĠLER 

 

2.1. LAPLACE DÖNÜġÜMÜ 

 

Tanım: 𝐹 𝑡 , 𝑡 nin  𝑡 > 0 için tanımlanmıĢ bir fonksiyonu olmak üzere 𝐹 𝑡 nin 

Laplace dönüĢümü, 

 

ℒ 𝐹 𝑡  =  𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝐹 𝑡 𝑑𝑡                                                                                                (2.1) 

 

biçiminde tanımlanır. Bu integralin sonucu 𝑠 nin bir fonksiyonu olduğundan 

 

ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠  

 

yazılabilir. 

 

(2.1) ile verilen integral 𝑠 nin bir değerine yakınsıyorsa 𝐹 𝑡 nin Laplace 

dönüşümüvardır denir. 

 

2.2. LAPLACE DÖNÜġÜMÜNÜN VARLIĞI 

 

Laplace dönüĢümünü tanımlayan (2.1) integrali her 𝑓  fonksiyonu için yakınsak 

değildir. O halde her fonksiyonun Laplace dönüĢümü mevcut değildir. Örneğin; 
1

𝑥
 

fonksiyonunun Laplace dönüĢümü mevcut değildir. Laplace dönüĢümünün varlığını 

garanti etmek için 𝑓üzerine bazı koĢullar gereklidir. Bu koĢullardan önce parçalı 

süreklilik ve üstel mertebeden fonksiyonu ifade edelim [4]. 
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2.2.1. Parçalı Süreklilik 

 

Bir fonksiyon ve bir 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽 aralığı verilsin. 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽aralığı, her birinde, bu 

fonksiyonun sürekli ve sonlu sağ ve sol limitlerinin bulunduğu sonlu sayıda alt 

aralığa ayrılabiliyorsa, bu taktirde söz konusu fonksiyona bu aralıkta parçalı 

süreklidir denir [4]. 

 

2.2.2. Üstel Mertebeden Fonksiyon 

 

Her 𝑡 > 0 için  𝐹(𝑡) < 𝑀. 𝑒𝛾𝑡  olacak biçimde 𝜇 > 0 ve 𝛾𝜖𝑅 büyüklükleri mevcut 

ise 𝐹(𝑡) ye  𝑡 → ∞ için üstel mertebesi 𝛾 olan bir fonksiyon veya kısaca üstel 

mertebeden bir fonksiyon denir [4]. 

 

2.3.LAPLACE DÖNÜġÜMÜNÜN MEVCUT OLMASI ĠÇĠN GEREKLĠ 

DURUMLAR 

 

Teorem 2.1.1: 𝐹 𝑡 fonksiyonu, sonlu her  0, 𝑁  aralığında parçalı sürekli ve 𝑡 > 𝑁 

için üstel mertebesi 𝛾 olan bir fonksiyon ise, her  𝑠 > 𝛾 için 𝐹(𝑡) nin Laplace 

dönüĢümü mevcuttur. 

 

Yeterli Ģartların gerçekleĢtiği durumda Laplace dönüĢümünün mevcut olduğunu 

görelim. 

 

Herhangi pozitif bir 𝑁 sayısı için 

 

 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝐹 𝑡 𝑑𝑡 =   𝑒−𝑠𝑡
𝑁

0

𝐹 𝑡 𝑑𝑡 +    𝑒−𝑠𝑡
∞

𝑁

𝐹 𝑡 𝑑𝑡                                             (2.2) 

 

yazılabilir. 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 aralığında 𝐹  fonksiyonu parçalı sürekli olduğundan sağ 

taraftaki birinci integral mevcuttur. Diğer taraftan  𝑡 > 𝑁 için 𝐹(𝑡), 𝛾 mertebeli üstel 

fonksiyon olduğundan 
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  𝑒−𝑠𝑡
∞

𝑁

𝐹 𝑡 𝑑𝑡 ≤   𝒆−𝑠𝑡𝐹 𝑡  
∞

𝑵

𝑑𝑡 =   𝑒−𝑠𝑡
∞

𝑁

 𝐹 𝑡  𝑑𝑡 ≤  𝑒−𝑠𝑡
∞

𝑁

𝜇. 𝑒𝛾.𝑡𝑑𝑡

=
𝜇

𝑠 − 𝛾
 

 

yazılabilir. Böylece  𝑠 > 𝛾  için (2.2) eĢitliğindeki ikinci integralinde mevcut olduğu 

ortaya çıkmıĢ oldu [4]. 

 

Örnek: ℒ 1 =
1

𝑠
 olduğunu gösterelim. 

 

ℒ 1 =  𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝐹 𝑡 𝑑𝑡 

ℒ 1 =  𝑒−𝑠𝑡
∞

0

. 1  𝑑𝑡 =    lim
𝑘→∞

 𝑒−𝑠𝑡
𝑘

0

𝑑𝑡 

ℒ 1 =
1

𝑠
 

 

2.4. LAPLACE DÖNÜġÜMLERĠNĠN BAZI ÖNEMLĠ ÖZELLĠKLERĠ 

 

2.4.1. Lineerlik Özelliği 

 

𝑐1 ve 𝑐2sabit sayılar ve 𝐹1 ve 𝐹2 Laplace dönüĢümleri sırasıyla 𝑓1 𝑠  ve 𝑓2 𝑠  olan 

fonksiyonlar ise 

 

ℒ 𝑐1𝐹1 𝑡 + 𝑐2𝐹2 t  =  𝑐1ℒ 𝐹1 𝑡  + 𝑐2ℒ 𝐹2 𝑡  = 𝑐1𝑓1 𝑠 + 𝑐2 𝑓2 𝑠 dir [4]. 

 

2.4.2. Birinci Kaydırma Özelliği 

 

ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠  ise    ℒ 𝑒𝑎𝑡𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠 − 𝑎   dir [4]. 

 

2.4.3. Ġkinci Kaydırma Özelliği 

 

ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠   ve   𝐺 𝑡 =  
𝐹 𝑡 − 𝑎 , 𝑡 > 𝑎

0           , 𝑡 < 𝑎
 ise 
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ℒ 𝐺 𝑡  = 𝑒−𝑎𝑠𝑓 𝑠  dir [4]. 

 

2.4.4. Skalar DeğiĢtirme Özelliği 

 

ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠  ise ℒ 𝐹 𝑎𝑡  =
1

𝑎
𝑓  

𝑠

𝑎
  𝑑ir [4]. 

 

2.4.5. Son Değer Teoremi 

 

Eğer limitler mevcut ise; 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝐹 𝑡 = 𝑙𝑖𝑚
𝑠→0

𝑠𝑓 𝑠 dir [4]. 

 

2.4.6. Periyodik Fonksiyonların Laplace DönüĢümü 

 

𝐹 𝑡  fonksiyonu  𝑝 > 0 olmak üzere p peryodlu bir fonksiyon ise; 

 

ℒ 𝐹 𝑡  =
1

1 − 𝑒−𝑠𝑝
 𝑒−𝑠𝑡𝐹 𝑡 𝑑𝑡

𝑝

0

dir [4]. 

 

2.4.7. Bazı Fonksiyonların Laplace DönüĢümleri 

 

Çizelge 2.1. Bazı elemanter fonksiyonların Laplace dönüĢümleri. 

 

𝑭 𝒕  𝓛 𝑭 𝒕  = 𝒇(𝒔) 

1 
1

𝑠
             𝑠 > 0 

𝑡 
1

𝑠2
           𝑠 > 0 

𝑡𝑛 ,     𝑛 = 0,1,2, … 
𝑛!

𝑠𝑛+1
         𝑠 > 0 

𝑒𝑎𝑡  
1

𝑠 − 𝑎
          𝑠 > 𝑎 
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Çizelge 2.1. (devam ediyor). 

𝑠𝑖𝑛𝑎𝑡 
𝑎

𝑠2 + 𝑎2
     𝑠 > 0 

𝑐𝑜𝑠𝑎𝑡 
𝑠

𝑠2 + 𝑎2
     𝑠 > 0 

s𝑖𝑛𝑕𝑎𝑡 
𝑎

𝑠2 − 𝑎2
     𝑠 >  𝑎  

𝑐𝑜𝑠𝑕𝑎𝑡 
𝑠

𝑠2 − 𝑎2
      𝑠 >  𝑎  

 

2.4.8. Türevlerin Laplace DönüĢümleri 

 

Birinci mertebeden türevin Laplace dönüĢümü; 

 

ℒ{𝐹𝑡)} = 𝑓(𝑠)    0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 aralığında 𝐹 𝑡  sürekli ve 𝑡 > 𝑁 için üstel  mertebeden 

ise ve 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 aralığında 𝐹′ (𝑡) parçalı sürekli ise; 

 

ℒ 𝐹′ 𝑡  = 𝑠𝑓 𝑠 − 𝐹 0  

Ģeklindedir. 

 

Ġkinci mertebeden türevin Laplace dönüĢümü; 

 

ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠 , 𝐹 𝑡  ve 𝐹′ 𝑡 fonksiyonları 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 aralığında sürekli ve 𝑡 > 𝑁 

için üstel mertebeden ise ve 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 aralığında 𝐹′′ 𝑡  parçalı sürekli ise 

 

ℒ 𝐹′′ 𝑡  = 𝑠2𝑓 𝑠 − 𝑠𝐹 0 − 𝐹′ 0  

 

Ģeklindedir. 

 

𝑛 inci mertebeden türevin Laplace dönüĢümü ise; 

 

ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠 , 𝐹 𝑡 , 𝐹′ 𝑡 ,  𝐹′′  𝑡 , …𝐹 𝑛−1  fonksiyonları 
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0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 aralığında sürekli ve 𝑡 > 𝑁 için üstel mertebeden ise ve 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁  

aralığında𝐹(𝑛)(t) parçalı sürekli ise 

 

ℒ 𝐹(𝑛) 𝑡  = 𝑠𝑛𝑓 𝑠 − 𝑠𝑛−1𝐹 0 − 𝑠𝑛−2𝐹′ 0 − ⋯ 

…𝑠𝐹(𝑛−2) 0 − 𝐹(𝑛−1) 0  

 

dir. 

 

2.4.9. BaĢlangıç Değer Teoremi 

 

Eğer limitler mevcut ise  

 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→0

𝐹 𝑡 = 𝑙𝑖𝑚
𝑠→∞

𝑠𝑓(𝑠) dir. 

 

Gerçekten de,  

ℒ 𝐹′ 𝑡  = 𝑠𝑓 𝑠 –𝐹 0  idi. 

 

𝐹′(𝑡) fonksiyonu parçalı sürekli ve üstel mertebeden ise; 

 

lim
𝑠→∞

 𝑒−𝑠𝑡𝐹′ 𝑡 𝑑𝑡
∞

0

= 0 

lim
𝑠→∞

 𝑠𝑓 𝑠 − 𝐹 0  = 0 

lim
𝑠→∞

𝑠𝑓 𝑠 = 𝐹(0) 

lim
𝑠→∞

𝑠𝑓 𝑠 = lim
𝑡→0

𝐹(𝑡)  dir [4]. 

 

2.4.10. Ġntegrallerin Laplace DönüĢümleri 

 

𝐿{𝐹(𝑡)} = 𝑓(𝑠) 𝑖se 

ℒ   𝐹 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

 =
𝑓 𝑠 

𝑠
dir [4]. 
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2.4.11.𝒕𝒏 ile Çarpmanın Laplace DönüĢümü 

 

ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠 ise 

ℒ 𝑡𝑛𝐹 𝑡  =  −1 𝑛
𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛
𝑓 𝑠 =  −1 𝑛𝑓 𝑛  𝑠 dir[4]. 

 

2.4.12.𝒕 ile Bölmenin Laplace DönüĢümü 

 

ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓 𝑠   ve   lim
𝑡→0

𝐹 𝑡 

𝑡
 mevcut ise 

ℒ  
𝐹(𝑡)

𝑡
 =  𝑓(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑠

dir[4]. 

 

2.4.13.𝒔 → ∞ Ġçin 𝒇 𝒔  Değeri 

 

𝐿{𝐹(𝑡)} = 𝑓(𝑠)  ise 

lim
𝑠→∞

𝑓 𝑠 = 0    

 

dir. Gerçektende , 

 

𝐹 𝑠 =  𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝐹 𝑡 𝑑𝑡𝑠 → ∞ için limit alırsak 

𝑙𝑖𝑚
𝑠→∞

𝑓 𝑠 =  𝑙𝑖𝑚
𝑠→∞

 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝐹(𝑡)𝑑𝑡 

=  𝑙𝑖𝑚
𝑠→∞

𝑒−𝑠𝑡𝐹 𝑡 𝑑𝑡
∞

0

 

= 0  dır  4 . 

 

2.5. BAZI ÖZEL FONKSĠYONLAR 

 

2.5.1. Gamma Fonksiyonu 

 

𝑛 > 0  ise gamma fonksiyonu 
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Γ 𝑛 =  𝑢𝑛−1𝑒−𝑢𝑑𝑢
∞

0

 

 

eĢitliği ile tanımlanır.  

 

AĢağıda gamma fonksiyonun bazı önemli özellikleri ifade edilmiĢtir. 

 

Γ 𝑛 + 1 = n Γ 𝑛   𝑛 > 0 

 

Γ 1 = 1 olduğundan Γ 2 = 1, Γ 3 = 2! = 2, Γ 4 = 3!   dır ve genel olarak, n 

pozitif bir tamsayı ise Γ 𝑛 + 1 = 𝑛! dir. Bu nedenle gamma fonksiyonuna faktöriyel 

fonksiyonu da denir. 

 

Γ  
1

2
 =  𝜋 

 

Γ 𝑝 Γ 𝑝 − 1 =  
𝜋

sin 𝑝𝜋
, 0 < 𝑝 < 1 

 

𝑛 in büyük değerleri için 

 

Γ 𝑛 + 1 ~ 2 − 𝑛𝑛𝑛𝑒−𝑛  

 

dir.  ~  , n in büyük değerleri için yaklaĢık olarak eĢit anlamına gelir. 

𝑛 < 0içinΓ 𝑛   i 

 

Γ 𝑛 =
Γ 𝑛 + 1 

𝑛
 

 

eĢitliği ile tanımlayabiliriz. 
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2.5.2. Bessel Fonksiyonu 

 

n inci mertebeden Bessel fonksiyonunu 

 

𝐽𝑛 𝑡 =
𝑡𝑛

2𝑛Γ 𝑛 + 1 
  1 −

𝑡2

2 2𝑛 + 2 
+

𝑡4

2.4 2𝑛 + 2  2𝑛 + 4 
− ⋯   

 

eĢitliği ile tanımlarız. 

 

AĢağıda bessel fonksiyonun bazı önemli özellikleri ifade edilmiĢtir. 

 

n pozitif tam sayı ise   𝐽−𝑛 𝑡 =  −1 𝑛𝐽𝑛(𝑡) dır. 

 

𝐽𝑛+1 𝑡 =
2𝑛

𝑡
𝐽𝑛 𝑡 − 𝐽𝑛−1 𝑡  

 

𝑑

𝑑𝑡
{ 𝑡𝑛𝐽𝑛 𝑡 = 𝑡𝑛 𝐽𝑛−1 𝑡 𝑛 = 0   ise   𝐽′

0
 𝑡 = −𝐽1 𝑡  dir. 

 

𝑒
1

2
𝑡(𝑢−1/𝑢) =  𝐽𝑛 𝑡 𝑢𝑛∞

𝑛=−∞  buna bessel fonksiyonunun üreteç fonksiyonu denir. 

 

𝐽𝑛 𝑡 ,  bessel diferensiyel denklemi diye bilinen 𝑡2𝑌′′  𝑡 + 𝑡𝑌′ 𝑡 +  𝑡2 −

𝑛2 𝑌 𝑡 = 0 eĢitliğini gerçekler.  

 

𝐽𝑛 𝑖𝑡 = 𝑖−𝑛𝐼𝑛 𝑡  yazabiliriz. 𝐼𝑛 𝑡  ye n inci mertebeden düzeltilmiĢ bessel 

fonksiyonu denir. 

 

2.5.3. Birim Basamak Fonksiyonu 

 

Birim basamak fonksiyonu 

 

𝑈 𝑡 − 𝑎 =  
0           𝑡 < 𝑎
1           𝑡 > 𝑎
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eĢitliği ile tanımlanır. 

 

2.5.4. Dirac Delta Fonksiyonu 

 

𝐹𝑎 𝑡 = 𝑓 𝑥 =  
1

𝑎
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎

0, 𝑡 > 𝑎

  

 

fonksiyonunu ele alalım. Burada 𝑎 > 0 dir.  

 

 𝐹𝑎 𝑡 𝑑𝑡
∞

0

= 1 

 

dır. Bu düĢünce bazı mühendis ve fizikçileri 𝑎 → 0 için 𝐹𝑎 𝑡  ya yakınsayan                

𝛿(𝑡) ile gösterilen limit fonksiyonunu düĢünmeye sevk etmiĢtir .Bu limit 

fonksiyonuna Dirac Delta Fonksiyonu denir. 

Bu fonksiyonun özelliklerinden bazıları Ģöyledir. 

 

 𝛿
∞

0

 𝑡 = 1 

 

 𝛿 𝑡 𝐺 𝑡 𝑑𝑡
∞

0

= 𝐺 0  

 

 𝛿
∞

0

 𝑡 − 𝑎 𝐺 𝑡 𝑑𝑡 = 𝐺(𝑎) 

 

2.5.5. Sıfır Fonksiyonu 

 

𝑡 > 0için t nin fonksiyonu olan 𝒩 𝑡  

 

 𝒩 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

= 0 
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bağıntısı gerçekleĢiyorsa  𝒩 𝑡   ye sıfır fonksiyonu denir. 

 

2.6. TERS LAPLACE DÖNÜġÜMÜ 

 

2.6.1. Tanım 

 

Bir 𝐹 𝑡 fonksiyonunun laplace dönüĢümü 𝑓 𝑠  ise, yani ℒ 𝐹 𝑡  = 𝑓(𝑠) ise 𝐹 𝑡  ye 

𝑓(𝑠) nin Ters Laplace Dönüşümü denir ve sembolik olarak  

 

𝐹 𝑡 = ℒ−1 𝑓 𝑠   

 

olarak ifade edilir. ℒ−1 ye Ters Laplace Dönüşüm Operatörü denir. 

 

2.6.2. Ters Laplace DönüĢümünün Özellikleri 

 

Teorem:  𝑐𝟏ve 𝑐2 sabit sayılar 𝑓1 𝑠  ve 𝑓2 𝑠  de sırasıyla 𝐹1 𝑡  ve 𝐹2 t  nin ters 

Laplace dönüĢümleri ise 

 

ℒ−1 𝑐1𝑓1 𝑠 + 𝑐2𝑓2 s  =  𝑐1ℒ
−1 𝑓1 𝑠  +  𝑐2ℒ

−1 𝑓2 s  = 𝑐1𝐹1 𝑡 + 𝑐2 𝐹2 𝑡  

 

dir.  

 

Teorem: ℒ−1 f 𝑠  = 𝐹 𝑡   ise 

 

ℒ−1 𝑓 𝑠 − 𝑎  = 𝑒𝑎𝑡𝐹 𝑡  dir. 

 

Teorem: : ℒ−1 𝑓 𝑠  = 𝐹 𝑡   ise 

 

ℒ−1 𝑒−𝑎𝑠  𝑓 𝑠  =  
𝐹 𝑡 − 𝑎 𝑡 > 𝑎

0                     𝑡 < 𝑎
  

 

dir. 
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Teorem: ℒ−1 f 𝑠  = 𝐹 𝑡  ise 

 

ℒ−1 𝑓 𝑎𝑠  =
1

𝑎
 𝑓  

𝑡

𝑎
  

 

dir. 

 

Teorem:ℒ−1 𝑓 𝑠  = 𝐹 𝑡 ise 

 

ℒ−1 𝑓𝑛 𝑠  =: ℒ−1  
𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛
𝑓 𝑠  =   −1 𝑛𝑡𝑛𝐹 𝑡 dir. 

 

Teorem: ℒ−1 𝑓 𝑠  = 𝐹 𝑡  ise  

 

: ℒ−1   𝑓 𝑢 𝑑𝑢
∞

𝑠

 =
𝐹 𝑡 

𝑡
 

 

dir. 

 

Teorem: ℒ−1 𝑓 𝑠  = 𝐹 𝑡  𝑣𝑒 𝐹 0 = 0  ise 

 

ℒ−1 𝑠 𝑓 𝑠  = 𝐹′ 𝑡  

 

dır. Görüldüğü gibi s ile çapmanın  𝐹(𝑡)yi türetme biçiminde etkisi olmaktadır. 

𝐹(0) ≠ 0 ise 𝛿(𝑡), delta Dirac fonksiyonu veya birim basamak fonksiyonu olmak 

üzere, 

 

ℒ−1 𝑠 𝑓 𝑠  − 𝐹(0) = 𝐹′ 𝑡  

ℒ−1 𝑠 𝑓 𝑠  = 𝐹′ 𝑡 + 𝐹(0)𝛿(𝑡) 

 

dir. 
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Teorem:ℒ−1 𝑓 𝑠  = 𝐹 𝑡  ise 

 

ℒ−1  
𝑓(𝑠)

𝑠
 =  𝐹 𝑢 𝑑𝑢

𝑡

0

 

 

dir. Görüldüğü gibi s ile bölmenin veya 
1

𝑠
 ile çarpmanın 𝐹(𝑡) yi 0 dan 𝑡 ye kadar 

integre etme biçiminde etkisi görülmektedir. 

 

Teorem (Konvolüsyon Özelliği): 

 

ℒ−1 𝑓 𝑠  = 𝐹 𝑡  𝑣𝑒 ℒ−1 𝑔 𝑠  = 𝐺 𝑡  ise 

ℒ−1 𝑓 𝑠 𝑔(𝑠) =  𝐹 𝑢 𝐺 𝑡 − 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

= 𝐹 ∗ 𝐺 

 

dir. 𝐹 ∗ 𝐺  ye F  ve  G nin konvolüsyonu ve bu teoreme de konvolüsyon teoremi veya 

özelliği denir.  

 

𝐹 ∗ 𝐺 = 𝐺 ∗ 𝐹 dir. 

 

2.7. LAPLACE DÖNÜġÜMÜ ĠLE ĠLGĠLĠ ÖRNEKLER 

 

Örnek  1: ℒ −9𝑐𝑜𝑠𝑡 − 4𝑡2 + 1  =? 

 

ℒ −9𝑐𝑜𝑠𝑡 − 4𝑡2 + 1  = −9ℒ 𝑐𝑜𝑠𝑡 − 4ℒ 𝑡2 + ℒ 1  

ℒ −9𝑐𝑜𝑠𝑡 − 4𝑡2 + 1  =
−9

𝑠2 + 1
−

8

𝑠3
+

1

𝑠
 

 

Örnek 2: ℒ 𝑒2𝑡 𝑐𝑜𝑠 5𝑡 + 𝑒−4𝑡 . 𝑡3 =? 

 

ℒ{cos 𝑎𝑡} =
𝑠

𝑠2 + 𝑎2
   , ℒ {𝑒𝑏𝑡𝑐𝑜𝑠𝑎𝑡 } =

𝑠 − 𝑏

 𝑠 − 𝑏 2 + 𝑎2
 

ℒ 𝑡𝑛  =
𝑛!

𝑠𝑛+1
   , ℒ { 𝑒𝑏𝑡 . 𝑡𝑛 }  =

𝑛!

(𝑠 − 𝑏)𝑛+1
 

olduğuna göre  
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ℒ 𝑒2𝑡 𝑐𝑜𝑠 5𝑡 + 𝑒−4𝑡 . 𝑡3 =
𝑠 − 2

 𝑠 − 2 2 + 25
+  

6

 𝑠 + 4 4
𝑠 > 2 

 

Örnek 3: ℒ 𝑡2𝑒3𝑡 =? 

 

ℒ 𝑡2 =
2!

𝑠3
=

2

𝑠3
⟹ ℒ 𝑡2𝑒3𝑡 =

2

 𝑠 − 3 3
𝑠 > 3 

 

Örnek 4 : ℒ   𝑒𝑢𝑡

0
𝑠𝑖𝑛𝑢 + 𝑒𝑢𝑢𝟑 =? 

 

ℒ   (𝑒−𝑢 𝑠𝑖𝑛 2𝑢 +  𝑒𝑢𝑢3)𝑑𝑢
𝑡

0

  

=
1

𝑠
ℒ 𝑒−𝑢 𝑠𝑖𝑛 2𝑢 +  𝑒𝑢𝑢3 =    

=
1

𝑠
 

2

 𝑠 + 1 2 + 4
+  

6

 𝑠 − 1 4
  

 

Örnek 5:  𝑡. 𝑒−2𝑡 . 𝑐𝑜𝑠
∞

0
𝑡𝑑𝑡 =

3

25
 olduğunu gösteriniz. 

 

ℒ{𝐹 𝑡 } =  𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝐹 𝑡 𝑑𝑡 

ℒ{𝑡𝑛𝐹 𝑡 } =  −1 𝑛
𝑑

𝑑𝑠𝑛
ℒ{𝐹 𝑡 } 

ℒ 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡 =  𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡 = −
𝑑

𝑑𝑠
ℒ 𝑐𝑜𝑠𝑡  

−
𝑑

𝑑𝑠
 

𝑠

𝑠2 + 1
 =  

𝑠2 + 1 − 2𝑠2

 𝑠 + 1 2
 =

𝑠2 − 1

(𝑠 + 1)2
 

𝑠 = 2     için   

 𝑡. 𝑒−2𝑡 . 𝑐𝑜𝑠
∞

0

𝑡𝑑𝑡 =
3

25
 

 

Örnek 6:  
𝑒−𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡

∞

0
𝑑𝑡 =  

𝜋

4
   olduğunu gösteriniz. 
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ℒ  
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
 =  𝑒−𝑠𝑡

∞

0

𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
𝑑𝑡 

=  
1

𝑢2 + 1
𝑑𝑢

∞

𝑠

 

lim
𝐴→∞

 
𝑑𝑢

𝑢2 + 1
= lim

𝐴→∞
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑢 𝑠

𝐴
𝐴

𝑠

 

lim
𝐴→∞

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝐴 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑠) 

=
𝜋

2
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑠 

𝑠 = 1 𝑖ç𝑖𝑛  𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
𝑑𝑡 =

𝜋

2
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛1 =

𝜋

4
 

 

Örnek 7:  ℒ  
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
 =? 

 

ℒ  
𝐹 𝑡 

𝑡
 =    𝑓 𝑢 𝑑𝑢

∞

𝑠

 =  ℒ{𝐹 𝑡 } 

ℒ  
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
 =  ℒ 𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑢

∞

𝑠

 

ℒ  
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
 =  

1

𝑢2 + 1
𝑑𝑢

∞

0

= lim
𝑕→∞

 
𝑑𝑢

𝑢2+1

𝑕

𝑠

= lim
𝑛→∞

 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑢 𝑠
𝑕  

ℒ  
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
 = lim

𝑕→∞
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑕 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑠) =

𝜋

2
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑠 

 

Örnek 8: Peryodu 2𝜋 olan  

 

𝐹 𝑡 =  
𝑠𝑖𝑛𝑡,     0 < 𝑡 < 0

0,     𝜋 < 𝑡 < 2𝜋
  olan fonksiyonun Laplace dönüĢümünü bulunuz. 

 

ℒ 𝐹 𝑡  =
1

1 − 𝑒−2𝜋𝑠
 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

𝜋

0

 

𝑠𝑖𝑛𝑡 = 𝑢    𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑢, 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑣       
𝑒−𝑠𝑡

−𝑠
= 𝑣 

 𝑠𝑖𝑛𝑡. 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 =  𝑠𝑖𝑛𝑡.
𝑒−𝑠𝑡

−𝑠
 

0

𝜋𝜋

0

+  
1

𝑠
 𝑒−𝑠𝑡 . 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡

𝜋

0
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𝑐𝑜𝑠𝑡 = 𝑢    − 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑢        ,        𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑣         
𝑒−𝑠𝑡

−𝑠
= 𝑣 

1 +
1

𝑠2
 𝑒−𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡

𝜋

𝑜

=
1

𝑠2
𝑒−𝑠𝜋 +

1

𝑠2
 

 𝑒−𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 =
1

𝑠2 + 1
 1 + 𝑒−𝑠𝜋 

𝜋

0

 

ℒ 𝐹 𝑡  =
1

1 − 𝑒−2𝜋𝑠
 𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑒−𝑠𝑡  𝑑𝑡

𝜋

0

 

ℒ 𝐹 𝑡  =
1

1 − 𝑒−2𝜋𝑠
 .
 1 + 𝑒−𝑠𝜋 

𝑠2 + 1
 

 

Örnek 9: ℒ−1  
2

𝑠+3
+

4𝑠

𝑠2+9
−

5

𝑠2 =?  

 

ℒ−1  
2

𝑠 + 3
+

4𝑠

𝑠2 + 9
−

5

𝑠2
 = 2ℒ−1  

1

𝑠 + 3
 + 4ℒ−1  

𝑠

𝑠2 + 9
 − 5ℒ−1  

1

𝑠2
  

ℒ−1  
2

𝑠 + 3
+

4𝑠

𝑠2 + 9
−

5

𝑠2
 = 2𝑒−3𝑡 + 4𝑐𝑜𝑠𝑡 − 5𝑡 

 

Örnek 10: ℒ−𝟏  
6𝑠−4

𝑠2−4𝑠+20
+

4𝑠+12

𝑠2+8𝑠+16
 =? 

 

ℒ−𝟏  
6 𝑠 − 2 + 8

𝑠2 − 4𝑠 + 20
 + ℒ−𝟏  

4 𝑠 + 4 − 4

𝑠2 + 8𝑠 + 16
  

6ℒ−𝟏  
𝑠 − 2

(𝑠 − 2)2 + 16
 + 8ℒ−𝟏  

1

(𝑠 − 2)2 + 16
 + 4ℒ−𝟏  

𝑠 + 4

(𝑠 + 4)2
 

− 4ℒ−𝟏  
1

(𝑠 + 4)2
  

6𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠4𝑡 +
8

4
𝑒2𝑡𝑠𝑖𝑛4𝑡 + 4𝑒−4𝑡 − 4𝑡𝑒−4𝑡  

 

Örnek 11: ℒ−1  
3𝑠+1

𝑠3−𝑠2+𝑠−1
 =? 

 

3𝑠 + 1

𝑠3 − 𝑠2 + 𝑠 − 1
=

𝐴𝑠 + 𝐵

𝑠2 + 1
+

𝐶

𝑠 − 1
 

 𝐴𝑠 + 𝐵  𝑠 − 1 + 𝐶 𝑠2 + 1 = 3𝑠 + 1 
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𝐴𝑠2 − 𝐴𝑠 + 𝐵𝑠 − 𝐵 + 𝐶𝑠2 + 𝐶 = 3𝑠 + 1 

𝐴 + 𝐶 = 0  

−𝐴 + 𝐵 = 3 

−𝐵 + 𝐶 = 1 

𝐴 = −2      𝐵 = 1      𝐶 = 2   𝑜𝑙𝑢𝑟 

ℒ−1  
−2𝑠 + 1

𝑠2 + 1
 + ℒ−1  

2

𝑠 − 1
 = −2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2𝑒𝑡  
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BÖLÜM 3 

 

LAPLACE DÖNÜġÜMÜNÜN UYGULAMALARI 

 

3.1. SABĠT KATSAYILI DĠFERENSĠYEL DENKLEM ÇÖZÜMLERĠ 

 

Sabit katsayılı adi diferansiyel denklemlerin çözüm yöntemlerinden biri de Laplace 

dönüĢümleridir. Bu tür denklemleri çözmek için 

 

ℒ 𝑦 𝑛  = 𝑠𝑛ℒ{𝑦} − 𝑠𝑛−1𝑦 0 − 𝑠𝑛−2𝑦′ 0 − ⋯ − 𝑦 𝑛−1 (0) 

 

özelliği kullanılacaktır. 

 

Örnek: 𝑦’’ − 3𝑦’ + 2𝑦 = 0   denkleminin 

 

     𝑦 0 = 2         𝑦’ 0 = 3    

 

koĢullarını sağlayan çözümünü bulunuz. 

 

𝑠2𝑌 𝑠 − 𝑠𝑦 0 − 𝑦′ 0 –  3 𝑠𝑌 𝑠 – 𝑦 0  +  2𝑌 𝑠 = 0 

 𝑠2 − 3𝑠 + 2 𝑌 𝑠 − 2𝑠 = −3 

𝑌 𝑠 =
2𝑠 − 3

𝑠2 − 3𝑠 + 2
=

1

𝑠 − 1
+

1

𝑠 − 2
 

 

bu son elde edile eĢitliğin ters Laplace alınırsa  

𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝑌 𝑠  = ℒ−1  
1

𝑠 − 1
+

1

𝑠 − 2
 = 𝑒𝑡 + 𝑒2𝑡  
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Örnek:  𝑦’’ − 3𝑦’ + 2𝑦 = 4𝑡 +  𝑒3𝑡  denkleminin 

 

         𝑦 0 = 1       𝑦’ 0 = 1 

 

koĢullarını sağlayan çözümünü bulunuz. 

 

𝑠2𝑌 𝑠 − 𝑠𝑦 0 − 𝑦’ 0 –  3 𝑠𝑌 𝑠 –  𝑦 0  +  2𝑌 𝑠 =
4

𝑠2
+

1

𝑠 − 3
 

 𝑠2 − 3𝑠 + 2  𝑌 𝑠 –  𝑠 –  1 + 3 =
4

𝑠2
+

1

𝑠 − 3
 

𝑌 𝑠 =
4𝑠 − 12 + 𝑠2 + 𝑠4 − 5𝑠3 + 6𝑠2

𝑠2 𝑠 − 3  −1  𝑠 − 2 
 

4𝑠 − 12 + 𝑠2 + 𝑠4 − 5𝑠3 + 6𝑠2

𝑠2 𝑠 − 3  𝑠 − 1  𝑠 − 2 
=

𝐴𝑠 + 𝐵

𝑠2
+

𝐶

𝑠 − 3
+

𝐷

𝑠 − 1
+

𝐸

𝑠 − 2
 

𝐴 = 3        𝐵 = 2       𝐶 =
1

2
      𝐷 =

−5

2
       𝐸 = 0 

𝑌 𝑠 =
3𝑠 + 2

𝑠2
+

1

2(𝑠 − 3)
−

5

2(𝑠 − 1)
 

𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝑌(𝑠) = ℒ−1  
3𝑠 + 2

𝑠2
+

1

2 𝑠 − 3 
−

5

2 𝑠 − 1 
 = 3 + 2𝑡 +

1

2
𝑒3𝑡 −

5

2
𝑒𝑡  

 

3.2. DEĞĠġKEN KATSAYILI DĠFERENSĠYEL DENKLEM ÇÖZÜMLERĠ 

 

Bazı değiĢken katsayılı adi diferansiyel denklemlerin çözümünde Laplace dönüĢümü 

kullanılabilir. 𝑡𝑚𝑌 𝑛  𝑡  biçiminde olan diferansiyel denklemin Laplace dönüĢümü 

(−1)𝑚 𝑑𝑚

𝑑𝑠𝑚
ℒ 𝑌 𝑛  𝑡   dır. 

 

Örnek: 𝑦′′ + 2𝑡𝑦′ − 4𝑦 = 1             𝑦 0 = 0      𝑦′ 0 = 0 

𝑠2𝑌 𝑠 − 𝑠𝑦 0 − 𝑦′ 0 + 2.
−𝑑

𝑑𝑠
 𝑠𝑌 𝑠 − 𝑦 0  − 4𝑌 𝑠 =

1

𝑠
 

𝑠2𝑌 𝑠 + 2 −𝑌 𝑠 − 𝑠𝑌′ 𝑠  − 4𝑌(𝑠) =
1

𝑠
 

𝑠2𝑌 𝑠 − 2𝑌(𝑠) − 2𝑠𝑌′(𝑠) − 4𝑌(𝑠) =
1

𝑠
 

 𝑠2 − 6 𝑌 𝑠 − 2𝑠𝑌′(𝑠) =
1

𝑠
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𝑌′ 𝑠 +
6 − 𝑠2

2𝑠
𝑌 𝑠 =

−1

𝑠(2𝑠)
 

𝑒  
6

2𝑠
−

𝑠

2
 𝑑𝑠 = 𝑒3𝑙𝑛𝑠−

𝑠2

4 = 𝑠3𝑒
−𝑠2

4  

𝑠3𝑒
−𝑠2

4 𝑌′ 𝑠 +
6 − 𝑠2

2𝑠
𝑠3𝑒

−𝑠2

4  𝑌 𝑠 =
−1

2𝑠2
𝑠3𝑒

−𝑠2

4  

 s3𝑒
−𝑠2

4  𝑌 𝑠  

′

=
−1

2𝑠2
𝑠3𝑒

−𝑠2

4  

𝑠3𝑒
−𝑠2

4  𝑌 𝑠 = 𝑒
−𝑠2

4  

𝑌 𝑠 =
1

𝑠3
 

𝑦 𝑡 =
𝑡2

2
 

 

3.3. ADĠ DĠFERENSĠYEL DENKLEM SĠSTEMLERĠ 

 

Ġki veya daha fazla diferensiyel denklemden oluĢan diferensiyel denklem 

sistemlerinin çözümünde de Laplace dönüĢümü kullanılabilir. 

 

Örnek: BaĢlangıç koĢulları  𝑥(0) = 8    ve   𝑦(0) = 3  olan  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑥 − 3𝑦 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦 − 2𝑥 

 

diferensiyel denklem sistemini çözünüz. 

 

𝑠𝑋 𝑠 − 𝑥 0 = 2𝑋 𝑠 − 3𝑌(𝑠) 

𝑠𝑌 𝑠 − 𝑦 0 = 𝑌 𝑠 − 2𝑋(𝑠) 

 𝑠 − 2 𝑋 𝑠 + 3𝑌 𝑠 = 8 

2𝑋 𝑠 +  𝑠 − 1 𝑌 𝑠 = 3 

 
𝑠 − 2 3

2 𝑠 − 1
 = 𝑠2 − 3𝑠 − 4 

𝑋 𝑠 =
 
8 3
3 𝑠 − 1

 

𝑠2 − 3𝑠 − 4
=

8𝑠 − 17

𝑠2 − 3𝑠 − 4
=

8𝑠 − 17

(𝑠 + 1)(𝑠 − 4)
=

5

𝑠 + 1
+

3

𝑠 − 4
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𝑌 𝑠 =
 
𝑠 − 2 8

2 3
 

𝑠2 − 3𝑠 − 4
=

3𝑠 − 22

𝑠2 − 3𝑠 − 4
=

3𝑠 − 22

(𝑠 + 1)(𝑠 − 4)
=

5

𝑠 + 1
−

2

𝑠 − 4
 

 

olup 

 

𝑥 𝑡 = ℒ−1 𝑋 𝑠  = ℒ−1  
5

𝑠 + 1
+

3

𝑠 − 4
 = 5𝑒−𝑡 + 3𝑒4𝑡  

𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝑌 𝑠  = ℒ−1  
5

𝑠 + 1
+

3

𝑠 − 4
 = 5𝑒−𝑡 − 2𝑒4𝑡  

 

Örnek: BaĢlangıç koĢulları 𝑥(0) = 1    𝑦(0) = 0olduğuna göre 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 6𝑥 + 3𝑦 = 8𝑒𝑡  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 2𝑥 − 𝑦 = 4𝑒𝑡  

 

diferensiyel denklem sistemini çözünüz. 

Laplace dönüĢümü alınırsa; 

 

𝑠𝑋 𝑠 − 𝑥 0 − 6𝑋 𝑠 + 3𝑌 𝑠 =
8

𝑠 − 1
 

𝑠𝑦 𝑠 − 𝑌 0 − 2𝑥 𝑠 − 𝑦 𝑠 =
4

𝑠 − 1
 

 𝑠 − 6  𝑋 𝑠 + 3𝑌 𝑠 =  
8

𝑠 − 1
− 1 =

9 − 𝑠

𝑠 − 1
 

−2𝑥 𝑠 +  𝑠 − 1 𝑦 𝑠 =
4

𝑠 − 1
 

 
𝑠 − 6 3
−2 𝑠 − 1

 = 𝑠2 − 7𝑠 + 12 

𝑋 𝑠 =

 

9−𝑠

𝑠−1
3

4

𝑠−1
𝑠 − 1

 

𝑠2 − 7𝑠 + 12
=

 9 − 𝑠  1 − 𝑠 − 12

(1 − 𝑠)(𝑠 − 3)(𝑠 − 4)
=

𝑠2 − 10𝑠 + 21

(1 − 𝑠)(𝑠 − 3)(𝑠 − 4)

=
7 − 𝑠

(𝑠 − 1)(𝑠 − 4)
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7 − 𝑠

 𝑠 − 1  𝑠 − 4 
=

𝐴

𝑠 − 1
+

𝐵

𝑠 − 4
 

𝐴 = −2        𝐵 = 1  

𝑋 𝑠 =
1

𝑠 − 4
−

2

𝑠 − 1
 

𝑌 𝑠 =

 
𝑠 − 6

9−𝑠

𝑠−1

−2
4

𝑠−1

 

𝑠2 − 7𝑠 + 12
=

4𝑠 − 24 + 18 − 2𝑠

 𝑠 − 1  𝑠 − 3 (𝑠 − 4)
=

2

 𝑠 − 1 (𝑠 − 4)
 

2

 𝑠 − 1 (𝑠 − 4)
=

𝐴

𝑠 − 1
+

𝐵

𝑠 − 4
 

𝐴 =
−2

3
      𝐵 =

2

3
 

𝑌 𝑠 =
2

3
 

1

𝑠 − 4
−

1

𝑠 − 1
  

 

olup ters Laplace alınırsa 

 

𝑥 𝑡 = ℒ−1 𝑋 𝑠  = ℒ−1  
1

𝑠 − 4
−

2

𝑠 − 1
 = 𝑒4𝑡 − 2𝑒𝑡  

𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝑌 𝑠  = ℒ−1  
2

3
 

1

𝑠 − 4
−

1

𝑠 − 1
  =

2

3
𝑒4𝑡 −

2

3
𝑒𝑡  

elde edilir. 

 

Örnek: BaĢlangıç koĢulları 

 

𝑥 0 = 0  , 𝑥′ 0 = 0  , 𝑦 0 = 0  ,    𝑦′ 0 = 0 

 

olduğuna göre 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 𝑥 + 5

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑡 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
− 4𝑦 − 2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −2 

 

diferensiyel denklem sistemini çözünüz. 

Laplace dönüĢümü alınırsa; 
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𝑠2𝑋 𝑠 − 𝑠𝑥 0 − 𝑥′  0 − 𝑋 𝑠 − 5 𝑠𝑌 𝑠 − 𝑦 0  =
1

𝑠2
 

𝑠2𝑌 𝑠 − 𝑠𝑦 0 − 𝑦′ 0 − 4𝑌 𝑠 − 2 𝑠𝑋 𝑠 − 𝑥 0  =
−2

𝑠
 

(𝑠2 − 1)𝑋 𝑠 + 5𝑠 𝑌 𝑠 =
1

𝑠2
 

−2𝑠𝑋 𝑠 +  𝑠2 − 4 𝑌 𝑠 =
−2

𝑠
 

 𝑠
2 − 1 5𝑠
−2𝑠 𝑠2 − 4

 = 𝑠4 + 5𝑠2 + 4 

𝑋 𝑠 =

 

1

𝑠2 5𝑠

−2

𝑠
𝑠2 − 4

 

𝑠4 + 5𝑠2 + 4
=

11𝑠2 − 4

𝑠2(𝑠2 + 1)(𝑠2 + 4)
=

−1

𝑠2
+

5

𝑠2 + 1
−

4

𝑠2 + 4
 

𝑌 𝑠 =

 
𝑠2 − 1

1

𝑠2

−2𝑠
−2

𝑠

 

𝑠4 + 5𝑠2 + 4
=

−2𝑠2 + 4

𝑠(𝑠2 + 1)(𝑠2 + 4)
=

1

𝑠
−

2𝑠

𝑠2 + 1
+

5

𝑠2 + 4
 

 

olup 

 

𝑥 𝑡 = ℒ−1 𝑋 𝑠  = ℒ−1  
−1

𝑠2
+

5

𝑠2 + 1
−

4

𝑠2 + 4
 = −𝑡 + 5𝑠𝑖𝑛𝑡 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑡 

𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝑌 𝑠  = ℒ−1  
1

𝑠
−

2𝑠

𝑠2 + 1
+

5

𝑠2 + 4
 = 1 − 2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑐𝑜𝑠2𝑡 

 

3.4. KISMĠ TÜREVLĠ DĠFERENSĠYEL DENKLEMLER 

 

BaĢlangıç koĢullarına bağlı bazı kısmi türevli denklemlerde Laplace dönüĢümü 

yardımıyla çözülebilir. 

 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏      𝑡 > 0 için tanımlanmıĢ 𝑈(𝑥, 𝑡) fonksiyonu verilmektedir. 

 

 

ℒ  
𝜕𝑈

𝜕𝑡
 =  𝑒−𝑠𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑡
 𝑑𝑡

∞

0

= lim
𝑝→∞

 𝑒−𝑠𝑡
𝜕𝑈

𝜕𝑡
 𝑑𝑡

𝑝

𝑜
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
. 𝑑𝑡 = 𝑑𝑣           𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑣 

𝑒−𝑠𝑡 = 𝑢         − 𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑢 

 

ℒ  
𝜕𝑈

𝜕𝑡
 = lim

n→∞
   𝑒−𝑠𝑡  𝑈 𝑥, 𝑡  0

𝑝 +  𝑒−𝑠𝑡𝑈 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡
𝑝

0

  

ℒ  
𝜕𝑈

𝜕𝑡
 = 𝑠  𝑒−𝑠𝑡𝑈 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡

∞

𝑜

− 𝑈 𝑥, 0 =   𝑠 𝑢 𝑥, 𝑠 − 𝑈 𝑥, 0  

ℒ  
𝑈

𝜕𝑡
 = 𝑠 𝑢(𝑥, 𝑠) −  𝑈(𝑥, 0) 

 

 

ℒ  
𝜕𝑈

𝜕𝑥
 =  𝑒−𝑠𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑥
 𝑑𝑡

𝑝

0

 

ℒ  
𝜕𝑈

𝜕𝑥
 =

𝑑

𝑑𝑥
 𝑒−𝑠𝑡𝑈 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

ℒ  
𝜕𝑈

𝜕𝑥
 =

𝜕

𝜕𝑥
 𝑢(𝑥, 𝑠) 

 

ℒ  
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 =? 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑣  dersek 

ℒ  
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 = ℒ  

𝜕𝑣

𝜕𝑡
 = 𝑠 ℒ{𝑣} −  𝑣 𝑥, 0  

= 𝑠 𝑠𝑢 𝑥, 𝑠 − 𝑈 𝑥, 0  −
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 𝑥, 0  

=  𝑠2𝑢 𝑥, 𝑠 − 𝑠𝑈 𝑥, 0 − 𝑈𝑡(𝑥, 0) 

 

Örnek: 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
=

∂2U

∂x2
             U x, 0 = 3 sin 2πx 

 

𝑈 0, 𝑡 = 0   𝑈 1, 𝑡 = 0              0 < 𝑥 < 1          𝑡 > 0  ; 

 

kısmi türevinin diferensiyel denkleminin Laplace dönüĢümünü alıp; 
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𝑈𝑡 𝑥, 0 =
𝜕𝑈

𝜕𝑡
 𝑡 = 0    𝑣𝑒    𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑠 = 𝐿{𝑈 𝑥, 𝑡 } 

 

kullanırsak 

 

𝑠𝑢(𝑥, 𝑠)  −  𝑈(𝑥, 0) = 𝑢𝑥𝑥  

 

bulunur. 

 

𝑈𝑥𝑥 − 𝑠𝑢 = 3 𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝑥 

𝑢(𝑥, 𝑠) = 𝑐1𝑒
 𝑠.𝑥 + 𝑐2𝑒

− 𝑠.𝑥  

𝑢𝑥𝑥 − 𝑠𝑢 = 0          𝑢𝑕 𝑥, 𝑠 = 𝑒𝑟.𝑥  

𝑟2𝑒𝑟𝑥 − 𝑠𝑒𝑟𝑥  = 0     𝑒𝑟𝑥  𝑟2 − 𝑠 = 0     𝑟2 = 𝑠 

𝑢𝑝 = 𝑐1 sin 2𝜋𝑥 + 𝑐2 cos 2𝜋𝑥 

𝑢𝑝
′ = 2𝜋 𝑐1 cos 2𝜋𝑥 −  2𝜋 𝑐2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑥 

𝑢𝑝
′′ = −4𝜋2𝑐1𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑥 − 4𝜋2𝑐2𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑥 

−4𝜋2𝑐1𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑥 − 4𝜋2𝑐2𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑥–  𝑠 𝑐1 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑥 − 𝑠 𝑐2𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑥 = −3𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑥 

 −4𝜋2 − 𝑠 𝑐1 = −3            4𝜋2 + 𝑠 𝑐2 = 0 

𝑐1 =
3

 4𝜋2 + 𝑠 
𝑐2 = 0 

𝑢 = 𝑐1𝑒
 𝑠.𝑥 + 𝑐2𝑒

− 𝑠.𝑥 +  
3

 4𝜋2 + 𝑠 
sin 2𝜋𝑥 

ℒ 𝑈 0, 𝑡  = 𝑢 0, 𝑠 = 0 

ℒ 𝑈 1, 𝑡  = 𝑢 1, 𝑠 = 0 

𝑐1+𝑐2 = 0 

𝑐1𝑒
 𝑠 + 𝑐2𝑒

− 𝑠 = 0 

𝑐1=𝑐2 = 0 

𝑈(𝑥, 𝑡) =
3

 4𝜋2 + 𝑠 
sin 2𝜋𝑥 

𝑈 𝑥, 𝑡 = 3𝑒4𝜋2𝑡 sin 2𝜋𝑥 
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Örnek:  𝑈𝑡 + 𝑥𝑈𝑥 = 𝑥    ve   𝑥 > 0      𝑡 > 0 

 

𝑥 > 0 için   𝑈(𝑥, 0) = 0 

𝑡 > 0  için  𝑈(0, 𝑡) = 0 

Laplace dönüĢümü alınırsa; 

 

𝑠 𝑢 𝑥, 𝑠 − 𝑈 𝑥, 0 + 𝑥
𝑑

𝑑𝑥
 𝑢 𝑥, 𝑠 =

𝑥

𝑠
 

𝑥
𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑠𝑢 =

𝑥

𝑠
 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+

𝑠

𝑥
𝑢 =

1

𝑠
 

𝜆 = 𝑒 
𝑠

𝑥
𝑑𝑥    = 𝑥𝑠  

𝑥𝑠
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑠 𝑥𝑠−1𝑢 =

𝑥𝑠

𝑠
 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑥𝑠𝑢 =

𝑥𝑠

𝑠
 

𝑥𝑠𝑢 =
𝑥𝑠+1

𝑠 𝑠 + 1 
+ 𝑐 

𝑢 =
𝑥

𝑠(𝑠 + 1)
+

𝑐

𝑥𝑠
 

 

ℒ 𝑈 0, 𝑡  = 𝑢 0, 𝑠 = 0   olduğundan  𝑐 = 0 

 

𝑢 = 𝑥(
1

𝑠
−

1

𝑠 + 1
) 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑥(1 − 𝑒−𝑡) 

 

3.5. KONVOLÜSYON TĠPĠNDE ĠNTEGRAL DENKLEMLER 

 

Konvolüsyon tipindeki denklem  𝑌 𝑡 = 𝐹 𝑡 +  𝐾 𝑡 − 𝑢 𝑌 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0
 

Ģeklindedir  ve 

𝑌 𝑡 =  𝐹 𝑡 + 𝐾 𝑡 ∗ 𝑌 𝑡  

 

biçiminde yazılır. Her iki yanın Laplace dönüĢümü alınırsa  
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ℒ F 𝑡  = 𝑓 𝑠   ℒ K 𝑡  = 𝑘 𝑠 𝑦 𝑠  olduğunu düĢünürsek 

 

𝑦 𝑠 = 𝑓 𝑠 + 𝑘 𝑠 𝑦 𝑠  

𝑦 𝑠 =
𝑓 𝑠 

1 − 𝑘 𝑠 
 

 

elde edilir. Ters dönüĢümle istenen çözüm bulunabilir. 

 

Örnek:  AĢağıdaki integral denklemi çözünüz. 

 

 cos 𝑡 − 𝑢 𝑦 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

= 𝑠𝑖𝑛𝑡 

ℒ−1 𝑓 𝑠  = 𝐹(𝑠) 

ℒ−1 𝑔 𝑠  = 𝐺 𝑠  

ℒ−1  𝑓 𝑠 . 𝑔 𝑠  =  𝐹 𝑢 . 𝐺 𝑡 − 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

ise 

𝑓 𝑠 . 𝑔 𝑠 = ℒ   𝐹 𝑢 . 𝐺 𝑡 − 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

  

olduğundan 

 

ℒ   cos 𝑡 − 𝑢 𝑦 𝑢  𝑑𝑢
𝑡

0

 = ℒ 𝑠𝑖𝑛𝑡  

𝑌 𝑠 
𝑠

𝑠2 + 1
=

1

𝑠2 + 1
 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠
 

𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝑦 𝑠  = ℒ−1  
1

𝑠
  

𝑦 𝑡 = 1 

 

Örnek: 𝑌 𝑡 = 𝑡2 +  𝑌 𝑢 sin 𝑡 − 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0
 integral denklemini çözünüz. 

 

Ġntegral denklem 𝑌 𝑡 = 𝑡2 +  𝑌 𝑡 ∗ 𝑠𝑖𝑛𝑡 biçiminde yazılabilir. Laplace 

dönüĢümünü alır ve konvolüsyon teoremini kullanırsak 𝑦 = ℒ{𝑌} olmak üzere 
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2

𝑠3
+

𝑦

𝑠2 + 1
 

 

buluruz. 𝑦 ye göre çözelim: 

 

𝑦 =
2(𝑠2 + 1)

𝑠5
=

2

𝑠3
+

2

𝑠5
 

 

ters dönüĢümle de 

𝑌 = 2
𝑡2

2!
+ 2

𝑡4

4!
= 𝑡2 +

1

12
𝑡4  

 

bulunur. 

 

Örnek: 𝑌 𝑡 =
1

2
 𝑠𝑖𝑛2𝑡 +  𝑌 𝑢 𝑌 𝑡 − 𝑢 𝑑𝑢

𝑡

0
 integral denklemini çözünüz. 

 

Ġntegral denklem 𝑌 𝑡 =
1

2
 𝑖𝑛2𝑡 + 𝑌 𝑡 ∗ 𝑌(𝑡) biçiminde yazılabilir. Laplace 

dönüĢümünü alır ve konvolüsyon teoremini kullanırsak, 

 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠2 + 4
+ {𝑦 𝑠 }2 

{𝑦 𝑠 }2 − 𝑦 𝑠 +
1

𝑠2 + 4
= 0 

 

buluruz. 

 

𝑦 𝑠 =
1

2
±

1

2
 1 −

4

𝑠2 + 4
=

1

2
±

1

2

𝑠

 𝑠2 + 4
 

 

öyleyse 

 

𝑦1(𝑠) =
1

2
 
 𝑠2 + 4 + 𝑠

 𝑠2 + 4
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ve 

𝑦2 𝑠 =
1

2
 
 𝑠2 + 4 − 𝑠

 𝑠2 + 4
  

 

dir. 𝑦2 𝑠  den aĢağıdaki çözümü buluruz. 

 

𝑌 𝑡 = ℒ−1  
1

2
 
 𝑠2 + 4 − 𝑠

 𝑠2 + 4
  = 𝐽1(2𝑡) 

 

3.6. ĠNTEGRO DĠFERENSĠYEL DENKLEMLER 

 

Bilinmeyen fonksiyonun türevini integral iĢareti altında bulunduran denkleme 

integro diferensiyel denklem denir.  

 

Bu tür bir denklemin baĢlangıç koĢullarına bağlı çözümü Laplace DönüĢümleri ile 

elde edilir. 

 

Örnek: 𝑌 0 = 2 ise 𝑌′ 𝑡 + 5  𝑐𝑜𝑠2 𝑡 − 𝑢 𝑌 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0
= 10 denklemini çözünüz. 

 

Denklem, 𝑌′ 𝑡 + 5𝑐𝑜𝑠2𝑡 ∗ 𝑌 𝑡 = 10  biçiminde yazılabilir. Laplace dönüĢümünü 

alıp 

 

𝑠𝑦 − 𝑌 0 +
5𝑠𝑦

𝑠2 + 4
=

10

𝑠
 

𝑦 =
2𝑠3 + 10𝑠2 + 8𝑠 + 40

𝑠2(𝑠2 + 9)
 

𝑌 = 1/27 (24 + 120𝑡 + 30𝑐𝑜𝑠3𝑡 + 50𝑠𝑖𝑛3𝑡) 

 

dir. 0 dan 𝑡ye kadar integre edip 𝑌(0) = 2bağıntısını kullanarak verilen integro-

diferensiyel denklem 

 

𝑌 𝑡 + 5   𝑡 − 𝑢 𝑐𝑜𝑠2 𝑡 − 𝑢 𝑌 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

= 10𝑡 + 2 
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integral denklemine dönüĢtürülebilir. 

 

Örnek:   𝑌(0) = 1  olmak üzere 

 

 𝑌 𝑢 cos 𝑡 − 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

= 𝑌′ (𝑡) 

 

denklemini çözünüz. 

 

𝑦 𝑠 
𝑠

𝑠2 + 1
= 𝑠 𝑦 𝑠 − 𝑌 0  

𝑦 𝑠  
𝑠

𝑠2 + 1
− 𝑠 = −1 

𝑦 𝑠 =
− 𝑠2 + 1 

−𝑠3
=

 𝑠2 + 1 

𝑠3
 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠
+

1

𝑠3
 

𝑌 𝑡 = 1 +
1

2
𝑡2 

 

Örnek: 𝑌 0 = 0 olmak üzere 

 

 𝑌′ 𝑢 Y 𝑡 − 𝑢 𝑑𝑢
𝑡

0

= 24𝑡3 

 

denklemini çözünüz. 

 

 𝑠 𝑦 𝑠 − 𝑌 0   𝑦 𝑠 = 24.
3!

𝑠4
 

[𝑦 𝑠 ]2 =
24.6

𝑠5
 

𝑦 𝑠 =
12

𝑠2 𝑠
=

12

𝑠
5

2

 

𝑌 𝑡 = ℒ−1  
12

𝑠
5

2

 =
12
3

2
!

 ℒ−1  
 

3

2
 !

𝑠
5

2
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𝑌 𝑡 =
 12 

 
3

2
 !

𝑡
3

2 

 

Gamma fonksiyonu 

 

 
3

2
 ! = Γ  

5

2
 =

3

2
Γ  

3

2
 =

3

2

1

2
 𝜋 =

3

4
 𝜋 

 

olduğundan 

 

𝑌 𝑡 =
12 𝑡

3

2

3

4
 𝜋

 

 

𝑌 𝑡 =
16 𝑡

3

2

 𝜋
 

 

3.7. FARK DENKLEMLERĠ 

 

𝑎 bir sabit olmak üzere 𝑌(𝑡)fonksiyonu ile bir veya daha fazla 𝑌(𝑡 − 𝑎)fonksiyonları 

arasındaki iliĢkiyi içeren denkleme  fark denklemi denir. 

 

Örnek: 𝑡 < 0  için 𝑌 𝑡 = 0 ise  

 

3𝑌 𝑡 − 4𝑌 𝑡 − 1 +  𝑌 𝑡 − 2 = 𝑡 

 

denklemini çözünüz. 

 

Her iki yanın Laplace dönüĢümünü alalım. 

 

3 ℒ 𝑌 𝑡  − 4 ℒ 𝑌 𝑡 − 1  + ℒ{𝑌 𝑡 − 2 } = ℒ 𝑡  

1. ℒ 𝑌 𝑡 − 1  =  𝑒−𝑠𝑡𝑌 𝑡 − 1 𝑑𝑡
𝑡

0

 

𝑡 − 1 = 𝑢 ⇒ 𝑡 = 𝑢 + 1          𝑑𝑡 = 𝑑𝑢 
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ℒ 𝑌 𝑡 − 1  =  𝑒−𝑠 𝑢+1 𝑌 𝑢 𝑑𝑢
∞

−1

 

ℒ 𝑌 𝑡 − 1  = 𝑒−𝑠   𝑌 𝑢 𝑒−𝑠𝑢𝑑𝑢
0

−1

+  𝑌 𝑢 𝑒−𝑠𝑢𝑑𝑢
∞

0

  

ℒ 𝑌 𝑡 − 1  = 𝑒−𝑠𝑦(𝑠) 

2. ℒ 𝑌 𝑡 − 2  =  𝑒−𝑠𝑡𝑌 𝑡 − 2 𝑑𝑡
𝑡

0

 

𝑡 − 2 = 𝑢 ⇒ 𝑡 = 𝑢 + 2          𝑑𝑡 = 𝑑𝑢 

ℒ 𝑌 𝑡 − 2  =  𝑒−𝑠 𝑢+2 𝑌 𝑢 𝑑𝑢
∞

−2

 

ℒ 𝑌 𝑡 − 2  = 𝑒−2𝑠   𝑌 𝑢 𝑒−𝑠𝑢𝑑𝑢
0

−2

+  𝑌 𝑢 𝑒−𝑠𝑢𝑑𝑢
∞

0

  

ℒ 𝑌 𝑡 − 2  = 𝑒−2𝑠𝑦(𝑠) 

 

olduğundan 

 

3 ℒ 𝑌 𝑡  − 4 ℒ 𝑌 𝑡 − 1  + ℒ 𝑌 𝑡 − 2 = ℒ 𝑡  

3 𝑦 𝑠 − 4 𝑒−𝑠𝑦 𝑠 + 𝑒−2𝑠𝑦 𝑠 =
1

𝑠2
 

𝑦 𝑠  3 − 4𝑒−𝑠 + 𝑒−2𝑠 =
1

𝑠2
 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠2(3 − 4𝑒−𝑠 + 𝑒−2𝑠)
 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠2 𝑒−𝑠 − 3 (𝑒−𝑠 − 1)
 

𝑦 𝑠 =
1

2𝑠2
 

1

𝑒−𝑠 − 3
−

1

𝑒−𝑠 − 1
  

𝑦 𝑠 =
1

2𝑠2
 

1

1 − 𝑒−𝑠
−

1

3(1 −
𝑒−𝑠

3
)
  

𝑦 𝑠 =
1

2𝑠2
 1 + 𝑒−𝑠 + 𝑒−2𝑠 + 𝑒−3𝑠 + ⋯  −

1

6𝑠2
 1 +

𝑒−𝑠

3
+

𝑒−2𝑠

9
+

𝑒−3𝑠

27
+ ⋯   

𝑦 𝑠 =
1

3𝑠2
+

1

2
  1 −

1

3𝑛
  𝑡 − 𝑛 

∞

𝑛=1

 

olacaktır. Buradan 
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𝑌 𝑡 =
𝑡

3
+

1

2
  1 −

1

3𝑛
  𝑡 − 𝑛 

 𝑡 

𝑛=1

 

 

Burada  𝑡 , 𝑡 ye eşit veya 𝑡 den küçük olan en büyük tam sayıdır. 

 

Örnek:  𝑡 < 0  için 𝑌 𝑡 = 0 ise  

 

𝑌 𝑡 − 3𝑌 𝑡 − 1 + 2 𝑌 𝑡 − 2 = 1 

 

denklemini çözünüz. 

 

Her iki yanın Laplace dönüĢümünü alalım. 

 

ℒ 𝑌 𝑡  − 3 ℒ 𝑌 𝑡 − 1  + 2ℒ{𝑌 𝑡 − 2 } = ℒ 1  

𝑦 𝑠 − 3𝑒−𝑠𝑦 𝑠 + 2𝑒−2𝑠𝑦 𝑠 =
1

𝑠
 

𝑦 𝑠  1 − 3𝑒−𝑠 + 2𝑒−2𝑠 =
1

𝑠
 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠(2𝑒−2𝑠 − 3𝑒−𝑠 + 1)
=

1

𝑠 𝑒−𝑠 − 1 (2𝑒−𝑠 − 1)
 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠
 

1

𝑒−𝑠 − 1
−

2

2𝑒−𝑠 − 1)
  

𝑦 𝑠 =
1

𝑠
 

2

1 − 2𝑒−𝑠)
−

1

1 − 𝑒−𝑠
  

1

1 − 𝑥
=  𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 olduğundan 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠
 2   2𝑒−𝑠 𝑛

∞

𝑛=0

−   𝑒−𝑠 𝑛

∞

𝑛=0

  

𝑦 𝑠 =
1

𝑠
   2𝑛+1 − 1 𝑒−𝑛𝑠

∞

𝑛=0

  

𝑦 𝑠 =   2𝑛+1 − 1 

∞

𝑛=0

𝑒−𝑛𝑠

𝑠
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𝑦 𝑠 =
1

𝑠
+   2𝑛+1 − 1 

∞

𝑛=1

𝑒−𝑛𝑠

𝑠
 

𝑌 𝑡 = ℒ−1 𝑦 𝑠  = 1 +   2𝑛+1 − 1 

 𝑡 

𝑛=1

. 1 = 1 +  2𝑛+1 −  𝑡 

 𝑡 

𝑛=1

 

𝑌 𝑡 = ℒ−1 𝑦 𝑠  = 1 + 2.  21 + 22 + 23 + ⋯ 2 𝑡   

𝑌 𝑡 = ℒ−1 𝑦 𝑠  = 1 + 2.  1 + 21 + 22 + 23 + ⋯ 2 𝑡  − 2 −  𝑡  

𝑌 𝑡 = ℒ−1 𝑦 𝑠  = 1 + 2.  
1 − 2 𝑡 +1

1 − 2
 − 2 −  𝑡  

𝑌 𝑡 = 2 𝑡 +2 −  𝑡 − 3 

 

Örnek:   𝑡 < 0  için 𝑌 𝑡 = 0 ve 

 

𝐹(𝑡) =  
0, 𝑡 < 0

𝑡2 , 𝑡 > 0
  

 

olmak üzere 

 

3𝑌 𝑡 − 5𝑌 𝑡 − 1 + 2 𝑌 𝑡 − 2 = 𝐹(𝑡) 

 

denklemini çözünüz. 

 

3ℒ 𝑌 𝑡  − 35ℒ 𝑌 𝑡 − 1  + 2ℒ{𝑌 𝑡 − 2 } = ℒ 𝑡2  

3𝑦 𝑠 − 5𝑒−𝑠𝑦 𝑠 + 2𝑒−2𝑠𝑦 𝑠 =
2

𝑠3
 

𝑦 𝑠  3 − 5𝑒−𝑠 + 2𝑒−2𝑠 =
2

𝑠3
 

𝑦 𝑠 =
2

𝑠3(3 − 5𝑒−𝑠 + 2𝑒−2𝑠)
 

𝑦 𝑠 =
2

𝑠3 1 − 𝑒−𝑠 (3 − 2𝑒−𝑠)
 

2 =
𝐴

1 − 𝑒−𝑠
+

𝐵

3 − 2𝑒−𝑠
 

𝐴 3 − 2𝑒−𝑠 + 𝐵 1 − 𝑒−𝑠 = 2 

3𝐴 + 𝐵 = 2      ,       − 2𝐴 − 𝐵 = 0        
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𝐴 = 2    ,    𝐵 = −4 

𝑦 𝑠 =
1

𝑠3
 

2

1 − 𝑒−𝑠
−

4

3 − 2𝑒−𝑠
  

𝑦 𝑠 =
1

𝑠3
  2   𝑒−𝑠 𝑛

∞

𝑛=0

−
4

3  1 −
2

3
𝑒−𝑠 

  

𝑦 𝑠 =
1

𝑠3
 2   𝑒−𝑠 𝑛

∞

𝑛=0

−
4

3
  

2

3
𝑒−𝑠 

𝑛∞

𝑛=0

  

𝑦 𝑠 =   2 −
2𝑛+2

3𝑛+1
 

𝑒−𝑛𝑠

𝑠3

∞

𝑛=0

 

𝑌(𝑡) =   2 −
2𝑛+2

3𝑛+1
 

(𝑡 − 𝑛)2

2

 𝑡 

𝑛=0

 

𝑌 𝑡 =   1 −  
2

3
 

𝑛+1

  𝑡 − 𝑛 2

 𝑡 

𝑛=0

 

 

3.8. ĠNTEGRO FARK DENKLEMLERĠ 

 

Ġçinde türevinde olduğu fark denklemlere denir. 

𝑌′ 𝑡 = 𝑌 𝑡 − 1 + 2𝑡 Ģeklindeki denklemler bir diferensiyel fark denklemidir. 

 

Bilinmeyen 𝑌(𝑡)fonksiyonunun integral iĢareti altında da ortaya çıktığı diferensiyel 

fark denklemler de vardır. Bu tür denklemlere integro fark denklemi de denir. 

 

Örnek:   𝑡 < 0  için 𝑌 𝑡 = 0 ise  

 

𝑌′ (𝑡) + 𝑌 𝑡 − 1 = 𝑡2 

 

denklemini çözünüz. 

Her iki yanın Laplace dönüĢümünü alınız. 

 

ℒ 𝑌′ 𝑡  +  ℒ 𝑌 𝑡 − 1  =
2

𝑠3
 

ℒ 𝑌′ (𝑡) = 𝑠 ℒ 𝑌 𝑡  − 𝑌 0 = 𝑠𝑦 𝑠 − 0 = 𝑠𝑦 𝑠  
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olup 

 

𝑠𝑦 𝑠 + 𝑒−𝑠𝑦 𝑠 =
2

𝑠3
 

𝑦 𝑠 =
2

𝑠3(𝑠 + 𝑒−𝑠)
 

𝑦 𝑠 =
2

𝑠4(1 +
𝑒−𝑠

𝑠
)
 

𝑦 𝑠 =
2

𝑠4
 1 −

𝑒−𝑠

𝑠
+

𝑒−2𝑠

𝑠2
−

𝑒−3𝑠

𝑠3
+ ⋯   

𝑦 𝑠 =
2

𝑠4
−

2𝑒−𝑠

𝑠5
+

2𝑒−2𝑠

𝑠6
−

2𝑒−3𝑠

𝑠7
+ ⋯ 

𝑦 𝑠 = 2  
𝑒−𝑛𝑠

𝑠𝑛+4

∞

𝑛=0

 

 

olur.  

 

ℒ−1  
𝑒−𝑛𝑠

𝑠𝑛+4
 =  

(𝑡 − 𝑛)𝑛+3

 𝑛 + 3 !
                                 𝑡 ≥ 𝑛

0                         𝑡 nin diğer değerleri

  

 

dir. Buradan da 

 

𝑌(𝑡) = 2  
(𝑡 − 𝑛)𝑛+3

(𝑛 + 3)!

 𝑡 

0

 

 

bulunur. 

 

Örnek:   𝐹(𝑡) =  
0,      𝑡 ≤ 0
2𝑡,     𝑡 > 0

  

𝑌′′  𝑡 − 𝑌 𝑡 − 1 = 𝐹 𝑡  

 

denklemini çözünüz. 
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Her iki yanın Laplace dönüĢümünü alınız. 

 

ℒ 𝑌′′  𝑡  −  ℒ 𝑌 𝑡 − 1  = ℒ 𝐹 𝑡   

ℒ 𝑌′′ (𝑡) = 𝑠 2ℒ 𝑌 𝑡  − 𝑠 𝑌 0 − 𝑌′ 0 = 𝑠2𝑦 𝑠 − 0 − 0 = 𝑠2𝑦 𝑠  

 𝑠2𝑦 𝑠 − 𝑒−𝑠𝑦 𝑠  =
2

𝑠2
 

𝑦 𝑠 =
2

𝑠2(𝑠2 − 𝑒−𝑠)
 

𝑦 𝑠 =
2

𝑠4  1 −
𝑒−𝑠

𝑠2
 
 

𝑦 𝑠 =
2

𝑠4
  

𝑒𝑠

𝑠2
 

𝑛∞

𝑛=0

= 2  
𝑒𝑛𝑠

𝑠2𝑛+4

∞

𝑛=0

 

𝑦 𝑡 = 2  
(𝑡 + 𝑛)2𝑛+3

 2𝑛 + 3 ! 

 𝑡 

𝑛=0

 

 

elde edilir. 

 

Örnek: 

 𝐺 𝑢  𝐺 𝑥 − 𝑢  𝑑𝑢
𝑥

0

= 8 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥  

 

denklemini gerçekleĢtiren 𝐺(𝑥) i bulunuz. 

 

𝑔 𝑠 2 =
8

𝑠2 + 1
− 8.  −1 1

𝑑

𝑑𝑠
 

𝑠

𝑠2 + 1
  

𝑔 𝑠 2 =
8

𝑠2 + 1
+ 8  

𝑠2 + 1 − 2𝑠. 𝑠

 𝑠2 + 1 2
  

𝑔 𝑠 2 =
8(𝑠2 + 1)

(𝑠2 + 1)2
+

8(1 − 𝑠2)

(𝑠2 + 1)2
 

𝑔 𝑠 2 =
16

(𝑠2 + 1)2
 

𝑔 𝑠 = ±
4

𝑠2 + 1
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𝐺 𝑥 = ±4𝑠𝑖𝑛𝑥
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BÖLÜM 4 

 

KOMPLEKS DĠFERENSĠYEL DENKLEMLERĠN LAPLACE DÖNÜġÜMÜ 

YARDIMIYLA ÇÖZÜMÜ 

 

4.1. KOMPLEKS KISMĠ TÜREVLER 

 

𝑤(𝑧, 𝑧 ) kompleks değiĢkenli bir fonksiyon olsun. 𝑤 𝑧, 𝑧   fonksiyonunun z ve 𝑧   

değiĢkenlerine göre kısmi türevleri 

 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
=

1

2
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
  

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
=

1

2
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
  

 

dir. 

 

𝑤 𝑧, 𝑧  = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦  

 

olmak üzere 

 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

𝜕𝑤

𝜕𝑦
=

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 

 

olduğundan 

 

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
=

1

2
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 +

𝑖

2
 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
  

𝜕𝑤

𝜕𝑧
=

1

2
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 +

𝑖

2
 
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
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𝑤 , 𝑧   fonksiyonunun 𝑧 ve 𝑧  değiĢkenlerine göre ikinci mertebeden türevleri 

aĢağıdaki gibidir. 

 

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
=

1

4
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 2𝑖

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
  

𝜕2𝑤

𝜕𝑧 2
=

1

4
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑖

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
  

𝜕2𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑧 
=

1

4
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
  

𝑤 𝑧, 𝑧  = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦  

 

olmak üzere 

 

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
=

1

4
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑖  

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
   

𝜕2𝑤

𝜕𝑧 2
=

1

4
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑖  

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
   

𝜕2𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑧 
=

1

4
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑖  

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+  

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
   

 

4.2. KOMPLEKS DĠFERENSĠYEL DENKLEMLERĠN LAPLACE 

DÖNÜġÜMÜ YARDIMIYLA ÇÖZÜMÜNE ÖRNEKLER 

 

Kompleks diferensiyel denklemde reel ve sanal kısımlarına ayrılarak iki değiĢkene 

sahip iki bilinmeyenli bir diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Daha sonra bu 

denklemlerin Laplace dönüĢümleri alınarak aranan fonksiyonun reel ve sanal 

kısımlarının Laplace dönüĢümleri bulunur. Ters Laplace dönüĢümü yardımıyla 

aranan fonksiyon elde edilir. 

 

Örnek 1:  

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
= 0 denkleminin 

 

𝑤 𝑥, 0 = 𝑥2çözümünü bulunuz. 
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𝜕𝑤

𝜕𝑧 
=

1

2
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 = 0 

1

2
  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 +  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑦
  = 0 

 

Reel ve sanal kısımlarını ayırıp eĢitliği kullanırsak; 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 

 

elde edilir. Yukarıdaki denklemlerin Laplace dönüĢümleri alınırsa, 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
−  𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 − 𝑣(𝑥, 0) = 0 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+  𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 − 𝑢 𝑥, 0  = 0 

 

ve 𝑤 𝑥, 0 = 𝑥2 olduğundan 𝑢 𝑥, 0 + 𝑖𝑣 𝑥, 0 = 𝑥2 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑥2 

𝑣 𝑥, 0 = 0 

 

olur. Bu denklemleri yukarıdaki denklemde yerlerine yazarsak 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 = 0 

𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 +
𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 𝑥2 

 

ifadeleri elde edilir. Cramer Metodunu uygulayıp 𝑈 𝑥, 𝑠  ve 𝑉 𝑥, 𝑠  bilinmeyenlerini 

buluruz. 

 

 
𝐷 −𝑠
𝑠 𝐷

 = 𝐷2 + 𝑠2 
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𝑈 𝑥, 𝑠 =
 

0 −𝑠
𝑥2 𝐷

 

𝐷2 + 𝑠2
=

𝑥2𝑠

𝐷2 + 𝑠2
 

=
1

𝑠2  1 +
𝐷2

𝑠2  
 𝑥2  

=
1

𝑠2
 1 −

𝐷2

𝑠2
+

𝐷4

𝑠4
− ⋯   𝑥2𝑠  

=
1

𝑠2
 𝑥2𝑠 −

2𝑠

𝑠2
+ 0 =

𝑥2

𝑠
−

2

𝑠3
 

 

𝑈 𝑥, 𝑠  nin ters Laplace alınarak 𝑢 𝑥, 𝑦  bulunur. 

 

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑈 𝑥, 𝑠   

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  
𝑥2

𝑠
−

2

𝑠3
  

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2      … (1) 

𝑉 𝑥, 𝑠 =
 
𝐷 0
𝑠 𝑥2 

𝐷2 + 𝑠2
=

2𝑥

𝐷2 + 𝑠2
 

=
1

𝑠2  1 +
𝐷2

𝑠2  
(2𝑥) 

=
1

𝑠2
 1 −

𝐷2

𝑠2
+

𝐷4

𝑠4
− ⋯   2𝑥  

=
1

𝑠2
 2𝑥 − 0 =

2𝑥

𝑠2
 

 

𝑉 𝑥, 𝑠  nin ters Laplace alınarak 𝑣 𝑥, 𝑦  bulunur. 

 

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑉 𝑥, 𝑠   

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  
2𝑥

𝑠2
  

𝑣 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦      … (2) 

 

(1) ve (2) den;  
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𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦  

= 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑖 2𝑥𝑦  

= (𝑥 + 𝑖𝑦)2 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑧2 

 

olur. 

 

Örnek 2: 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 3𝑧2denkleminin 

 

𝑤 𝑥, 0 = 𝑥3 + 𝑥 çözümünü bulunuz. 

 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
=

1

2
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 = 3𝑧2 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 6𝑧2 

 

Reel ve sanal kısımlarını ayırıp eĢitliği kullanırsa; 

 

  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 − 𝑖  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑦
  = 6𝑧2 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 6 𝑥2 − 𝑦2  

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 12𝑥𝑦 

 

elde edilir. Yukarıdaki denklemlerin Laplace dönüĢümleri alınırsa, 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+  𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 − 𝑣(𝑥, 0) =

6𝑥2

𝑠
−

12

𝑠3
 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
−  𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 − 𝑢(𝑥, 0) =

12𝑥

𝑠2
 

 

ve  𝑥, 0 = 𝑥3 + 𝑥 olduğundan 𝑢 𝑥, 0 + 𝑖𝑣 𝑥, 0 = 𝑥3 + 𝑥 
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𝑢 𝑥, 0 = 𝑥3 + 𝑥 

𝑣 𝑥, 0 = 0 

 

olur. Bu denklemleri yukarıdaki denklemde yerlerine yazarsak; 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+ 𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 =

6𝑥2

𝑠
−

12

𝑠3
 

−𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 +
𝜕𝑉

𝜕𝑥
=

12𝑥

𝑠2
− 𝑥3 − 𝑥 

 

elde edilir. Cramer Metodu uygulanarak çözüme ulaĢılır. 

 

 
𝐷 𝑠
−𝑠 𝐷

 = 𝐷2 + 𝑠2 

𝑈 𝑥, 𝑠 =

 

6𝑥2

𝑠
−

12

𝑠3 𝑠

12𝑥

𝑠2 − 𝑥3 − 𝑥 𝐷
 

𝐷2 + 𝑠2
=

12𝑥

𝑠
−

12𝑥

𝑠
+ 𝑥3𝑠 + 𝑥𝑠

𝐷2 + 𝑠2
=

𝑥3𝑠 + 𝑥𝑠

𝐷2 + 𝑠2
 

 

=
1

𝑠2  1 +
𝐷2

𝑠2  
 𝑥3𝑠 + 𝑥𝑠  

=
1

𝑠2
 1 −

𝐷2

𝑠2
+

𝐷4

𝑠4
− ⋯  (𝑥3𝑠 + 𝑥𝑠) 

=
1

𝑠2
 𝑥3𝑠 + 𝑥𝑠 −

6𝑥𝑠

𝑠2
 = −

6𝑥

𝑠3
+

𝑥3 + 𝑥

𝑠
 

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑈 𝑥, 𝑠   

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  −
6𝑥

𝑠3
+

𝑥3 + 𝑥

𝑠
  

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥 − 3𝑥𝑦2      … (1) 

𝑉 , 𝑠 =

 
𝐷

6𝑥2

𝑠
−

12

𝑠3

−𝑠
12𝑥

𝑠2 − 𝑥3 − 𝑥
 

𝐷2 + 𝑠2
=

12

𝑠2
− 3𝑥2 − 1 + 6𝑥2 −

12

𝑠2

𝐷2 + 𝑠2
=

3𝑥2 − 1

𝐷2 + 𝑠2
 

=
1

𝑠2  1 +
𝐷2

𝑠2  
 3𝑥2 − 1  
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=
1

𝑠2
 1 −

𝐷2

𝑠2
+

𝐷4

𝑠4
− ⋯   3𝑥2 − 1  

=
1

𝑠2
 3𝑥2 − 1 −

6

𝑠2
 = −

6

𝑠4
+

3𝑥2 − 1

𝑠2
 

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑉 𝑥, 𝑠   

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  −
6

𝑠4
+

3𝑥2 − 1

𝑠2
  

𝑣 𝑥, 𝑦 = −𝑦3 + 3𝑥2𝑦 − 𝑦     … (2) 

 

(1) ve (2) den; 

 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦  

= 𝑥3 + 𝑥 − 3𝑥𝑦2 + 𝑖 −𝑦3 + 3𝑥2𝑦 − 𝑦  

= 𝑥3 + 3𝑖𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2 − 𝑖𝑦3 + 𝑥 − 𝑖𝑦 

= (𝑥 + 𝑖𝑦)3 + 𝑥 − 𝑖𝑦 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑧3 + 𝑧  

 

olur. 

 

Örnek 3: 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ 2

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
= 3𝑧2 + 2 denklemini 

 

𝑤 𝑥, 0 = 𝑥3 + 𝑥 çözümünü bulunuz. 

 

𝜕

𝜕𝑧
+ 2

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
=

1

2
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 2𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 = 3𝑧2 + 2 

3
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 6𝑧2 + 4 

3  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 + 𝑖  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 = 6𝑧2 + 4 

3
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 6 𝑥2 − 𝑦2 + 4 

3
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 12𝑥𝑦 
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yukarıdaki denklemlerin Laplace dönüĢümleri alınırsa, 

 

3
𝜕𝑈

𝜕𝑥
−  𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 − 𝑣(𝑥, 0) =

6𝑥2 + 4

𝑠
−

12

𝑠3
 

3
𝜕𝑉

𝜕𝑥
+  𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 − 𝑢(𝑥, 0) =

12𝑥

𝑠2
 

 

ve 𝑤 𝑥, 0 = 𝑥3 + 𝑥 olduğundan 𝑢 𝑥, 0 + 𝑖𝑣 𝑥, 0 = 𝑥3 + 𝑥 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑥3 + 𝑥 

𝑣 𝑥, 0 = 0 

 

olur. 

 

3
𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 =

6𝑥2 + 4

𝑠
−

12

𝑠3
 

𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 + 3
𝜕𝑉

𝜕𝑥
=

12𝑥

𝑠2
+ 𝑥3 + 𝑥 

 

denklemlerine Cramer Metodu uygulanırsa; 

 

 
3𝐷 −𝑠
𝑠 3𝐷

 = 9𝐷2 + 𝑠2 

𝑈 𝑥,  =

 

6𝑥2+4

𝑠
−

12

𝑠3
−𝑠

12𝑥

𝑠2 + 𝑥3 + 𝑥 3𝐷
 

9𝐷2 + 𝑠2
=

3.
12𝑥

𝑠
+

12𝑥

𝑠
+ 𝑠 𝑥3 + 𝑥 

9𝐷2 + 𝑠2
 

=
1

𝑠2  1 +
9𝐷2

𝑠2  
 

48𝑥

𝑠
+ 𝑠 𝑥3 + 𝑥   

=
1

𝑠2
 1 −

9𝐷2

𝑠2
+

81𝐷4

𝑠4
− ⋯   

48𝑥

𝑠
+ 𝑠 𝑥3 + 𝑥   

=
1

𝑠2
 

48𝑥

𝑠
+ 𝑠 𝑥3 + 𝑥 −

54𝑥

𝑠
 = −

6𝑥

𝑠3
+

𝑥3 + 𝑥

𝑠
 

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑈 𝑥, 𝑠   

= ℒ−1  −
6𝑥

𝑠3
+

𝑥3 + 𝑥

𝑠
  

= 𝑥3 + 𝑥 − 3𝑥𝑦2        … (1) 
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𝑉 𝑥, 𝑠 =

 
3𝐷

6𝑥2+4

𝑠
−

12

𝑠3

𝑠
12𝑥

𝑠2 + 𝑥3 + 𝑥
 

9𝐷2 + 𝑠2
=

3.  
12

𝑠2 + 3𝑥2 + 1 − 6𝑥2 − 4 +
12

𝑠2

9𝐷2 + 𝑠2
 

=
1

𝑠2  1 +
9𝐷2

𝑠2  
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𝑠2
+ 9𝑥2 − 6𝑥2 − 1  

=
1

𝑠2
 1 −

9𝐷2

𝑠2
+

81𝐷4

𝑠4
− ⋯   3𝑥2 − 1 +

48

𝑠2
  

=
1

𝑠2
 3𝑥2 − 1 +

48

𝑠2
−

54

𝑠2
 = −

6

𝑠4
+

3𝑥2 − 1

𝑠2
 

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑉 𝑥, 𝑠   

= ℒ−1  −
6

𝑠4
+

3𝑥2 − 1

𝑠2
  

= −𝑦3 + 3𝑥2𝑦 − 𝑦         … (2) 

 

(1) ve (2) den; 

 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦  

= 𝑥3 + 𝑥 − 3𝑥𝑦2 + 𝑖 −𝑦3 + 3𝑥2𝑦 − 𝑦  

= 𝑥3 + 3𝑖𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2 − 𝑖𝑦3 + 𝑥 − 𝑖𝑦 

= (𝑥 + 𝑖𝑦)3 + 𝑥 − 𝑖𝑦 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑧3 + 𝑧  

 

olur. 

 

Örnek 4: 

2
𝜕𝑤

𝜕𝑧
−

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
= 4𝑧 + 1 denklemini 

 

𝑤 𝑥, 0 = 𝑥2 + 5𝑥 çözümünü bulunuz. 

. 

2
𝜕𝑤

𝜕𝑧
−

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
= 2

1

2
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 −

1

2
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 = 4𝑧 + 1 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 3𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 8𝑧 + 2 
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 3𝑖  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 = 8 𝑥 + 𝑖𝑦 + 2 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 3

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 8𝑥 + 2 

−3
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 8𝑦 

 

yukarıdaki denklemlerin Laplace dönüĢümleri alınırsa, 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+ 3 𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 − 𝑣(𝑥, 0) =

8𝑥 + 2

𝑠
 

−3 𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 − 𝑢(𝑥, 0) +
𝜕𝑉

𝜕𝑥
=

8

𝑠2
 

 

ve 𝑤 𝑥, 0 = 𝑥2 + 5𝑥 olduğundan 𝑢 𝑥, 0 + 𝑖𝑣 𝑥, 0 = 𝑥2 + 5𝑥 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑥2 + 5𝑥 

𝑣 𝑥, 0 = 0 

 

olur. 

 

𝜕

𝜕𝑥
+ 3𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 =

8𝑥 + 2

𝑠
 

−3𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 +
𝜕𝑉

𝜕𝑥
=

8

𝑠2
− 3𝑥2 − 15𝑥 

 

Cramer Metodu uygulanırsa; 

 

 
𝐷 3𝑠

−3𝑠 𝐷
 = 𝐷2 + 9𝑠2 

𝑈 𝑥, 𝑠 =

 

8𝑥+2

𝑠
3𝑠

8

𝑠2
− 3𝑥2 − 15𝑥 𝐷

 

𝐷2 + 9𝑠2
 

𝑈 𝑥, 𝑠 =
1

𝐷2 + 9𝑠2
 −

16

𝑠
+ 9𝑥2𝑠 + 45𝑥𝑠  
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𝑈 𝑥, 𝑠 =
1

9𝑠2  1 +
𝐷2

9𝑠2 
 −

16

𝑠
+ 9𝑥2𝑠 + 45𝑥𝑠  

𝑈 𝑥, 𝑠 =
1

9𝑠2
 1 −

𝐷2

9𝑠2
+

𝐷4

81𝑠4
− ⋯   −

16

𝑠
+ 9𝑥2𝑠 + 45𝑥𝑠  

𝑈 𝑥, 𝑠 =
1

9𝑠2
 −

16

𝑠
+ 9𝑥2𝑠 + 45𝑥𝑠 −

18𝑠

9𝑠2
  

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑈 𝑥, 𝑠   

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  −
16

9𝑠3
+

𝑥2 + 5𝑥

𝑠
−

2

9𝑠3
  

𝑢 𝑥, 𝑦 = −
8

9
𝑦2 + 𝑥2 + 5𝑥 −

1

9
𝑦2 

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 5𝑥 − 𝑦2      … (1) 

𝑉 𝑥, 𝑠 =

 
𝐷

8𝑥+2

𝑠

−3𝑠
8

𝑠2 − 3𝑥2 − 15𝑥
 

𝐷2 + 9𝑠2
 

𝑉 𝑥, 𝑠 =
1

𝐷2 + 9𝑠2
 18𝑥 − 9  

𝑉 , 𝑠 =
1

9𝑠2  1 +
𝐷2

9𝑠2 
 18𝑥 − 9  

𝑉 𝑥, 𝑠 =
1

9𝑠2
 1 −

𝐷2

9𝑠2
+

𝐷4

81𝑠4
− ⋯   18𝑥 − 9  

𝑉 𝑥, 𝑠 =
1

9𝑠2
 18𝑥 − 9  

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑉 𝑥, 𝑠   

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  
2𝑥 − 1

𝑠2
  

𝑣 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦 − 𝑦     … (2) 

 

(1) ve (2) den; 

 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦  

= 𝑥2 + 5𝑥 − 𝑦2 + 𝑖(2𝑥𝑦 − 𝑦) 

= 𝑥2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 𝑦2 + 3 𝑥 − 𝑖𝑦 + 2(𝑥 + 𝑖𝑦) 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑧2 + 3𝑧 + 2 olur. 
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Örnek 5:  

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
= 2𝑧 denklemini 

 

𝑤 𝑥, 0 = 𝑥2 + 3𝑥 − 1 çözümünü bulunuz. 

 

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
=

1

2
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 = 2𝑧  

1

2
  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 + 𝑖  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑦
  = 2𝑥 − 2𝑖𝑦 

𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 4𝑥 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −4𝑦 

 

yukarıdaki denklemlerin Laplace dönüĢümleri alınırsa, 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
−  𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 − 𝑣(𝑥, 0) =

4𝑥

𝑠
 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+  𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 − 𝑢 𝑥, 0  = −

4

𝑠2
 

 

ve 𝑤 𝑥, 0 = 𝑥2 + 3𝑥 − 1olduğundan 𝑢 𝑥, 0 + 𝑖𝑣 𝑥, 0 = 𝑥2 + 3𝑥 − 1 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑥2 + 3𝑥 − 1 

𝑣 𝑥, 0 = 0 

 

olur. 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 =

4𝑥

𝑠
 

𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 −  𝑥2 + 3𝑥 − 1 +
𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −

4

𝑠2
 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝑠𝑉 𝑥, 𝑠 =

4𝑥

𝑠
 

𝑠𝑈 𝑥, 𝑠 +
𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −

4

𝑠2
+ 𝑥2 + 3𝑥 − 1 
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Cramer Metodu uygulanırsa; 

 

 
𝐷 −𝑠
𝑠 𝐷

 = 𝐷2 + 𝑠2 

𝑈 𝑥, 𝑠 =

 

4𝑥

𝑠
−𝑠

−
4

𝑠2 + 𝑥2 + 3𝑥 − 1 𝐷
 

𝐷2 + 𝑠2
=

4

𝑠
−

4

𝑠
+ 𝑥2𝑠 + 3𝑥𝑠 − 𝑠

𝐷2 + 𝑠2
 

=
1

𝑠2  1 +
𝐷2

𝑠2
 
 𝑥2𝑠 + 3𝑥𝑠 − 𝑠  

=
1

𝑠2
 1 −

𝐷2

𝑠2
+

𝐷4

𝑠4
− ⋯   𝑥2𝑠 + 3𝑥𝑠 − 𝑠  

=
1

𝑠2
 𝑥2𝑠 + 3𝑥𝑠 − 𝑠 −

2

𝑠
 =

𝑥2

𝑠
+

3𝑥

𝑠
−

1

𝑠
−

2

𝑠3
 

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑈 𝑥, 𝑠   

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  
𝑥2

𝑠
+

3𝑥

𝑠
−

1

𝑠
−

2

𝑠3
  

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥 − 1 − 𝑦2      … (1) 

𝑉 𝑥, 𝑠 =

 
𝐷

4𝑥

𝑠

𝑠 −
4

𝑠2 + 𝑥2 + 3𝑥 − 1
 

𝐷2 + 𝑠2
=

2𝑥 + 3 − 4𝑥

𝐷2 + 𝑠2
=

3 − 2𝑥

𝐷2 + 𝑠2
 

=
1

𝑠2  1 +
𝐷2

𝑠2  
(3 − 2𝑥) 

=
1

𝑠2
 1 −

𝐷2

𝑠2
+

𝐷4

𝑠4
− ⋯   3 − 2𝑥  

=
1

𝑠2
 3 − 2𝑥 − 0 =

3

𝑠2
−

2𝑥

𝑠2
 

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑉 𝑥, 𝑠   

𝑣 𝑥, 𝑦 == ℒ−1  
3

𝑠2
−

2𝑥

𝑠2
  

𝑣 𝑥, 𝑦 = 3𝑦 − 2𝑥𝑦     …  2  

 

(1) ve (2) den ; 

 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦  
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= 𝑥2 + 3𝑥 − 1 − 𝑦2 + 𝑖 3𝑦 − 2𝑥𝑦  

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑧 2 + 3𝑧 − 1 

 

olur. 

 

Örnek 6:  

𝜕2𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑧 
= 2𝑧 denklemini 

 

𝑤 𝑥, 0 = 𝑥3 + 3𝑥  

𝑢𝑦 𝑥, 0 = 0 

𝑣𝑦 𝑥, 0 = 3 − 𝑥2 

çözümünü bulunuz. 

 

𝜕2𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑧 
=

1

4
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 = 2𝑧  

1

4
  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑖

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
 +  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑖

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
  = 2𝑥 − 2𝑖𝑦 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 8𝑥 

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= −8𝑦 

 

yukarıdaki denklemlerin Laplace dönüĢümleri alınırsa, 

 

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+  𝑠2𝑈 𝑥, 𝑠 − 𝑠𝑢 𝑥, 0 − 𝑢𝑦(𝑥, 0) =

8𝑥

𝑠
 

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+  𝑠2𝑉 𝑥, 𝑠 − 𝑠𝑣 𝑥, 0 − 𝑣𝑦 𝑥, 0  = −

8

𝑠2
 

 

ve 𝑤 𝑥, 0 = 𝑥3 + 3𝑥 olduğundan 𝑢 𝑥, 0 + 𝑖𝑣 𝑥, 0 = 𝑥3 + 3𝑥 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑥3 + 3𝑥 

𝑣 𝑥, 0 = 0 

olur. 
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𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+  𝑠2𝑈 𝑥, 𝑠 − 𝑠 𝑥3 + 3𝑥  =

8𝑥

𝑠
 

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+  𝑠2𝑉 𝑥, 𝑠 + 𝑥2 − 3 = −

8

𝑠2
 

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+ 𝑠2𝑈 𝑥, 𝑠 =

8𝑥

𝑠
+ 𝑠 𝑥3 + 3𝑥  

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+ 𝑠2𝑉 𝑥, 𝑠 = −

8

𝑠2
− 𝑥2 + 3 

 𝐷2 + 𝑠2 𝑈 𝑥, 𝑠 =
8𝑥

𝑠
+ 𝑠 𝑥3 + 3𝑥  

 𝐷2 + 𝑠2 𝑉 𝑥, 𝑠 = −
8

𝑠2
− 𝑥2 + 3 

𝑈 𝑥, 𝑠 =
1

𝑠2  1 +
𝐷2

𝑠2  
 

8𝑥

𝑠
+ 𝑠 𝑥3 + 3𝑥   

𝑈 𝑥, 𝑠 =
1

𝑠2
 1 −

𝐷2

𝑠2
+

𝐷4

𝑠4
− ⋯   

8𝑥

𝑠
+ 𝑠 𝑥3 + 3𝑥   

𝑈 𝑥, 𝑠 =
1

𝑠2
 

8𝑥

𝑠
+ 𝑥3𝑠 + 3𝑥𝑠 −

6𝑥𝑠

𝑠2
 =

8𝑥

𝑠3
+

𝑥3

𝑠
+

3𝑥

𝑠
−

6𝑥

𝑠3
 

𝑈 𝑥, 𝑠 =
2𝑥

𝑠3
+

𝑥3 + 3𝑥

𝑠
 

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑈 𝑥, 𝑠   

𝑢 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  
2𝑥

𝑠3
+

𝑥3 + 3𝑥

𝑠
  

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥 + 𝑥𝑦2      … (1) 

𝑉 𝑥, 𝑠 =
1

𝑠2  1 +
𝐷2

𝑠2  
 −

8

𝑠2
− 𝑥2 + 3  

𝑉 𝑥, 𝑠 =
1

𝑠2
 1 −

𝐷2

𝑠2
+

𝐷4

𝑠4
− ⋯   −

8

𝑠2
− 𝑥2 + 3   

𝑉 𝑥, 𝑠 =
1

𝑠2
 −

8

𝑠2
− 𝑥2 + 3 −

−2

𝑠2
 = −

8

𝑠4
−

𝑥2

𝑠2
+

3

𝑠2
+

2

𝑠4
 

𝑉 , 𝑠 = −
6

𝑠4
+

3 − 𝑥2

𝑠2
 

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1 𝑉 𝑥, 𝑠   

𝑣 𝑥, 𝑦 = ℒ−1  −
6

𝑠4
+

3 − 𝑥2

𝑠2
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𝑣 𝑥, 𝑦 = 3𝑦 − 𝑥2𝑦 − 𝑦3      … (2) 

 

(1) ve (2) den; 

 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦  

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥 + 𝑥𝑦2 + 𝑖 3𝑦 − 𝑥2𝑦 − 𝑦3  

𝑤 𝑥, 𝑦 =  𝑥 + 𝑖𝑦  𝑥2 − 2𝑖𝑥𝑦 − 𝑦2 + 3(𝑥 + 𝑖𝑦) 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝑧. 𝑧 2 + 3𝑧 

 

olur. 
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BÖLÜM 5 

 

LAPLACE AYRIġIM METODU 

 

𝐹(𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑔 𝑥, 𝑡 …                                                                                                        5.1  

 

denklemini göz önüne alalım. Burada 𝐹lineer veya lineer olmayan adi veya kısmi 

diferansiyel operatörüdür. 𝐹 deki lineer terimleri 𝐿 + 𝑅 ile lineer olmayan terimleri 

ise 𝑁 ile gösterelim. 𝐿en yüksek mertebeden lineer operatör, 𝑅  geri kalan lineer 

operatördür.  

Böylece (5.1)  denklemi  

 

𝐿𝑦 + 𝑅𝑦 + 𝑁𝑦 = 𝑔 𝑥, 𝑡  5.2  

 

olarak yazılabilir.  (5.2) denklemine Laplace dönüĢümünü uygularsak; 

 

ℒ 𝐿𝑦 + 𝑅𝑦 + 𝑁𝑦 = ℒ 𝑔 𝑥, 𝑡   

 

olur. Türevin Laplace dönüĢümü özelliğinden; 

 

𝑠𝑛ℒ 𝑦 −  𝑠𝑘−1𝑦𝑛−𝑘 𝑥, 0 + ℒ 𝑅 𝑦  + ℒ 𝑁 𝑦  = ℒ 𝑔 𝑥, 𝑡                         (5.3)

𝑛

𝑘=1

 

 

elde edilir. 
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ℒ 𝑦 =
1

𝑠𝑛
 𝑠𝑘−1𝑦𝑛−𝑘 𝑥, 0 −

1

𝑠𝑛
ℒ 𝑅 𝑦  −

1

𝑠𝑛
ℒ 𝑁 𝑦  

𝑛

𝑘=1

+
1

𝑠𝑛
ℒ 𝑔 𝑥, 𝑡                                                                                          (5.4) 

 

olur.Laplace dönüĢümü 𝑦 çözümünü 𝑦 =  𝑦𝑛
∞
𝑛=0  biçiminde sonsuz bir seri olarak 

kabul eder. 𝑁𝑦 ise 𝐴𝑛adomian polinomları olmak üzere 

 

𝑁𝑦 =  𝐴𝑛

∞

𝑛=0

…                                                                                                                    (5.5) 

 

biçiminde yazılır. 

 

𝐴𝑛 =
1

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
  𝑁   𝜆𝑖𝑦𝑖

∞

𝑖=0

     𝜆 = 0 ,   𝑛 = 0,1,2 …      

 

olduğundan 

 

ℒ   𝑦𝑛(𝑡)

∞

𝑛=0

 =
1

𝑠𝑛
 𝑠𝑘−1𝑦𝑛−𝑘 𝑥, 0 −

1

𝑠𝑛
ℒ 𝑅 𝑦  −

1

𝑠𝑛
ℒ 𝑁 𝑦  +

1

𝑠𝑛
ℒ 𝑔 𝑥, 𝑡  

𝑛

𝑘=1

 

ℒ 𝑦0(𝑡) =
1

𝑠𝑛
 𝑠𝑘−1𝑦𝑛−𝑘 𝑥, 0 +

1

𝑠𝑛
ℒ 𝑔 𝑥, 𝑡  

𝑛

𝑘=1

 

ℒ 𝑦1 𝑡  = −
1

𝑠𝑛
ℒ 𝑅 𝑦0  −

1

𝑠𝑛
ℒ 𝐴0𝑦  

ℒ 𝑦2 𝑡  = −
1

𝑠𝑛
ℒ 𝑅 𝑦1  −

1

𝑠𝑛
ℒ 𝐴1𝑦  

ℒ 𝑦𝑛+1 𝑡  = −
1

𝑠𝑛
ℒ 𝑅 𝑦𝑛  −

1

𝑠𝑛
ℒ 𝐴𝑛𝑦  

elde edilir. 

 

𝑦0 𝑥, 𝑡 = 𝐺 𝑥, 𝑡  

𝑦𝑛+1 𝑥, 𝑡 = −ℒ−1  
1

𝑠𝑛
 ℒ 𝐴𝑛 +  ℒ 𝑅 𝑦𝑛    , 𝑛 ≥ 0   

olur. 
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5.1. LAPLACE AYRIġIM METODUNUN DAFFĠNG DENKLEMĠNE 

UYGULAMASI: 

 

Bu bölümde Elçin Yusufoğlu’nun bir makalesindeki aĢağıdaki lineer olmayan 

baĢlangıç değer probleminin çözümünü bulmak için Laplace ayrıĢım metodunu 

uygulayalım. 

 

𝑦′′ + 𝑝𝑦′ + 𝑝1𝑦 + 𝑝2𝑦
3 = 𝑓 𝑥  

𝑌 0 = 𝛼 ,     𝑌′ 0 = 𝛽 

 

𝑝, 𝑝1,𝑝2, 𝛼, 𝛽 reel sayılar olmak üzere 

her iki tarafın Laplace dönüĢümünü uygularsak; 

 

ℒ{𝑦′′ } + ℒ{𝑝𝑦′} + ℒ{𝑝1𝑦} + ℒ{𝑝2𝑦
3} = ℒ 𝑓 𝑥   

ℒ{𝑦′′ } + 𝑝ℒ{𝑦′} + 𝑝1ℒ{𝑦} + 𝑝2ℒ{𝑦3} = ℒ 𝑓 𝑥   

 

Laplace dönüĢümünü alırsak; 

 

𝑠2ℒ 𝑦 − 𝑠𝑌 0 − 𝑌′ 0 + 𝑝 𝑠ℒ 𝑦 − 𝑌 0  + 𝑝1ℒ 𝑦 + 𝑝2ℒ 𝑦3 = ℒ 𝑓 𝑥   

𝑠2ℒ 𝑦 − 𝑠𝛼 − 𝛽 + 𝑝 𝑠ℒ 𝑦 − 𝛼 + 𝑝1ℒ 𝑦 + 𝑝2ℒ 𝑦3 = ℒ 𝑓 𝑥   

 𝑠2 + 𝑝𝑠 ℒ 𝑦 = 𝛼𝑠 + 𝛽 + 𝛼𝑝 − 𝑝1ℒ 𝑦 − 𝑝2ℒ 𝑦3 + ℒ 𝑓 𝑥   

ℒ 𝑦 =
𝛼𝑠 + 𝛽 + 𝛼𝑝

𝑠2 + 𝑝𝑠
−

𝑝1

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝑦 −

𝑝2

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝑦3 +

1

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝑓 𝑥   

𝑦 =  𝑦𝑛

∞

𝑛=0

 

𝑕 𝑦 = 𝑦3 =  𝐴𝑛

∞

𝑛=0

 

𝐴𝑛 =
1

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
𝑕   𝜆𝑖𝑦𝑖

∞

𝑖=0

  

𝐴0 = 𝑦0
3 

𝐴1 =
1

1!

𝑑

𝑑𝜆
𝑕 𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + ⋯   𝜆 = 0  
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𝐴1 =
1

1!
  𝑦1 + 2𝜆𝑦2 + 3𝜆2𝑦3 + ⋯  . 𝑕′ 𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + ⋯    𝜆 = 0  

𝐴1 = 𝑦1𝑕
′ (𝑦0)  

𝐴2 =
1

2!

𝑑2

𝑑𝜆2
𝑕 𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + ⋯   𝜆 = 0  

𝐴2 =
1

2!

𝑑

𝑑𝜆
  𝑦1 + 2𝜆𝑦2 + 3𝜆2𝑦3 + ⋯  . 𝑕′ 𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + ⋯    𝜆 = 0  

𝐴2 =
1

2!
 (2𝑦2𝑕

′ 𝑦0 + 𝑦1
2𝑕′′ (𝑦0) 

𝐴2 = 𝑦2𝑕
′ 𝑦0 +

𝑦1
2

2
𝑕′′ (𝑦0) 

𝐴3 =
1

3!

𝑑3

𝑑𝜆3
𝑕 𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + ⋯   𝜆 = 0  

𝐴3 =
1

3!

𝑑2

𝑑𝜆2
  𝑦1 + 2𝜆𝑦2 + 3𝜆2𝑦3 + ⋯  𝑕′ 𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + ⋯    𝜆 = 0  

𝐴3 =
1

3!

𝑑

𝑑𝜆
[ 2𝑦2 + 6𝜆𝑦3 + ⋯  𝑕′ 𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + ⋯   

+ 𝑦1 + 2𝜆𝑦2 + 3𝜆2𝑦3 + ⋯  2𝑕′′  𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + ⋯  ]  

𝐴3 =
1

3!
 6𝑦3 𝑕′ 𝑦0 + 𝜆𝑦1 + 2𝑦2. 𝑦1. 𝑕′′  𝑦0 + 2𝑦12𝑦2𝑕

′′  𝑦0 + 𝑕′′′  0 𝑦1. 𝑦1
2  

𝐴3 =
1

6
 6𝑦3 𝑕′ 𝑦0 + 6𝑦1. 𝑦2. 𝑕′′  𝑦0 + 𝑦1

3𝑕′′′  𝑦0   

𝐴3 =
1

6
 6𝑦3 𝑕′ 𝑦0 + 6𝑦1. 𝑦2. 𝑕′′  𝑦0 + 𝑦1

3𝑕′′′  𝑦0   

𝐴3 = 𝑦3 𝑕′ 𝑦0 + 𝑦1. 𝑦2 . 𝑕′′  𝑦0 +
𝑦1

3

6
𝑕′′′  𝑦0  

𝐴0 = 𝑦0
3 = 𝑕 𝑦0  

𝐴1 = 3𝑦0
2𝑦1 

𝐴2 = 𝑦2. 3. 𝑦0
2 +

𝑦1
2

2
6𝑦0 = 3𝑦2. 𝑦0

2 + 3𝑦0. 𝑦1
2 

𝐴3 = 𝑦3. 3. 𝑦0
2 + 𝑦1. 𝑦2. 6. 𝑦0 + 𝑦1

3 

ℒ   𝑦𝑛

∞

𝑛=0

 =
𝛼𝑠 + 𝛽 + 𝛼𝑝

𝑠2 + 𝑝𝑠
−

𝑝1

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ   𝑦𝑛

∞

𝑛=0

  

−
𝑝2

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ   𝐴𝑛

∞

𝑛=0

 +
1

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝑓 𝑥   

ℒ  𝑦0 =
𝛼𝑠 + 𝛽 + 𝛼𝑝

𝑠2 + 𝑝𝑠
+

1

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝑓 𝑥   
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ℒ  𝑦1 = −
𝑝1

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝑦0 −

𝑝2

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝐴0  

ℒ  𝑦2 = −
𝑝1

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝑦1 −

𝑝2

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝐴1  

ℒ  𝑦𝑛+1 = −
𝑝1

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝑦𝑛 −

𝑝2

𝑠2 + 𝑝𝑠
ℒ 𝐴𝑛  

 

𝑓 𝑥 in Taylor seri açılımından   𝑥0 = 0 

 

𝑓  𝑥 =  𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝐾

𝑖=0

𝑎𝑖 =
𝑓 𝑖 (0)

𝑖!
         𝑖 = 0,1,2 …𝐾 

ℒ  𝑦0 =
𝛼𝑠 + 𝛽 + 𝛼𝑝

𝑠2 + 𝑝𝑠
+

1

𝑠2 + 𝑝𝑠
 

𝑎𝑖  𝑖!

𝑠𝑖+2

𝐾

𝑖=0

 

 

bulunur. Yukarıda tanımlandığı gibi Laplace ayrıĢım metodu kullanılarak 𝑦0, 𝑦1,

𝑦2,... değerleri elde edilir  [5]. 

 

Örnek:  𝑦′′ + 3𝑦 − 2𝑦3 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛2𝑥 diferensiyel denkleminin 

 

         𝑦 0 = 0, 𝑦′ 0 = 1 

 

koĢullarını sağlayan çözümünü bulunuz. 

 

𝑓 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛3𝑥  dir. 

𝑓  𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯−  𝑥3 − 3𝑥2

𝑥3

3!
+ 3𝑥 

𝑥6

 3! 2
−

𝑥9

 3! 3
…  

𝑓  𝑥 = 2  𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− 𝑥3 +

𝑥5

2
−

𝑥7

2.6
+

𝑥9

6363
…  

𝑓  𝑥 = 2  𝑥 −
7

3!
𝑥3 +

61

5!
𝑥5 −

547

7!
𝑥7  

𝑓  𝑥 = 2𝑥 −
7

3
𝑥3 +

61

60
𝑥5 −

547

2520
𝑥7 

 

  𝑦′′ + 3𝑦 − 2𝑦3 = 𝑓  𝑥  
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  𝑦′′ + 3𝑦 − 2𝑦3 = 2𝑥 −
7

3
𝑥3 +

61

60
𝑥5 −

547

2520
𝑥7 

𝑝 = 0 , 𝑝1 = 3 , 𝑝2 = −2 , 𝛼 = 0 , 𝛽 = 1 

ℒ  𝑦0 =
1

𝑠2
+

1

𝑠2
ℒ 𝑓  𝑥   

ℒ  𝑦0 =
1

𝑠2
+

1

𝑠2
 

2

𝑠2
−

7

3

3!

𝑠4
+

61

60

5!

𝑠6
−

547

2520

7!

𝑠8
…  

ℒ  𝑦0 =
1

𝑠2
+

2

𝑠4
−

7

3

3!

𝑠6
+

61

60

5!

𝑠8
−

547

2520

7!

𝑠10
… 

𝑦0 = 𝑥 +
2

3!
𝑥3 −

7

3

3!

5!
𝑥5 +

61

60

5!

7!
𝑥7 −

547

2520

7!

9!
𝑥9 … 

𝑦0 = 𝑥 +
1

3
𝑥3 −

7

60
𝑥5 +

61

2520
𝑥7 −

547

181440
𝑥9 … 

ℒ  𝑦1 = −
3

𝑠2
ℒ 𝑦0 +

2

𝑠2
ℒ 𝐴0  

𝐴0 = 𝑦0
3 

ℒ  𝑦1 = −
3

𝑠2
 

1

𝑠2
+

2

𝑠4
−

7

3

3!

𝑠6
+

61

60

5!

𝑠8
…  +

2

𝑠2
 ℒ  (𝑥 +

1

3
𝑥3 −

7

60
𝑥5 … )3  

ℒ  𝑦1 =
−3

𝑠4
−

6

𝑠6
+

7.3!

𝑠8
−

61.5!

20. 𝑠10
+

2.3!

𝑠6
+

2.5!

𝑠8
+

2.7!

3. 𝑠10
… 

ℒ  𝑦1 =
−3

𝑠4
+

3!

𝑠6
+

282

𝑠8
−

534

𝑠10
… 

𝑦1 =
−3

3!
𝑥3 +

3!

5!
𝑥5 +

282

7!
𝑥7 −

534

9!
𝑥9 … 

𝑦1 =
−1

2
𝑥3 +

1

20
𝑥5 +

47

840
𝑥7 −

89

60480
𝑥9 + ⋯ 

ℒ  𝑦2 = −
3

𝑠2
ℒ 𝑦1 −

−2

𝑠2
ℒ 𝐴1  

ℒ  𝑦2 =
9

𝑠6
−

378

𝑠8
−

9414

𝑠10
+ ⋯ 

𝑦2 =
3

40
𝑥5 −

3

40
𝑥7 −

523

20160
𝑥9 + ⋯ 

𝑦3 =
−3

560
𝑥7 +

29

960
𝑥9 + ⋯ 

𝑦4 =
1

4480
𝑥9 + ⋯ 

𝑄𝑛
  𝑥 =  𝑦𝑚

𝑛

𝑚=0
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𝑄5
  𝑥 = 𝑥 −

𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+

𝑥9

9!
 

ℒ  𝑄5
  𝑥  =

1

𝑠2
−

1

𝑠4
+

1

𝑠6
−

1

𝑠8
+

1

𝑠10
 

 

Üstteki ifade de 𝑠 =
1

𝑡
 yazılırsa ℒ  𝑄5

  𝑥  = 𝑡2 − 𝑡4 + 𝑡6 − 𝑡8 + 𝑡10olur. Bu son 

eĢitlikte 𝐿 ≥ 2, 𝑀 ≥ 2  ve 𝐿 + 𝑀 ≤ 10  ile  
𝐿

𝑀
  pade yaklaĢımının tamamı  

𝐿

𝑀
 =

𝑡2

1+𝑡2
 

sonucunu verir. 

 

Eğer 𝑡 =
1

𝑠
  yazarsak  

𝐿

𝑀
 =

1

1+𝑠2
 elde edilir. Buradan ters Laplace dönüĢümü alınarak 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 çözümü elde edilir. 
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BÖLÜM 6 

 

SONUÇLAR 

 

Bu çalıĢmada, Laplace dönüĢümünün mevcut olması için gerekli durumlar ile 

Laplace dönüĢümünün özellikleri verilmiĢtir. Laplace dönüĢümünün ve ters Laplace 

dönüĢümünün özellikleri ile adi ve kısmi türevli diferensiyel denklemlere 

uygulamalarını ve bazı kompleks diferensiyel denklemlere uygulamaları verilmiĢtir. 

Kompleks diferensiyel denklemler reel ve sanal kısımlarına ayrıldıktan sonra Laplace 

dönüĢümleri alınmıĢtır. Laplace dönüĢümü alınmıĢ olan Kompleks diferensiyel 

denklemlerin ters Laplace dönüĢümleri alınarak istenen fonksiyon elde edilmiĢtir. 

 

Son olarak da Laplace dönüĢümünün ayrıĢım metodu kullanılarak adi veya kısmi 

diferensiyel denklemlerin lineer veya lineer olmayan kısımlarının ayrı ayrı Laplace 

dönüĢümünün nasıl alınacağı hakkında bilgi verilip Daffing denklemi üzerinde Elçin 

Yusufoğlu'nun makalesi ile istenen fonksiyona ulaĢılmıĢtır. 
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