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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

FOURIER DÖNÜŞÜMLERİ YARDIMI İLE 

DİFERANSİYEL DENKLEM ÇÖZÜMLERİ 

 

Ercan KÖMEÇ 

 

Karabük Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Tez Danışmanı:  

Yrd. Doç. Dr. Murat DÜZ 

Ocak 2015, 117 sayfa 

 

Bu çalışmada, Dirichlet koşulları altında periyodik fonksiyonların Fourier Serileri 

tanımlanmıştır. Fourier Serilerinden, Fourier İntegraline ve Fourier Dönüşümüne 

geçişler yapılmıştır. Dirichlet Koşullarını sağlayan fonksiyonların yanı sıra 

sağlamayan fonksiyonların da Fourier Dönüşümlerinin olduğu gösterilmiştir. 

 

Fourier Dönüşümleri yardımıyla sabit katsayılı diferansiyel denklemlerin özel 

çözümleri bulunmuştur. Diferansiyel denklemin ikinci kısmı, Dirichlet koşullarını 

sağlayan ya da sağlamayan fonksiyonlar olması durumlarını inceledik. Her iki 

durumda da çözümün bulunabileceğini gösterdik. 

 

Bu çalışmada, sabit katsayılı homojen diferansiyel denklemler ile de ilgilendik. 

Diferansiyel denklemin ikinci kısmındaki sıfır yerine Dirac Delta fonksiyonunu 
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kullandık. Böylece diferansiyel denklemin özel bir çözümünün bulunabileceğini 

gördük.  

 

Ayrıca kısmî türevli diferansiyel denklemlerin çözümleri, Fourier dönüşümü 

kullanılarak yapılmıştır. 

 

Anahtar Sözcükler : Fourier Serisi, Fourier Dönüşümü, Diferansiyel denklemler. 

Bilim Kodu   : 204.1.138 
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ABSTRACT 

 

M. Sc. Thesis 

 

SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 

BY USING THE FOURIER TRANSFORMS 

 

Ercan KÖMEÇ 

 

Karabük University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Thesis Advisor: 

Asst. Prof. Dr. Murat DÜZ 

January 2015, 117 pages 

 

In this thesis study, the Fourier series of periodical functions that provide Dirichlet 

Conditions are defined. Transfers are made from the Fourier series to the Fourier 

Integral and the Fourier Transform. It is shown that the functions that provide the 

Dirichlet Conditions as well as the ones that do not provide them have the Fourier 

Transforms. 

 

Using the Fourier Transforms, a special solution of constant coefficient differential 

equations solutions are given. We have studied the second part of the differential 

equations, the instances where are functions that provide and do not provide the 

Dirichlet Conditions. We have shown that a solution can be found in both cases.  

 

In this study, we investigated solutions of homogeneous differential equations with 

constant coefficients. We used Dirac Delta function in place of zero in the second 
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part of these equations. Thus we have seen that a special solution can be found in this 

way.  

 

Also, the solutions of partial derivative differential equations have been found by 

using the Fourier Transforms.  

 

Key Words : Fourier Series, Fourier Transforms, Differential equations. 

Science Code : 204.1.138
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

SİMGELER 

 

ܽ : Fourier Serisi Katsayısı 

ܽ : Fourier Serisi Katsayısı 

ܾ : Fourier Serisi Katsayısı 

ܿ : Kompleks Fourier Serisinin Katsayısı 

erf : Hata fonksiyonu 

H : Birim Basamak (Heaviside) Fonksiyonu 

T : Periyot 

ℱ : Fourier Dönüşümü 

ℱିଵ : Ters Fourier Dönüşümü 

 İmpuls (Dirac Delta) fonksiyonu : ߜ

 

KISALTMALAR  

 

SGN : İşaret (Signum) Fonksiyonu 

PDEs : Partial Differential Equations (Kısmî Türevli Diferansiyel Denklemler) 
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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

Jean-Baptiste Joseph Fourier'in bilim dünyasına sunduğu hediyelerden biri olan 

Fourier dönüşümleri; matematik, fizik ve mühendisliğin birçok alanında kullanılan 

bir integral dönüşümüdür. Örneğin genelleştirilmiş integraller, integral denklemler, 

adi diferansiyel denklemler, kısmî diferansiyel denklemler Fourier dönüşümleri 

yardımıyla çözülebilir.   

 

Kullanım alanına başka bir örnek vermek gerekirse; her insanın sesi sinüs ve 

kosinüslerin toplamı olarak ifade edilebilir. Her sesin frekans tayfı farklı olduğundan 

sinüs ve kosinüslerin toplamının her birinin frekansı farklı olacaktır. Böylece bir ses 

kaydının kime ait olduğunu Fourier dönüşümlerinin yardımıyla bulabiliriz. Gerçekte 

bu işlemi kulağımız bizim yerimize otomatik olarak yapmaktadır. 

 

Bu çalışmada; Fourier serileri kullanılarak sonsuz toplamların, Fourier integrali 

yardımıyla genelleştirilmiş integrallerin hesaplanabileceği gösterilmiştir. Bunların 

yanı sıra Fourier dönüşümlerinin diferansiyel denklemlerin çözümünde 

kullanılabilecek güçlü bir araç olduğu gösterilmiştir. 

 

Bu tez çalışmasının birinci bölümü “Giriş” olup burada çalışmanın kısa özeti 

verilmiştir 

 

İkinci bölümde Fourier Serileri için gerekli ön bilgiler ve bazı integral sonuçları 

verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde Fourier serileri ile seri açılımı için gerekli koşullar verilmiştir. Bazı 

fonksiyonların Fourier serileri bulunmuş, bu seri açılımları yardımıyla bazı sonsuz 

toplamlar hesaplanmıştır. Ayrıca Fourier kosinüs ve sinüs serileri ile kompleks 
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Fourier serilerinin tanımları verilmiş, böylece dördüncü bölümü oluşturan Fourier 

integrali ve Fourier dönüşümü için ön hazırlık yapılmıştır. 

 

Dördüncü bölümde ise, Fourier integrali ve Fourier dönüşüm formülleri ortaya 

konulmuş, bazı genelleştirilmiş integrallerin sonuçları hesaplanmıştır. Bu bölümde 

Fourier Dönüşümünün özellikleri ile bazı fonksiyonların Fourier Dönüşümleri 

gösterilmiştir. 

 

Beşinci bölümde sabit katsayılı diferansiyel denklemlerin çözümüne dair örnekler 

yapılmıştır. Diferansiyel denklemin ikinci kısmındaki fonksiyonun türüne göre özel 

çözümlerin bulunması ile ilgili örnekler verilmiştir. 

 

Altıncı bölümde de kısmî türevli diferansiyel denklemlerin çözümü için açıklama ve 

örnekler yer almıştır. 

 

Yedinci ve son bölümde, yapılan çalışmalar sonucunda elde edilen sonuçlar 

sıralanmıştır. 
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BÖLÜM 2 

 

TEMEL BİLGİLER 

 

2.1. PERİYODİK FONKSİYONLAR 

 

f, reel sayılar kümesinin bir A altkümesinden reel sayılar kümesine tanımlı bir 

fonksiyon olsun. Her ݐ ∈ ݐ)݂ için ܣ	 + ܶ) =  koşulunu sağlayan sıfırdan farklı T (ݐ)݂

reel sayısı bulunabiliyorsa f fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir ve T reel 

sayısına da f fonksiyonunun periyodu denir. Pozitif en küçük T sayısına da esas 

periyot ya da temel periyot adı verilir. 

 

Örnek 2.1: ݇ = 0,±1, ±2, … için, 

 

ݐ)݊݅ݏ + (ߨ2݇ = sin ݐ 		 , ݐ)ݏܿ + (ߨ2݇ = cos ݐ
ݐ)݊ܽݐ + (ߨ݇ = tan ݐ 			 , ݐ)ݐܿ + (ߨ݇ = cot ݐ  

 

eşitlikleri her ݐ ∈  için sağlandığı için sinüs, kosinüs, tanjant ve kotanjant ܴܫ

fonksiyonları periyodik fonksiyonlardır. 2݇ߨ sayılarının pozitif en küçüğü olan 2ߨ 

sayısı sinüs ve kosinüs fonksiyonlarının esas periyodu olurken, ݇ߨ sayılarının pozitif 

en küçüğü olan ߨ sayısı tanjant ve kotanjant fonksiyonlarının esas periyodudur.  

 

Örnek 2.2: Her 	ݐ ∈ (ݐ)݂ için ܣ = ܿ seklinde tanımlanan f sabit fonksiyonu 

periyodiktir. Sıfırdan farklı her sabit reel sayı, periyottur. 

 

Teorem 2.1: f ile g aynı T periyoduna sahip iki periyodik fonksiyon olsun. Bu 

takdirde aşağıdakiler sağlanır: 

1. f+g fonksiyonu T periyotlu bir periyodik fonksiyondur. 

2. α≠0 sabiti için α.f fonksiyonu T periyotlu bir periyodik fonksiyondur; 

3. f.g fonksiyonu T periyotlu bir periyodik fonksiyondur. 
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2.2. TEK VE ÇİFT FONKSİYONLAR 

 

Başlangıç noktasına göre simetrik bir A aralığında tanımlanan f fonksiyonunu ele 

alalım. Eğer f fonksiyonu A aralığındaki her t elemanı için  

 

(ݐ−)݂ .1 =  oluyorsa ݂ fonksiyonuna çift fonksiyon denir. Çift fonksiyonların (ݐ)݂

grafikleri y-eksenine göre simetriktir. 

(ݐ−)݂ .2 =  oluyorsa ݂ fonksiyonuna tek fonksiyon denir. Tek fonksiyonların (ݐ)݂−

grafikleri orijine göre simetriktir. 

 

Örnek 2.3: [−݈, ݈] ⊂ (ݐ)݂ aralığında tanımlı ܴܫ = cos	(݊ݐ) fonksiyonları ile            

(ݐ)݃ =  .ଶ fonksiyonları çift fonksiyonlardırݐ

 

Örnek 2.4: [−݈, ݈] ⊂ (ݐ)݂ aralığında tanımlı ܴܫ = sin	(݊ݐ) fonksiyonları ile     

(ݐ)݃ =  .ଶିଵ fonksiyonları tek fonksiyonlardırݐ

 

Teorem 2.2: f ile g aynı aralıkta tanımlı fonksiyonlar olsun. Bu takdirde aşağıdakiler 

sağlanır: 

 

݂ tek fonksiyonlar ise ݃	݁ݒ	݂ .1 + ݃ fonksiyonu tek fonksiyondur. 

݂ çift fonksiyonlar ise ݃	݁ݒ	݂ .2 + ݃ fonksiyonu çift fonksiyondur. 

.݂ tek fonksiyonlar ise ݃	݁ݒ	݂ .3 ݃ fonksiyonu çift fonksiyondur. 

.݂ çift fonksiyonlar ise ݃	݁ݒ	݂ .4 ݃ fonksiyonu çift fonksiyondur. 

.݂ biri çift diğeri tek fonksiyonlar ise ݃	݁ݒ	݂ .5 ݃ fonksiyonu tek fonksiyondur. 

 

2.2.1. Tek ve Çift Fonksiyonların İntegrallerine Ait Bazı Özellikler 

 

1. ݂	tek	ise	 ∫ .(ݐ)݂ ݐ݀ = 0
ି  

2. ݂	çift	ise	 ∫ .(ݐ)݂ ݐ݀ = 2. ∫ .(ݐ)݂ ݐ݀



ି  
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2.3. BAZI YARDIMCI İNTEGRALLER VE SONUÇLARI 

 

Örnek 2.5: ∫ .ݐ݉݊݅ݏ .ݐ݊݊݅ݏ గݐ݀
ିగ  integralinin sonucunu inceleyelim. 

 fonksiyonları tek ve çarpımları ise çift fonksiyondur. Buna göre ݔ݊݊݅ݏ ve ݔ݉݊݅ݏ

integrali 

	

2.න .ݐ݉݊݅ݏ .ݐ݊݊݅ݏ ݐ݀
గ


 

 

biçiminde yazabiliriz. Ters dönüşüm formülü yardımıyla  

 

						= 2.
−1
2
න ݉)ݏܿ] + ݐ(݊ − ݉)ݏܿ − ݐ݀[ݐ(݊
గ


 

= −න ݉)ݏܿ] + ݐ(݊ − ݉)ݏܿ − ݐ݀[ݐ(݊
గ


 

 

elde edilir. Bu noktada iki durum ile karşı karşıya geliyoruz. 

 

1. m=n olursa 

 

= −න ݐ2݊ݏܿ] − ݐ݀[1
గ


 

= − 
ݐ2݊݊݅ݏ
2݊ − ൨ݐ



గ

 

=  ߨ

 

bulunur. 

 

2. m≠n olursa 

 

= − ቈ
݉)݊݅ݏ + ݐ(݊

݉ + ݊ −
݉)݊݅ݏ − ݐ(݊

݉ − ݊



గ

 

= 0 
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bulunur. Sonuçta; 

න .ݐ݉݊݅ݏ .ݐ݊݊݅ݏ ݐ݀
గ

ିగ
= ቄߨ, ݉ = ݁ݏ݅	݊

0, ݉ ≠ ݁ݏ݅	݊
� 

 

elde edilir. 

 

Örnek 2.6: ∫ .ݐ݉ݏܿ .ݐ݊ݏܿ గݐ݀
ିగ  integralinin sonucunu inceleyelim. 

	fonksiyonları ile çarpımları çift fonksiyondur. Buna göre integrali ݐ݊ݏܿ ve ݐ݉ݏܿ

	

2. න .ݐ݉ݏܿ .ݐ݊ݏܿ ݐ݀
గ


 

 

biçiminde yazabiliriz. Ters dönüşüm formülü yardımıyla  

 

= 2.
1
2
න ݉)ݏܿ] + ݐ(݊ + ݉)ݏܿ − ݐ݀[ݐ(݊
గ


 

= න ݉)ݏܿ] + ݐ(݊ + ݉)ݏܿ − ݐ݀[ݐ(݊
గ


 

 

elde edilir. Bu noktada iki durum ile karşı karşıya geliyoruz. 

 

1. m=n olursa 

 

= න ݐ2݊ݏܿ] + ݐ݀[1
గ


 

= 
ݐ2݊݊݅ݏ
2݊ + ൨ݐ



గ

 

=  ߨ

 

bulunur. 
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2. m≠n olursa 

 

= ቈ
݉)݊݅ݏ + ݐ(݊

݉ + ݊ +
݉)݊݅ݏ − ݐ(݊

݉ − ݊



గ

 

= 0 

bulunur. Sonuçta; 

 

න .ݐ݉ݏܿ .ݐ݊ݏܿ ݐ݀
గ

ିగ
= ቄߨ, ݉ = ݁ݏ݅	݊

0, ݉ ≠ ݁ݏ݅	݊
� 

 

elde edilir. 

 

Örnek 2.7: ∫ .ݐ݉݊݅ݏ .ݐ݊ݏܿ గݐ݀
ିగ  integralinin sonucunu inceleyelim. 

 .fonksiyonu çift ve çarpımları ise tek fonksiyondur ݐ݊ݏܿ ,fonksiyonu tek ݔ݉݊݅ݏ

Tek fonksiyonların simetrik aralıktaki integralinin “0” olduğunu bildiğimize göre 

her m, n için integralin sonucu “0”dır, deriz. 

 

Sonuçta; 

 

න .ݐ݉݊݅ݏ .ݐ݊ݏܿ ݐ݀ = 0	; 			ℎ݁ݎ	݉, ݊	݅ç݅݊	
గ

ିగ
 

 

elde edilir. 

 

2.4. PARÇALI SÜREKLİ FONKSİYONLAR 

 

Tanım 2.4.1. (Sürekli Fonksiyon): Bir f fonksiyonunun t0 noktasındaki sağdan ve 

soldan limitleri eşit ve bu değer fonksiyonun t0 noktasındaki değerine eşitse 

fonksiyon t0 noktasında süreklidir denir. Yani  f  fonksiyonu t0 noktasında sürekli ise  

(ାݐ)݂ = (ିݐ)݂ =  dır. Eğer fonksiyon tanım aralığının tüm noktalarında’(ݐ)݂

sürekli ise fonksiyona Sürekli Fonksiyon denir. 
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Tanım 2.4.2. (Düzgün Süreksizlik Noktası): Bir f fonksiyonunun t0 noktasındaki 

sağdan ve soldan limitleri sonlu değerler olmasına rağmen, birbirine eşit değil ise t0 

noktasına f fonksiyonunun Düzgün Süreksizlik Noktası denir. 

 

Tanım 2.4.3. (Parçalı Sürekli Fonksiyon): [a, b] aralığında sonlu sayıda düzgün 

süreksizlik noktası dışında sürekli olan fonksiyona [a, b] aralığında Parçalı Sürekli 

Fonksiyon denir. 

 

Örnek 2.8: ݂:	[−2, 4] → (ݐ)݂  , ܴܫ = |௧|
௧

 fonksiyonu parçalı sürekli bir fonksiyondur. 

 

Örnek 2.9: ݃:	[−2, 4] → (ݐ)݃  , ܴܫ = ଵ
௧
 fonksiyonu parçalı sürekli bir fonksiyon 

değildir. Çünkü ݃(0ା) ve ݃(0ି) limitleri sonlu değildir. 
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BÖLÜM 3 

 

FOURIER SERİSİ 

 

,ߨ−)  fonksiyonu bazı koşullar altında (ݐ)݂ aralığında tanımlı 2π periyotlu (ߨ

trigonometrik bir seri ile gösterilebilir.  

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos݊ݐ + ܾ . sin (3.1)																																																																					(ݐ݊

ஶ

ୀଵ

 

 

biçimindeki seriye FOURIER SERİSİ denir. ݂(ݐ) fonksiyonunun Fourier Serisine 

açılabilmesi için gereken koşullara Dirichlet Koşulları adı verilir. 

 

3.1. DIRICHLET KOŞULLARI 

 

,ߨ−) fonksiyonu (ݐ)݂ periyotlu ߨ2  .aralığında tanımlı olsun (ߨ

 

,ߨ−) , (ݐ)݂ .1  .aralığında sürekli ya da parçalı süreklidir (ߨ

,ߨ−) , (ݐ)݂ .2  .aralığında sonlu sayıda ekstremuma sahiptir (ߨ

,ߨ−) , (ݐ)݂ .3 ∫ aralığında mutlak integrallenebilir yani (ߨ ݐ݀|(ݐ)݂| < ∞గ
ିగ  olmalıdır. 

 

Dirichlet Koşullarını sağlayan ݂(ݐ) fonksiyonu her ݐ ∈ (−π, π)	 değeri için yakınsak 

olan ve toplamı; 

 

1. t bir süreklilik noktası ise ݂(ݐ)’ye, 

2. t bir düzgün süreksizlik noktası ise (௧
ష)ା൫௧శ൯
ଶ

 ’ye, 

3. Aralığın uç noktalarında ݂(−π) = ݂(π) = ൫ିశ൯ା(ష)
ଶ

 ‘ye  

 

eşit olan bir Fourier Serisine açılabilir. 
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3.2. FOURIER SERİSİ VE FOURIER KATSAYILARI 

 

,ߨ−)  (ݐ)݂ aralığında tanımlı, 2π periyotlu Dirichlet Koşullarını sağlayan (ߨ

fonksiyonunun Fourier Serisi  

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos ݐ݊ + ܾ . sin (ݐ݊

ஶ

ୀଵ

 

 

şeklindedir. Bu açılımdaki ܽ, ܽ , ܾ katsayılarına Fourier Katsayıları denir. 

 

ܽ =
1
ߨ
න (3.2)																																																																																																																ݐ݀(ݐ)݂
గ

ିగ
 

 

ܽ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ cos݊ݐ (3.3)																																																																																																		ݐ݀
గ

ିగ
 

 

ܾ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ (3.4)																																																																																																		ݐ݀
గ

ିగ
 

 

3.3. FOURIER KATSAYILARININ BULUNMASI 

 

  Katsayısının Bulunmasıࢇ .3.3.1

 

Dirichlet Koşullarını sağlayan ݂(ݐ) fonksiyonun Fourier Serisinin (−ߨ,  aralığında (ߨ

integralini alalım. 

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos ݐ݊ + ܾ . sin (ݐ݊

ஶ

ୀଵ

 

න .(ݐ)݂ ݐ݀
గ

ିగ
= න

ܽ
2 . ݐ݀

గ

ିగ
+ቈන ܽ . cos ݐ݊ . ݐ݀

గ

ିగ
+ න ܾ . sin ݐ݊ . ݐ݀

గ

ିగ


ஶ

ୀଵ

 

න .(ݐ)݂ ݐ݀
గ

ିగ
=
ܽ
2 . గగି[ݐ] +2. ܽ . 

sin ݐ݊
݊ ൨



గஶ

ୀଵ
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න .(ݐ)݂ ݐ݀
గ

ିగ
=
ܽ. ߨ2
2  

ܽ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ ݐ݀
గ

ିగ
 

 

 Katsayılarının Bulunması ࢇ .3.3.2

 

Dirichlet Koşullarını sağlayan ݂(ݐ) fonksiyonun Fourier Serisini cos݉ݐ ile çarpıp   

,ߨ−)  .aralığında integralini alalım (ߨ

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos ݐ݊ + ܾ . sin (ݐ݊

ஶ

ୀଵ

 

න .(ݐ)݂ cos݉ݐ . ݐ݀
గ

ିగ
= න

ܽ
2 . cos݉ݐ . ݐ݀

గ

ିగ
 

+ቈන ܽ . cos ݐ݊ . cos݉ݐ . ݐ݀
గ

ିగ
+ න ܾ . sin ݐ݊ . cos݉ݐ . ݐ݀

గ

ିగ


ஶ

ୀଵ

 

 

Bu integrallerin sonuçlarını daha önce bulmuştuk (Örnek 2.6 ve Örnek 2.7). Bu 

sonuçlarla birlikte integrali düzenleyelim. 

 

න .(ݐ)݂ cos݊ݐ . ݐ݀
గ

ିగ
= .ߨ ܽ 

ܽ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ cos݊ݐ . ݐ݀
గ

ିగ
 

 

 Katsayılarının Bulunması ࢈ .3.3.3

 

Dirichlet Koşullarını sağlayan ݂(ݐ) fonksiyonun Fourier Serisini ݊݅ݏ	ݐ݉ ile çarpıp   

,ߨ−)  .aralığında integralini alalım (ߨ

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos ݐ݊ + ܾ . sin (ݐ݊

ஶ

ୀଵ
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න .(ݐ)݂ sin݉ݐ . ݐ݀
గ

ିగ
= න

ܽ
2 . sin݉ݐ . ݐ݀

గ

ିగ
 

+ ቈන ܽ . cos݊ݐ . sin݉ݐ . ݐ݀
గ

ିగ
+ න ܾ . sin ݐ݊ . sin݉ݐ . ݐ݀

గ

ିగ


ஶ

ୀଵ

 

 

Bu integrallerin sonuçlarını daha önce bulmuştuk  (Örnek 2.5 ve Örnek 2.7). Bu 

sonuçlarla birlikte integrali düzenleyelim. 

 

න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ . ݐ݀
గ

ିగ
= .ߨ ܾ 

ܾ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ . ݐ݀
గ

ିగ
 

 

Örnek 3.1: ݂(ݐ) = ቄ0;	−ߨ ≤ ݐ < 0
3		; 	0 ≤ ݐ < ߨ

� biçiminde tanımlanan 2π periyotlu ݂(ݐ) 

fonksiyonunun Fourier Serisini bulalım. 

Öncelikle ݂(ݐ) fonksiyonunun grafiğini çizelim. 

 

-3π -2π -π π 2π 3π

3

t

f(t)

  
Şekil 3.1. ݂(ݐ) = ቄ0;	−ߨ ≤ ݐ < 0

3		; 	0 ≤ ݐ < ߨ
� fonksiyonunun grafiği. 

 

Grafiğinden (Şekil 3.1)’de görüldüğü gibi ݂(ݐ) fonksiyonu Dirichlet Koşullarını 

sağlamaktadır. 

 

ଵݐ = 0 süreksizlik noktasında fonksiyon, ݂(0) = (ష)ା൫శ൯
ଶ

= ାଷ
ଶ
= ଷ

ଶ
 değerine 

yakınsar. 
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[−π, π] aralığının uç noktalarında ise fonksiyon, 

 

݂(−π) = ݂(π) =
݂(−πା) + ݂(πି)

2 =
0 + 3
2 =

3
2 

 

değerine yakınsar. 

 

Şimdi Fourier Katsayılarımızı bulalım. 

 

ܽ =
1
ߨ
න ݐ݀(ݐ)݂
గ

ିగ
 

ܽ =
1
ߨ
න 3. ݐ݀
గ


 

ܽ =
3
ߨ .
 గ[ݐ]

ܽ =
3
ߨ . ߨ] − 0] 

ܽ = 3 

 

ܽ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ cos݊ݐ ݐ݀
గ

ିగ
 

ܽ =
1
ߨ
න 3. cos ݐ݊ ݐ݀
గ


 

ܽ =
3
ߨ . 

sin ݐ݊
݊ ൨



గ

 

ܽ =
3
ߨ . 

sin ߨ݊
݊ −

sin 0
݊ ൨ 

ܽ = 0 

 

ܾ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ ݐ݀
గ

ିగ
 

ܾ =
1
ߨ
න 3. sin ݐ݊ ݐ݀
గ


 

ܾ =
3
ߨ . 

−cos݊ݐ
݊ ൨



గ
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ܾ =
3
ߨ . 

cos0
݊ −

cos ߨ݊
݊ ൨ 

ܾ =
3
ߨ .
ቈ
1 − (−1)

݊
 

 

olarak bulunur. Bulduğumuz katsayıları yerine yazıp düzenlediğimizde ݂(ݐ) 

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmiş oluruz. 

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos ݐ݊ + ܾ . sin (ݐ݊

ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
3
2 +ቆ

3
ߨ .
ቈ
1 − (−1)

݊
 . sin ቇݐ݊

ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
3
2 +൬

3
ߨ . 

2
2݊ − 1൨ . sin

(2݊ − ൰ݐ(1
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
3
2 +

6
ߨ .

sin(2݊ − ݐ(1
2݊ − 1

ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
3
2 +

6
ߨ . sin ݐ +

sin ݐ3
3 +

sin ݐ5
5 +

sin ݐ7
7 +⋯൨ 

 

Bu serinin fonksiyona yakınsamasını aşağıdaki grafikte (Şekil 3.2) görmemiz 

mümkündür.  

 

-3π -2π -π π 2π 3π

3

t

f(t)

 
 

Şekil 3.2. Fourier serisinin ݂(ݐ) = ቄ0;	−ߨ ≤ ݐ < 0
3		; 	0 ≤ ݐ < ߨ

� fonksiyonuna yakınsaması. 
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Şekil 3.2’te serinin n=4’e kadar açılımının yakınsaması görülmektedir. n için verilen 

değerlerin artırılması ile serinin fonksiyonunun grafiğine daha çok yakınsayacağı 

anlaşılmaktadır. 

 

Örnek 3.2: (−ߨ, (ݐ)݂ aralığında (ߨ = ଶݐ −  biçiminde tanımlı, 2π periyotlu ݐ

fonksiyonun Fourier Serisini bulunuz. 

Öncelikle ݂(ݐ) fonksiyonunun grafiğini çizelim. 

 

-3π -2π -π π 2π 3π

-π

π

2π

3π

4π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.3. ݂(ݐ) = ଶݐ −  .fonksiyonunun grafiği ݐ

 

Grafiğinden (Şekil 3.3) de görüldüğü gibi ݂(ݐ) fonksiyonu Dirichlet Koşullarını 

sağlamaktadır. 

 

(−π, π) aralığının uç noktalarında fonksiyon, 

 

݂(−π) = ݂(π) =
݂(−πା) + ݂(πି)

2 =
ଶ(ߨ−)] − [(ߨ−) + ଶ(ߨ)] − [(ߨ)

2 =  ଶߨ

 

değerine yakınsar. 



16 
 

Şimdi Fourier Katsayılarımızı bulalım. 

ܽ =
1
ߨ
න ݐ݀(ݐ)݂
గ

ିగ
 

ܽ =
1
ߨ
න ଶݐ) − ݐ݀(ݐ
గ

ିగ
 

ܽ =
1
ߨ .
ቈ
ଷݐ

3 −
ଶݐ

2

ିగ

గ

 

ܽ =
1
ߨ .
ቈቆ
ଷߨ

3 −
ଶߨ

2 ቇ − ቆ
ଷ(ߨ−)

3 −
ଶ(ߨ−)

2 ቇ 

ܽ =
2. ଶߨ

3  

 

ܽ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ cos݊ݐ ݐ݀
గ

ିగ
 

ܽ =
1
ߨ
න ଶݐ) − .(ݐ cos݊ݐ ݐ݀
గ

ିగ
 

ܽ =
1
ߨ
න .ଶݐ) cos݊ݐ). ݐ݀
గ

ିగ
−
1
ߨ
න .ݐ) cos݊ݐ). ݐ݀
గ

ିగ
 

ܽ =
2
ߨ
න .ଶݐ) cos݊ݐ). ݐ݀
గ


 

ܽ =
2
ߨ . ݐ

ଶ.
sin ݐ݊
݊ + .ݐ2

cos݊ݐ
݊ଶ − 2.

sin ݐ݊
݊ଷ ൨



గ

 

ܽ =
2
ߨ . ߨ

ଶ.
sin ߨ݊
݊ + .ߨ2

cos݊ߨ
݊ଶ − 2.

sin ߨ݊
݊ଷ ൨ 

ܽ =
2
ߨ .
ቈ2ߨ.

(−1)

݊ଶ
 

ܽ = 4.
(−1)

݊ଶ  

 

ܾ =
1
ߨ
න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ ݐ݀
గ

ିగ
 

ܾ =
1
ߨ
න ଶݐ) − .(ݐ sin ݐ݊ ݐ݀
గ

ିగ
 

ܾ =
1
ߨ
න .ଶݐ) sin .(ݐ݊ ݐ݀
గ

ିగ
−
1
ߨ
න .ݐ) sin .(ݐ݊ ݐ݀
గ

ିగ
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ܾ = −
2
ߨ
න .ݐ) sin .(ݐ݊ ݐ݀
గ


 

ܾ = −
2
ߨ . −ݐ.

cos݊ݐ
݊ +

sin ݐ݊
݊ଶ ൨



గ

 

ܾ =
2
ߨ . ߨ.

cos݊ߨ
݊ −

sin ߨ݊
݊ଶ ൨ 

ܾ =
2
ߨ .
ቈߨ.

(−1)

݊
 

ܾ = 2.
(−1)

݊  

 

olarak bulunur. Bulduğumuz katsayıları yerine yazıp düzenlediğimizde ݂(ݐ) 

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmiş oluruz. 

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos ݐ݊ + ܾ . sin (ݐ݊

ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
ଶߨ

3 +ቆ4.
(−1)

݊ଶ . cos݊ݐ + 2.
(−1)

݊ . sin ቇݐ݊
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
ଶߨ

3 − 4 cos ݐ − 2 sin ݐ + cos ݐ2 + sin ݐ2 −
4
9 ݐ3ݏܿ −

2
3 sin ݐ3 + ⋯ 

 

Bu serinin fonksiyona yakınsamasını aşağıdaki grafikte (Şekil 3.4) görmemiz 

mümkündür.  
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-3π -2π -π π 2π 3π

-π

π

2π

3π

4π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.4. Fourier serisinin ݂(ݐ) = ଶݐ −  .fonksiyonuna yakınsaması  ݐ

 

Şekil 3.4’te serinin n=3’e kadar açılımının yakınsaması görülmektedir. n için verilen 

değerler artırıldığında serinin, fonksiyona daha çok yakınsayacaktır. 

 

3.4. FOURIER SİNÜS VE FOURIER KOSİNÜS SERİLERİ 

 

Tek ve çift fonksiyonlar ile integralleri hakkında bilgiler vermiştik. Bu bilgiler 

ışığında, tek fonksiyonları Fourier Serisine açtığımızda sadece sinüslü terimlerin 

bulunması gerektiği; çift fonksiyonları Fourier Serisine açtığımızda sadece kosinüslü 

terimlerin bulunması gerektiği ortaya çıkmaktadır. 

 

3.4.1. Tek Fonksiyonun Fourier Serisi 

 

 tek fonksiyon olsun. Bu durumda Fourier katsayıları ,(ݐ)݂

 

ܽ = 0,			ܽ = 0			ve			ܾ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ ݐ݀
గ
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şeklinde olmak üzere 

 

(ݐ)݂ = (ܾ . sin (ݐ݊
ஶ

ୀଵ

																																																																																																							(3.5) 

 

biçiminde Fourier serisi olacaktır. Seride sadece sinüslü terimler bulunduğundan 

Fourier Sinüs Serisi olarak adlandırılmaktadır. 

 

3.4.2. Çift Fonksiyonun Fourier Serisi 

 

 çift fonksiyon olsun. Bu durumda Fourier katsayıları ,(ݐ)݂

 

ܽ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ ݐ݀
గ


,			ܽ =

2
ߨ
න .(ݐ)݂ cos ݐ݊ . ݐ݀
గ


		ve			ܾ = 0 

 

şeklinde olmak üzere 

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos݊(ݐ																																																																																													(3.6)

ஶ

ୀଵ

 

 

biçiminde Fourier serisi olacaktır. Seride sadece kosinüslü terimler bulunduğundan 

Fourier Kosinüs Serisi olarak adlandırılmaktadır. 

 

Örnek 3.3: (−ߨ, (ݐ)݂ aralığında (ߨ =  biçiminde tanımlı, 2π periyotlu fonksiyonun ݐ

Fourier Serisini bulunuz. 

Öncelikle ݂(ݐ) fonksiyonunun grafiğini (Şekil 3.5) çizelim. 
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-3π -2π -π π 2π 3π

-π

π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.5. ݂(ݐ) =  .fonksiyonun grafiği ݐ

 

Şekil 3.5’te görüldüğü üzere ݂(ݐ) fonksiyonu Dirichlet Koşullarını sağlamaktadır.  

(−π, π) aralığının uç noktalarında fonksiyon, 

 

݂(−π) = ݂(π) =
݂(−πା) + ݂(πି)

2 =
(ߨ−) + (ߨ)

2 = 0 

 

değerine yakınsar. Aynı zamanda fonksiyonun grafiği (−π, π) aralığında orijine göre 

simetrik olduğundan tek fonksiyondur. Dolayısıyla Fourier Katsayıları 

 

ܽ = 0,			ܽ = 0			ve			ܾ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ ݐ݀
గ


 

 

olacaktır. 

 

ܾ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ ݐ݀
గ


 

ܾ =
2
ߨ
න .ݐ sin ݐ݊ . ݐ݀
గ


 

ܾ =
2
ߨ . −ݐ.

cos ݐ݊
݊ +

sin ݐ݊
݊ଶ ൨



గ

 

ܾ =
2
ߨ . −ߨ.

cos ߨ݊
݊ +

sin ߨ݊
݊ଶ ൨ 

ܾ =
2
ߨ .
ቈߨ.

(−1)ାଵ

݊
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ܾ = 2.
(−1)ାଵ

݊  

 

olarak bulunur. Bulduğumuz katsayıları yerine yazıp düzenlediğimizde ݂(ݐ) 

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmiş oluruz. 

 

(ݐ)݂ = ܾ . sin ݐ݊
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ = ቆ2.
(−1)ାଵ

݊ . sin ቇݐ݊
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ = 2 sin ݐ − sin ݐ2 +
2
3 sin ݐ3 −

1
2 sin ݐ4 +⋯ 

 

Bu serinin fonksiyona yakınsamasını aşağıdaki grafikte (Şekil 3.6) görmemiz 

mümkündür.  

 

-3π -2π -π π 2π 3π

-π

π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.6. Fourier serisinin ݂(ݐ) =  .fonksiyonuna yakınsaması ݐ

 

Şekil 3.6’da serinin n=4’e kadar açılımının yakınsaması görülmektedir. n için verilen 

değerlerin artırılması ile serinin fonksiyonunun grafiğine daha çok yakınsayacağı 

anlaşılmaktadır. 

 

Örnek 3.4: (−ߨ, (ݐ)݂ aralığında (ߨ =  ଶ biçiminde tanımlı, 2π periyotlu fonksiyonunݐ

Fourier Serisini bulunuz. 
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Öncelikle ݂(ݐ) fonksiyonunun grafiğini (Şekil 3.7) çizelim. 

 

-3π -2π -π π 2π 3π

π

2π

3π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.7. ݂(ݐ) =  .ଶ fonksiyonunun grafiğiݐ

 

Şekil 3.7’te görüldüğü üzere ݂(ݐ) fonksiyonu Dirichlet Koşullarını sağlamaktadır. 

Aynı zamanda fonksiyonun grafiği (Şekil 3.7), (−π, π) aralığında y-eksenine göre 

simetrik olduğundan çift fonksiyondur. Dolayısıyla Fourier Katsayıları 

 

ܽ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ ݐ݀
గ


,			ܽ =

2
ߨ
න .(ݐ)݂ cos ݐ݊ . ݐ݀
గ


		ve			ܾ = 0 

 

olacaktır. 

 

ܽ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ ݐ݀
గ


 

ܽ =
2
ߨ
න .ଶݐ ݐ݀
గ


 

ܽ =
2
ߨ .
ቈ
ଷݐ

3



గ

 

ܽ =
2
ߨ .
ቈ
ଷߨ

3
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ܽ =
ଶߨ2

3  

 

ܽ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ cos݊ݐ . ݐ݀
గ


 

ܽ =
2
ߨ
න .ଶݐ cos ݐ݊ ݐ݀
గ


 

ܽ =
2
ߨ . ݐ

ଶ.
sin ݐ݊
݊ + .ݐ2

cos݊ݐ
݊ଶ − 2.

sin ݐ݊
݊ଷ ൨



గ

 

ܽ =
2
ߨ . ߨ

ଶ.
sin ߨ݊
݊ + .ߨ2

cos݊ߨ
݊ଶ − 2.

sin ߨ݊
݊ଷ ൨ 

ܽ =
2
ߨ .
ቈ2ߨ.

(−1)

݊ଶ
 

ܽ = 4.
(−1)

݊ଶ  

 

olarak bulunur. Bulduğumuz katsayıları yerine yazıp düzenlediğimizde ݂(ݐ) 

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmiş oluruz. 

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos݊ݐ)

ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
ଶߨ

3 +ቆ4.
(−1)

݊ଶ . cos݊ݐቇ
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
ଶߨ

3 − 4 cos ݐ + cos2ݐ −
4
9 ݐ3ݏܿ +

1
4 cos ݐ4 −⋯ 

 

Bu serinin fonksiyona yakınsamasını aşağıdaki grafikte (Şekil 3.8) görmemiz 

mümkündür.  
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-3π -2π -π π 2π 3π

π

2π

3π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.8. Fourier serisinin ݂(ݐ) =  .ଶ fonksiyonuna yakınsamasıݐ

 

Şekil 3.8’de serinin n=4’e kadar açılımının yakınsaması görülmektedir. n için verilen 

değerlerin artırılması ile serinin fonksiyonunun grafiğine daha çok yakınsayacağı 

anlaşılmaktadır. 

 

3.5. YARIM ARALIK UZANTILAR 

 

,ߨ−)  aralığında tanımlı, 2π periyotlu fonksiyonların Fourier Serisine sahip (ߨ

olduklarını biliyoruz. Bu durumda aklımıza şu soru geliyor: “(0,  yarım aralığında (ߨ

tanımlı bir fonksiyon Fourier serisin açılabilir mi? Açılırsa hangi özelliklere sahip 

olur?”. Şimdi bu sorularımızın cevaplarını arayalım. 

 

(0, ,ߨ−) ,fonksiyonunu (ݐ)݂ yarım aralığında tanımlı (ߨ 0) yarım aralığına iki 

şekilde taşıyabiliriz. ݂(ݐ) fonksiyonunun grafiğini orijine göre simetriğini 

aldığımızda fonksiyon, tek fonksiyon özelliği gösterecek ve Fourier Sinüs Serisine 

açılabilecektir. Diğer taraftan ݂(ݐ) fonksiyonunun grafiğini y-eksenine göre 

simetriğini aldığımızda fonksiyon, çift fonksiyon özelliği gösterecek ve Fourier 

Kosinüs Serisine açılabilecektir. 
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Örnek 3.5: (0, (ݐ)݂ yarım aralığında tanımlı (ߨ =  fonksiyonunun Fourier Sinüs ݐ2

ve Kosinüs Serilerini bulunuz. 

 

İlk olarak fonksiyon grafiğinin orijine göre simetriğini gösteren şeklimizi çizelim. 

 

-π π

-2π

-π

π

2π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.9. ݂(ݐ) =  .fonksiyonunun orijine göre simetriğinin grafiği ݐ2

 

Grafikte (Şekil 3.9) görüldüğü üzere fonksiyon, tek fonksiyon özelliği kazandığından 

Fourier Sinüs Serisine açılabilir. Bu durumda ܽ = ܽ	݁ݒ	0 = 0 olacaktır. Sadece ܾ 

katsayısını bulmamız yeterli olacaktır. 

 

ܾ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ sin ݐ݊ ݐ݀
గ


 

ܾ =
2
ߨ
න .ݐ2 sin ݐ݊ ݐ݀
గ


 

ܾ =
4
ߨ . −ݐ.

cos ݐ݊
݊ +

sin ݐ݊
݊ଶ ൨



గ

 

ܾ =
4
ߨ . −ߨ.

cos ߨ݊
݊ +

sin ߨ݊
݊ଶ ൨ 

ܾ =
4
ߨ .
ቈߨ.

(−1)ାଵ

݊
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ܾ = 4.
(−1)ାଵ

݊  

 

olarak bulunur. Bulduğumuz katsayıları yerine yazıp düzenlediğimizde ݂(ݐ) 

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmiş oluruz. 

 

(ݐ)݂ = ܾ . sin ݐ݊
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ = ቆ4.
(−1)ାଵ

݊ . sin ቇݐ݊
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ = 4 sin ݐ − 2 sin ݐ2 +
4
3 sin ݐ3 − sin ݐ4 +⋯ 

 

Bu serinin fonksiyona yakınsamasını aşağıdaki grafikte (Şekil 3.10)  görmemiz 

mümkündür. 

 

-2π -π π 2π 3π

-2π

-π

π

2π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.10. Fourier sinüs serisinin ݂(ݐ) =  .fonksiyonuna yakınsaması ݐ2
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Şekil 3.10’da serinin n=4’e kadar açılımının yakınsaması görülmektedir. n için 

verilen değerlerin artırılması ile serinin fonksiyonunun grafiğine daha çok 

yakınsayacağı anlaşılmaktadır. 

 

Şimdi de fonksiyon grafiğinin y-eksenine göre simetriğini gösteren şeklimizi çizelim. 

 

-π π

π

2π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.11. ݂(ݐ) =  .fonksiyonunun y-eksenine göre simetriğinin grafiği ݐ2

 

Grafikte (Şekil 3.11) görüldüğü üzere fonksiyon, çift fonksiyon özelliği 

kazandığından Fourier Kosinüs Serisine açılabilir. Bu durumda ܾ = 0 olacaktır. 

ܽ	ve		ܽ katsayılarını bulmalıyız. 

 

ܽ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ ݐ݀
గ


 

ܽ =
2
ߨ
න .ݐ2 ݐ݀
గ


 

ܽ =
2
ߨ .
 గ[ଶݐ]

ܽ =
2
ߨ .
 [ଶߨ]

ܽ =  ߨ2

 

ܽ =
2
ߨ
න .(ݐ)݂ cos݊ݐ . ݐ݀
గ


 

ܽ =
2
ߨ
න .ݐ2 cos݊ݐ ݐ݀
గ
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ܽ =
4
ߨ
න .ݐ cos݊ݐ ݐ݀
గ


 

ܽ =
4
ߨ . ݐ.

sin ݐ݊
݊ +

cos݊ݐ
݊ଶ ൨



గ

 

ܽ =
4
ߨ . ߨ.

sin ߨ݊
݊ +

cos݊ߨ
݊ଶ −

cos0
݊ଶ ൨ 

ܽ =
4
ߨ .
ቈ
(−1) − 1

݊ଶ
 

ܽ = ൝
0									, ݊	ç݂݅ݐ	݁ݏ݅
−8
.ߨ ݊ଶ 					 , ݁ݏ݅	݇݁ݐ	݊

� 

 

olarak bulunur. Bulduğumuz katsayıları yerine yazıp düzenlediğimizde ݂(ݐ) 

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmiş oluruz. 

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos݊ݐ)

ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ = ߨ +൬
−8
ߨ .

1
(2݊ − 1)ଶ . cos

(2݊ − ൰ݐ(1
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ = ߨ −
8
ߨ cos ݐ −

8
ߨ9 cos ݐ3 −

8
ߨ25 ݐ5ݏܿ −

8
ߨ49 cos7ݐ −⋯ 

 

Bu serinin fonksiyona yakınsamasını aşağıdaki grafikte (Şekil 3.12) görmemiz 

mümkündür.  

 



29 
 

-2π -π π 2π 3π

π

2π

t

f(t)

 
 

Şekil 3.12. Fourier kosinüs serisinin ݂(ݐ) =  .fonksiyonuna yakınsaması ݐ2

 

Şekil 3.12’de serinin n=4’e kadar açılımının yakınsaması görülmektedir. n için 

verilen değerlerin artırılması ile serinin fonksiyonunun grafiğine daha çok 

yakınsayacağı anlaşılmaktadır. 

 

3.6. KOMPLEKS FOURIER SERİLERİ 

 

Fonksiyonların Kompleks Fourier Serilerinin incelenmesi için başlıca iki sebep 

bulunmaktadır. 

 

1. Mühendislik ve fizikteki uygulamalarda Kompleks Fourier Serileri önemli 

kısaltmalar ve netlik ortaya çıkarır. 

2. Fourier Dönüşümlerinin ortaya çıkışına ve gelişimine temel oluştururlar. 

 

Kompleks Fourier Serisini elde edebilmek için Euler Formülünü kullanacağız.  

 

Euler Formülü: ݁௧ = cos ݐ + ݅. sin  olduğunu biliyoruz. Buradan ݐ
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݁௧ = cos ݐ݊ + ݅. sin ݐ݊
݁ି௧ = cos ݐ݊ − ݅. sin ݐ݊
+_____________________________

݁௧ + ݁ି௧

2 = cos ݐ݊

 

 

݁௧ = cos ݐ݊ + ݅. sin ݐ݊
݁ି௧ = cos ݐ݊ − ݅. sin _____________________________−ݐ݊
݁௧ − ݁ି௧

2݅ = sin ݐ݊

 

 

elde edilir ve bu elde ettiklerimizi Fonksiyonun Fourier Serisinde (3.1) yerine 

yazarsak, 

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +(ܽ . cos ݐ݊ + ܾ . sin (ݐ݊

∞

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +ቈܽ ቆ

݁௧ + ݁ି௧

2 ቇ + ܾ ቆ
݁௧ − ݁ି௧

2݅ ቇ
∞

ୀଵ

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 +൬

ܽ − ݅. ܾ
2 ൰ . ݁௧ + ൬

ܽ + ݅. ܾ
2 ൰ . ݁ି௧൨

∞

ୀଵ

 

(ݐ)݂ = ܿ +ൣܿ . ݁௧ + ܿି . ݁ି௧൧
∞

ୀଵ

 

 

bulunur. Burada  

 

ܿ =
ܽ
2 =

1
ߨ2

න ݐ݀(ݐ)݂
గ

ିగ
 

ܿ = ൬
ܽ − ݅. ܾ

2 ൰ =
1
2
ቈ
1
ߨ
න (ݐ)݂ cos ݐ݊ ݐ݀ − ݅.

1
ߨ
න (ݐ)݂ sin ݐ݊ ݐ݀
గ

ିగ

గ

ିగ
 

ܿ =
1
ߨ2

න ݐcos݊)(ݐ)݂ − ݅. sin ݐ݀(ݐ݊
గ

ିగ
 

ܿ =
1
ߨ2

න ݐ௧݀ି݁(ݐ)݂
గ

ିగ
 

ܿି = ൬
ܽ + ݅. ܾ

2 ൰ =
1
2
ቈ
1
ߨ
න (ݐ)݂ cos ݐ݊ ݐ݀ + ݅.

1
ߨ
න (ݐ)݂ sin ݐ݊ ݐ݀
గ

ିగ

గ

ିగ
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ܿି =
1
ߨ2

න ݐcos݊)(ݐ)݂ + ݅. sin ݐ݀(ݐ݊
గ

ିగ
 

ܿି =
1
ߨ2

න ݐ௧݀݁(ݐ)݂
గ

ିగ
 

 

olurlar. Böylece ݂(ݐ)’nin Kompleks Fourier Serisi ve katsayıları 

 

(ݐ)݂ =  ܿ

∞

ୀି∞

. ݁௧																																																																																																											(3.7) 

ܿ =
1
ߨ2

න ,		ݐ௧݀ି݁(ݐ)݂ ݊ ∈ ℤ
గ

ିగ
																																																																												(3.8) 

 

biçiminde olacaklardır. 

 

Örnek 3.6: (−ߨ, (ݐ)݂ aralığında (ߨ = ݁௧ biçiminde tanımlı, 2π periyotlu fonksiyonun 

Kompleks Fourier Serisini bulunuz. 

Öncelikle ܿ katsayılarını belirleyelim. 

 

ܿ =
1
ߨ2

න ,		ݐ௧݀ି݁(ݐ)݂ ݊ ∈ ℤ
గ

ିగ
 

ܿ =
1
ߨ2

න ݁௧. ݁ି௧݀ݐ
గ

ିగ
 

ܿ =
1
ߨ2

න ݁(ଵି)௧݀ݐ
గ

ିగ
 

ܿ =
1
ߨ2 .

ቈ
݁(ଵି)௧

(1 − ݅݊)

ିగ

గ

 

ܿ =
1
ߨ2 .

1
(1 − ݅݊) .

ൣ݁(ଵି)గ − ݁ି(ଵି)గ൧ 

ܿ =
1
ߨ2 .

1 + ݅݊
1 + ݊ଶ .

ൣ݁గ. ݁ିగ − ݁ିగ . ݁గ൧ 

 

olup burada  

 

݁±గ = cos݊ߨ ± sin ߨ݊ = (−1) 
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olduğu düşünülürse, 

 

ܿ =
(−1)

ߨ2 .
1 + ݅݊
1 + ݊ଶ .

[݁గ − ݁ିగ] 

ܿ =
(−1)

ߨ .
1 + ݅݊
1 + ݊ଶ . sinh  ߨ

 

olarak elde edilir ve bu katsayıları da yerine yazarsak istenilen Kompleks Fourier 

Serisi 

 

(ݐ)݂ = ݁௧ =  ܿ

∞

ୀି∞

. ݁௧ =
sinh ߨ
ߨ  (−1)

∞

ୀି∞

.
1 + ݅݊
1 + ݊ଶ . ݁

௧ 

 

olarak bulunur. 

 

3.7. FOURIER SERİLERİ UYGULAMALARI 

 

Fourier Serileri yardımıyla bazı sonsuz toplamların sonucunu bulabilmekteyiz. Bu 

başlık altında bazı örnekleri inceleyeceğiz. 

 

Örnekler 

 

,ߨ−) .1 (ݐ)݂ aralığında (ߨ =  biçiminde tanımlı, 2π periyotlu fonksiyonun Fourier ݐ

Serisini kullanarak  

 


(−1)ାଵ

2݊ − 1

∞

ୀଵ

 

 

toplamının sonucunu bulalım. 

 

(ݐ)݂ =  .fonksiyonunun Fourier Serisini, Örnek 3.3’te bulmuştuk ݐ
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(ݐ)݂ = ݐ = ቆ2.
(−1)ାଵ

݊ . sin ቇݐ݊
ஶ

ୀଵ

 

(ݐ)݂ = ݐ = 2 sin ݐ − sin ݐ2 +
2
3 sin ݐ3 −

1
2 sin ݐ4 +

2
5 sin ݐ5 −

1
3 sin ݐ6 … 

 

Seride ݐ = గ
ଶ
 değeri yerine yazılırsa; 

 
ߨ
2 = 2 −

2
3 +

2
5 −⋯ = 2൬1 −

1
3 +

1
5 −⋯൰ 

ߨ
2 = 2.

(−1)ାଵ

2݊ − 1

∞

ୀଵ

 


(−1)ାଵ

2݊ − 1

∞

ୀଵ

=
ߨ
4 

 

sonucuna ulaşılır. 

Bu sonuçta dikkat çekici bir nokta, rasyonel sayıların toplamının bir irrasyonel 

sayıya eşit olmasıdır. 

 

,ߨ−) .2 (ݐ)݂ aralığında (ߨ =  ଶ biçiminde tanımlı, 2π periyotlu fonksiyonun Fourierݐ

Serisini kullanarak  

 


(−1)ାଵ

݊ଶ

∞

ୀଵ

		ve	
1
݊ଶ

∞

ୀଵ

 

 

toplamlarının sonucunu bulalım. 

 

(ݐ)݂ =  .ଶ fonksiyonunun Fourier Serisini, Örnek 3.4’te bulmuştukݐ

 

(ݐ)݂ = ଶݐ =
ଶߨ

3 +ቆ4.
(−1)

݊ଶ . cos݊ݐቇ
ஶ

ୀଵ

 

 

Seride ݐ = 0 değeri yerine yazılırsa; 
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0 =
ଶߨ

3 +ቆ4.
(−1)

݊ଶ ቇ
ஶ

ୀଵ

 

0 =
ଶߨ

3 +ቆ−4.
(−1)ାଵ

݊ଶ ቇ
ஶ

ୀଵ

 


(−1)ାଵ

݊ଶ

ஶ

ୀଵ

= 1 −
1
4 +

1
9 −

1
16 + ⋯ =

ଶߨ

12 

 

olarak bulunur.  

 

Seride ݐ =  ;değeri yerine yazalım ߨ

 

ଶߨ =
ଶߨ

3 +ቆ4.
(−1)

݊ଶ . cos݊ߨቇ
ஶ

ୀଵ

 

 

cos݊ߨ = (−1) olduğundan 

 


1
݊ଶ

∞

ୀଵ

=
ଶߨ

6  

 

sonucuna ulaşılır.  

 

,ߨ−) .3 (ݐ)݂ aralığında (ߨ = 2 cosh  biçiminde tanımlı, 2π periyotlu fonksiyonun ݐ

Fourier Serisini kullanarak  

 


(−1)

1 + ݊ଶ

∞

ୀଵ

 

 

toplamının sonucunu bulalım. 

 

 

(ݐ)݂ = 2 cosh ݐ = ݁௧ + ݁ି௧ fonksiyonunun Kompleks Fourier Serisini, 
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ܿ =
1
ߨ2

න ݐ௧݀ି݁(ݐ)݂
గ

ିగ
 

ܿ =
1
ߨ2

න (݁௧ + ݁ି௧)݁ି௧݀ݐ
గ

ିగ
 

ܿ =
1
ߨ2

න ൫݁(ଵି)௧ + ݁ି(ଵା)௧൯݀ݐ
గ

ିగ
 

ܿ =
1
ߨ2

ቈ
݁(ଵି)௧

(1 − ݅݊) −
݁ି(ଵା)௧

(1 + ݅݊)

ିగ

గ

 

ܿ =
1
ߨ2

ቈ
݁(ଵି)௧

(1 − ݅݊) −
݁ି(ଵା)௧

(1 + ݅݊)

ିగ

గ

 

ܿ =
1
ߨ2

ቈ
݁గ. ݁ିగ − ݁ିగ . ݁గ

1 − ݅݊ −
݁ିగ. ݁ିగ − ݁గ. ݁గ

1 + ݅݊
 

Burada   ݁±గ = (cos݊ߨ ± sin (ߨ݊ = (−1)  olduğundan 

 

ܿ =
(−1)

ߨ2 
݁గ − ݁ିగ

1 − ݅݊ −
݁ିగ − ݁గ

1 + ݅݊ ൨ 

ܿ =
(−1)

ߨ . sinh ߨ . 
1

1 − ݅݊ +
1

1 + ݅݊൨ 

ܿ =
(−1) . 2. sinh ߨ
.ߨ (1 + ݊ଶ)  

 

şeklinde bulunur. Kompleks Fourier Serisi de aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

(ݐ)݂ = 2. cosh ݐ =  ܿ

∞

ୀି∞

. ݁௧ =
2. sinh ߨ

ߨ  (−1)
∞

ୀି∞

.
1

1 + ݊ଶ . ݁
௧ 

 

x=0 yazalım. 

 

݂(0) = 2. cosh 0 =
2. sinh ߨ

ߨ 
(−1)

1 + ݊ଶ . ݁


∞

ୀି∞

. 

2 =
2. sinh ߨ

ߨ 
(−1)

1 + ݊ଶ

∞

ୀି∞
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ߨ
sinh ߨ = 

(−1)

1 + ݊ଶ

∞

ୀି∞

 

ߨ
sinh ߨ = 1 + 2.

(−1)

1 + ݊ଶ

∞

ୀଵ

 


(−1)

1 + ݊ଶ

∞

ୀଵ

=
1
2 .
ቂ

ߨ
sinh ߨ − 1ቃ 

 

3.8.  (2L) PERİYOTLU PERİYODİK FONKSİYONLARIN FOURIER SERİSİ  

 

,ߨ−) ,(ݔ)߮  aralığında tanımlı 2π periyotlu bir fonksiyon olsun. Kompleks Fourier (ߨ

Serisi ve katsayıları aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

 

(ݔ)߮ =  ܿ

∞

ୀି∞

. ݁௫  

ܿ =
1
ߨ2

න ,		ݔ௫݀ି݁(ݔ)߮ ݊ ∈ ℤ
గ

ିగ
 

 

Bu ifadede ݔ = గ.௧


 dönüşümü yaparsak, 

 

ݔ =
.ߨ ݐ
ܮ ⟹ ݔ݀ =

.ߨ ݐ݀
ܮ  

 

ݔ = ଵݐ	için	ߨ =
.ܮ ߨ
ߨ =  ܮ

ݔ = ଶݐ	için	ߨ− =
.ܮ (ߨ−)
ߨ =  ܮ−

 

olacaktır. Bu bilgileri ܿ’de yerine yazalım. 

 

ܿ =
1
ߨ2

න ି݁(ݐ)݂
ഏ
ಽ .
ߨ
ܮ . ݐ݀



ି
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ܿ =
1
ܮ2

න ି݁(ݐ)݂
ഏ
ಽ . ݐ݀



ି
 

 

Son olarak గ

 yerine w açısal frekansını koyalım: 

  

ܿ =
1
ܮ2

න ௪௧ି݁(ݐ)݂ . ݐ݀


ି
 

 

elde edilir ki bu da bize keyfi [−ܮ,  aralığında tanımlı periyodik bir fonksiyon için [ܮ

Kompleks Fourier Serisinin yazılabileceğini gösterir. O halde [−ܮ,  aralığında [ܮ

tanımlı 2L periyotlu f(t) fonksiyonunun Kompleks Fourier Serisi ve Katsayıları 

 

(ݐ)݂ =  ܿ

∞

ୀି∞

. ݁௪௧ , ݓ =
ߨ
ܮ 																																																																																	(3.9) 

ܿ =
1
ܮ2

න ௪௧ି݁(ݐ)݂ . (3.10)																																																																																														ݐ݀


ି
 

 

şeklinde olur. 
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BÖLÜM 4 

 

FOURIER İNTEGRALİ VE FOURIER DÖNÜŞÜMÜ 

 

4.1. FOURIER İNTEGRALİ 

 

Fourier Serileri; Dirichlet Koşullarını sağlayan periyodik fonksiyonlarla ilgili 

problemlerin incelenmesinde güçlü bir araçtır. Ancak pratikte nadiren periyodik 

olaylarla karşılaşmaktayız. Örneğin mekanikte etkiyen kuvvet ya da elektrik 

sistemlerinde voltaj periyodik olaylar değildir. Yine mekanikte impuls (çarpışma) 

sadece bir kez gerçekleşen ve tekrarlanmayan bir olaydır. Periyodik olmayan bu tür 

olayları açıklamak için Fourier Serilerini kullanamayız. Bununla birlikte keyfi          

,ܮ−]  ,fonksiyonunun Fourier Serisini (3.9) (ݐ)݂ aralığında tanımlı periyodik [ܮ

periyodun sonsuza gitmesi durumunda incelediğimizde periyodik olmayan 

fonksiyonlar için de uygun sonuçlar elde edebiliriz.  

 

Bu durumu daha iyi anlamak için şu örneği inceleyelim. 

 

ܶ = ்݂ periyotlu ܮ2 (ݐ) = ൜1,														|ݐ| ≤ 1
0,						1 < |ݐ| ≤ ܮ

� fonksiyonunu düşünelim. 

 

ܶ = ܮ2 = 4	için ்݂ (ݐ) = ൜1,														|ݐ| ≤ 1
0,						1 < |ݐ| ≤ 2

� fonksiyonun grafiği 

 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

1
t

f(t)

 
 

Şekil 4.1. ்݂ ܶ) fonksiyonun grafiği  (ݐ) = ܮ2 = 4	݅ç݅݊).
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ܶ = ܮ2 = 8	için ்݂ (ݐ) = ൜1,														|ݐ| ≤ 1
0,						1 < |ݐ| ≤ 4

� fonksiyonun grafiği 

 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

1
t

f(t)

 
 

Şekil 4.2.	்݂ ܶ) fonksiyonun grafiği  (ݐ) = ܮ2 = 8	݅ç݅݊). 

 

ܶ → ∞	için ்݂ (ݐ) = ൜1,														|ݐ| ≤ 1
0,														1 < |ݐ|

� fonksiyonun grafiği 

 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

1
t

f(t)

 
 

Şekil 4.3. ்݂ ܶ) fonksiyonun grafiği  (ݐ) → ∞	݅ç݅݊). 

 

Grafik (Şekil 4.3) y-eksenine göre simetrik olduğundan çift fonksiyondur. 

Dolayısıyla fonksiyonun Fourier Serisi sadece Kosinüslü terimler içerir.  

 

(ݐ)݂ =
ܽ
2 + ܽଵܿݐߨ)ݏ ⁄ܮ ) + ܽଶܿݐߨ2)ݏ ⁄ܮ ) +⋯+ ܽܿݐߨ݊)ݏ ⁄ܮ ) + ⋯ 

ܽ =
2
ܮ
න ݐ݀



=
2
ܮ
න ݐ݀
ଵ


=
2
 ܮ

ܽ =
2
ܮ
න ݐߨ݊)ݏܿ ⁄ܮ ). ݐ݀



=
2
ܮ
න ݐߨ݊)ݏܿ ⁄ܮ ). ݐ݀
ଵ


=
2
ܮ .
ߨ݊)݊݅ݏ ⁄ܮ )
ߨ݊) ⁄ܮ )  

 

ݓ = ߨ݊) ⁄ܮ ) genel terimin frekansı olarak alırsak; 

 

ܽ =
ଶ

. ௦௪

௪
 elde edilir. (n) indisi tamsayı olduğundan ܽ katsayıları sürekli bir eğri 

göstermezler. Ancak ܽ ler, ܽ(ݓ) =
ଶ

. ௦௪

௪
 eğrisinde ݓ nin sadece ardışık 
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değerlerine karşılık gelir. L=2; L=4; L=8 ve L=16 değerleri için ܽ(ݓ) =
ଶ

. ௦௪

௪
 

ifadesinin grafiği (Şekil 4.4) çizilmiştir. 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

w

a(w)

 
 

Şekil 4.4.	ܽ(ݓ) =
ଶ

. ௦௪

௪
 katsayılarının grafiği. 

 

Şekil 4.4’de görüldüğü gibi L sonsuz büyüdüğünde fT(t) serisinin terimleri 

sıklaşmakta ve katsayıları da SIFIRa yaklaşmaktadır. Bundan dolayı fT(t) serisinin 

limiti bizi integrale ulaştırır. 

 

Şimdi tekrar [−ܮ,  fonksiyonunun Kompleks (ݐ)݂ aralığında tanımlı 2L periyotlu [ܮ

Fourier Serisini ele alalım.  

 

Ancak ݂(ݐ) reel değerli fonksiyonu ile yapacağımız işlemlerin geçerli olması için 

∞− ,reel değerli fonksiyonu (ݐ)݂ < ݐ < ∞ aralığının her sonlu alt aralığında 

Dirichlet koşullarını sağlamalıdır. Yani, 

 

,ܮ−) .1  .aralığında sürekli ya da parçalı süreklidir (ܮ

,ܮ−) .2  .aralığında sonlu sayıda ekstremuma sahiptir (ܮ

,ܮ−) .3 ∫ aralığında mutlak integrallenebilir yani (ܮ ݐ݀|(ݐ)݂| < ∞గ
ିగ  olmalıdır. 

(ݐ)݂ , süreksizlik noktasında fonksiyonun değeriݐ .4 =
(௧బష)ା൫௧బశ൯

ଶ
 değerine 

eşittir. 

 

(ݐ)݂ =  ܿ

∞

ୀି∞

. ݁௪௧, ݓ =
ߨ
 ܮ
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ܿ =
1
ܮ2

න ௪௧ି݁(ݐ)݂ . ݐ݀


ି
 

 

ܿ leri yerine yazarsak; 

 

(ݐ)݂ =  ቈ
1
ܮ2

න ௪௧ି݁(ݐ)݂ . ݐ݀


ି


∞

ୀି∞

. ݁௪௧ 

 
గ

 parantezine alalım: 

 

(ݐ)݂ =  ቈ
1
ߨ2

න ௪௧ି݁(ݐ)݂ . ݐ݀


ି


∞

ୀି∞

. ݁௪௧ .
ߨ
 ܮ

 

ܮ → ∞ için ݓ = గ

→ 0 olur. ݓ = ݓ.݊ = ߨ݊ ⁄ܮ  genel terimleri arasındaki farkı 

ݓ∆ = (ାଵ)గ


− గ

= గ


 ile gösterip yerine yazalım. 

 

(ݐ)݂ =  ቈ
1
ߨ2

න ∆௪௧ି݁(ݐ)݂ . ݐ݀


ି


∞

ୀି∞

. ݁∆௪௧ .  ݓ∆

 

ܮ → ∞ için ∆ݓ → 0 olur. ݊ → ∞ olduğundan limitte, ݊. ݓ∆ →  alınabilir. Bu ݓ

durumda 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ቈන .(ݐ)݂ ݁ି௪௧ . ݐ݀
ஶ

ିஶ


ஶ

ିஶ
݁௪௧.  	(4.1)																																																														ݓ݀

 

integraline ulaşılır. Bu integrale Fourier İntegrali denir. 
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4.2. FOURIER İNTEGRALİNİN TRİGONOMETRİK ŞEKLİ 

 

(4.1) eşitliğinde Euler formülleri kullanıldığında 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ቈන .(ݑ)݂ ݁ି௪௨ . ݑ݀
ஶ

ିஶ


ஶ

ିஶ
݁௪௧.  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න න .(ݑ)݂ ݁௪(௧ି௨). ݑ݀
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
 ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න න .(ݑ)݂ [cosݐ)ݓ − (ݑ + ݅. sinݐ)ݓ − .[(ݑ ݑ݀
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
 ݓ݀

 

şeklini alır. ݂(ݐ), reel değerli bir fonksiyon olduğundan integraldeki kompleks kısım 

sıfır alınır. Bu durumda 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න න .(ݑ)݂ cosݐ)ݓ − (ݑ . ݑ݀
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
 (4.2)																																																												ݓ݀

 

olur. (4.2)’da cosݐ)ݓ −  ya bağlı’ݓ nin çift fonksiyonudur. Bu nedenle’ݓ ,(ݑ

integralde sınırlar (0,∞) alınması ve ݑ =  alınması ile (4.2) ifadesi ݔ

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න න .(ݔ)݂ cosݐ)ݓ − (ݔ . ݔ݀

ஶ

ିஶ

ஶ


 (4.3)																																																															ݓ݀

 

şeklinde yazılabilir. (4.3) ifadesi 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න ቈන (ݔ)݂] cosݐݓ cosݔݓ + (ݔ)݂ sin ݐݓ sin ݔ݀[ݔݓ

ஶ

ିஶ


ஶ


 ݓ݀

 

şeklinde de yazılabilir. Burada  

 

(ݓ)ܣ = න (ݔ)݂ cosݔݓ ݔ݀
ஶ

ିஶ

(ݓ)ܤ = න (ݔ)݂ sin ݔݓ ݔ݀
ஶ

ିஶ

																																																																																													(4.4) 
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ile gösterilirse (4.3) denklemi 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න (ݓ)ܣ] cosݐݓ + (ݓ)ܤ sin [ݐݓ
ஶ


 (4.5)																																																											ݓ݀

 

şeklini alır. 

 

Örnek 4.1: ݂(ݐ) = ൜0,							ݐ < 0
݁ି௧ ݐ			, ≥ 0

� fonksiyonunun Fourier İntegrali yardımıyla 

∫ ୡ୭ୱ௪௧ା௪.ୱ୧୬ ௪௧
ଵା௪మ . ஶݓ݀

  integralinin sonucunu bulalım. 

 

Öncelikle ݂(ݐ) fonksiyonunun Fourier İntegralini elde edelim: 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ቈන .(ݐ)݂ ݁ି௪௧ . ݐ݀
ஶ

ିஶ


ஶ

ିஶ
݁௪௧ .  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ቈන ݁ି௧ . ݁ି௪௧ . ݐ݀
ஶ




ஶ

ିஶ
݁௪௧.  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ቈ lim
→ஶ

න ݁ି(ଵା௪)௧ . ݐ݀





ஶ

ିஶ
݁௪௧.  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න lim
→ஶ

� ݁
ି(ଵା௪)௧

−(1 + (ݓ݅
ቤ


ஶ

ିஶ
݁௪௧.  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න lim
→ஶ

݁ି(ଵା௪) − 1
−(1 + (ݓ݅

ஶ

ିஶ
݁௪௧ .  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න
1

1 + ݓ݅

ஶ

ିஶ
݁௪௧.  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න
1 − ݓ݅
1 + ଶݓ

ஶ

ିஶ
. (cosݐݓ + ݅. sin .(ݐݓ  ݓ݀

 

 reel değerli fonksiyon olduğundan sanal kısımlar sıfırlanacaktır. Böylece (ݐ)݂

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න
cosݐݓ + .ݓ sin ݐݓ

1 + ଶݓ

ஶ

ିஶ
 ݓ݀
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eşitliğine ulaşılır. İntegralin içerisinin çift fonksiyon ve aynı zamanda Dirichlet 

Koşulları gereğince ݂(0) = (ష)ା൫శ൯
ଶ

= ାଵ
ଶ
= ଵ

ଶ
 olacağı için integral aşağıdaki gibi 

yazılabilir.  

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න

cosݐݓ + .ݓ sin ݐݓ
1 + ଶݓ

ஶ


ݓ݀ = ൞

ݐ						,0 < 0
1
2 ݐ					, = 0

݁ି௧ ݐ			, > 0

� 

Sonuçta istenen integral 

 

න
cosݐݓ + .ݓ sin ݐݓ

1 + ଶݓ

ஶ


ݓ݀ = ൞

ݐ											,0 < 0
ߨ
2 ݐ										, = 0

.ߨ ݁ି௧ ݐ			, > 0

� 

 

şeklinde elde edilir. 

 

Örnek 4.2: ݂(ݐ) = ൝
1,							0 < ݐ < ߨ

−1,				 − ߨ < ݐ < 0
|ݐ|												,0 > ߨ

� fonksiyonunun Fourier İntegrali yardımıyla 

∫ ଵିୡ୭ୱ௪గ
௪

sin ݐݓ . ஶݓ݀
  integralinin sonucunu bulunuz. 

 

Öncelikle ݂(ݐ) fonksiyonunun Fourier İntegralini elde edelim: 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ቈන .(ݐ)݂ ݁ି௪௧ . ݐ݀
గ

ିగ


ஶ

ିஶ
݁௪௧.  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ቈන .(ݐ)݂ (cosݐݓ − ݅. sin .(ݐݓ ݐ݀
గ

ିగ


ஶ

ିஶ
݁௪௧.  ݓ݀

 

 tek fonksiyon olduğundan kosinüslü kısmın simetrik aralıktaki integrali sıfır (ݐ)݂

olacaktır. 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ቈ2න −݅. sin ݐݓ . ݐ݀
గ




ஶ

ିஶ
݁௪௧ .  ݓ݀
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(ݐ)݂ =
1
ߨ
න 

݅. cosݐݓ
ݓ ൨



గஶ

ିஶ
݁௪௧ .  ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න

݅. (cosߨݓ − 1)
ݓ

ஶ

ିஶ
(cosݐݓ + ݅. sin .(ݐݓ  ݓ݀

(ݐ)݂ =
2
ߨ
න

݅. (cosߨݓ − 1)
ݓ

ஶ


. ݅. sinݐݓ .  ݓ݀

(ݐ)݂ =
2
ߨ
න

1 − cosߨݓ
ݓ

ஶ


. sin ݐݓ . ݓ݀ = ൝

1,							0 < ݐ < ߨ
−1,				 − ߨ < ݐ < 0
|ݐ|												,0 > ߨ

� 

 

Sonuç olarak istenen integral 

 

න
1 − cosߨݓ

ݓ

ஶ


. sin ݐݓ . ݓ݀ = ൝

ߨ 2⁄ ,							0 < ݐ < ߨ
ߨ− 2⁄ ,				− ߨ < ݐ < 0

|ݐ|												,0 > ߨ
� 

 

şeklinde elde edilir. 

 

Örnek 4.3: ݂(ݐ) = ൜1,			|ݐ| < 1
|ݐ|			,0 > 1

� fonksiyonunun Fourier İntegrali yardımıyla 

∫ ୱ୧୬௪
௪

ஶݓ݀
  integralinin sonucunu bulunuz. 

 

(4.3) eşitliğinden faydalanalım. 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න න .(ݔ)݂ cosݐ)ݓ − (ݔ . ݔ݀

ஶ

ିஶ

ஶ


 ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න න cosݐ)ݓ − (ݔ . ݔ݀

ଵ

ିଵ

ஶ


 ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න

sinݐ)ݓ + 1) − sinݐ)ݓ − 1)
ݓ

ஶ


 ݓ݀

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න

2. sinݓ . cosݐݓ
ݓ

ஶ


 ݓ݀

݂(0) =
2
ߨ
න

sinݓ
ݓ

ஶ


ݓ݀ = 1 

න
sinݓ
ݓ

ஶ


ݓ݀ =

ߨ
2 
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4.3. FOURIER DÖNÜŞÜMÜ 

 

Fourier İntegralinin (3.1) iç kısmına (ݓ)ܨ dersek, 

 

(ݓ)ܨ = න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
= ℱ{݂},					ܮܣܰܣİܼ																																																														(4.6) 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න (ݓ)ܨ
ஶ

ିஶ
݁௪௧݀ݓ = ℱିଵ{݂},					ܼܵܧܶܰܧ																																																		(4.7) 

ifadeleri elde edilir. Bu çifte Fourier Dönüşüm Çifti denir. Fourier Dönüşümü; bazı 

integrallerin hesaplanmasında, diferansiyel denklemlerin çözümünde 

kullanılabilmektedir. 

 

4.3.1. Tek ve Çift Fonksiyonların Fourier Dönüşümü 

 

(4.6) ifadesinde ݁ି௪௧ = cosݐݓ − ݅. sinݐݓ yazalım. 

 

(ݓ)ܨ = න (ݐ)݂ cosݐݓ ݐ݀
ஶ

ିஶ
− ݅ න (ݐ)݂ sin ݐݓ ݐ݀

ஶ

ିஶ
 

 

Buradaki integralleri 

 

(ݓ)ܴ = න (ݐ)݂ cosݐݓ ݐ݀
ஶ

ିஶ
 

(ݓ)ܭ = −න (ݐ)݂ sin ݐݓ ݐ݀
ஶ

ିஶ
 

 

ile gösterirsek  

 

(ݓ)ܨ = (ݓ)ܴ +  (ݓ)ܭ݅

 

reel ve kompleks kısımları ayrılmış halde yazmış oluruz. 
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Şimdi ݂(ݐ)’yi reel ve tek fonksiyon olarak düşünelim. ݂(ݐ) cosݐݓ çarpımı tek 

fonksiyon olacağından ܴ(ݓ) integrali sıfır olacaktır. Bu durumda (ݓ)ܨ =  (ݓ)ܭ݅

olduğu görülür. Yani (ݓ)ܨ komplekstir. 

 

(ݓ)ܭ = −න (ݐ)݂ sin ݐݓ ݐ݀
ஶ

ିஶ
 

integralinde ݂(ݐ) sin  çarpımı çift fonksiyondur. Bu integrali ݐݓ

(ݓ)ܭ = − ቈන (ݐ)݂ sin ݐݓ ݐ݀


ିஶ
+න (ݐ)݂ sin ݐݓ ݐ݀

ஶ


 

şeklinde yazdıktan sonra, ilk integralde t yerine –t koyarsak integrantın çift 

olmasından yararlanarak  

(ݓ)ܭ = −2න (ݐ)݂ sin ݐݓ . ݐ݀
ஶ


 

 

yazılır. Bu integralde ݓ yerine –ݓ yazılırsa (ݓ)ܭ’nin ݓ değişkenine göre tek 

fonksiyon olduğu görülür. 

 

Sonuç 4.1: ݂(ݐ), reel ve tek fonksiyon ise (ݓ)ܨ kompleks ve tektir. 

 

Şimdi de ݂(ݐ)’yi reel ve çift fonksiyon olarak düşünelim. ݂(ݐ) sin  çarpımı tek ݐݓ

fonksiyon olacağından (ݓ)ܭ integrali sıfır olacaktır. Bu durumda (ݓ)ܨ =  (ݓ)ܴ

olduğu görülür. Yani (ݓ)ܨ reeldir. 

 

(ݓ)ܴ = න (ݐ)݂ cosݐݓ . ݐ݀
ஶ

ିஶ
 

 

integralinde ݂(ݐ) cosݐݓ çarpımı çift fonksiyondur. Bu integrali 

 

(ݓ)ܴ = න (ݐ)݂ cosݐݓ . ݐ݀


ିஶ
+න (ݐ)݂ cosݐݓ . ݐ݀

ஶ


 

 

şeklinde yazdıktan sonra, ilk integralde t yerine –t koyarsak integrantın çift 

olmasından yararlanarak  
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(ݓ)ܴ = 2න (ݐ)݂ cosݐݓ . ݐ݀
ஶ


 

 

yazılır. Bu integralde ݓ yerine –ݓ yazılırsa ܴ(ݓ) nin ݓ değişkenine göre çift 

fonksiyon olduğu görülür. 

Sonuç 4.2: ݂(ݐ), reel ve çift fonksiyon ise (ݓ)ܨ reel ve çifttir. 

 

Örnek 4.4: ݂(ݐ) = ൜1,			|ݐ| ≤ ߙ
|ݐ|			,0 > ߙ

� fonksiyonunun Fourier Dönüşümünü yardımıyla 

∫ ୱ୧୬(௪ఈ)
௪

݁௪௧݀ݓஶ
ିஶ 	integralinin sonucunu bulalım. 

 

 fonksiyonunun Fourier Dönüşümü (ݐ)݂

 

ℱ{݂(ݐ)} = (ݓ)ܨ = න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
 

(ݓ)ܨ = න ݁ି௪௧ . ݐ݀
ఈ

ିఈ
 

(ݓ)ܨ = ቈ
−݁ି௪௧

ݓ݅

ିఈ

ఈ

 

(ݓ)ܨ =
−݁ି௪ఈ + ݁௪ఈ

ݓ݅  

(ݓ)ܨ =
݁௪ఈ − ݁ି௪ఈ

2݅ . ൬
2
 ൰ݓ

(ݓ)ܨ =
2. sin(ߙݓ)

ݓ  

 

şeklindedir. Ters Dönüşüme bakalım: 

 

ℱିଵ{(ݓ)ܨ} = (ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ݓ௪௧݀݁(ݓ)ܨ
ஶ

ିஶ
 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න
2. sin(ߙݓ)

ݓ ݁௪௧݀ݓ
ஶ

ିஶ
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(ݐ)݂ =
1
ߨ
න

sin(ߙݓ)
ݓ ݁௪௧݀ݓ

ஶ

ିஶ
 

 

(ݐ)݂ = ൞

|ݐ|			,1 < ߙ
1
2,			

|ݐ| = ߙ

|ݐ|			,0 > ߙ

� 

 

Sonuçtan faydalanarak; 

න
sin(ߙݓ)

ݓ ݁௪௧݀ݓ
ஶ

ିஶ
= ൞

|ݐ|			,ߨ < ߙ
ߨ
2 ,			

|ݐ| = ߙ

|ݐ|			,0 > ߙ

� 

integralinin çözümünü elde etmiş oluruz. 

 

Örnek 4.5: ݂(ݐ) = ൜1 − |ݐ|			,ଶݐ ≤ 1
|ݐ|												,0 > 1

� fonksiyonunun Fourier Dönüşümünü yardımıyla 

∫ ୱ୧୬௪ି௪.ୡ୭ୱ௪
௪య . cos௪

ଶ
. ஶݓ݀

  integralinin sonucunu bulalım. 

 

 .fonksiyonunun Fourier Dönüşümünü bulalım (ݐ)݂

 

ℱ{݂(ݐ)} = (ݓ)ܨ = න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
 

(ݓ)ܨ = න (ݐ)݂ cos(ݐݓ) ݐ݀
ஶ

ିஶ
− ݅.න (ݐ)݂ sin(ݐݓ) ݐ݀

ஶ

ିஶ
 

 

 (ݐ)݂ reel değerli fonksiyon olduğundan sanal kısım sıfırlanır. Aynı zamanda (ݐ)݂

çift fonksiyon olduğundan  

 

(ݓ)ܨ = 2න (1 − (ଶݐ cos(ݐݓ) ݐ݀
ଵ


 

(ݓ)ܨ = 2 (1 − (ଶݐ
sin(ݐݓ)
ݓ − ݐ2

cos(ݐݓ)
ଶݓ + 2

sin(ݐݓ)
ଷݓ ൨



ଵ

 

(ݓ)ܨ = 2 −2
cosݓ
ଶݓ + 2

sinݓ
ଷݓ ൨ 
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(ݓ)ܨ = 4 
sin ݓ − .ݓ cosݓ

ଷݓ ൨ 

 

şeklinde yazılır. Ters Dönüşüme bakalım: 

 

ℱିଵ{(ݓ)ܨ} = (ݐ)݂ =
1
ߨ2

න ݓ௪௧݀݁(ݓ)ܨ
ஶ

ିஶ
 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න (ݓ)ܨ cos(ݐݓ) ݓ݀
ஶ

ିஶ
+ ݅.

1
ߨ2

න (ݓ)ܨ sin(ݐݓ) ݓ݀
ஶ

ିஶ
 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න (ݓ)ܨ cos(ݐݓ) ݓ݀
ஶ


 

(ݐ)݂ =
4
ߨ
න 

sin ݓ − .ݓ cosݓ
ଷݓ ൨ cos(ݐݓ) ݓ݀

ஶ


 

 

elde edilir. Burada ݐ = ଵ
ଶ
 değerini yerine yazarsak istenen integralin sonucunu 

bulmuş oluruz. 

 

݂ ൬
1
2൰ =

4
ߨ
න 

sinݓ − .ݓ cosݓ
ଷݓ ൨ cos ቀ

ݓ
2ቁ݀ݓ = 1 − ൬

1
2൰

ଶஶ


 

න 
sinݓ − .ݓ cosݓ

ଷݓ ൨ cos ቀ
ݓ
2ቁ݀ݓ =

ߨ3
16

ஶ


 

 

4.4. FOURIER KOSİNÜS VE SİNÜS DÖNÜŞÜMÜ 

 

4.4.1. Fourier Kosinüs Dönüşümü 

 

 yi’(ݐ)݂ aralığında integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda (∞,0) ,(ݐ)݂

(−∞,∞) aralığında ݂(−ݐ) =  koşulunu sağlayan çift fonksiyon olarak (ݐ)݂

düşünülebilir. 

 

Fourier İntegralinin Trigonometrik şeklini (4.3) ele alalım. 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න න (ݔ)݂ cosݐ)ݓ − (ݔ ݔ݀

ஶ

ିஶ

ஶ


 ݓ݀
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Bu eşitlik 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න න (ݔ)݂ cosݐ)ݓ − (ݔ ݔ݀



ିஶ

ஶ


 ݓ݀

+
1
ߨ
න න (ݔ)݂ cosݐ)ݓ − (ݔ ݔ݀

ஶ



ஶ


 (4.8)																																													ݓ݀

şeklinde yazılabilir. ݂(ݐ) çift fonksiyon olduğundan ilk terimdeki integral 

 

න (ݔ)݂ cosݐ)ݓ − (ݔ ݔ݀


ିஶ
= −න (ݔ−)݂ cosݐ)ݓ + (ݔ ݔ݀



ஶ
 

																																												= න (ݔ)݂ cosݐ)ݓ + (ݔ ݔ݀
ஶ


 

 

biçimine dönüştürülebilir. Bu integrali de (4.8)’de yerine yazalım. 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න න ݐ)ݓcos](ݔ)݂ − (ݔ + cosݐ)ݓ + ݔ݀[(ݔ

ஶ



ஶ


 ݓ݀

(ݐ)݂ =
2
ߨ
න ቈන (ݔ)݂ cosݔݓ ݔ݀

ஶ




ஶ


cosݐݓ  ݓ݀

 

Şimdi de ݔ =  .yazalım ݐ

 

(ݐ)݂ =
2
ߨ
න ቈන (ݐ)݂ cosݐݓ ݐ݀

ஶ




ஶ


cosݐݓ  (4.9)																																																															ݓ݀

 

(4.9) eşitliğinin içindeki kısmı ܨ(ݓ) ile gösterirsek, 

 

ℱ{݂(ݐ)} = (ݓ)ܨ = න (ݐ)݂ cosݐݓ ݐ݀
ஶ


																																																																						(4.10) 

ℱିଵ{ܨ(ݓ)} = (ݐ)݂ =
2
ߨ
න (ݓ)ܨ
ஶ


cosݐݓ  (4.11)																																																									ݓ݀

 

olur. (4.10) eşitliğine ݂(ݐ)’nin Fourier Kosinüs Dönüşümü denir. 
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4.4.2. Fourier Sinüs Dönüşümü 

 

 yi’(ݐ)݂ aralığında integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda (∞,0) ,(ݐ)݂

(−∞,∞) aralığında ݂(−ݐ) =  koşulunu sağlayan tek fonksiyon olarak (ݐ)݂−

düşünülebiliriz. 

 

(4.8) eşitliğinin ilk terimindeki integral 

 

න (ݔ)݂ cosݐ)ݓ − (ݔ ݔ݀


ିஶ
= −න (ݔ−)݂ cosݐ)ݓ + (ݔ ݔ݀

ஶ


 

 

biçiminde yazılabilir. Bu integrali de (4.8)’de yerine yazalım. 

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ
න න ݐ)ݓcos](ݔ)݂ − (ݔ − cosݐ)ݓ + ݔ݀[(ݔ

ஶ



ஶ


 ݓ݀

(ݐ)݂ =
2
ߨ
න ቈන (ݔ)݂ sin ݔݓ ݔ݀

ஶ




ஶ


sinݐݓ  ݓ݀

 

Şimdi de ݔ =  .yazalım ݐ

 

(ݐ)݂ =
2
ߨ
න ቈන (ݐ)݂ sinݐݓ ݐ݀

ஶ




ஶ


sin ݐݓ  (4.12)																																																														ݓ݀

 

(4.12) eşitliğinin içindeki kısmı ܨௌ(ݓ) ile gösterirsek, 

 

ℱ{݂(ݐ)} = (ݓ)ௌܨ = න (ݐ)݂ sin ݐݓ ݐ݀
ஶ


																																																																							(4.13) 

ℱିଵ{ܨௌ(ݓ)} = (ݐ)݂ =
2
ߨ
න (ݓ)ௌܨ
ஶ


sin ݐݓ  (4.14)																																																											ݓ݀

 

olur. (4.13) eşitliğine ݂(ݐ)’nin Fourier Sinüs Dönüşümü denir. 
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4.5. FOURIER DÖNÜŞÜMLERİNİN ÖZELLİKLERİ 

 

4.5.1. Lineerlik Özelliği 

 

ܽ ve ܾ sabitler olmak üzere 

 

ℱ{݂ܽ(ݐ) + {(ݐ)ܾ݃ = න (ݐ)݂ܽ] + ݐ௪௧݀ି݁[(ݐ)ܾ݃
ஶ

ିஶ
 

																																																						= ܽ න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
+ ܾන ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݃

ஶ

ିஶ
 

																						= ܽℱ{݂(ݐ)} + ܾℱ{݃(ݐ)} 

 

elde edilir. Buna göre Fourier Dönüşümü lineerdir. 

 

4.5.2. Zaman Öteleme Özelliği 

 

ℱ{݂(ݐ)} =   .ve ܽ reel sabit olsun (ݓ)ܨ

 

ℱ{݂(ݐ − {(ݐ = න ݐ)݂ − ݐ)݁ି௪௧݀ݐ
ஶ

ିஶ
 

 

ݐ − ݐ =  ,dersek	ݔ

 

																											= න ݔ݀௪(௫ା௧బ)ି݁(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
 

																																= ݁ି௪௧బ න ݔ௪௫݀ି݁(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
 

 

yazılır ki, bu da 

 

ℱ{݂(ݐ − {(ݐ = ݁ି௪௧బ .  (4.15)																																																																																									(ݓ)ܨ

 

olacaktır. Bu özelliğe zaman öteleme özelliği denir. 
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4.5.3. Frekans Öteleme Özelliği 

 

ℱ{݂(ݐ)} =   . reel sabit olsunݓ ve (ݓ)ܨ

 

ℱ൛݁௪బ௧݂(ݐ)ൟ = න ݁௪బ௧ . ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
 

= න ݐ(௪ି௪బ)௧݀ି݁(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
 

Böylece 

 

ℱ൛݁௪బ௧݂(ݐ)ൟ = ݓ)ܨ  (ݓ−

 

özelliği elde edilir. Bu özelliğe frekans öteleme özelliği denir. 

 

4.5.4. Fourier Dönüşümünün Simetri Özelliği 

 

ℱ{݂(ݐ)} =  olarak kabul edelim. (4.6) dan (ݓ)ܨ

 

(ݐ)݂ =
1
ߨ2

න (ݓ)ܨ
ஶ

ିஶ
݁௪௧݀ݓ 

 

yazılır. Burada t’yi w ile değiştirelim. 

 

(ݓ)݂ =
1
ߨ2

න (ݐ)ܨ
ஶ

ିஶ
݁௪௧݀ݐ 

 

Şimdi de ݓ =  ile çarparsak ߨkoyar ve 2 ݓ−

 

.ߨ2 (ݓ−)݂ = න (ݐ)ܨ
ஶ

ିஶ
݁ି௪௧݀ݐ 

 

.ߨ2 (ݓ−)݂ = ℱ{(ݐ)ܨ}																																																																																																					(4.16) 

 

bağıntısı bulunur. Bu bağıntıya Fourier Dönüşümünün Simetri Özelliği denir. 
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4.5.5. Türevlerin Fourier Dönüşümleri 

 

Teorem 3.1: ݂(ݐ) , (−∞,∞) aralığında sürekli ya da parçalı düzgün sürekli olsun. 

|ݐ| → ∞ için ݂(ݐ), …,(ݐ)′݂ , ݂(ିଵ)(ݐ) → 0 koşulu sağlansın. Bu durumda 

݂, ݂′, … , ݂(ିଵ) fonksiyonları, (−∞,∞) aralığında mutlak integrallenebilir iseler 

 

ℱ൛݂()(ݐ)ൟ =  (4.17)																																																																																															(ݓ)ܨ(ݓ݅)

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat 

 

ℱ{݂′(ݐ)} = න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)′݂
ஶ

ିஶ
														 

																			= lim
→ିஶ

lim
→ஶ

න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)′݂



 

																																																											= lim
→ିஶ

lim
→ஶ

ቈ�݂(ݐ)݁ି௪௧ห

+ න(ݓ݅) ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݂




 

										= න(ݓ݅) ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
 

=  								{(ݐ)݂}ℱ(ݓ݅)

=  													(ݓ)ܨ(ݓ݅)

 

II. mertebe türev için Fourier dönüşümü uygulayalım. 

 

ℱ{݂′′(ݐ)} = න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)′′݂
ஶ

ିஶ
																			 

																	= lim
→ିஶ

lim
→ஶ

න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)′′݂



 

																																																									= lim
→ିஶ

lim
→ஶ

ቈ�݂′(ݐ)݁ି௪௧ห

+ න(ݓ݅) ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)′݂




 

								= න(ݓ݅) ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)′݂
ஶ

ିஶ
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=  									{(ݐ)′݂}ℱ(ݓ݅)

=  													(ݓ)ܨଶ(ݓ݅)

 

n. mertebe türev için indirgeme uygulanırsa 

 

ℱ൛݂()(ݐ)ൟ = ൟ(ݐ)ℱ൛݂(ିଵ)(ݓ݅) =  ൟ(ݐ)ଶℱ൛݂(ିଶ)(ݓ݅)

										= ⋯ = {(ݐ)(ݓ)ܨ}ℱ(ݓ݅) =  (ݓ)ܨ(ݓ݅)

bulunur. Buradan n. mertebe türevin Fourier dönüşümü için 

 

ℱ൛݂()(ݐ)ൟ =  (ݓ)ܨ(ݓ݅)

 

formülü elde edilir. 

 

4.5.6. Fourier Dönüşümünün Türevi (Spektrumun Türevi) 

 

Teorem 3.2: ݐ݂(ݐ) , mutlak integrallenebilir iseler 

 

݀(ݓ)ܨ
ݓ݀ = ℱ{(−݅ݐ)݂(ݐ)} 

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat 

 

(ݓ)ܨ = න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
 

 

eşitliğinde Leibnitz kuralını uygulayarak w değişkenine göre türev alalım. 

 

(ݓ)ܨ݀
ݓ݀ = න ݐ௪௧݀ି݁(ݐ݅−)(ݐ)݂

ஶ

ିஶ
 

(ݓ)ܨ݀
ݓ݀ = ℱ{(−݅ݐ)	݂(ݐ)} 
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II. mertebe türevini alalım. 

 

݀ଶ(ݓ)ܨ
ଶݓ݀ = න ݐଶ݁ି௪௧݀(ݐ݅−)(ݐ)݂

ஶ

ିஶ
 

݀ଶ(ݓ)ܨ
ଶݓ݀ = ℱ{(−݅ݐ)ଶ	݂(ݐ)} 

 

Buradan ardışık n defa türev alırsak 

 

݀(ݓ)ܨ
ݓ݀ = ℱ{(−݅ݐ)݂(ݐ)} 

 

ifadesine ulaşılır. 

 

4.5.7.  İntegralin Fourier Dönüşümü 
 

(ݐ)݃ ve (ݐ)݂ = ∫ ݂(߬). ݀߬௧
ିஶ  fonksiyonları mutlak integrallenebilir ve 

 

න ݐ݀(ݐ)݂
ஶ

ିஶ
= (0)ܨ = 0 

 

ise 

 

ℱ ቊන ݂(߬). ݀߬
௧

ିஶ
ቋ =

(ݓ)ܨ
ݓ݅ 																																																																																															 (4.18) 

 

eşitliği vardır. 

 

İspat 

 

ℱ{݃(ݐ)} =  (ݓ)ܩ

 

dersek, (4.17)’den 
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ℱ{݃′(ݐ)} =  (ݓ)ܩݓ݅

 

yazılabilir. (4.17)’deki özellik 

 

 

lim
௧→ஶ

(ݐ)݃ = lim
௧→ஶ

න ݂(߬)݀߬
௧

ିஶ
= න ݂(߬)݀߬

ஶ

ିஶ
= 0 

 

olması ile sağlanmaktadır. 

݃ᇱ(ݐ) =  (ݐ)݂

olduğundan 

 

ℱ{݃′(ݐ)} = ℱ{݂(ݐ)} = (ݓ)ܨ =  (ݓ)ܩݓ݅

 

yazılabilir. Buradan da  

 

(ݓ)ܩ =
(ݓ)ܨ
ݓ݅  

 

elde edilir. Sonuçta aşağıdaki eşitlik elde edilir. 

 

ℱ ቊන ݂(߬)݀߬
௧

ିஶ
ቋ =

(ݓ)ܨ
ݓ݅  

 

4.6. İMPULS (ࢾ −  FONKSİYONU (ۯ܂ۺ۲۳	۱ۯ܀۲۷

 

(ݐ)ߜ = ቄ0,			ݐ ≠ 0
ݐ			,∞ = 0

� 

 

න ݐ݀(ݐ)ߜ
ஶ

ିஶ
= න ݐ݀(ݐ)ߜ

ఌ

ିఌ
= 1 

 

biçiminde tanımlı fonksiyona İmpuls ya da Dirac Delta Fonksiyonu denir. Bu 

fonksiyon, ݐ = 0 civarında çok büyük değer alan ve orijini çevreleyen çok küçük bir 
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alanın dışında sıfır olan bir fonksiyon olarak anlaşılmalıdır. Bir başka bakış açısıyla 

 fonksiyonu (ݐ)ߜ

 

(ݐ)ఌߜ = ൝
ݐ									,0 < 0

1 ⁄ߝ ,			0 < ݐ < ߝ
ߝ									,0 < ݐ

� 

fonksiyonunun ߝ → 0 için limiti olarak düşünülebilir. Bu düşünce ile  

 

 

න ݐ݀(ݐ)ߜ
ஶ

ିஶ
= න

1
ߝ ݐ݀

ఌ


= 1 

sonucuna ulaşılır.  

 

4.6.1. İmpuls(ࢾ −  Fonksiyonunun Eleme Özelliği (܉ܜܔ܍۲	܋܉ܚ۲ܑ

 

 .fonksiyonun önemli bir özelliği olan eleme özelliğini göstermeye çalışalım (ݐ)ߜ

 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)ఌߜ
ஶ

ିஶ
= න

1
ߝ ݂

ݐ݀(ݐ)
ఌ


=
1
ߝ
න ݐ݀(ݐ)݂
ఌ


 

 

olur. Bu son integrale, 0 ≤ ߣ ≤ 1 olmak üzere integralin ortalama değer teoremini 

uygularsak 

 

න ݐ݀(ݐ)݂
ఌ


= න(ߝߣ)݂ ݐ݀

ఌ


=  (ߝߣ)݂ߝ

 

olur. Buradan 

 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)ఌߜ
ஶ

ିஶ
= 0														(ߝߣ)݂ ≤ ߣ ≤ 1 

 

yazılır. ߝ → 0 için 
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න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)ߜ
ஶ

ିஶ
= ݂(0)																																																																																																				(4.19) 

 

elde edilir. (4.19) ile elde ettiğimiz özelliği ötelenmiş ߜ-fonksiyonuna uygulamak 

isteyelim. Ötelenmiş ߜ-fonksiyonu 

  

ݐ)ߜ − (ݐ = ൜0,				ݐ ≠ ݐ
ݐ			,∞ = ݐ

� 

 

න ݐ)ߜ − ݐ݀(ݐ
ஶ

ିஶ
= 1 

 

şeklinde tanımlanmıştır. 

 

න ݐ)ߜ − ݐ݀(ݐ)݂(ݐ
ஶ

ିஶ
 

 

integralinde (ݐ − (ݐ =  ,dönüşümü yapıp, (4.19) eşitliğini de kullarak ݑ

 

න ݑ)݂(ݑ)ߜ + ݑ݀(ݐ
ஶ

ିஶ
= ݑ)݂] + )]௨ୀݐ =  (ݐ)݂

 

yazılır. Buradan da  

 

න ݐ)ߜ − ݐ݀(ݐ)݂(ݐ
ஶ

ିஶ
=  (4.20)																																																																																									(ݐ)݂

 

elde edilir. (4.20)’den hareketle 

 

න ݐ)ߜ − ݐ݀(ݐ)݂(ݐ
ஶ

ିஶ
= (ݐ)݂ = .(ݐ)݂ 1																																																																					 

																																																											= න.(ݐ)݂ ݐ)ߜ − ݐ݀(ݐ
ஶ

ିஶ
= න .(ݐ)݂ ݐ)ߜ − ݐ݀(ݐ

ஶ

ିஶ
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yazılabilir. Buradan 

 

.(ݐ)݂ ݐ)ߜ − (ݐ = .(ݐ)݂ ݐ)ߜ −  (ݐ

 

eşitliğine ulaşılır. Özel olarak ݂(ݐ) = ݐ ve ݐ = 0 alınırsa 

 

.ݐ (ݐ)ߜ = 0																																																																																																																										(4.21) 

 

bulunur. 

 

4.6.2. İmpuls (ࢾ −  Fonksiyonunun Türevi (܉ܜܔ܍۲	܋܉ܚ۲ܑ

 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)′ߜ
ஶ

ିஶ
 

 

integraline kısmî integral kuralını uygulayalım. 

 

lim
→ିஶ

lim
→ஶ

ቈන ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)′ߜ



 = lim

→ିஶ
lim
→ஶ

ቈ(ݐ)݂(ݐ)ߜ�| − න ݐ݀(ݐ)′݂(ݐ)ߜ



 

= lim
→ିஶ

lim
→ஶ

ቈ−න ݐ݀(ݐ)′݂(ݐ)ߜ



 

= −න ݐ݀(ݐ)′݂(ݐ)ߜ
ஶ

ିஶ
 

 

olur. (4.20)’ye göre 

 

= −݂′(0) 

 

elde edilir. Yani  

 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)′ߜ
ஶ

ିஶ
= −݂ᇱ(0)																																																																																														(4.22) 

 

bulunur. 
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 .fonksiyonunun n. mertebeden türevi, (4.22)’e benzer şekilde bulunabilir-ߜ

 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)()ߜ
ஶ

ିஶ
= −න ݐ݀(ݐ)′݂(ݐ)(ିଵ)ߜ

ஶ

ିஶ
= න ݐ݀(ݐ)(ଶ)݂(ݐ)(ିଶ)ߜ

ஶ

ିஶ
 

= ⋯ = (−1)න ݐ݀(ݐ)()݂(ݐ)ߜ
ஶ

ିஶ
= (−1)݂()(ݐ) 

olur. Yani  

 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)()ߜ
ஶ

ିஶ
= (−1)݂()(0)																																																																													(4.23) 

 

elde edilir. 

 

4.6.3. İmpuls (ࢾ −  Fonksiyonunun Çift Olması (܉ܜܔ܍۲	܋܉ܚ۲ܑ

 

İlk olarak 

 

(ݐܽ)ߜ =
1
|ܽ| ߜ

 (ݐ)

 

olduğunu gösterirsek çift fonksiyon olduğunu daha rahat bir şekilde gösterebiliriz. 

Bunun için aşağıdaki integralde ܽݐ = ܽ .dönüşümü yapalım ݑ < 0 ve ܽ > 0 

durumlarını dikkate almak adına ݀ݐ = ݑ݀ |ܽ|⁄  olarak alalım. 

 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐܽ)ߜ
ஶ

ିஶ
=

1
|ܽ|

න ݂(ݑ)ߜ ቀ
ݑ
ܽቁ݀ݑ

ஶ

ିஶ
 

 

(4.19)’a göre  

 

=
1
|ܽ|

�݂ ቀ
ݑ
ܽቁ
ቚ
௨ୀ

=
1
|ܽ| ݂

(0) 

 

olur. Tekrar (4.19)’a göre ݂(0)’ın eşitini yazarsak, 
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=
1
|ܽ|

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)ߜ
ஶ

ିஶ
= න

1
|ܽ| ߜ

ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)
ஶ

ିஶ
 

 

bulunur. Yani 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐܽ)ߜ
ஶ

ିஶ
= න

1
|ܽ| ߜ

ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)
ஶ

ିஶ
 

 

eşitliğine ulaşmış oluruz. Bu eşitlikten de  

 

(ݐܽ)ߜ =
1
|ܽ| ߜ

 (ݐ)

 

olduğu görülmektedir. ܽ = −1 alındığında 

 

(ݐ−)ߜ =  (4.24)																																																																																																																					(ݐ)ߜ

 

 .fonksiyonunun çift olduğunu göstermiş oluruz-ߜ

 

4.6.4. Birim Basamak (Heaviside) Fonksiyonunun Türevi 

 

(ݐ)ܪ = ቄ0,			ݐ < 0
ݐ			,1 > 0

� biçiminde tanımlı fonksiyona Birim Basamak Fonksiyonu denir. 

Birim Basamak Fonksiyonunun türevi, ߜ-fonksiyonudur (Bracewell, 2000). 

 

݀
ݐ݀ ܪ

(ݐ) =  (4.25)																																																																																																																		(ݐ)ߜ

 

(ݐ)ܰܩܵ = 2. (ݐ)ܪ − 1 yazılabileceğinden işaret fonksiyonunun türevi 

 

݀
ݐ݀ ܰܩܵ

(ݐ) =
݀
ݐ݀
(ݐ)ܪ.2] − 1] =  (4.26)																																																																							(ݐ)ߜ2

 

şeklinde olur. 
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4.7. BAZI FONKSİYONLARIN FOURIER DÖNÜŞÜMLERİ 

 

4.7.1. İmpuls (ࢾ) Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü 

 

 fonksiyonunun eleme özelliğini (4.19) kullanarak Fourier Dönüşümü (ݐ)ߜ

 

ℱ{(ݐ)ߜ} = (ݓ)ܨ = න .௪௧ି݁(ݐ)ߜ ݐ݀
ஶ

ିஶ
= �݁ି௪௧ห௧ୀ = 1 

 

olarak bulunur. Bu dönüşümden ters dönüşüme geçersek 

 

ℱିଵ{1} = (ݐ)ߜ =
1
ߨ2

න ݁௪௧ . ݓ݀
ஶ

ିஶ
 

 

olur. Böylece (ݐ)ߜ fonksiyonunun integral temsilini elde etmiş oluruz. 

Şimdi de zaman öteleme özelliğinden faydalanarak 

 

ℱ{ݐ)ߜ − {(ݐ = ݁ି௪௧బ . ℱ{(ݐ)ߜ} = ݁ି௪௧బ 

 

ötelenmiş impuls fonksiyonunun Fourier Dönüşümünü elde etmiş oluruz. 

 

(࢚)ࢌ .4.7.2 =   Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü 

 

4.7.1. de ߜ-fonksiyonunun Fourier dönüşümünü bulmuştuk. Dönüşümün simetri 

özelliğinden (4.16) faydalanalım. Aynı zamanda (4.24)’ten ߜ-fonksiyonunun çift 

olduğunu bildiğimizden 

 

ℱ{(ݐ)ߜ} = 1 ⟺ ℱ{1} = .ߨ2  (ݓ)ߜ
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olacaktır. Buradan 

 

(ݓ)ߜ =
1
ℱߨ2

{1} 

yazılır. Ters dönüşüme geçersek 

 

ℱିଵ{(ݓ)ߜ} =
1
 ߨ2

 

elde edilir. 

 

(࢚)ࢌ .4.7.3 =  Sabit Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü ࢇ

 

ℱ{ܽ} = න ܽ. ݁ି௪௧ . ݐ݀
ஶ

ିஶ
= ܽන ݁ି௪௧ . ݐ݀

ஶ

ିஶ
= ܽ. ℱ{1} = .ߨ2ܽ  (ݓ)ߜ

 

bulunur. 

 

 Fonksiyonlarının Fourier Dönüşümü ()ࢾ ve ′ࢾ .4.7.4

 

(4.21)’den  

 

න ݐ݀(ݐ)݂(ݐ)′ߜ
ஶ

ିஶ
= −݂′(0) 

 

olduğunu biliyoruz. 

 

ℱ{(ݐ)′ߜ} = න .(ݐ)′ߜ ݁ି௪௧ . ݐ݀
ஶ

ିஶ
= −

݀
ݐ݀
ൣ݁ି௪௧൧௧ୀ =  ݓ݅

 

bulunur. Benzer düşünceyle aşağıdaki bağıntı elde edilir. 

 

ℱ൛ߜ()(ݐ)ൟ =  (ݓ݅)
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 Fonksiyonlarının Fourier Dönüşümü ࢚ ve ࢚ .4.7.5

 

 fonksiyonunun Fourier dönüşümünü-(ݐ)′ߜ nin Fourier dönüşümünü bulmak için’ݐ

(4.7.4) kullanabiliriz. Dönüşümün simetri özelliğinden (4.16) faydalanalım.  

 

ℱ{ߜᇱ(ݐ)} = ݓ݅ ⟺ ℱ{݅ݐ} = .ߨ2  (ݓ−)ᇱߜ

																												⟺ ݅ℱ{ݐ} = .ߨ2−  (ݓ)ᇱߜ

																										⟺ ℱ{ݐ} = ݅. .ߨ2  (ݓ)′ߜ

 

olacaktır.  

 

 fonksiyonunun Fourier dönüşümünü-(ݐ)()ߜ  nin Fourier dönüşümünü bulmak içinݐ

(4.7.4) kullanabiliriz. Dönüşümün simetri özelliğinden (4.16) faydalanalım.  

 

ℱ൛ߜ()(ݐ)ൟ = (ݓ݅) ⟺ℱ{(݅ݐ)} = .ߨ2  (ݓ−)()ߜ

																																																				⟺ (݅)ℱ{ݐ} = .ߨ2 (−1)()ߜ()(ݓ) 

																																			⟺ ℱ{ݐ} = ݅ . .ߨ2  (ݓ)()ߜ

 

olacaktır.  

 

(࢚)ࢌ .4.7.6 =  Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü ࢚࢝ࢋ

 

4.7.1’de ötelenmiş ߜ-fonksiyonunun Fourier dönüşümünü bulmuştuk. Dönüşümün 

simetri özelliğinden (4.16) faydalanalım. 

 

ℱ{ݐ)ߜ − {(ݐ = ݁ି௪௧బ ⟺ℱ൛݁௪బ௧ൟ = .ߨ2 ݓ)ߜ −  (ݓ

 

olacaktır. Buradan da ters dönüşüme geçersek 

 

ℱିଵ{ݓ)ߜ − {(ݓ =
݁௪బ௧

ߨ2  

 

elde edilir. 
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 Fonksiyonlarının Fourier Dönüşümü ࢚࢙࢝ ve ࢚࢙࢝ࢉ .4.7.7

 

ݐݓݏܿ =
ೢబାషೢబ

ଶ
 olduğunu biliyoruz. Aynı zamanda 4.7.6’da ݁௪బ௧ 

fonksiyonunun Fourier dönüşümünü bulmuştuk. Bu bilgiler ışığında 

 

ℱ{ܿݓݏݐ} =
1
2ℱ

൛݁௪బ௧ൟ +
1
2ℱ

൛݁ି௪బ௧ൟ = .ߨ ݓ)ߜ − (ݓ + .ߨ ݓ)ߜ +  (ݓ

 

elde edilir. 

 

ݐݓ݊݅ݏ =
ೢబିషೢబ

ଶ
 olduğundan benzer düşünceyi kullanalım. 

 

ℱ{ݓ݊݅ݏݐ} =
1
2݅ ℱ

൛݁௪బ௧ൟ −
1
2݅ ℱ

൛݁ି௪బ௧ൟ = .ߨ݅ ݓ)ߜ + (ݓ − .ߨ݅ ݓ)ߜ −  (ݓ

 

4.7.8. İşaret (SGN-Signum) Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü 

 

(ݐ)݂ = (ݐ)ܰܩܵ = ቄ−1,			ݐ < 0
ݐ						,1 ≥ 0

� biçiminde tanımlı fonksiyona işaret fonksiyonu denir. 

(4.26) ifadesinden 

 

(ݐ)′݂ =  (ݐ)ߜ2

 

olduğunu biliyoruz. Bu ifadenin Fourier dönüşümünü alalım 

 

ℱ{݂′(ݐ)} = 2ℱ{(ݐ)ߜ} 

 

(4.17) türevin Fourier dönüşümü yardımıyla 

 

.ݓ݅ (ݓ)ܨ = 2 ⟺ (ݓ)ܨ =
2
ݓ݅ = ℱ{ܵ(ݐ)ܰܩ} 

 

bulunur. 
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4.7.9. Birim Basamak (Heaviside) Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü 

 

(ݐ)ܪ = ቄ0,			ݐ < 0
ݐ			,1 > 0

� biçiminde tanımlı fonksiyona Birim Basamak Fonksiyonu 

denildiğini daha önce belirtmiştik. Bu fonksiyonun Fourier dönüşümünü bulmak için 

  

(ݐ)ܪ =
1
2 +

1
ܰܩ2ܵ

 (ݐ)

 

eşitliğini kullanabiliriz. Böylece 

 

ℱ{(ݐ)ܪ} = ℱ ൜
1
2
ൠ + ℱ ൜

1
2 ܰܩܵ

ൠ(ݐ) = (ݓ)ߜߨ +
1
 ݓ݅

 

sonucuna ulaşırız. 

 

(࢚)ࢌ .4.7.10 = .࢚ࢇିࢋ ࢇ			,(࢚)ࡴ > 0 Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü 

 

ℱ{݁ି௧ . {(ݐ)ܪ = න ݁ି௧. ௪௧ି݁(ݐ)ܪ . ݐ݀
ஶ

ିஶ
= න ݁ି(ା௪)௧ . ݐ݀

ஶ


=

1
ܽ +  ݓ݅

 

elde edilir. Ötelenmiş birim basamak fonksiyonu için benzer düşünceyle hareket 

edersek, 

 

ℱ{݁ି௧ . ݐ)ܪ − ܾ)} = න ݁ି௧. ݐ)ܪ − ܾ)݁ି௪௧ . ݐ݀
ஶ

ିஶ
= න ݁ି(ା௪)௧. ݐ݀

ஶ


=
݁ି . ݁ି௪

ܽ + ݓ݅  

 

sonucuna ulaşırız. 
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(࢚)ࢌ .4.7.11 =  Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü |࢚|ࢇିࢋ

 

ℱ൛݁ି|௧|ൟ = න ݁ି|௧|. ݁ି௪௧ . ݐ݀
ஶ

ିஶ
 

																																														= න ݁(ି௪)௧ . ݐ݀


ିஶ
+ න ݁ି(ା௪)௧. ݐ݀

ஶ


 

																																			=
1

ܽ − ݓ݅ +
1

ܽ + ݓ݅ =
2ܽ

ܽଶ  ଶݓ+

=
2ܽ

ܽଶ  				ଶݓ+

 

(࢚)ࢌ .4.7.12 = 
࢚ାࢇ

 Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü 

 

4.7.11’de ݁ି|௧| fonksiyonunun Fourier dönüşümünü bulmuştuk. Dönüşümün simetri 

özelliğinden (4.16) faydalanalım. 

 

ℱ൛݁ି|௧|ൟ =
2ܽ

ܽଶ +  ଶݓ

⟺ℱ ൜
2ܽ

ܽଶ + ଶݐ
ൠ = .ߨ2 ݁ି|௪| 

⟺ℱ ൜
1

ܽଶ + ଶݐ
ൠ =

ߨ
ܽ . ݁

ି|௪| 

 

(࢚)ࢌ .4.7.13 = ࢚ࢇିࢋ ࢇ			, > 0 Gauss Fonksiyonunun Fourier Dönüşümü 

 

ℱ൛݁ି௧మൟ = න ݁ି௧మ . ݁ି௪௧ . ݐ݀
ஶ

ିஶ
= න ݁ି൫௧మା௪௧ ⁄ ൯݀ݐ

ஶ


 

 

elde edilir. Üssü tam kare yapmak için integrantı ൫݁ି௪మ ସ⁄ ݁௪మ ସ⁄ ൯ ile çarpalım. 

 

ℱ൛݁ି௧మൟ = න ݁ି௪మ ସ⁄ . ݁ି൬௧
మାೢೌ ି

ೢమ

రೌమ
൰݀ݐ

ஶ


 

ℱ൛݁ି௧మൟ = ݁ି௪మ ସ⁄ න ݁ିቀ௧ା
ೢ
ೌ ቁ

మ

ݐ݀
ஶ
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√ܽ ቀݐ + ௪

ቁ =  dersek ݑ

 

ℱ൛݁ି௧మൟ = ݁ି௪మ ସ⁄ න
݁ି௨మ

√ܽ
ݐ݀

ஶ


 

 

Şeklinde Euler integraline ulaşılır. Bu integralin sonucu √ߨ dir. 

 

ℱ൛݁ି௧మൟ = ට
ߨ
ܽ ݁

ି௪మ ସ⁄  

sonucuna ulaşırız. 
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BÖLÜM 5 

 

FOURIER DÖNÜŞÜMÜ YARDIMIYLA DİFERANSİYEL DENKLEM 

ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde sabit katsayılı diferansiyel denklemlerin Fourier dönüşümü yardımıyla 

çözümlerine ulaşmaya çalışacağız. Bunun için a ve b sabitler ve (ݐ)ݎ Fourier 

dönüşümü koşullarını sağlayan bir fonksiyon olmak üzere 

 

(ݐ)ᇱᇱݕ + (ݐ)ᇱݕܽ + (ݐ)ݕܾ =  (ݐ)ݎ

 

denklemini ele alacağız. Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. (4.17)’den 

türevin Fourier dönüşümünü biliyoruz.  

ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) + (ݓ)ܻ(ݓ݅)ܽ + (ݓ)ܻܽ =  (ݓ)ܴ

(ݓ)ܻ =
(ݓ)ܴ

ଶݓ− + (ݓ݅)ܽ + ܾ 

 

elde edilir ve ters dönüşüme geçilirse, 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ቊ
(ݓ)ܴ

ଶݓ− + (ݓ݅)ܽ + ܾቋ =
1
ߨ2

න
.(ݓ)ܴ ݁௪௧

ଶݓ− + (ݓ݅)ܽ + ܾ ݓ݀
ஶ

ିஶ

 

 

bulunur. 
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5.1. SAĞ TARAFI ࢾ-FONKSİYONU YA DA BİRİM BASAMAK 

(HEAVİSİDE) FONKSİYONU OLAN DİFERANSİYEL 

DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde sağ tarafı ߜ-fonksiyonu ya da birim basamak (Heaviside) fonksiyonu 

olan diferansiyel denklemlerin çözümlerine ait örnekler yapacağız. 

 

Örnekler 

 

(ݐ)ᇱᇱݕ .1 + (ݐ)ᇱݕ5 + (ݐ)ݕ6 =  .diferansiyel denklemini çözünüz (ݐ)ߜ3

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü 

ve  ℱ{(ݐ)ߜ} = 1 (4.7.1) olduğunu biliyoruz.  

ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) + (ݓ)ܻ(ݓ݅)5 + (ݓ)6ܻ = 3 

ଶ(ݓ݅)] + (ݓ݅)5 + (ݓ)ܻ[6 = 3 

(ݓ)ܻ = 
3

ଶ(ݓ݅) + (ݓ݅)5 + 6൨ 

(ݓ)ܻ = 3 
1

ݓ݅ + 2 −
1

ݓ݅ + 3൨ 

 

elde edilir ve ℱ{݁ି௧ . {(ݐ)ܪ = ଵ
ା௪

 (4.7.10) olduğunu bilerek ters dönüşüme 

geçilirse, 

 

(ݐ)ݕ = 3ℱିଵ ൜
1

ݓ݅ + 2
ൠ − 3ℱିଵ ൜

1
ݓ݅ + 3

ൠ 

(ݐ)ݕ = 3݁ିଶ௧(ݐ)ܪ − 3݁ିଷ௧(ݐ)ܪ 

(ݐ)ݕ = 3[݁ିଶ௧ − ݁ିଷ௧]	(ݐ)ܪ 

 

sonucuna ulaşılır. 
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(ݐ)ᇱᇱݕ .2 + (ݐ)ᇱݕ5 + (ݐ)ݕ6 =  .diferansiyel denklemini çözünüz (ݐ)ܪ30

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü 

ve {(ݐ)ܪ} = (ݓ)ߜߨ + ଵ
௪

 (4.7.9) olduğunu biliyoruz. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ile (ݓ)ܻ

gösterirsek, 

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) + (ݓ)ܻ(ݓ݅)5 + (ݓ)6ܻ = 30 (ݓ)ߜߨ +
1
 ൨ݓ݅

ଶ(ݓ݅)] + (ݓ݅)5 + (ݓ)ܻ[6 =
30. .ݓߨ݅ (ݓ)ߜ + 30

ݓ݅  

 

(4.21)’den ݓ. (ݓ)ߜ = 0 olduğunu biliyoruz. Böylece 

 

(ݓ)ܻ =
30

ଶ(ݓ݅)]ݓ݅ + (ݓ݅)5 + 6] 

 

ifadesi elde edilir ve ters dönüşüme geçilirse, 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൜
30

ଶ(ݓ݅)]ݓ݅ + (ݓ݅)5 + 6]
ൠ 

 

yazılır.  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൜
10

ݓ݅ + 3 +
−15
ݓ݅ + 2 +

5
ݓ݅
ൠ 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൜
10

ݓ݅ + 3
ൠ − ℱିଵ ൜

15
ݓ݅ + 2

ൠ + ℱିଵ ൜
5
ݓ݅
ൠ 

 

ℱ{݁ି௧ . {(ݐ)ܪ = ଵ
ା௪

 (4.7.10) olduğunu bilerek ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ = 10݁ିଷ௧ . (ݐ)ܪ − 15݁ିଶ௧ . (ݐ)ܪ + 5.  (ݐ)ܪ

(ݐ)ݕ = [10݁ିଷ௧ − 15݁ିଶ௧ +  (ݐ)ܪ.[5
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(ݐ)(ସ)ݕ .3 − (ݐ)ݕ = ݐ)ߜ − 2) diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü 

ve ℱ{ݐ)ߜ − 2)} = ݁ିଶ௪  (4.7.1) olduğunu biliyoruz. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ସܻ(ݓ݅) − (ݓ)ܻ = ݁ିଶ௪  

ସݓ] − (ݓ)ܻ[1 = ݁ିଶ௪  

(ݓ)ܻ =
݁ିଶ௪

ସݓ − 1 

(ݓ)ܻ =
݁ିଶ௪

ݓ݅)4݅− − ݅) −
݁ିଶ௪

ݓ݅)4݅− + ݅) −
݁ିଶ௪

ݓ݅)4 + 1) +
݁ିଶ௪

ݓ݅)4 − 1) 

(ݓ)ܻ =
݅݁ିଶ௪

ݓ݅)4 − ݅) −
݅݁ିଶ௪

ݓ݅)4 + ݅) −
݁ିଶ௪

ݓ݅)4 + 1) +
݁ିଶ௪

ݓ݅)4 − 1) 

 

elde edilir ve ℱ{݁ି௧ . ݐ)ܪ − ܾ)} = షೌ್.ష್ೢ

ା௪
 (4.7.10) olduğunu bilerek ters 

dönüşüme geçeceğiz, ancak dördüncü ifadede ܽ = −1 olduğundan ters Fourier 

Dönüşümünü alırken ݐ−)ܪ + 2) olması gerektiğini unutmamalıyız. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ቊ
݅݁ିଶ௪

ݓ݅)4 − ݅)ቋ − ℱିଵ ቊ
݅݁ିଶ௪

ݓ݅)4 + ݅)ቋ − ℱିଵ ቊ
݅݁ିଶ௪

ݓ݅)4 + 1)ቋ + ℱିଵ ቊ
݅݁ିଶ௪

ݓ݅)4 − 1)ቋ 

(ݐ)ݕ =
݅݁௧

4݁ଶ −
݅݁ି௧

4݁ିଶ −
݁ି௧ݐ)ܪ − 2)

4݁ିଶ +
݁௧ݐ−)ܪ + 2)

4݁ିଶ  

(ݐ)ݕ =
−1
2 ݐ)݊݅ݏ − 2) −

1
4 ݁

ି௧ାଶݐ)ܪ − 2) +
1
4 ݁

௧ିଶ. ݐ−)ܪ + 2) 

 

5.2. SAĞ TARAFI  ࢙࢝ࢉ࢚  VE  ࢙࢚࢝ FONKSİYONLARI OLAN 

DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde sağ tarafı ܿݓݏݐ ve ݓ݊݅ݏݐ  fonksiyonları olan diferansiyel 

denklemlerin çözümlerine ait örnekler yapacağız. (4.17)’den türevin Fourier 

dönüşümünü ve (4.7.7)’den ℱ{ݓ݊݅ݏݐ} = .ߨ݅ ݓ)ߜ + (ݓ − .ߨ݅ ݓ)ߜ −  ) veݓ

ℱ{ܿݓݏݐ} = .ߨ ݓ)ߜ − (ݓ + .ߨ ݓ)ߜ +  .) olduğunu biliyoruzݓ
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Örnekler 

 

(ݐ)ᇱᇱݕ .1 + (ݐ)ݕ4 = sin  .diferansiyel denklemini çözünüz ݐ

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) + (ݓ)ܻ = .ߨ݅ ݓ)ߜ + 1) − .ߨ݅ ݓ)ߜ − 1) 

ଶ(ݓ݅)] + (ݓ)ܻ[4 = .ߨ݅ ݓ)ߜ + 1) − .ߨ݅ ݓ)ߜ − 1) 

(ݓ)ܻ =
.ߨ݅ ݓ)ߜ + 1) − .ߨ݅ ݓ)ߜ − 1)

4 − ଶݓ  

 

elde edilir ve ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2

න
.ߨ݅ ݓ)ߜ + 1) − .ߨ݅ ݓ)ߜ − 1)

4 − ଶݓ ݁௪௧݀ݓ
ஶ

ିஶ
 

(ݐ)ݕ =
݅
2
ቈන

ݓ)ߜ + 1)݁௪௧

4 − ଶݓ ݓ݀
ஶ

ିஶ
−න

ݓ)ߜ − 1)݁௪௧

4 − ଶݓ ݓ݀
ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun eleme özelliğini (4.19) kullanarak  

 

(ݐ)ݕ =
݅
2
ቈ
݁ି௧

3 −
݁௧

3
 

(ݐ)ݕ =
1
3ቆ

݁௧ − ݁ି௧

2݅ ቇ 

(ݐ)ݕ =
1
3 sin  ݐ

 

bulunur. 

 

(ݐ)(ସ)ݕ .2 + (ݐ)ݕ = 2 cos  .diferansiyel denklemini çözünüz ݐ

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ସܻ(ݓ݅) + (ݓ)ܻ = .ߨ2 ݓ)ߜ − 1) + .ߨ2 ݓ)ߜ + 1) 
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ସ(ݓ݅)] + (ݓ)ܻ[1 = .ߨ2 ݓ)ߜ − 1) + .ߨ2 ݓ)ߜ + 1) 

(ݓ)ܻ =
.ߨ2 ݓ)ߜ − 1) + .ߨ2 ݓ)ߜ + 1)

ସݓ + 1  

 

elde edilir ve ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2

න
.ߨ2 ݓ)ߜ − 1) + .ߨ2 ݓ)ߜ + 1)

ସݓ + 1 ݁௪௧݀ݓ
ஶ

ିஶ
 

(ݐ)ݕ = න
ݓ)ߜ − 1)݁௪௧

ସݓ + 1 ݓ݀
ஶ

ିஶ
+න

ݓ)ߜ + 1)݁௪௧

ସݓ + 1 ݓ݀
ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun eleme özelliğini (4.19) kullanarak  

 

(ݐ)ݕ =
݁௧

2 +
݁ି௧

2 = cos  ݐ

bulunur.  

 

(ݐ)ᇱݕ .3 + (ݐ)ݕ3 = cos  .diferansiyel denklemini çözünüz ݐ2

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ܻݓ݅ + (ݓ)3ܻ = .ߨ ݓ)ߜ − 2) + .ߨ ݓ)ߜ + 2) 

ݓ݅] + (ݓ)ܻ[3 = .ߨ ݓ)ߜ − 2) + .ߨ ݓ)ߜ + 2) 

(ݓ)ܻ =
.ߨ ݓ)ߜ − 2) + .ߨ ݓ)ߜ + 2)

ݓ݅ + 3  

 

elde edilir ve ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2

න
.ߨ ݓ)ߜ − 2) + .ߨ ݓ)ߜ + 2)

ݓ݅ + 3 ݁௪௧݀ݓ
ஶ

ିஶ
 

(ݐ)ݕ =
1
2
ቈන

ݓ)ߜ − 2)݁௪௧

ݓ݅ + 3 ݓ݀
ஶ

ିஶ
+න

ݓ)ߜ + 2)݁௪௧

ݓ݅ + 3 ݓ݀
ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun eleme özelliğini (4.19) kullanarak  
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(ݐ)ݕ =
1
2
ቈ
݁ଶ௧

3 + 2݅ +
݁ିଶ௧

3 − 2݅
 

(ݐ)ݕ =
݁ଶ௧(3 − 2݅) + ݁ିଶ௧(3 + 2݅)

26  

(ݐ)ݕ =
3
13 cos ݐ2 +

2
13sin  ݐ2

 

bulunur. 

 

(ݐ)ᇱᇱݕ .4 + (ݐ)ݕ4 = 2 sin  .diferansiyel denklemini çözünüz ݐ3

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) + (ݓ)ܻ = .ߨ2݅ ݓ)ߜ + 3) − .ߨ2݅ ݓ)ߜ − 3) 

ଶ(ݓ݅)] + (ݓ)ܻ[4 = .ߨ݅ ݓ)ߜ + 3) − .ߨ݅ ݓ)ߜ − 3) 

(ݓ)ܻ =
.ߨ2݅ ݓ)ߜ + 3) − .ߨ2݅ ݓ)ߜ − 3)

4 − ଶݓ  

 

elde edilir ve ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2

න
.ߨ2݅ ݓ)ߜ + 3) − .ߨ2݅ ݓ)ߜ − 3)

4 − ଶݓ ݁௪௧݀ݓ
ஶ

ିஶ
 

(ݐ)ݕ = ݅ ቈන
ݓ)ߜ + 3)݁௪௧

4 − ଶݓ ݓ݀
ஶ

ିஶ
−න

ݓ)ߜ − 3)݁௪௧

4 − ଶݓ ݓ݀
ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun eleme özelliğini (4.19) kullanarak  

 

(ݐ)ݕ =
݅
2
ቈ
݁ିଷ௧

−5 −
݁ଷ௧

−5
 

(ݐ)ݕ =
−2
5 sin  ݐ3

 

bulunur. 
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5.3. SAĞ TARAFI (࢚)ࢌ =  FONKSİYONU OLAN DİFERANSİYEL |࢚|ࢇିࢋ

DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde sağ tarafı ݂(ݐ) = ݁ି|௧|  fonksiyonu olan diferansiyel denklemlerin 

çözümlerine ait örnekler yapacağız. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü ve 

(4.7.11)’den ℱ൛݁ି|௧|ൟ = ଶ
మା௪మ ,			(ܽ > 0) olduğunu biliyoruz. 

 

Örnekler 

 

(ݐ)ᇱᇱݕ .1 + (ݐ)ݕ = ݁ି|௧| diferansiyel denklemini çözünüz. 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) + (ݓ)ܻ =
2

1 +  ଶݓ

ଶ(ݓ݅)] + (ݓ)ܻ[1 =
2

1 +  ଶݓ

(ݓ)ܻ =
2

(1 + ଶ)(1ݓ −  (ଶݓ

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅)2݅ − ݅) −
1

ݓ݅)2݅ + ݅) +
1

1 +  ଶݓ

 

elde edilir ve (4.7.10)’dan ℱ{݁ି௧. {(ݐ)ܪ = ଵ
ା௪

 ve (4.7.11)’den ℱ൛݁ି|௧|ൟ = ଶ
మା௪మ 

olduğunu bilerek ters dönüşüme geçeceğiz. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൜
1

ݓ݅)2݅ − ݅)ൠ − ℱିଵ ൜
1

ݓ݅)2݅ + ݅)ൠ + ℱିଵ ൜
1

1 +  2ൠݓ

(ݐ)ݕ =
ݐ݅݁

2݅ −
ݐ݅−݁

2݅ +
|ݐ|−݁

2  

(ݐ)ݕ = sin ݐ +
|ݐ|−݁

2  
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(ݐ)ᇱݕ .2 + (ݐ)ݕ = ݁ି|௧| diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ܻݓ݅ + (ݓ)ܻ =
2

1 +  ଶݓ

ݓ݅] + (ݓ)ܻ[1 =
2

1 +  ଶݓ

(ݓ)ܻ =
2

(1 + ݓ݅)(ଶݓ + 1) 

(ݓ)ܻ =
2

ݓ)݅ − ݅)ଶ(ݓ + ݅) 

 

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ{ܻ(ݓ)} =
1
නߨ2

2
−ݓ)݅ +ݓ)2(݅ ݅)݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
 

 

Rezidü teoremini kullanalım. ݓ = ݅ iki katlı kutup noktası olduğundan 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ݅ . .݅ߨ2

݀
ݓ݀ ቈ

ݐݓ݅݁

+ݓ) ݅)
௪ୀ

= ൬ݐ +
1
2൰݁

ݐ			,ݐ− > 0	için 

 

bulunur. ݓ = −݅ tek katlı kutup noktası olduğundan 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ݅ .

(݅ߨ2−) ቈ
ݐݓ݅݁

−ݓ) ݅)2
௪ୀି

=
ݐ݁

2 ݐ			, < 0	için 

 

elde edilir. Bu iki ifadeyi birleştirdiğimizde 

 

(ݐ)ݕ = ൬ݐ +
1
2൰݁

+(ݐ)ܪݐ−
ݐ݁

2 ܪ
 (ݐ−)

 

sonucuna ulaşırız. 
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(ݐ)ᇱݕ .3 + (ݐ)ݕ = ݁ିଶ|௧| diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ܻݓ݅ + (ݓ)ܻ =
4

4 +  ଶݓ

ݓ݅] + (ݓ)ܻ[1 =
4

4 +  ଶݓ

(ݓ)ܻ =
4

ݓ)݅ − ݓ)(݅ − ݓ)(2݅ + 2݅) 

 

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ{ܻ(ݓ)} =
1
නߨ2

4
−ݓ)݅ −ݓ)(݅ +ݓ)(2݅ 2݅)݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
 

 

Rezidü teoremini kullanalım. ݓ = ݅ ve ݓ = 2݅ tek katlı kutup noktası olduğundan 

 

(ݐ)ݕ =
2
ߨ݅ . ݅ߨ2 ቈ

ݐݓ݅݁

−ݓ) +ݓ)(2݅ 2݅)
௪ୀ

+
2
ߨ݅ . ݅ߨ2 ቈ

ݐݓ݅݁

−ݓ) +ݓ)(݅ 2݅)
௪ୀଶ

 

(ݐ)ݕ =
4
3݁

ݐ− − ݐ			,ݐ2−݁ > 0	için 

 

bulunur. ݓ = −2݅ tek katlı kutup noktası olduğundan 

 

(ݐ)ݕ =
2
ߨ݅ .

(݅ߨ2−) ቈ
ݐݓ݅݁

−ݓ) −ݓ)(݅ 2݅)
௪ୀିଶ

=
ݐ2݁

3 ݐ			, < 0	için 

 

elde edilir. Bu iki ifadeyi birleştirdiğimizde 

 

(ݐ)ݕ = ൬
4
3݁

ݐ− − +(ݐ)ܪ൰ݐ2−݁
ݐ2݁

3  (ݐ−)ܪ

 

sonucuna ulaşırız. 
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(ݐ)ᇱᇱݕ .4 − (ݐ)ᇱݕ2 − (ݐ)ݕ8 = ݁ି|௧| diferansiyel denklemini çözünüz. 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) − (ݓ)ܻݓ2݅ − (ݓ)8ܻ =
2

1 +  ଶݓ

ଶ(ݓ݅)] − ݓ2݅ − (ݓ)ܻ[8 =
2

1 +  ଶݓ

(ݓ)ܻ =
−2

ݓ) − ݓ)(݅ − ݓ)(2݅ + ݓ)(4݅ + ݅) 

 

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ{ܻ(ݓ)} =
1
නߨ2

−2
−ݓ) −ݓ)(݅ +ݓ)(2݅ +ݓ)(4݅ ݅) ݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
 

 

Rezidü teoremini kullanalım. ݓ = ݅ ve ݓ = 2݅ tek katlı kutup noktaları olduğundan 

 

(ݐ)ݕ =
−1
ߨ ݅ߨ2 ቈ�

݁௪௧

ݓ) − ݓ)(2݅ + ݓ)(4݅ + ݅)
ቤ
௪ୀ

+ � ݁௪௧

ݓ) − ݓ)(݅ + ݓ)(4݅ + ݅)
ቤ
௪ୀଶ

 

(ݐ)ݕ =
1
9݁

ݐ2− −
1
5݁

ݐ			,ݐ− > 0	için 

 

bulunur. ݓ = −݅ ve ݓ = −4݅ tek katlı kutup noktaları olduğundan 

 

(ݐ)ݕ =
−1
ߨ
(݅ߨ2−) ቈ�

ݐݓ݅݁

−ݓ) −ݓ)(݅ +ݓ)(2݅ 4݅)ቤݓ=−݅
+ � ݐݓ݅݁

−ݓ) −ݓ)(݅ +ݓ)(2݅ ݅)ቤ4݅−=ݓ
 

(ݐ)ݕ =
−1
9 ݐ݁ +

1
45 ݁

ݐ			,ݐ4 < 0	için 

 

elde edilir. Bu iki ifadeyi birleştirdiğimizde 

 

(ݐ)ݕ = ൬
1
9݁

ݐ2− −
1
5 ݁

+(ݐ)ܪ൰ݐ− ൬
1
45 ݁

ݐ4 −
1
9݁

 (ݐ−)ܪ൰ݐ

 

sonucuna ulaşırız. 
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5.4. SAĞ TARAFI POLİNOM FONKSİYONU OLAN DİFERANSİYEL 

DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde sağ tarafı polinom fonksiyonu olan diferansiyel denklemlerin 

çözümlerine ait örnekler yapacağız. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü 

ve	(4.7.3)’den ℱ{ܽ} = .ߨ2ܽ {ݐ}ve (4.7.5)’den ℱ (ݓ)ߜ = ݅ . .ߨ2  olduğunu (ݓ)()ߜ

biliyoruz. 

 

Örnekler 

 

(ݐ)ᇱᇱݕ .1 + (ݐ)ᇱݕ2 − (ݐ)ݕ3 = ݐ3 + 5 diferansiyel denklemini çözünüz. 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) + (ݓ)ܻݓ2݅ − (ݓ)3ܻ = 3݅. .ߨ2 (ݓ)ᇱߜ + .ߨ10  (ݓ)ߜ

ଶ(ݓ݅)] + ݓ2݅ − (ݓ)ܻ[3 = ݅. .ߨ6 (ݓ)ᇱߜ + .ߨ10  (ݓ)ߜ

(ݓ)ܻ =
݅. .ߨ6 (ݓ)ᇱߜ

ଶݓ− + ݓ2݅ − 3 +
.ߨ10 (ݓ)ߜ

ଶݓ− + ݓ2݅ − 3 

 

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൝
݅. .ߨ6 (ݓ)′ߜ

2ݓ− + −ݓ2݅ 3ൡ + ℱିଵ ቊ
.ߨ10 (ݓ)ߜ

2ݓ− + −ݓ2݅ 3ቋ 

(ݐ)ݕ =
1
නߨ2

݅. .ߨ6 (ݓ)′ߜ
2ݓ− + −ݓ2݅ 3݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
+

1
නߨ2

(ݓ)ߜ.ߨ10
2ݓ− + −ݓ2݅ 3݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun türevi (4.22) ve δ-fonksiyonunun eleme özelliğini (4.19) 

kullanarak  

 

(ݐ)ݕ = (−1)ଵ.
݀
ݓ݀ ቈ

3݅. ݐݓ݅݁

2ݓ− + −ݓ2݅ 3
௪ୀ

+ ቈ
5. ݐݓ݅݁

2ݓ− + −ݓ2݅ 3
௪ୀ

 

(ݐ)ݕ = ݐ− −
7
3 

 

sonucuna ulaşılır. 
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(ݐ)ᇱᇱݕ .2 + (ݐ)ݕ2 =  .ଶ diferansiyel denklemini çözünüzݐ

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) + (ݓ)2ܻ = ݅ଶ. .ߨ2  (ݓ)ᇱᇱߜ

ଶ(ݓ݅)] + (ݓ)ܻ[2 = .ߨ2−  (ݓ)ᇱᇱߜ

(ݓ)ܻ =
.ߨ2 (ݓ)ᇱᇱߜ
ଶݓ − 2  

 

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൝
(ݓ)′′ߜ.ߨ2
2ݓ − 2 ൡ 

(ݐ)ݕ =
1
නߨ2

(ݓ)′′ߜ.ߨ2
2ݓ − 2 ݓ݀ݐݓ݅݁

ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun türevi (4.23) özelliğini kullanarak  

 

(ݐ)ݕ = (−1)ଶ.
݀ଶ

ଶݓ݀ ቈ
ݐݓ݅݁

2ݓ − 2
௪ୀ

 

(ݐ)ݕ =
2ݐ − 1
2  

 

sonucuna ulaşılır. 

 

(ݐ)ᇱᇱݕ .3 − (ݐ)ᇱݕ + (ݐ)ݕ2 = ଶݐ2 + 13 diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) − (ݓ)ܻݓ݅ + (ݓ)2ܻ = 2݅ଶ. .ߨ2 (ݓ)ᇱᇱߜ + .ߨ26  (ݓ)ߜ

ଶ(ݓ݅)] − ݓ݅ + (ݓ)ܻ[2 = 2݅ଶ. .ߨ2 (ݓ)ᇱᇱߜ + .ߨ26  (ݓ)ߜ

(ݓ)ܻ =
.ߨ4− (ݓ)ᇱᇱߜ
ଶݓ− − ݓ݅ + 2 +

.ߨ26 (ݓ)ߜ
ଶݓ− − ݓ݅ + 2 

 

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters dönüşüme geçelim. 
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(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൝
.ߨ4 (ݓ)′′ߜ
2ݓ + −ݓ݅ 2ൡ + ℱିଵ ቊ

(ݓ)ߜ.ߨ26−
2ݓ + ݓ݅ − 2ቋ 

(ݐ)ݕ =
1
නߨ2

.ߨ4 (ݓ)′′ߜ
2ݓ + −ݓ݅ 2݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
−

1
නߨ2

.ߨ26 (ݓ)ߜ
2ݓ + −ݓ݅ 2݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun türevi (4.23) ve δ-fonksiyonunun eleme özelliğini (4.19) 

kullanarak  

 

(ݐ)ݕ = (−1)ଶ.
݀ଶ

ଶݓ݀ ቈ
2. ݐݓ݅݁

2ݓ + −ݓ݅ 2
௪ୀ

− ቈ
13. ݐݓ݅݁

2ݓ + −ݓ݅ 2
௪ୀ

 

 

(ݐ)ݕ = 2ݐ + ݐ + 6 

 

sonucuna ulaşılır. 

 

(ݐ)ᇱᇱݕ .4 − (ݐ)ᇱݕ2 + (ݐ)ݕ = ଶݐ −  .diferansiyel denklemini çözünüz ݐ

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ଶܻ(ݓ݅) − (ݓ)ܻݓ2݅ + (ݓ)ܻ = ݅ଶ. .ߨ2 (ݓ)ᇱᇱߜ − ݅. .ߨ2  (ݓ)ᇱߜ

ଶ(ݓ݅)] − ݓ2݅ + (ݓ)ܻ[1 = .ߨ2− (ݓ)ᇱᇱߜ − ݅. .ߨ2  (ݓ)ᇱߜ

(ݓ)ܻ =
.ߨ2 (ݓ)ᇱᇱߜ

ଶݓ + ݓ2݅ − 1 +
݅. .ߨ2 (ݓ)ᇱߜ
ଶݓ + ݓ2݅ − 1 

 

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൝
.ߨ2 (ݓ)′′ߜ

2ݓ + −ݓ2݅ 1ൡ + ℱିଵ ൝
݅. .ߨ2 (ݓ)′ߜ
2ݓ + −ݓ2݅ 1ൡ 

(ݐ)ݕ =
1
නߨ2

.ߨ2 (ݓ)′′ߜ
2ݓ + −ݓ2݅ 1݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
+

1
නߨ2

݅. .ߨ2 (ݓ)′ߜ
2ݓ + −ݓ2݅ 1݁

ݓ݀ݐݓ݅
ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun türevi (4.23) özelliğini kullanarak  
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(ݐ)ݕ = (−1)ଶ.
݀ଶ

ଶݓ݀ ቈ
ݐݓ݅݁

2ݓ + −ݓ2݅ 1
௪ୀ

+ (−1)ଵ.
݀
ݓ݀ ቈ

݅. ݐݓ݅݁

2ݓ + −ݓ2݅ 1
௪ୀ

 

 

(ݐ)ݕ = 2ݐ + ݐ3 + 4 

 

sonucuna ulaşılır. 

 

(ݐ)ᇱݕ .5 + (ݐ)ݕ = ݐ + 1 diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denkleme Fourier dönüşümü uygulayalım. (4.5.2)’den Zaman Öteleme Özelliğinin 

ℱ{݂(ݐ − {(ݐ = ݁ି௪௧బ . {(ݐ)ݕ}olduğunu biliyoruz. ℱ (ݓ)ܨ =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

(ݓ)ܻݓ݅ + (ݓ)ܻ = ݁௪ . ݅. .ߨ2  (ݓ)ᇱߜ

ݓ݅] + (ݓ)ܻ[1 = ݁௪ . ݅. .ߨ2  (ݓ)ᇱߜ

(ݓ)ܻ =
݁௪ . ݅. .ߨ2 (ݓ)ᇱߜ

ݓ݅ + 1  

 

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters dönüşüme geçelim. 

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ ൝
.ݓ݅݁ ݅. .ߨ2 (ݓ)′ߜ

ݓ݅ + 1 ൡ 

(ݐ)ݕ =
1
නߨ2

.ݓ݅݁ ݅. .ߨ2 (ݓ)′ߜ
ݓ݅ + 1 ݓ݀ݐݓ݅݁

ஶ

ିஶ
 

 

δ-fonksiyonunun türevi (4.22) özelliğini kullanarak  

 

(ݐ)ݕ = (−1)ଵ.
݀
ݓ݀ ቈ

݅. (1+ݐ)ݓ݅݁

ݓ݅ + 1 
௪ୀ

 

 

(ݐ)ݕ =  ݐ

 

sonucuna ulaşılır. 
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5.5. SABİT KATSAYILI HOMOJEN DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN 

ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde sabit katsayılı homojen diferansiyel denklemlerin çözümlerine farklı bir 

yaklaşım sergileyeceğiz. Bu denklemlerde ikinci taraftaki sıfır yerine impuls (dirac 

delta) fonksiyonu alarak denklemin bir özel çözümünün elde edilebileceğini 

göstereceğiz.  

 

Teorem 5.5.1: ܽ, ܾ > 0 olmak üzere ikinci basamaktan sabit katsayılı homojen   

 

ᇱᇱݕ − (ܽ + ᇱݕ(ܾ + ܽ. ܾ. ݕ = 0 

 

denkleminin 

 

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = −1 

 

başlangıç şartını sağlayan özel çözümü Fourier dönüşümü yardımıyla 

 

(ݐ)ݕ =
݁௧ − ݁௧

ܾ − ܽ  

 

olarak bulunur. 

 

İspat 

 

Denkleme Fourier Dönüşümü uygulayalım. 

 

ℱ[ݕᇱᇱ − (ܽ + ᇱݕ(ܾ + ܽ. ܾ. [ݕ = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ଶ(ݓ݅)) − (ܽ + ݓ݅(ܾ + ܽ. (ݓ)ܻ(ܾ = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ଶ(ݓ݅) − (ܽ + ݓ݅(ܾ + ܽ. ܾ 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) − ݓ݅)(ܽ − ܾ) 
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(ݓ)ܻ =
−1

ݓ) + ݓ)(݅ܽ + ܾ݅) 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
−1

ݓ) + ݓ)(݅ܽ + ܾ݅) ݁
௪௧݀ݓ

ஶ

ିஶ
 

 

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidü teoremini uygularsak  

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2 .

(݅ߨ2−) ቈ
−݁(ି)௧

(−݅ܽ + ܾ݅) +
−݁(ି)௧

(−ܾ݅ + ܽ݅)
 =

݁௧ − ݁௧

ܾ − ܽ  

 

elde edilir. Bu çözüm de  

	

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = −1	

 

başlangıç şartını sağlayan çözümdür. 

 

Teorem 5.5.2: ܽ, ܾ < 0 olmak üzere ikinci basamaktan sabit katsayılı homojen   

 

ᇱᇱݕ − (ܽ + ᇱݕ(ܾ + ܽ. ܾ. ݕ = 0 

 

denkleminin 

 

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = 1 

 

başlangıç şartını sağlayan özel çözümü Fourier dönüşümü yardımıyla 

 

(ݐ)ݕ =
݁௧ − ݁௧

ܾ − ܽ  

 

olarak bulunur. 
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İspat 

 

Denkleme Fourier Dönüşümü uygulayalım. 

 

ℱ[ݕᇱᇱ − (ܽ + ᇱݕ(ܾ + ܽ. ܾ. [ݕ = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ଶ(ݓ݅)) − (ܽ + ݓ݅(ܾ + ܽ. (ݓ)ܻ(ܾ = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ଶ(ݓ݅) − (ܽ + ݓ݅(ܾ + ܽ. ܾ 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) − ݓ݅)(ܽ − ܾ) 

(ݓ)ܻ =
−1

ݓ) + ݓ)(݅ܽ + ܾ݅) 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
−1

ݓ) + ݓ)(݅ܽ + ܾ݅) ݁
௪௧݀ݓ

ஶ

ିஶ
 

 

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidü teoremini uygularsak  

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2 .

(݅ߨ2) ቈ
−݁(ି)௧

(−݅ܽ + ܾ݅) +
−݁(ି)௧

(−ܾ݅ + ܽ݅)
 =

݁௧ − ݁௧

ܾ − ܽ  

 

elde edilir. Bu çözüm de  

	

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = 1	

 

başlangıç şartını sağlayan çözümdür. 

 

Teorem 5.5.3: ܽ > 0 olmak üzere ikinci basamaktan sabit katsayılı homojen   

 

ᇱᇱݕ − ᇱݕ2ܽ + ܽଶ. ݕ = 0 

 

denkleminin 
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(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = −1 

 

başlangıç şartını sağlayan özel çözümü Fourier dönüşümü yardımıyla  

 

(ݐ)ݕ = .ݐ− ݁௧ 

 

olarak bulunur. 

 

İspat 

 

Denkleme Fourier Dönüşümü uygulayalım. 

 

ℱ[ݕᇱᇱ − ᇱݕ2ܽ + ܽଶ. [ݕ = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ଶ(ݓ݅)) − ݓ2ܽ݅ + ܽଶ)ܻ(ݓ) = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) − ܽ)ଶ 

(ݓ)ܻ =
−1

ݓ) + ݅ܽ)ଶ 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
−1

ݓ) + ݅ܽ)ଶ ݁
௪௧݀ݓ

ஶ

ିஶ
 

 

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidü teoremini uygularsak, (ݓ)ܨ = ݁௪௧ 

olmak üzere 

 

(ݐ)ݕ =
1

ߨ2−  (ܽ݅−)′ܨ(݅ߨ2−)

 

olur. ܨᇱ(ݓ) = .ݐ݅ ݁௪௧ olduğundan 

 

(ݐ)ݕ = ݅. ݅. .ݐ ݁.(ି).௧ = .ݐ− ݁௧ 
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elde edilir. Bu çözüm de  

	

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = −1	

 

başlangıç şartını sağlayan çözümdür. 

 

Teorem 5.5.4: ܽ < 0 olmak üzere ikinci basamaktan sabit katsayılı homojen   

 

ᇱᇱݕ − ᇱݕ2ܽ + ܽଶ. ݕ = 0 

 

denkleminin 

 

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = 1 

 

başlangıç şartını sağlayan özel çözümü Fourier dönüşümü yardımıyla  

 

(ݐ)ݕ = .ݐ ݁௧ 

 

olarak bulunur. 

 

İspat  

 

Denkleme Fourier Dönüşümü uygulayalım. 

 

ℱ[ݕᇱᇱ − ᇱݕ2ܽ + ܽଶ. [ݕ = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ଶ(ݓ݅)) − ݓ2ܽ݅ + ܽଶ)ܻ(ݓ) = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) − ܽ)ଶ 

(ݓ)ܻ =
−1

ݓ) + ݅ܽ)ଶ 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  
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(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
−1

ݓ) + ݅ܽ)ଶ ݁
௪௧݀ݓ

ஶ

ିஶ
 

 

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidü teoremini uygularsak (ݓ)ܨ = ݁௪௧ 

olmak üzere 

 

(ݐ)ݕ =
1

ߨ2−  (ܽ݅−)′ܨ(݅ߨ2)

 

olur. ܨᇱ(ݓ) = .ݐ݅ ݁௪௧ olduğundan 

 

(ݐ)ݕ = −݅. ݅. .ݐ ݁.(ି).௧ = .ݐ ݁௧ 

 

elde edilir. Bu çözüm de  

	

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = 1 

 

başlangıç şartını sağlayan çözümdür. 

 

Teorem 5.5.5: ܽ < 0 olmak üzere ikinci basamaktan sabit katsayılı homojen   

 

ᇱᇱݕ − ᇱݕ2ܽ + (ܽଶ + ܾଶ). ݕ = 0 

denkleminin 

 

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = 1 

 

başlangıç şartını sağlayan özel çözümü Fourier dönüşümü yardımıyla  

 

(ݐ)ݕ =
݁௧ . sin ݐܾ

ܾ  

 

olarak bulunur. 
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İspat 

 

Denkleme Fourier Dönüşümü uygulayalım. 

 

ℱ[ݕᇱᇱ − ᇱݕ2ܽ + (ܽଶ + ܾଶ). [ݕ = ℱ[(ݐ)ߜ] 

൫(݅ݓ)ଶ − ݓ2ܽ݅ + (ܽଶ + ܾଶ)൯ܻ(ݓ) = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) − ܽ − ݓ݅)(ܾ݅ − ܽ + ܾ݅) 

(ݓ)ܻ =
−1

ݓ) − ܾ + ݓ)(ܽ݅ + ܾ + ݅ܽ) 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
−1

ݓ) − ܾ + ݓ)(ܽ݅ + ܾ + ݅ܽ) ݁
௪௧݀ݓ

ஶ

ିஶ
 

 

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidü teoremini uygularsak  

 

(ݐ)ݕ =
−1
ߨ2 .

(݅ߨ2) ቈ
݁(ି)௧

(ܾ − ݅ܽ + ܾ + ݅ܽ) +
݁(ିି)௧

(−ܾ − ݅ܽ − ܾ + ݅ܽ)
 

(ݐ)ݕ = −݅. ݁௧ ቈ
݁௧

2ܾ −
݁ି௧

2ܾ
 

(ݐ)ݕ =
݁௧ . sin ݐܾ

ܾ  

 

elde edilir. Bu çözüm de aşağıdaki başlangıç şartlarını sağlayan çözümdür. 

 

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = 1 

 

Teorem 5.5.6: ܽ > 0 olmak üzere ikinci basamaktan sabit katsayılı homojen  

  

ᇱᇱݕ − ᇱݕ2ܽ + (ܽଶ + ܾଶ). ݕ = 0 

 

denkleminin 
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(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = −1 

 

başlangıç şartını sağlayan özel çözümü Fourier dönüşümü yardımıyla 

  

(ݐ)ݕ =
−݁௧. sin ݐܾ

ܾ  

 

olarak bulunur. 

 

İspat  

 

Denkleme Fourier Dönüşümü uygulayalım. 

 

ℱ[ݕᇱᇱ − ᇱݕ2ܽ + (ܽଶ + ܾଶ). [ݕ = ℱ[(ݐ)ߜ] 

൫(݅ݓ)ଶ − ݓ2ܽ݅ + (ܽଶ + ܾଶ)൯ܻ(ݓ) = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) − ܽ − ݓ݅)(ܾ݅ − ܽ + ܾ݅) 

(ݓ)ܻ =
−1

ݓ) − ܾ + ݓ)(ܽ݅ + ܾ + ݅ܽ) 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
−1

ݓ) − ܾ + ݓ)(ܽ݅ + ܾ + ݅ܽ) ݁
௪௧݀ݓ

ஶ

ିஶ
 

 

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidü teoremini uygularsak  

 

(ݐ)ݕ =
−1
ߨ2 .

(݅ߨ2−) ቈ
݁(ି)௧

(ܾ − ݅ܽ + ܾ + ݅ܽ) +
݁(ିି)௧

(−ܾ − ݅ܽ − ܾ + ݅ܽ)
 

(ݐ)ݕ = ݅. ݁௧ ቈ
݁௧

2ܾ −
݁ି௧

2ܾ
 

(ݐ)ݕ =
−݁௧. sin ݐܾ

ܾ  
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elde edilir. Bu çözüm de  

(0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = −1	

 

başlangıç şartını sağlayan çözümdür. 

 

Örnekler 

 

ᇱݕ .1 − ݕ5 = 0 diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denklemin her iki yanının Fourier dönüşümünü alalım. Burada ikinci taraftaki sıfır 

yerine ߜ alıyoruz. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü ve ℱ{(ݐ)ߜ} = 1 (4.7.1) 

olduğunu biliyoruz. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

ℱ[ݕᇱ − [ݕ5 = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ݓ݅) − (ݓ)ܻ(5 = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅ − 5 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
݁௪௧

ݓ)݅ + ݓ݀(5݅
∞

ି∞
 

 

Bu son elde edilen integralde Rezidü teoremini uygularsak 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2 .

.(݅ߨ2−) ቈ
ݐݓ݅݁

݅ 
௪ୀି5݅

 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2 .

(݅ߨ2−)
1
݅ ݁

(ିହ).௧ = −݁ହ௧ 

 

elde edilir. Bu elde edilen çözüm verilen denklemin (0)ݕ = −1 şartını sağlayan özel 

çözümüdür. 
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ᇱᇱݕ .2 + ᇱݕ3 + ݕ2 = 0 diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denklemin her iki yanının Fourier dönüşümünü alalım. Burada ikinci taraftaki sıfır 

yerine ߜ alıyoruz. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü ve ℱ{(ݐ)ߜ} = 1 (4.7.1) 

olduğunu biliyoruz. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

ℱ[ݕᇱᇱ + ᇱݕ3 + [ݕ2 = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ଶ(ݓ݅)) + ݓ3݅ + (ݓ)ܻ(2 = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) + ݓ݅)(1 + 2) 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
݁௪௧

ݓ)− − ݓ)(݅ − ݓ݀(2݅
ஶ

ିஶ
 

 

Bu son elde edilen integralde rezidü teoremini uygularsak 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2 .

.(݅ߨ2) ቈ
ݐݓ݅݁

−ݓ)− 2݅)
௪ୀ݅

+
1
ߨ2 .

.(݅ߨ2) ቈ
ݐݓ݅݁

−ݓ)− ݅)
௪ୀଶ݅

 

(ݐ)ݕ =
1
݅ߨ2ߨ2

ቈ
݁..௧

−(−݅) +
݁.ଶ.௧

−݅
 

(ݐ)ݕ = ݁ି௧ − ݁ିଶ௧ 

 

elde edilir. Bu elde edilen çözüm verilen denklemin (0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ	 = 1 şartını 

sağlayan çözümdür. 

 

ᇱᇱݕ .3 − ᇱݕ8 + ݕ16 = 0 diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denklemin her iki yanının Fourier dönüşümünü alalım. Burada ikinci taraftaki sıfır 

yerine ߜ alıyoruz. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü ve ℱ{(ݐ)ߜ} = 1 (4.7.1) 

olduğunu biliyoruz. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ
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ℱ[ݕᇱᇱ − ᇱݕ8 + [ݕ16 = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ଶ(ݓ݅)) − ݓ8݅ + (ݓ)ܻ(16 = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) − 4)ଶ 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
݁௪௧

ݓ)− + 4݅)ଶ ݓ݀
∞

ି∞
 

 

Bu son elde edilen integralde Rezidü teoremini uygularsak 

 

(ݐ)ݕ =
1

ߨ2− . .݅ߨ2
݀
ݓ݀

 ௪ୀିସ[ݐݓ݅݁]

(ݐ)ݕ = −݅. ݅. .ݐ ݁.(ିସ).௧ = .ݐ ݁ସ௧ 

 

bulunur. Bu elde edilen çözüm verilen denklemin (0)ݕ = 0, ᇱ(0)ݕ = 1 şartını 

sağlayan çözümdür. 

 

ᇱᇱݕ .4 + ᇱݕ2 + ݕ2 = 0 diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denklemin her iki yanının Fourier dönüşümünü alalım. Burada ikinci taraftaki sıfır 

yerine ߜ alıyoruz. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü ve ℱ{(ݐ)ߜ} = 1 (4.7.1) 

olduğunu biliyoruz. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

ℱ[ݕᇱᇱ + ᇱݕ2 + [ݕ2 = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ଶ(ݓ݅)) + ݓ2݅ + (ݓ)ܻ(2 = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) + 1)ଶ + 1 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
݁௪௧

ݓ݅) + 1 − ݓ݅)(݅ + 1 + ݅) ݓ݀
ஶ

ିஶ
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Bu son elde edilen integralde Rezidü teoremini uygularsak 

 

(ݐ)ݕ = −
1
ߨ2

න
݁௪௧

ݓ) − 1 − ݓ)(݅ − ݅ + 1) ݓ݀
∞

ି∞
 

(ݐ)ݕ = −
1
ߨ2 .

.(݅ߨ2) ቈ
ݐݓ݅݁

−ݓ) ݅ + 1)
௪ୀ݅+1

−
1
ߨ2 .

.(݅ߨ2) ቈ
ݐݓ݅݁

−ݓ) ݅ − 1)
௪ୀ݅−1

 

(ݐ)ݕ = −݅. ቈ
ݐ(݅+1)݅݁

1 + ݅ − ݅ + 1 +
ݐ(1−݅)݅݁

݅ − 1 − ݅ − 1 

(ݐ)ݕ = −݅ቆ
.ݐ݅݁ ݐ−݁

2 +
.ݐ−݁ ݐ݅−݁

−2 ቇ 

(ݐ)ݕ = ݐ−݁ ቆ
ݐ݅݁ − ݐ݅−݁

2݅ ቇ = .ݐ−݁  ݐ݊݅ݏ

 

elde edilir. Bu çözüm verilen denklemin (0)ݕ = 0, (0)′ݕ = 1 şartını sağlayan özel 

çözümdür. 

 

ᇱᇱᇱݕ .5 − ᇱᇱݕ6 + ᇱݕ11 − ݕ6 = 0 diferansiyel denklemini çözünüz. 

 

Denklemin her iki yanının Fourier dönüşümünü alalım. Burada ikinci taraftaki sıfır 

yerine ߜ alıyoruz. (4.17)’den türevin Fourier dönüşümünü ve ℱ{(ݐ)ߜ} = 1 (4.7.1) 

olduğunu biliyoruz. ℱ{(ݐ)ݕ} =  ,ile gösterirsek (ݓ)ܻ

 

ℱ[ݕᇱᇱᇱ − ᇱᇱݕ6 + ᇱݕ11 − [ݕ6 = ℱ[(ݐ)ߜ] 

ଷ(ݓ݅)] − ଶ(ݓ݅)6 + ݓ11݅ − (ݓ)ܻ[6 = 1 

(ݓ)ܻ =
1

ݓ݅) − ݓ݅)(1 − ݓ݅)(2 − 3) 

 

Bu son elde edilen eşitliğin her iki yanının ters Fourier dönüşümünü alırsak  

 

(ݐ)ݕ = ℱିଵ൫ܻ(ݓ)൯ =
1
ߨ2

න
݁௪௧

ݓ)݅− + ݓ)(݅ + ݓ)(2݅ + 3݅) ݓ݀
∞

ିஶ
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Bu son elde edilen integralde Rezidü teoremini uygularsak 

 

(ݐ)ݕ =
1
ߨ2

(݅ߨ2−)
1
−݅

ቈ
݁(ି).௧

݅. 2݅ +
݁(ିଶ).௧

(−݅). ݅ +
݁(ିଷ).௧

(−2݅)(−݅)
 

(ݐ)ݕ =
−݁௧ + 2݁ଶ௧ − ݁ଷ௧

2  

 

elde edilir. Bu çözüm verilen denklemin (0)ݕ = 0, (0)′ݕ = 0, (0)′′ݕ = −1 şartını 

sağlayan özel çözümdür. 
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BÖLÜM 6 

 

FOURIER DÖNÜŞÜMÜ YARDIMIYLA KISMÎ TÜREVLİ DİFERANSİYEL 

DENKLEM ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde basit kısmî türevli diferansiyel denklemlerin çözümleri için bir yol 

gösterilecektir. Bunun için bazı bilgilere ihtiyacımız olacaktır. Öncelikle bu bilgiler 

ortaya konulmaya çalışılacaktır. 

 

6.1. TÜREVLERİN FOURIER SİNÜS VE KOSİNÜS DÖNÜŞÜMLERİNİN 

BULUNMASI 

 

,(ݐ)݂ ,(ݐ)′݂ ݐ düzgün parçalı sürekli, integrallenebilir ve (ݐ)′′݂ → ∞ için	݂(ݐ) → 0, 

(ݐ)′݂ → 0 koşulunu sağlayan fonksiyonlar olsunlar.  

 

Bu koşullar altında ݂′′(ݐ) fonksiyonunun Fourier Sinüs Dönüşümünü bulalım. 

 

ℱௌ{݂′′(ݐ)} = lim
→ஶ

න .(ݐ)′′݂ sin ݐݓ . ݐ݀



 

ℱௌ{݂′′(ݐ)} = lim
→ஶ

(ݐ)′݂] sinݐݓ] − lim
→ஶ

න ݓ.(ݐ)′݂ cosݐݓ . ݐ݀



 

= lim
→ஶ

(ݐ)′݂] sin [ݐݓ − lim
→ஶ

[ݐݓݏܿ(ݐ)݂ݓ] − lim
→ஶ

න ଶݓ.(ݐ)݂ sinݐݓ . ݐ݀



 

 

Hem ݂(ݐ) hem de ݂′(ݐ) fonksiyonları, ݐ → ∞ için sıfıra yaklaşacağından  

 

ℱௌ{݂′′(ݐ)} = ௧ୀ[(ݐ)݂]ݓ −  (6.1)																																																																													(ݓ)ௌܨଶݓ

 

elde edilir. 
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Aynı koşullar altında ݂′′(ݐ) fonksiyonunun Fourier Kosinüs Dönüşümünü benzer 

işlemler ile bulunur. 

 

ℱ{݂′′(ݐ)} = ௧ୀ[(ݐ)′݂]− −  (6.2)																																																																											(ݓ)ܨଶݓ

 

6.2.KISMÎ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENKLEM ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde mühendislik ve fizikte kullanılan lineer ısı akımı denklemi, dalga 

denklemi, telgraf denklemi gibi kısmî türevli diferansiyel denklemlerin çözümünü 

Fourier dönüşümü yardımıyla yapmaya çalışacağız. Ancak öncelikle genel bir ifade 

ile başlayacağız. Bunun için ikinci mertebeden iki değişkenli kısmî türevli 

diferansiyel denklemin özel şeklini alalım. a ve b sabitler olmak üzere 

 

ܽ	
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݑ	ܾ + ଵ݂(ݕ)

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ଶ݂(ݕ)

ݑ߲
ݕ߲ + ଷ݂(ݕ)	ݑ = ,ݔ)݂  (6.3)																																						(ݕ

 

Sınır koşullarımız şu şekilde olacaktır: 

 

ݔ → ∞						için					ݑ → 0 

ݔ = 0						için					ݑ		veya		
ݑ߲
ݔ߲ 	biliniyor. 

 

,ݑ డ௨
డ௫
, డ

మ௨
డ௫మ

 fonksiyonlarının sürekli ve Fourier dönüşümün koşullarını sağladığı 

varsayılacaktır. Bu şartlar altında (6.3) denklemine Fourier Kosinüs ya da Sinüs 

Dönüşümü uygulayabiliriz. 

 

ℱௌ{ݑ} = ௌܷ , ℱ{ݑ} = ܷ , ℱௌ{݂} = ,ௌܨ ℱ{݂} =  ܨ

 

ile göstereceğiz ve (6.1) ile (6.2) eşitliklerinden faydalanacağız. Şimdi (6.3) 

denklemine Fourier Sinüs Dönüşümü uygulayalım. 

 

ܽ	ℱௌ ቊ
߲ଶݑ
ଶቋݔ߲ + ܾ	ℱௌ{ݑ} + ℱௌ ቊ ଵ݂(ݕ)

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + ଶ݂(ݕ)

ݑ߲
ݕ߲ + ଷ݂(ݕ)	ݑቋ = ℱௌ{݂(ݔ,  {(ݕ
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ܽ	ℱௌ ቊ
߲ଶݑ
ଶቋݔ߲ + ܾ	ℱௌ{ݑ} + ℱௌ ቊቈ ଵ݂(ݕ)

߲ଶ

ଶݕ߲ + ଶ݂(ݕ)
߲
ݕ߲ + ଷ݂(ݕ) ቋݑ	 = ℱௌ{݂(ݔ,  {(ݕ

 

Burada ቂ ଵ݂(ݕ)
డమ

డ௬మ
+ ଶ݂(ݕ)

డ
డ௬
+ ଷ݂(ݕ)ቃ =  türev operatörü ile gösterirsek ܮ

 

ܽ	ℱௌ ቊ
߲ଶݑ
ଶቋݔ߲ + ܾ	ℱௌ{ݑ} + ℱௌ{ܮ	ݑ} = ℱௌ{݂(ݔ,  {(ݕ

 

yazılır ve (6.1) yardımıyla 

 

௫ୀ(ݑ)	ݓ]	ܽ ଶݓ−
ௌܷ] + ܾ	 ௌܷ +න ݑ	ܮ sin ݔݓ ݔ݀	

ஶ



=  ௌܨ

 

elde edilir ve L, y değişkenine göre türev operatörü olduğundan 

 

௫ୀ(ݑ)	ݓ]	ܽ ଶݓ−
ௌܷ] + ܾ	 ௌܷ + 	ܮ ௌܷ 	=  (6.4)																																																																			ௌܨ

 

yazılabilir. Böylece ݔ = 0	için	ݑ’nun biliniyor olması ile (6.4) denklemi ௌܷ’ye göre 

adi bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemde ௌܷ elde edilerek ters dönüşüme 

geçilirse ݔ)ݑ,  .çözümü bulunur (ݕ

 

Benzer şekilde (6.3) denklemine Fourier Kosinüs Dönüşümü ve (6.2) eşitliği 

uygulanırsa  

 

ܽ	 ݓ	 ൬
ݑ݀
൰௫ୀݔ݀

ଶݓ−
ܷ൨ + ܾ	 ܷ + 	ܮ ܷ 	= ܨ 																																																												(6.5) 

 

yazılabilir. Böylece ݔ = 0	݅ç݅݊	 ௗ௨
ௗ௫

’in biliniyor olması ile (6.5) denklemi ܷ’ye göre 

adi bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemde ܷ  elde edilerek ters dönüşüme 

geçilirse ݔ)ݑ,  .çözümü bulunur (ݕ
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Eğer ݔ, (−∞, ∞) aralığında değiştiğinde, ݔ → ±∞	için	ݑ → 0 koşulu ile üstel 

Fourier dönüşümü kullanılır. Böylece denklem 

 

ܽ	
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ݑ	ܾ + ݑ	ܿ + ݑ	ܮ = ,ݔ)݂  (6.6)																																																																																(ݕ

 

genel halini alır. (6.6) denklemine Fourier dönüşümü ve (4.17) eşitliğinin 

uygulanması ile ℱ{ݑ} = ܷ olmak üzere 

 

ܷ	ଶݓ	ܽ− + ܷ	ݓܾ	݅ + ܿ	ܷ + ܷ	ܮ =  ܨ

 

şeklinde ܷ’ya göre y değişkenli diferansiyel denklemi elde edildikten sonra U 

çözülerek ters dönüşüme geçilir. Böylece ݔ)ݑ,  .çözümü bulunur (ݕ

 

Örnekler: 

 

1. Yarım-sonsuz bir ortamda lineer ısı akımı denklemi 

 

ݒ߲
ݐ߲ = ܿଶ

߲ଶݒ
ଶݔ߲ 																																																																																																																									(6.7) 

 

dır. Başlangıç ve sınır koşulları  

 

ݐ > ݔ			.			0 = 0			݅ç݅݊			ݒ =  ݒ

ݐ = ݔ			.			0 = 0			݅ç݅݊			ݒ = 0	 

 

olup, ݔ → ∞   iken  ݒ	,			 డ௩
డ௫
→ 0 olduğu varsayılıyor. Bu koşullar altında diferansiyel 

denkleminin çözümünü bulunuz. 

 

,ݔ)ݒ  fonksiyonunun Fourier sinüs dönüşümü (ݐ

 

ℱௌ{ݔ)ݒ, {(ݐ = න ,ݔ)ݒ .(ݐ sin ݐݓ . ݐ݀
ஶ


= ௌܸ(ݓ,  (ݐ
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ile gösterelim. (6.7) denklemine Fourier sinüs dönüşümü uygulayalım. 

 

න
ݒ߲
ݐ߲ . sinݐݓ . ݐ݀

ஶ


= ܿଶන

߲ଶݒ
ଶݔ߲ . sin ݐݓ . ݐ݀

ஶ


																																																																 (6.8) 

 

Bu ifadenin sol tarafı 

 

߲
ݐ߲
න .ݒ sin ݐݓ . ݐ݀
ஶ


=
߲ ௌܸ

ݐ߲ =
݀ ௌܸ

ݐ݀  

 

sağ tarafı ise (6.1) ve sınır koşulları altında 

 

න
߲ଶݒ
ଶݔ߲ . sinݐݓ . ݐ݀

ஶ


= ݒݓ ଶݓ−

ௌܸ 

 

olduğundan (6.8) denklemini 

 

݀ ௌܸ

ݐ݀ + ܿଶݓଶ
ௌܸ = ܿଶݒݓ 

 

şeklinde yazarız. Bu denklem, t değişkenine göre birinci mertebeden lineer 

diferansiyel denklemdir. Bu denklemin çözümü 

 

ௌܸ =
ݒ
ݓ
൫1 − ݁ିమ௪మ௧൯ 

 

şeklindedir. (4.14) teki ters dönüşüme geçersek, 

 

,ݔ)ݒ (ݐ = ℱௌ{ ௌܸ(ݓ, {(ݐ =
2
ߨ
න

ݒ
ݓ
൫1 − ݁ିమ௪మ௧൯. sin ݐݓ . ݓ݀

ஶ


 

,ݔ)ݒ (ݐ =
ݒ2
ߨ
න

sinݐݓ
ݓ ݓ݀

ஶ


−
ݒ2
ߨ
න

sinݐݓ
ݓ ݁ିమ௪మ௧݀ݓ

ஶ


 

 

elde edilir. İlk integralin ߨ 2⁄  olduğunu biliyoruz (Örnek 4.3). İkinci integral ise  
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න
sinݐݓ
ݓ ݁ିమ௪మ௧݀ݓ

ஶ


=
ߨ
2 ݂ݎ݁ ൬

ݔ
ݐ√2ܿ

൰ 

 

dir. Sonuçta ısı denkleminin çözümü 

 

,ݔ)ݒ (ݐ = ݒ 1 − ݂ݎ݁ ൬
ݔ

ݐ√2ܿ
൰൨ 

 

bulunur. 

 

2. డ௩
డ௧
= ܿଶ డ

మ௩
డ௫మ

 lineer ısı diferansiyel denkleminin  −∞ < ݔ < ∞			, ݐ > 0 aralığında 

 

|ݔ| → ∞			için			ݒ → 0 

,ݔ)ݒ 0) = ݁ି௫మ 

 

koşulları altında çözümünü bulunuz. 

 

Denkleme x değişkenine göre Fourier dönüşümünü uygulayalım. (4.17)’den türevin 

Fourier dönüşümünü kullanacağız. ℱ{ݔ)ݒ, {(ݐ = ,ݓ)ܸ  ,ile gösterirsek (ݐ

 

ܿଶන
߲ଶݔ)ݒ, (ݐ
ଶݔ߲ ݁ି௪௫݀ݔ

∞

−∞
= න

,ݔ)ݒ߲ (ݐ
ݐ߲ ݁ି௪௫݀ݔ

∞

−∞
 

																							−ܿଶݓଶܸ(ݓ, (ݐ =
߲
ݐ߲
න ,ݔ)ݒ .(ݐ ݁ି௪௫݀ݔ
∞

−∞
 

−ܿଶݓଶܸ(ݓ, (ݐ =
,ݓ)ܸ݀ (ݐ

ݐ݀  

 

t değişkenli denklemin çözümü, 

 

,ݓ)ܸ (ݐ =  (6.9)																																																																																																					మ௪మ௧ି݁(ݓ)ܣ
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olacaktır. (ݓ)ܣ integrasyon sabitini başlangıç koşullarına göre bulmak için 

,ݓ)ܸ ,ݔ)ݒ ,nin değerini’(ݐ ,ݔ)ݒ .nin dönüşümü yardımıyla bulalım’(ݐ 0) = ݁ି௫మ 

koşuluna göre 

 

,ݓ)ܸ 0) = ℱ{ݔ)ݒ, 0)} = න ݁ି௫మ . ݁ି௪௫݀ݔ
∞

−∞
 

 

yazılır. Bu integral ise Gauss Fonksiyonun Fourier Dönüşümü olup sunucu 

(4.7.13)’te bulmuştuk 

 

,ݓ)ܸ 0) = ℱ{ݔ)ݒ, 0)} = ௪ି݁ߨ√
మ ସ⁄  

 

şeklindedir. Bu ifade (6.9)’in ݐ = 0 için değerine eşittir. Bu iki ifadenin eşitliğinden 

 

(ݓ)ܣ = ௪ି݁ߨ√
మ ସ⁄  

 

yazılır. Böylece (6.9) denklemi  

 

,ݓ)ܸ (ݐ = ௪ି݁ߨ√
మ ସ⁄ . ݁ିమ௪మ௧ 

,ݓ)ܸ (ݐ = ൫ଵାି݁ߨ√
మ௧൯௪మ ସ⁄  

 

şeklinde yazılır. Ters dönüşüme geçtiğimizde (4.7.13) Gauss Fonksiyonun Fourier 

Dönüşümü yardımıyla aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

 

,ݔ)ݒ (ݐ = ℱିଵ൛√ି݁ߨ൫ଵା
మ௧൯௪మ ସ⁄ ൟ =

1
√1 + 4ܿଶݐ

݁ି௫మ ൫ଵାସమ௧൯ൗ  

 

3. x uzunluk ve t zamanı göstermek üzere ݔ)ݑ,  fonksiyonu, sonsuz uzunluktaki (ݐ

(−∞ < ݔ < ∞) telin denge durumundan küçük bir genlik ile titreşiminin 

diferansiyel denklemi (Dalga Denklemi) 

 

ܿଶ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ =

߲ଶݑ
ଶݐ߲ 																																																																																																																				(6.10) 
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dir. Başlangıç koşulları  

 

ݐ = 0			için			ݔ)ݑ, 0) =  (ݔ)݂

ݑ߲�
ݐ߲ ฬ௧ୀ

=  (ݔ)ݒ

 

olmak üzere diferansiyel denkleminin çözümünü bulunuz. Burada ݂(ݔ) ve ݑ(ݐ = 0) 

telin başlangıç konumunu ve hızını göstermektedir. 

 

Denkleme x değişkenine göre Fourier dönüşümünü uygulayalım. (4.17)’den türevin 

Fourier dönüşümünü kullanacağız. ℱ{ݔ)ݑ, {(ݐ = ,ݓ)ܷ  ,ile gösterirsek (ݐ

 

ܿଶන
߲ଶݔ)ݑ, (ݐ
ଶݔ߲ ݁ି௪௫݀ݔ

∞

−∞
= න

߲ଶݔ)ݑ, (ݐ
ଶݐ߲ ݁ି௪௫݀ݔ

∞

−∞
 

																							−ܿଶݓଶܷ(ݓ, (ݐ =
߲ଶ

ଶݐ߲
න ,ݔ)ݑ .(ݐ ݁ି௪௫݀ݔ
∞

−∞
 

−ܿଶݓଶܷ(ݓ, (ݐ =
݀ଶܷ(ݓ, (ݐ

ଶݐ݀  

݀ଶܷ(ݓ, (ݐ
ଶݐ݀ + ܿଶݓଶܷ(ݓ, (ݐ = 0																																																																																						(6.11) 

 

t değişkenine göre lineer diferansiyel denklem olup çözümü, 

 

,ݓ)ܷ (ݐ = ℱ{ݔ)ݑ, {(ݐ = (ݓ)ܣ cosݐܿݓ + (ݓ)ܤ sinݐܿݓ 																																									(6.12) 

 

olur. Başlangıç koşullarına göre (ݓ)ܣ ve (ݓ)ܤ katsayılarını bulalım. (6.12) eşitliği 

ݐ = 0 için  

 

,ݓ)ܷ 0) =  (ݓ)ܣ

 

olur. Aynı zamanda  

 

ݐ = 0			݅ç݅݊			ݔ)ݑ, 0) =  (ݔ)݂
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olduğundan 

 

ℱ{ݔ)ݑ, 0)} = ℱ{݂(ݔ)} =  (ݓ)ܨ

 

yazılır ki 

 

(ݓ)ܨ =  (ݓ)ܣ

 

sonucuna ulaşılır. 

 

  katsayısını bulmak için ikinci koşulu kullanacağız. Bunun için (ݓ)ܤ

 

,ݓ)ܷ (ݐ = න ,ݔ)ݑ ݔ௪௫݀ି݁(ݐ
∞

−∞
 

 

ifadesinde türev alıp ݐ = 0 alarak 

 

,ݓ)ܷ݀� (ݐ
ݐ݀

ቤ
௧ୀ

= න ,ݔ)ݑ߲� (ݐ
ݐ߲

ቤ
௧ୀ

݁ି௪௫݀ݔ
∞

−∞
= න ݔ௪௫݀ି݁(ݔ)ݒ

∞

−∞
= ܸ(ݓ)									(6.13) 

 

olur. Aynı zamanda (6.12) eşitliğinin türevinin ݐ = 0 için değeri 

 

,ݓ)ܷ݀� (ݐ
ݐ݀

ቤ
௧ୀ

= .ܿݓ.(ݓ)ܤ� cosݐܿݓ|௧ୀ =  (6.14)																																																	ܿݓ.(ݓ)ܤ

 

olacaktır. (6.13) ve (6.14) ifadelerinin eşitliğinden 

 

(ݓ)ܤ =
(ݓ)0ܸ
ܿݓ  

 

bulunur.(6.11) denkleminin çözümü olan (6.12) 

 

,ݓ)ܷ (ݐ = ℱ{ݔ)ݑ, {(ݐ = (ݓ)ܨ cosݐܿݓ + ܸ(ݓ)
ܿݓ sinݐܿݓ 
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şeklinde yazılabilir. Bu eşitlikten ters dönüşüme geçilip, 

 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
ߨ2

න (ݓ)ܨ cosݐܿݓ ݁௪௫݀ݓ
∞

−∞
+
1
ߨ2

න ܸ(ݓ)
ܿݓ sinݐܿݓ ݁௪௫݀ݓ

∞

−∞
 

 

cosݐܿݓ ve sin  .yerine Euler formüllerini yazalım ݐܿݓ

 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
2
ቈ
1
ߨ2

න ൫݁௪௧(ݓ)ܨ + ݁ି௪௧൯݁௪௫݀ݓ
∞

−∞

+
1
ܿߨ2

න ܸ(ݓ)
݅ݓ

൫݁௪௧ − ݁ି௪௧൯݁௪௫݀ݓ
∞

−∞
 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
2
ቈ
1
ߨ2

න ൫݁௪(௫ା௧)(ݓ)ܨ + ݁௪(௫ି௧)൯݀ݓ
∞

−∞

+
1
ܿߨ2

න ܸ(ݓ)
݅ݓ

൫݁௪(௫ା௧) − ݁௪(௫ି௧)൯݀ݓ
∞

−∞
 

 

ݕ = ݔ) + ݖ ve (ݐܿ = ݔ) −  olmak üzere (ݐܿ

 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
2
ቈ
1
ߨ2

න ൫݁௪௬(ݓ)ܨ + ݁௪௭൯݀ݓ
∞

−∞
+

1
ܿߨ2

න ܸ(ݓ)
݅ݓ

൫݁௪௬ − ݁௪௭൯݀ݓ
∞

−∞
 

 

yazılır. Birinci integralin  

 
1
ߨ2

න ൫݁௪௬(ݓ)ܨ + ݁௪௭൯݀ݓ
∞

−∞
= (ݕ)݂ +  (ݖ)݂

 

olduğu görülür. İkinci integral için ise (4.18) den 

 

ℱ ቊන ݂(߬). ݀߬
௧

ିஶ
ቋ =

(ݓ)ܨ
ݓ݅ ⟹ ℱିଵ ቊ

(ݓ)ܨ
ݓ݅ ቋ = න ݂(߬). ݀߬

௧

ିஶ
 

 

olduğunu hatırlayarak 
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1
ߨ2

න ܸ(ݓ)
݅ݓ ݁௪௬݀ݓ

∞

−∞
= න ݂(߬). ݀߬

௬

ିஶ
ݕ)			,			 = ݔ +  (ݐܿ

1
ߨ2

න ܸ(ݓ)
݅ݓ ݁௪௭݀ݓ

∞

−∞
= න ݂(߬). ݀߬

௭

ିஶ
ݖ)			,			 = ݔ −  (ݐܿ

 

yazılabilir. Buradan da 

 

1
ߨ2

න ܸ(ݓ)
݅ݓ ݁௪௬݀ݓ

∞

−∞
−
1
ߨ2

න ܸ(ݓ)
݅ݓ ݁௪௭݀ݓ

∞

−∞
= න .(߬)ݒ ݀߬

௬

௭
= න .(߬)ݒ ݀߬

௫ା௧

௫ି௧
 

 

olur ki, bu da diferansiyel denklemin çözümünün 

 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
2
ቈ݂(ݔ + (ݐܿ + ݔ)݂ − (ݐܿ +

1
ܿ
න .(߬)ݒ ݀߬
௫ା௧

௫ି௧
 

 

şeklinde olduğunu gösterir. 

 

İlk hızın ݐ = 0’da ݒ = 0 olması halinde çözüm fonksiyonu 

 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
2
ݔ)݂] + (ݐܿ + ݔ)݂ −  [(ݐܿ

 

olacaktır. 

 

4. x uzunluk ve t zamanı göstermek üzere ݔ)ݑ,  fonksiyonu, yarım-sonsuz (ݐ

uzunluktaki telin bir ucunu orijine bağlayarak Ox-ekseninin pozitif yönü 

doğrultusunda gerelim. Bu durumda transvers (yanlama) serbest titreşimler 

 

߲ଶݑ
ଶݐ߲ = ܿଶ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ 																																																																																																																				(6.15) 

 

Dalga Denklemini sağlar.  
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ݐ = 0			için			ݔ)ݑ, 0) = 			,			(ݔ)݂ �
ݑ߲
ݐ߲ ฬ௧ୀ

= ݔ)																									0 > 0) 

,0)ݑ (ݐ = 0																														(bütün	ݐ′ler	için) 

 

koşulları altında diferansiyel denkleminin çözümünü bulunuz.  

 

,ݔ)ݑ  fonksiyonunun Fourier sinüs dönüşümü (ݐ

 

ℱௌ{ܷ(ݔ, {(ݐ = ௌܷ(ݓ,  (ݐ

 

ile gösterelim. (6.15) denklemine x değişkenine göre Fourier sinüs dönüşümü 

uygulayalım. 

 

න
߲ଶݑ
ଶݐ߲ . sin ݐݓ . ݐ݀

ஶ


= ܿଶන

߲ଶݑ
ଶݔ߲ . sin ݐݓ . ݐ݀

ஶ


 

݀ଶ ௌܷ(ݓ, (ݐ
ଶݐ݀ = ܿଶ[ݓ. ,0)ݑ (ݐ − ଶݓ

ௌܷ(ݓ, [(ݐ = −ܿଶݓଶ
ௌܷ(ݓ,  (ݐ

݀ଶ ௌܷ(ݓ, (ݐ
ଶݐ݀ + ܿଶݓଶ

ௌܷ(ݓ, (ݐ = 0 

 

diferansiyel denklemine ulaşılır. Bu denklemin çözümü 

 

ௌܷ(ݓ, (ݐ = (ݓ)ܣ cosݐܿݓ + (ݓ)ܤ sin  ݐܿݓ

 

şeklindedir. Başlangıç koşulları altında 

 

ݐ = 0			݅ç݅݊			ݔ)ݑ, 0) = ⟹(ݔ)݂ ௌܷ(ݓ, 0) =  (ݓ)ௌܨ

ݑ߲�
ݐ߲ ฬ௧ୀ

= 0⟹ �߲ ௌܷ(ݓ, (ݐ
ݐ߲

ቤ
௧ୀ

= 0 

 

olur ki buradan 

 

(ݓ)ܣ = (ݓ)ܤ						,					(ݓ)ܵܨ = 0 
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bulunur. Böylece 

 

ௌܷ(ݓ, (ݐ = (ݓ)ௌܨ cosݐܿݓ 

 

eşitliği elde edilir. (4.14) teki ters dönüşüme geçersek, 

 

ℱିଵ{ ௌܷ(ݓ, {(ݐ =
2
ߨ
න (ݓ)ௌܨ cosݐܿݓ
ஶ


. sin ݐݓ .  ݓ݀

,ݔ)ݑ																																														 (ݐ =
2
ߨ
න (ݓ)ௌܨ
ஶ


[sinݔ)ݓ + (ݐܿ + sinݔ)ݓ −  ݓ݀[(ݐܿ

,ݔ)ݑ							 (ݐ =
1
2
ݔ)݂] + (ݐܿ + ݔ)݂ −  [(ݐܿ

 

sonucu bulunur. 

 

5. Telgraf denklemi olarak adlandırılan  

 

߲ଶݔ)ݑ, (ݐ
ଶݐ߲ + ߙ) + (ߚ

,ݔ)ݑ߲ (ݐ
ݐ߲ + ,ݔ)ݑߚߙ (ݐ = ܿଶ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ 																																														(6.16) 

 

denkleminin başlangıç ve sınır değerleri olmadan çözümünü araştıralım.  

 

(6.16) denkleminde ߙ = ߚ = 0 alınırsa dalga denklemine dönüşeceği açıktır. Şimdi 

ise ߙ, ߚ > 0 için işlem yapacağız ki telin direnci ve zemine iletkenliğin sıfır 

olmadığını kabul etmiş olacağız. 

 

Denkleme x değişkenine göre Fourier dönüşümünü uygulayalım. (4.17)’den türevin 

Fourier dönüşümünü kullanacağız. ℱ{ݔ)ݑ, {(ݐ = ,ݓ)ܷ  ,ile gösterirsek (ݐ

 

න
߲ଶݑ
ଶݐ߲

݁ି௪௫݀ݔ
ஶ

ିஶ
+ ߙ) + න(ߚ

ݑ߲
ݐ߲
݁ି௪௫݀ݔ

ஶ

ିஶ
+ නߚߙ ݔ௪௫݀ି݁ݑ

ஶ

ିஶ
= ܿଶන

߲ଶݑ
ଶݔ߲

݁ି௪௫݀ݔ
ஶ

ିஶ
 

݀ଶܷ(ݓ, (ݐ
ଶݐ݀ + ߙ) + (ߚ

,ݓ)ܷ݀ (ݐ
ݐ݀ + ,ݓ)ܷߚߙ (ݐ = −ܿଶݓଶܷ(ݓ,  (ݐ

݀ଶܷ(ݓ, (ݐ
ଶݐ݀ + ߙ) + (ߚ

,ݓ)ܷ݀ (ݐ
ݐ݀ + ߚߙ) + ܿଶݓଶ)ܷ(ݓ, (ݐ = 0																																	(6.17) 
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yazılır. ܷ(ݓ,  nin ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemini elde etmiş‘ (ݐ

olduk. Bu denklemin çözümü ܷ(ݓ, (ݐ = ݁௧ şeklinde olmalıdır. Bu da ancak 

 

ݎ =
ߙ)− + (ߚ ± ඥ(ߙ + ଶ(ߚ − ߚߙ)4 + ܿଶݓଶ)

2  

ݎ =
ߙ)− + (ߚ ± ඥ(ߙ − ଶ(ߚ − 4ܿଶݓଶ

2  

 

olması ile mümkündür. 

 

Eğer (ߙ − ଶ(ߚ ≥ 4ܿଶݓଶ ise ݎ’nin negatif iki reel değeri bulunur. Bunu göstermek 

istersek, 

 

0 ≤ ߙ) − ଶ(ߚ − 4ܿଶݓଶ ≤ ߙ) −  ଶ(ߚ

0 ≤ ඥ(ߙ − ଶ(ߚ − 4ܿଶݓଶ ≤ ߙ| −  |ߚ

ߙ)− + (ߚ − ߙ| − |ߚ
2 ≤

ߙ)− + (ߚ ± ඥ(ߙ − ଶ(ߚ − 4ܿଶݓଶ

2 ≤
ߙ)− + (ߚ + ߙ| − |ߚ

2  

 

yazılır. |ߙ − ߙ ya ,|ߚ − ߙ	eğer)	ߚ ≥ ߚ ise) ya da	ߚ − ߙ	eğer)	ߙ ≤  (ise	ߚ

olduğundan  

 

ߙ− ≤
ߙ)− + (ߚ ± ඥ(ߙ − ଶ(ߚ − 4ܿଶݓଶ

2 ≤  ߚ−

 

elde edilir ki bu da ݎ’nin −ߙ ile −ߚ  arasında negatif iki reel değeri olduğu anlamına 

gelir. ݐ → ∞ için ܷ(ݓ,  nin her iki çözümü de sıfırdır ve bu da telin geçiciliğini’(ݐ

gösterir. Dolayısıyla (ߙ − ଶ(ߚ < 4ܿଶݓଶ  olmadıkça ܷ(ݓ,  yi sıfır olarak’(ݐ

düşüneceğiz. 

  

ݎ =
ߙ)− + (ߚ ± ඥ(ߙ − ଶ(ߚ − 4ܿଶݓଶ

2  

ݎ = −
ߙ) + (ߚ

2 ±
݅
2ඥ4ܿ

ଶݓଶ − ߙ) −  ଶ(ߚ
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burada ߛ = (ఈାఉ)
ଶ

 ve ߮(ݓ) = ටܿଶݓଶ − ቀఈିఉ
ଶ
ቁ
ଶ
 olarak alırsak 

 

ݎ = ߛ− ±  (ݓ)߮݅

 

elde edilir. Buna göre (6.13) denklemi için genel çözüm 

 

,ݓ)ܷ (ݐ = ௧[ఊିఝ(௪)ି]݁(ݓ)ܨ +  ௧[ఊାఝ(௪)ି]݁(ݓ)ܩ

,ݓ)ܷ (ݐ = ݁ିఊ௧ൣ(ݓ)ܨ݁ିఝ(௪)௧ +  ఝ(௪)௧൧݁(ݓ)ܩ

 

olacaktır. Buradan ters dönüşüme geçelim. 

 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
ߨ2 ݁

ିఊ௧න ఝ(௪)௧ି݁(ݓ)ܨൣ + ݓ݀ݔݓఝ(௪)௧൧݁݅݁(ݓ)ܩ
∞

−∞
 

 

Eğer telgraf telimiz için ߙ = (ݓ)߮ seçersek ߚ =   olacaktır ve ݓܿ

 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
ߨ2 ݁

ିఊ௧න ௪௧ି݁(ݓ)ܨൣ + ݓ݀ݔݓ௪௧൧݁݅݁(ݓ)ܩ
∞

−∞
 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
ߨ2 ݁

ିఊ௧න ௪(௫ି௧)݁(ݓ)ܨൣ + ݓ௪(௫ା௧)൧݀݁(ݓ)ܩ
∞

−∞
 

,ݔ)ݑ (ݐ = ݁ିఊ௧[݂(ݔ − (ݐܿ + ݔ)݃ +  [(ݐܿ

 

ifadesine ulaşılır. Bu ifade aynı zamanda dalga denklemi için de anlamlıdır. Şöyle ki 

c hızında sağa doğru ve c hızında sola doğru hareket eden dalga paketlerini ifade 

eder. Bu dalga paketleri zamanla şekil değiştirmezler. Ancak ݁ିఊ௧ faktörü paketlerin 

boyutunu azaltır. Eğer tel boyunca periyodik olarak amplifikatörler (yükselticiler) 

yerleştirirsek, sinyalleri kayıpsız iletebiliriz. 

 

Eğer ߙ ≠  ݓ sadece ,(ݓ)ܨ	.w’nin kompleks bir fonksiyonu olur ,(ݓ)߮ ise ߚ

etrafındaki dar aralıkta sıfır değil ise, bu aralıkta ߮(ݓ), ݓ civarında Taylor 

açılımının başlangını ifade eder ki  
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(ݓ)߮ +
(ݓ)߮݀
ݓ݀ . ݓ) −  (ݓ

 

dır.  ௗఝ(௪బ)
ௗ௪

=   ile gösterirsekݒ

 

,ݔ)ݑ (ݐ =
1
ߨ2 ݁

ିఊ௧න ݓ݀ݔݓఝ(௪)௧݁݅ି݁(ݓ)ܨ
∞

−∞
 

																																				=
1
݁ߨ2

නݐߛ− ݓ௪௫݀݁ݐ[(0ݓ−ݓ)0ݒ+(0ݓ)߮]݅−݁(ݓ)ܨ
ஶ

ିஶ
 

																																							= .ݐ[0ݓ.0ݒ+(0ݓ)߮]݅−݁ݐߛ−݁
1
නߨ2 ݓ݀(ݐ.0ݒ௫ି)௪݁(ݓ)ܨ

ஶ

ିஶ
 

												= .ݐ[0ݓ.0ݒ+(0ݓ)߮]݅−݁ݐߛ−݁ ݔ)݂ −  (ݐ0ݒ

 

çözümüne ulaşılır. Bu çözüm bize dalga paketlerinin ݒ hızıyla ݓ’a çok yakın 

hareket ettiğini ifade eder.  

 

ߙ =  .’a önemli bir bağımlılığı olduğunu göstermektedirݓ  hızıݒ ,olması dışında ߚ

Dolayısıyla w’nın farklı değerleri için dalga paketlerinin hızları değişir. Bu dağılıma, 

dalga paketlerinin sapması sebep olur. 
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BÖLÜM 7 

 

SONUÇLAR 

 

Bu çalışmada, Dirichlet koşulları altında periyodik fonksiyonların Fourier Serileri 

belirlenmiştir. Fourier Serilerinden, Fourier İntegraline ve Fourier Dönüşümüne 

geçişler yapılmıştır. Dirichlet Koşullarını sağlayan fonksiyonların yanı sıra 

sağlamayan fonksiyonların da Fourier Dönüşümlerinin olduğu gösterilmiştir. 

Diferansiyel denklemlerin Fourier Dönüşümleri yardımı ile çözümlerinin araştırıldığı 

bu çalışma sonucunda; 

 

1. Sabit katsayılı lineer diferansiyel denklemlerin ikinci kısmının Dirichlet 

Koşullarını sağlayan fonksiyonlar olduğunda Fourier Dönüşümü yardımıyla 

özel çözümlerinin bulunabileceği gösterilmiştir. 

 

2. Sabit katsayılı lineer diferansiyel denklemlerin ikinci kısmının Dirichlet 

Koşullarını sağlamayan polinom fonksiyonlar olduğunda Fourier Dönüşümü 

yardımıyla özel çözümlerinin bulunabileceği gösterilmiştir. 

 

3. Sabit katsayılı homojen lineer diferansiyel denklemlerin ikinci kısmındaki “0” 

yerine Dirac Delta Fonksiyonu alınması sonucu Fourier Dönüşümü yardımıyla 

özel çözümlerinin bulunabileceği gösterilmiştir. Bu özel çözümlerin, 

diferansiyel denklem n. mertebeden olduğunda  

 

(0)ݕ = 0, ݕ ′(0) = 0, ݕ ′′(0) = 0,…	, (0)(ିଵ)ݕ = ±1 

 

başlangıç koşullarını sağladığı görülmüştür. 

 

4. Kısmî türevli diferansiyel denklemlerin Fourier Dönüşümleri yardımıyla 

çözümlerinin yapılabileceği gösterilmiştir. 
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