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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

FOURIER DONUSUMLERI YARDIMI iLE
DIFERANSIYEL DENKLEM COZUMLERI

Ercan KOMEC

Karabiik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Danismani:
Yrd. Do¢. Dr. Murat DUZ
Ocak 2015, 117 sayfa

Bu calismada, Dirichlet kosullar1 altinda periyodik fonksiyonlarm Fourier Serileri
tanimlanmistir. Fourier Serilerinden, Fourier Integraline ve Fourier D@niisiimiine
gecisler yapilmistir. Dirichlet Kosullarmi saglayan fonksiyonlarm yami sira

saglamayan fonksiyonlarin da Fourier Doniisiimlerinin oldugu gosterilmistir.

Fourier Doniisiimleri yardimiyla sabit katsayili diferansiyel denklemlerin 6zel
¢Ozlimleri bulunmustur. Diferansiyel denklemin ikinci kismi, Dirichlet kosullarmi
saglayan ya da saglamayan fonksiyonlar olmasi durumlarmni inceledik. Her iki

durumda da ¢6zlimiin bulunabilecegini gosterdik.

Bu caligmada, sabit katsayili homojen diferansiyel denklemler ile de ilgilendik.

Diferansiyel denklemin ikinci kismindaki sifir yerine Dirac Delta fonksiyonunu

v



kullandik. Bdoylece diferansiyel denklemin 6zel bir ¢Oziimiiniin bulunabilecegini

gordiik.

Ayrica kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢dzlimleri, Fourier doniistimii

kullanilarak yapilmistir.

Anahtar Sozciikler : Fourier Serisi, Fourier Doniisiimii, Diferansiyel denklemler.

Bilim Kodu :204.1.138



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY USING THE FOURIER TRANSFORMS

Ercan KOMEC

Karabiik University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Thesis Advisor:
Asst. Prof. Dr. Murat DUZ
January 2015, 117 pages

In this thesis study, the Fourier series of periodical functions that provide Dirichlet
Conditions are defined. Transfers are made from the Fourier series to the Fourier
Integral and the Fourier Transform. It is shown that the functions that provide the
Dirichlet Conditions as well as the ones that do not provide them have the Fourier

Transforms.

Using the Fourier Transforms, a special solution of constant coefficient differential
equations solutions are given. We have studied the second part of the differential
equations, the instances where are functions that provide and do not provide the

Dirichlet Conditions. We have shown that a solution can be found in both cases.

In this study, we investigated solutions of homogeneous differential equations with

constant coefficients. We used Dirac Delta function in place of zero in the second
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part of these equations. Thus we have seen that a special solution can be found in this

way.

Also, the solutions of partial derivative differential equations have been found by

using the Fourier Transforms.

Key Words : Fourier Series, Fourier Transforms, Differential equations.

Science Code : 204.1.138
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BOLUM 1

GIRIS

Jean-Baptiste Joseph Fourier'in bilim diinyasma sundugu hediyelerden biri olan
Fourier dontistimleri; matematik, fizik ve miithendisligin bir¢ok alaninda kullanilan
bir integral doniisiimiidiir. Ornegin genellestirilmis integraller, integral denklemler,
adi diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler Fourier doniisiimleri

yardimiyla ¢oziilebilir.

Kullanim alanina bagka bir 6rnek vermek gerekirse; her insanin sesi siniis ve
kosiniislerin toplami olarak ifade edilebilir. Her sesin frekans tayfi farkli oldugundan
siniis ve kosintiislerin toplaminin her birinin frekans: farkli olacaktir. Boylece bir ses
kaydmin kime ait oldugunu Fourier doniisiimlerinin yardimiyla bulabiliriz. Gergekte

bu islemi kulagimiz bizim yerimize otomatik olarak yapmaktadir.

Bu calismada; Fourier serileri kullanilarak sonsuz toplamlarin, Fourier integrali
yardimiyla genellestirilmis integrallerin hesaplanabilecegi gosterilmistir. Bunlarin
yani swra Fourier doniigimlerinin  diferansiyel denklemlerin  ¢dziimiinde

kullanilabilecek gii¢lii bir ara¢ oldugu gosterilmistir.

Bu tez caligmasmin birinci boliimii “Giris” olup burada calismanin kisa Ozeti

verilmistir

Ikinci boliimde Fourier Serileri icin gerekli 6n bilgiler ve bazi integral sonuglari

verilmistir.

Ugiincii boliimde Fourier serileri ile seri agilimi igin gerekli kosullar verilmistir. Bazi
fonksiyonlarin Fourier serileri bulunmus, bu seri acilimlar1 yardimiyla bazi sonsuz

toplamlar hesaplanmistir. Ayrica Fourier kosinlis ve siniis serileri ile kompleks



Fourier serilerinin tanimlar1 verilmis, béylece dordiincii boliimii olusturan Fourier

integrali ve Fourier doniisiimii i¢in 6n hazirlik yapilmistir.

Dordiincii boliimde ise, Fourier integrali ve Fourier doniisiim formiilleri ortaya
konulmus, bazi genellestirilmis integrallerin sonuglar1 hesaplanmistir. Bu boliimde
Fourier Doniistimiiniin 6zellikleri ile bazi fonksiyonlarin Fourier Doniisiimleri

gosterilmistir.

Besinci boliimde sabit katsayili diferansiyel denklemlerin ¢dziimiine dair 6rnekler
yapilmistir. Diferansiyel denklemin ikinci kismindaki fonksiyonun tiiriine gore 6zel

coziimlerin bulunmasi ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Altinc1 boliimde de kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in agiklama ve

ornekler yer almistur.

Yedinci ve son boliimde, yapilan calismalar sonucunda elde edilen sonuglar

stralanmagtir.



BOLUM 2

TEMEL BILGILER

2.1. PERiYODIK FONKSiYONLAR

f, reel sayilar kiimesinin bir 4 altkiimesinden reel sayilar kiimesine tanimli bir
fonksiyon olsun. Her t € A i¢in f(t + T) = f(t) kosulunu saglayan sifirdan farkli T
reel sayisi bulunabiliyorsa f fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir ve T reel
sayisina da f fonksiyonunun periyodu denir. Pozitif en kii¢iik 7" sayisma da esas

periyot ya da temel periyot adi1 verilir.

Ornek 2.1: k = 0,41, +2, ... icin,

sin(t + 2km) =sint , cos(t + 2km) = cost
tan(t + kr) =tant , cot(t+ km) = cott

esitlikleri her ¢t € IR icin saglandigi i¢in siniis, kosiniis, tanjant ve kotanjant
fonksiyonlar1 periyodik fonksiyonlardir. 2km sayilarmin pozitif en kii¢iigii olan 27
sayisi siniis ve kosiniis fonksiyonlarmin esas periyodu olurken, k7 sayilarinin pozitif

en kiiciigli olan 7 sayis1 tanjant ve kotanjant fonksiyonlariin esas periyodudur.

Ornek 2.2: Her t€ A icin f(t) = c seklinde tanimlanan f sabit fonksiyonu
periyodiktir. Sifirdan farkl: her sabit reel say1, periyottur.

Teorem 2.1: f ile g ayn1 T periyoduna sahip iki periyodik fonksiyon olsun. Bu
takdirde asagidakiler saglanir:

1. f+g fonksiyonu T periyotlu bir periyodik fonksiyondur.

2. o#0 sabiti i¢in a.f fonksiyonu 7 periyotlu bir periyodik fonksiyondur;

3. f.g fonksiyonu T periyotlu bir periyodik fonksiyondur.



2.2. TEK VE CIiFT FONKSiYONLAR

Baslangic noktasina gore simetrik bir 4 araliginda tanimlanan f* fonksiyonunu ele

alalim. Eger f fonksiyonu 4 araligindaki her ¢ eleman1 i¢in

1. f(—=t) = f(t) oluyorsa f fonksiyonuna ¢ift fonksiyon denir. Cift fonksiyonlarin
grafikleri y-eksenine gore simetriktir.
2. f(—t) = —f(t) oluyorsa f fonksiyonuna tek fonksiyon denir. Tek fonksiyonlarin

grafikleri orijine gore simetriktir.

Ornek 2.3: [—LI] € IR arahfinda tanimli f(t) = cos (nt) fonksiyonlar1 ile
g(t) = t?™ fonksiyonlari ¢ift fonksiyonlardir.

Ornek 2.4: [—L,l] c IR araliginda tammh f(t) = sin (nt) fonksiyonlar1 ile
g(t) = t?"1 fonksiyonlar1 tek fonksiyonlardir.

Teorem 2.2: file g ayn1 aralikta taniml1 fonksiyonlar olsun. Bu takdirde asagidakiler

saglanir:

1. f ve g tek fonksiyonlar ise f + g fonksiyonu tek fonksiyondur.

2. f ve g ¢ift fonksiyonlar ise f + g fonksiyonu ¢ift fonksiyondur.

3. f ve g tek fonksiyonlar ise f. g fonksiyonu ¢ift fonksiyondur.

4. f ve g ¢ift fonksiyonlar ise f. g fonksiyonu ¢ift fonksiyondur.

5. f ve g biri cift digeri tek fonksiyonlar ise f. g fonksiyonu tek fonksiyondur.

2.2.1. Tek ve Cift Fonksiyonlarin Integrallerine Ait Bazi Ozellikler

1. ftekise [ f(t).dt =0

2. f giftise f_llf(t).dt = 2.f01 f(6).dt



2.3. BAZI YARDIMCI INTEGRALLER VE SONUCLARI
Ornek 2.5: ffn sinmt. sinnt. dt integralinin sonucunu inceleyelim.

sinmx ve sinnx fonksiyonlar1 tek ve carpimlar1 ise ¢ift fonksiyondur. Buna gore

integrali
Vs
2.] sinmt.sinnt. dt
0
biciminde yazabiliriz. Ters donilistim formiilii yardimiyla

= 2._71Ln[cos(m +n)t — cos(m — n)t]dt

= — jn[cos(m +n)t — cos(m — n)t]dt
0

elde edilir. Bu noktada iki durum ile kars1 karstya geliyoruz.

1. m=n olursa

Vs
= —j [cos2nt — 1]dt
0

T

sin2nt
0

2n

=T

bulunur.

2. m#n olursa

sin(m+n)t sin(m —n)t]"

m+n m-—n

0



bulunur. Sonucta;

T, m=nise

T
j_nsmmt.smnt. dt = {O, m % ise

elde edilir.

Ornek 2.6: ffn cosmt. cosnt. dt integralinin sonucunu inceleyelim.

cosmt ve cosnt fonksiyonlar1 ile carpimlari ¢ift fonksiyondur. Buna gore integrali
Vs
2. j cosmt.cosnt.dt
0
biciminde yazabiliriz. Ters donilistim formiilii yardimiyla

1 s
= ZEJ [cos(m + n)t + cos(m — n)t]dt
0

= jn[cos(m + n)t + cos(m — n)t]dt
0

elde edilir. Bu noktada iki durum ile kars1 karsiya geliyoruz.

1. m=n olursa

T
= j [cos2nt + 1]dt
0

T

sin2nt
=[5+
2n 0

=T

bulunur.



2. m#n olursa

B sin(m + n)t N sin(m —n)t]"
h m+n m-—n

0

bulunur. Sonucta;

TT, m=nise

T
j_ncosmt. cosnt.dt = {O, m % ise

elde edilir.

Ornek 2.7: ffn sinmt. cosnt. dt integralinin sonucunu inceleyelim.

sinmx fonksiyonu tek, cosnt fonksiyonu cift ve carpimlari ise tek fonksiyondur.
Tek fonksiyonlarin simetrik araliktaki integralinin “0” oldugunu bildigimize gore

her m, n i¢in integralin sonucu “0 "dir, deriz.

Sonugta;
Vs
j sinmt.cosnt.dt = 0; her m,nicin
-1

elde edilir.
2.4. PARCALI SUREKLI FONKSiYONLAR

Tanim 2.4.1. (Siirekli Fonksiyon): Bir f fonksiyonunun #;, noktasindaki sagdan ve

soldan limitleri esit ve bu deger fonksiyonun ¢y noktasindaki degerine esitse
fonksiyon ¢y noktasinda siireklidir denir. Yani f fonksiyonu #y noktasinda siirekli ise
ftd) = f(ty) = f(ty)dir. Eger fonksiyon tanim araliinin tiim noktalarmda

stirekli ise fonksiyona Siirekli Fonksiyon denir.



Tanim 2.4.2. (Diizgiin Siireksizlik Noktasi): Bir f fonksiyonunun 7, noktasindaki

sagdan ve soldan limitleri sonlu degerler olmasina ragmen, birbirine esit degil ise 7,

noktasina f fonksiyonunun Diizgiin Siireksizlik Noktasi denir.

Tanim 2.4.3. (Parcali Siirekli Fonksiyon): [a, b] araliinda sonlu sayida diizgiin

sireksizlik noktas1 diginda siirekli olan fonksiyona [a, b] araliginda Parcali Siirekli

Fonksiyon denir.

Ornek 2.8: f:[—2,4] - IR, f(t) = % fonksiyonu pargali siirekli bir fonksiyondur.

Ornek 2.9: g:[-2,4] > IR , g(t) =% fonksiyonu pargali siirekli bir fonksiyon

degildir. Ciinkii g(0%) ve g(0~) limitleri sonlu degildir.



BOLUM 3
FOURIER SERISi

(—m,m) araliginda tanimli 27 periyotlu f(t) fonksiyonu bazi kosullar altinda

trigonometrik bir seri ile gosterilebilir.

f) = % + Z(an. cosnt + b, .sinnt) (3.1)
n=1

bigimindeki seriye FOURIER SERISI denir. f(t) fonksiyonunun Fourier Serisine

acilabilmesi i¢in gereken kosullara Dirichlet Kosullar: ad1 verilir.
3.1. DIRICHLET KOSULLARI
2m periyotlu f(t) fonksiyonu (—m, ) araliginda tanimli olsun.

1. f(t), (—m, m) araliginda siirekli ya da pargali siireklidir.

2. f(t), (—m, m) araliginda sonlu sayida ekstremuma sahiptir.

3. f(t), (—m,m) arahgda mutlak integrallenebilir yani ffnl f(t)|dt < oo olmalidir.

Dirichlet Kosullarini saglayan f(t) fonksiyonu her t € (—m, ) degeri igin yakinsak

olan ve toplamy;

1. ¢ bir siireklilik noktasi ise f(t)’ye,

2. t bir diizgiin stireksizlik noktasi ise

2

- +
f(t )erf(f ) e

f(_ﬂ+)+f(ﬂ_) (.ye

3. Araligm ug noktalarmda f(—m) = f(m) = .

esit olan bir Fourier Serisine acgilabilir.



3.2. FOURIER SERIiSIi VE FOURIER KATSAYILARI

(—m,m) araliginda tamml, 27z periyotlu Dirichlet Kosullarini saglayan f(t)

fonksiyonunun Fourier Serisi
Qo N .
f) = > + Z(an. cosnt + b, .sinnt)
n=1

seklindedir. Bu a¢ilimdaki ay, a,, b,, katsayilarina Fourier Katsayilar: denir.

ap, = %j_ f(t)dt 3.2)
a, = %jjtf(t).cos ntdt (3.3)
b, = %j;f(t).sin ntdt (3.4)

3.3. FOURIER KATSAYILARININ BULUNMASI
3.3.1. ay Katsayisinin Bulunmasi

Dirichlet Kosullarmi saglayan f(t) fonksiyonun Fourier Serisinin (—, ) araliginda

integralini alalim.

a
f) = 70 + Z(an. cosnt + b, .sinnt)
n=1

s s a ® s s
j f(t).dt=j 70.dt+ZU an.cosnt.dt+j bn.sinnt.dtl
- -7 -7 -

e}

j_ :Trf(t). dt = % [t]". + Z 2.a,. [Sir;l”t]:

n=1

10



agp. 2T

j_zf(t)'dt =—

a, =%j_ f(t).dt

3.3.2. a,, Katsayilarinin Bulunmasi

Dirichlet Kosullarini saglayan f(t) fonksiyonun Fourier Serisini cosmt ile garpip

(—m, ) araliginda integralini alalim.

a
f) = 70 + Z(an.cosnt + b,, .sinnt)
n=1
Vs Vs
a
j f(t).cosmt.dt=j 70.cosmt.dt
-1 -1

oo
Vs Vs
+ZU an.cosnt.cosmt.dt+j b,.sinnt.cosmt.dt
- W-m -

Bu integrallerin sonuglarmni daha énce bulmustuk (Ornek 2.6 ve Ornek 2.7). Bu

sonuclarla birlikte integrali diizenleyelim.

T
j f(t).cosnt.dt = m.a,
-

1 Vs
an, =;j f(t).cosnt.dt
—T

3.3.3. b, Katsayillarimin Bulunmasi

Dirichlet Kosullarini saglayan f(t) fonksiyonun Fourier Serisini sin mt ile ¢arpip

(—m, ) araliginda integralini alalim.

a
f) = 70 + Z(an. cosnt + b, .sinnt)
n=1

11



Vs T aO
j f(t).sinmt.dt =j 7.sinmt.dt
- _

Vs
oo
Vs Vs
+ZU an.cosnt.sinmt.dt+j b,.sinnt.sinmt.dt
n=1"7 o

Bu integrallerin sonuclarmi daha énce bulmustuk (Ornek 2.5 ve Ornek 2.7). Bu

sonuclarla birlikte integrali diizenleyelim.

T
j f(t).sinnt.dt = m. b,
-1

1 Vs
b, =—j f(t).sinnt.dt
TJ)_n

0, mT<t<0

3.0<t<m biciminde tanimlanan 27 periyotlu f(t)

Ornek 3.1: f(t)={

fonksiyonunun Fourier Serisini bulalim.

Oncelikle f(t) fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

F'N f(t)

—— 3¢———0 e——
- O ® o ® O —
-3n 21 o’ T 2n 3n

0, m<t<O0

3.0<t<m fonksiyonunun grafigi.

Sekil 3.1. £(£) = {

Grafiginden (Sekil 3.1)’de goriildiigii gibi f(t) fonksiyonu Dirichlet Kosullarini

saglamaktadir.

fOD+7(0%) _ 043 _ 3

t; = 0 siireksizlik noktasinda fonksiyon, f(0) = . —— = degerine

yakinsar.

12



[—m, 7] araliginin u¢ noktalarinda ise fonksiyon,

f=m) + () _0+3

f=m) = f(m) = 5 5
degerine yakinsar.
Simdi Fourier Katsayilarimizi bulalim.
Vs
ao=—[ f(O)dt
-1
1 s
aO - _j 3 dt
TJo
3
=—.[t]§
Qo - [£]5
ag =—.[mr—0]
a, =3

1 Vs
a, = ;j f(t).cosntdt
-

1 Vs
a, =;j 3.cosntdt
0

3 [sinnt]”
=—. i

n

3 [sin nmw  sin O]

1 Vs
b, = ;j f(t).sinnt dt

-
1 Vs
b, =—j 3.sinntdt
TJo

b _3 [—cosnt]”
n _T[ 0

n

13
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b _3 [cosO cosnn]

"l on n
3 [1-(C-1D)"

]

olarak bulunur. Buldugumuz Kkatsayilari yerine yazip diizenledigimizde f(t)

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmis oluruz.

f) = 70 + Z(an cosnt + b, .sinnt)

n=1

f(@®) —%+Z<i ll_( 1)”] sinnt)
=3+ 3G -

n=

] sin(2n — l)t)

[y

S sin(2n — 1)t

6
n' 2n—1

NlUJ

f() =

n=1
sin3t sin5t sin7t ]
3

(t)—3+6['t+ +
=5 o 5 7

Bu serinin fonksiyona yakmsamasini asagidaki grafikte (Sekil 3.2) gdérmemiz

miumkiindiir.

Lo <
Sekil 3.2. Fourier serisinin f(t) = {%’ _ (7)T < tt<<n(') fonksiyonuna yakinsamasi.

14



Sekil 3.2’te serinin n=4"e kadar ac¢iliminin yakimsamas1 goriilmektedir. » i¢in verilen
degerlerin artirilmasi ile serinin fonksiyonunun grafigine daha ¢ok yakinsayacagi

anlasilmaktadir.

Ornek 3.2: (—m,m) araliginda f(t) =t?—t bigiminde tamml, 271 periyotlu
fonksiyonun Fourier Serisini bulunuz.

Oncelikle f(t) fonksiyonunun grafigini gizelim.

- f(t)
4t
3t
2t
ot
t
-31 27 - T 21 3n
=TT

Sekil 3.3. f(t) = t? — t fonksiyonunun grafigi.
Y grang

Grafiginden (Sekil 3.3) de goriildiigi gibi f(t) fonksiyonu Dirichlet Kosullarini

saglamaktadir.

(—m, 1) arahigmin ug noktalarinda fonksiyon,

fEm)+ /) [Em)? - Eml+ )2 - )] 2
2 2

f(=m) =f(n) =

degerine yakinsar.

15



Simdi Fourier Katsayilarimizi bulalim.

a, =%j_ f(t)dt
a, =%f(t2 —t)dt

1 [e3 e2"
aQy=—.|———

3 2]
_ 1w om?\ (=P (-m)?
=T N\3 T2 3 2
2.1
ag = 3

1 s
a, = ;j f(t).cosntdt
-7
1 s
a, = ;j (t? —t).cosntdt
-7
1 (" 1 ("
a, = —j (t%.cosnt).dt ——j (t.cosnt).dt
T -1 T —T

2 T
a, = ;j (t%.cosnt).dt
0

2 [, sinnt cosnt sinnt]”
an=—.[t. + 2t ———2.— ]
T n n n> 1,
2 ) sinnm COS N sinnm
an=—.[n 2 ————2.— ]
T n n
2 5 ="
a, =—.|2m.
"o n2
="
a, = 4. 2

1 Vs
b, = ;j f(t).sinnt dt
-1
1 Vs
b, = ;j (t? — t).sinnt dt
-1

1 (™ 1 (™
b, = —j (t2.sinnt).dt ——j (t.sinnt).dt
w)_, w)_,

16



2 s
b, = ——j (t.sinnt).dt
TJo

2 cosnt sinnt]®
o= [z snng
s n n2 1,
b _2[ COS N sinnn]
LS L n?
2 =nr
b, = —.|m.
=]
Gl
b = 2.°—

olarak bulunur. Buldugumuz Kkatsayilari yerine yazip diizenledigimizde f(t)

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmis oluruz.

a
f) = 70 + Z(an. cosnt + b, .sinnt)
n=1

n

f@) = %2 + Z (4. (_12)71 .cosnt + 2. (_i)n .sin nt)

m? 4 2
f(®) =?—4cost—ZSint+cosZt+sin2t—§cos3t—§sin3t+

Bu serinin fonksiyona yakmsamasini asagidaki grafikte (Sekil 3.4) gdérmemiz

miumkiindiir.

17



g f(t)

At

3t

2t

w -

3r 2 m w  n

Tt

Sekil 3.4. Fourier serisinin f(t) = t? — t fonksiyonuna yakimsamasi.

Sekil 3.4’te serinin n=3’e kadar ac¢iliminin yakisamasi goriilmektedir. » i¢in verilen

degerler artirildiginda serinin, fonksiyona daha ¢ok yakinsayacaktir.

3.4. FOURIER SINUS VE FOURIER KOSINUS SERILERI

Tek ve cift fonksiyonlar ile integralleri hakkinda bilgiler vermistik. Bu bilgiler
1s18inda, tek fonksiyonlar1 Fourier Serisine actigimizda sadece siniislii terimlerin
bulunmasi gerektigi; ¢ift fonksiyonlar1 Fourier Serisine actigimizda sadece kosiniislii
terimlerin bulunmasi gerektigi ortaya ¢ikmaktadir.

3.4.1. Tek Fonksiyonun Fourier Serisi

f(t), tek fonksiyon olsun. Bu durumda Fourier katsayilari
2 s
a,=0, a, =0 ve b, = ;j f(t).sinnt dt
0

18



seklinde olmak iizere

£) = Z(bn. sinnt) (3.5)

biciminde Fourier serisi olacaktir. Seride sadece siniislii terimler bulundugundan

Fourier Siniis Serisi olarak adlandirilmaktadir.
3.4.2. Cift Fonksiyonun Fourier Serisi

f(t), ¢ift fonksiyon olsun. Bu durumda Fourier katsayilari

2 (" 2 ("
a0=;j f(t).dt, an=;j f(t).cosnt.dt ve b, =0
0 0

seklinde olmak iizere

f(t) = % + Z(an. cosnt) (3.6)

biciminde Fourier serisi olacaktir. Seride sadece kosiniislii terimler bulundugundan

Fourier Kosiniis Serisi olarak adlandirilmaktadir.
Ornek 3.3: (—m, m) araliginda f(t) = t bigiminde tanimli, 27 periyotlu fonksiyonun

Fourier Serisini bulunuz.

Oncelikle f(t) fonksiyonunun grafigini (Sekil 3.5) ¢izelim.

19



2+ £t

A das

Sekil 3.5. f(t) = t fonksiyonun grafigi.

Sekil 3.5’te gorildiigi tizere f(t) fonksiyonu Dirichlet Kogullarini saglamaktadir.

(—m, 1) arahigmin ug noktalarinda fonksiyon,

f(=n*) + f(n7) _ (=m) + (m) _o

f(=m) = f(m) = > >

degerine yakimsar. Ayni zamanda fonksiyonun grafigi (—m, ) araliginda orijine gore

simetrik oldugundan tek fonksiyondur. Dolayisiyla Fourier Katsayilari
2 s
a,=0, a, =0 ve b, = ;j f(t).sinnt dt
0
olacaktr.

2 Vs
b, = —j f(t).sinnt dt
TJy

2 Vs
b, =—j t.sinnt.dt
TJo

b 2 [ . cosnt sinnt]"

"l T on n? |,

2 cosnm sinnm

b, =—. [—n +— ]
T n n

bn:%_[n_ﬂl
T n

20



(_1)n+1
by = 2.-——

olarak bulunur. Buldugumuz Kkatsayilari yerine yazip diizenledigimizde f(t)

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmis oluruz.

f) = Z b,,.sinnt

f) = Z (2.$.sin nt)

n=1

2 1
f(t) = 2sint — sin 2t +35in 3t — Ssin 4t + -

Bu serinin fonksiyona yakmnsamasini asagidaki grafikte (Sekil 3.6) gdérmemiz

miumkiindiir.

S f(t)

A das

Sekil 3.6. Fourier serisinin f(t) = t fonksiyonuna yakinsamasi.

Sekil 3.6°da serinin n=4’e kadar a¢iliminin yakinsamasi goriilmektedir. » i¢in verilen
degerlerin artirilmasi ile serinin fonksiyonunun grafigine daha ¢ok yakinsayacagi

anlasilmaktadir.

Ornek 3.4: (—m, ) arahginda f(t) = t? biciminde tanimli, 27 periyotlu fonksiyonun

Fourier Serisini bulunuz.

21



Oncelikle f(t) fonksiyonunun grafigini (Sekil 3.7) ¢izelim.

-~ f(t)

3nt

2t

- -

™

—3'n —2Tn —ITE T 21 3n

Sekil 3.7. f(t) = t? fonksiyonunun grafigi.
Y grang

Sekil 3.7°te goriildiigii tizere f(t) fonksiyonu Dirichlet Kosullarmi saglamaktadir.
Ayni zamanda fonksiyonun grafigi (Sekil 3.7), (—m, m) araliginda y-eksenine gore

simetrik oldugundan ¢ift fonksiyondur. Dolayisiyla Fourier Katsayilari
2 (™ 2 (™
a, =—j f(t).dt, a, =—j f(t).cosnt.dt ve b, =0
T J, T J,

olacaktir.



2 V1
an, =;j f(t).cosnt.dt
0

2 Vs
a, =—j t2.cosntdt
TJo

2 [, sinnt cosnt sinnt]”
an=—.[t. + 2t ———2.—7 ]
T n n n> 1,
2 ) sinnm COS N sinnm
an=—.[n. 2m————2.— ]
T n
2 ="
a, =—.|2m.
"o n2
="
a, 2

olarak bulunur. Buldugumuz Kkatsayilari yerine yazip diizenledigimizde f(t)

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmis oluruz.

f) = 70 + Z(an cosnt)

f) = % Z ( . COS nt)

T 4 1
f(®) =?—4cost+ cosZt—§c053t+Zcos4t—

Bu serinin fonksiyona yakinsamasini asagidaki grafikte (Sekil 3.8) gdérmemiz

miumkiindiir.
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-~ f(t)

w -

371 —in - T 21 3n

Sekil 3.8. Fourier serisinin f(t) = t? fonksiyonuna yakinsamasi.
Y ¥

Sekil 3.8’de serinin n=4’e kadar a¢iliminin yakinsamasi goriilmektedir. » i¢in verilen
degerlerin artirilmasi ile serinin fonksiyonunun grafigine daha ¢ok yakinsayacagi

anlasilmaktadir.

3.5. YARIM ARALIK UZANTILAR

(—m,m) arahiginda tanimli, 27 periyotlu fonksiyonlarin Fourier Serisine sahip
olduklarmni biliyoruz. Bu durumda aklimiza su soru geliyor: “(0, ) yarim araliginda
taniml1 bir fonksiyon Fourier serisin agilabilir mi? Acilirsa hangi 6zelliklere sahip

olur?”. Simdi bu sorularimizin cevaplarmi arayalim.

(0,m) yarim araliginda tammli f(t) fonksiyonunu, (—m,0) yarim arahigma iki
sekilde tasiyabiliriz. f(t) fonksiyonunun grafigini orijine gbre simetrigini
aldigimizda fonksiyon, tek fonksiyon 6zelligi gdsterecek ve Fourier Siniis Serisine
agilabilecektir. Diger taraftan f(t) fonksiyonunun grafigini y-eksenine gore
simetrigini aldigimizda fonksiyon, ¢ift fonksiyon 6zelligi gosterecek ve Fourier

Kosiniis Serisine acilabilecektir.
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Ornek 3.5: (0,7) yarmm araliginda tamimlh f(t) = 2t fonksiyonunun Fourier Siniis

ve Kosiniis Serilerini bulunuz.

Ik olarak fonksiyon grafiginin orijine gdre simetrigini gdsteren seklimizi ¢izelim.

a ft
2t '

v -

=270

Sekil 3.9. f(t) = 2t fonksiyonunun orijine gore simetriginin grafigi.

Grafikte (Sekil 3.9) goriildiigii tizere fonksiyon, tek fonksiyon 6zelligi kazandigindan
Fourier Siniis Serisine agilabilir. Bu durumda a, = 0 ve a,, = 0 olacaktir. Sadece b,

katsayisini bulmamiz yeterli olacaktir.

2 Vs
b, = —j f(t).sinnt dt
TJo

2 Vs
b, =—j 2t.sinnt dt
TJo

4 cosnt sinnt]®
by = —. [—t. + 2 ]
T n n 1,
4 cosnm sinnm
b, =—. [—n +— ]
T n n
4 [ (_1)n+1l
b, =—.|m.———
T n

25



(_1)Tl+1
by = 4.~ —

olarak bulunur. Buldugumuz Kkatsayilari yerine yazip diizenledigimizde f(t)

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmis oluruz.

f) = Z b,,.sinnt

f) = Z (4.$.sin nt)

n=1

4
f(t) =4sint — 25in 2t + 7 sin 3t — sin 4t + -

Bu serinin fonksiyona yakmsamasini asagidaki grafikte (Sekil 3.10) gormemiz

miumkiindiir.

d d

Sekil 3.10. Fourier siniis serisinin f(t) = 2t fonksiyonuna yakinsamasi.

=271
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Sekil 3.10°da serinin n=4’e kadar a¢ilimmin yakinsamasi goriilmektedir. n icin

verilen degerlerin artirilmas: ile serinin fonksiyonunun grafigine daha c¢ok

yakinsayacagi anlagilmaktadir.

Simdi de fonksiyon grafiginin y-eksenine gore simetrigini gosteren seklimizi ¢izelim.

T f®

27T

w -

Sekil 3.11. f(t) = 2t fonksiyonunun y-eksenine gore simetriginin grafigi.

Grafikte (Sekil 3.11) goriildiigli iizere fonksiyon,

cift fonksiyon ozelligi

kazandigindan Fourier Kosiniis Serisine agilabilir. Bu durumda b,, = 0 olacaktir.

ao ve a, katsayilarini bulmaliyiz.

2 s
ay =;]0 f(t).dt
2 s
a0=_j tht
TJo

2
ap = =.[t?]§

2 Vs
an, =;j f(t).cosnt.dt
0

2 Vs
a, = —j 2t.cosntdt
TJy
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Vs
a, =—j t.cosntdt
TJo

4 1 sinnt cosnt]”
= [t' n n2 ]0
4 sinnmt cosnm cosO0
n —;.[n. n Tz 2 ]

4 (—1)” -1
a, = ; T
{O ,neiftise

-8
T.n2

a, =

,n tek ise

olarak bulunur. Buldugumuz Kkatsayilari yerine yazip diizenledigimizde f(t)

fonksiyonunun Fourier Serisini elde etmis oluruz.

f(®) —70 Z (a,.cosnt)

f)=mn+ i(n (Zn 2 cos(2n—1)t)

8

(t) 8 t 3t 5t 8 7t
f =T 7_[COS 97_[COS 25 coS 497 COS

Bu serinin fonksiyona yakmnsamasini asagidaki grafikte (Sekil 3.12) gdérmemiz

miumkiindiir.
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PN f(t)

b
,

w -

—2% Tt 7: 21 31

Sekil 3.12. Fourier kosiniis serisinin f(t) = 2t fonksiyonuna yakinsamasi.
Sekil 3.12°de serinin n=4’e kadar agiliminin yakmsamasi goriilmektedir. n i¢in
verilen degerlerin artirilmas1 ile serinin fonksiyonunun grafigine daha c¢ok
yakinsayacagi anlagilmaktadir.

3.6. KOMPLEKS FOURIER SERILERI

Fonksiyonlarm Kompleks Fourier Serilerinin incelenmesi ig¢in baslica iki sebep

bulunmaktadir.
1. Miihendislik ve fizikteki uygulamalarda Kompleks Fourier Serileri 6nemli
kisaltmalar ve netlik ortaya ¢ikarir.

2. Fourier Doniistimlerinin ortaya ¢ikisina ve gelisimine temel olustururlar.

Kompleks Fourier Serisini elde edebilmek i¢in Euler Formiiliinii kullanacagiz.

Euler Formiilii: e = cost + i.sin t oldugunu biliyoruz. Buradan
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int

e™ = cosnt + i.sinnt
e~ = cosnt — i.sinnt
+
emt + e—mt
—————— =cosnt
2
e™ = cosnt + i.sinnt
e~ = cosnt — i.sinnt
gint _ o—int

- = sinnt
21

elde edilir ve bu elde ettiklerimizi Fonksiyonun Fourier Serisinde (3.1) yerine

yazarsak,

a
f) = 70 + Z(an. cosnt + b, .sinnt)
n=1
a, S eint + e—int eint _ e—int T
FO=5+ ) [T ) ()

_Q = [(Qn — LDy (an+i.bn) —int]
f(t) = > +Z_(—2 ).e + — )

bulunur. Burada

a1 T
Co = —an_nf(t)dt

_ an_i.bn _1 1]” ljﬂ' .
Cn = ( > ) =3 [” _nf(t) cosnt dt L —nf(t) sin nt dt
1 Vs
Cn = ﬁj_nf(t)(cos nt — i.sinnt)dt

T
c, = ij f(t)e ntde
"o2m)_,

(an +i.b,
Cp=|(———

> )=%E]jtf(t)cosntdt+i%j;f(t)smntdtl
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1 s
C_p = —j f(t)(cosnt + i.sinnt)dt
2m)_,

1 (" nt
— n
Con =5 j_nf(t)e dt

olurlar. Boylece f(t) nin Kompleks Fourier Serisi ve katsayilari

o0

£) = Z c, . eint 3.7)
Cp = %j;f(t)e‘i”tdt , MNEL (3.8)

bi¢iminde olacaklardir.

Ornek 3.6: (—m, ) araliginda f(t) = e® bigiminde tanimli, 27 periyotlu fonksiyonun

Kompleks Fourier Serisini bulunuz.

Oncelikle c,, katsayilarini belirleyelim.

Vs
c, = ij f()e "dt nez
"o2m)_,

1 (" ,
Cp = —j et.e”Mdt
2n J_,
s

c =i e(-imtgs
"o2m)_,

1 [e@-in)t T

ch=—.|——=
2 | (1 —in) .
c. = i; [e(l—in)n' _ e—(l—in)n']
"2 (1 —in)
_i L+in [n’ —-inmt _ ,-T inn’]
=5 Tz lee e ".e

olup burada

et = cosnm + sinnm = (—=1)"
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oldugu diisiiniiliirse,

-1)" 1+in

cn=( ). Je™ — e ]
2r 1+ n?
D" 1+in

Cn =~ .1+n2.smhn

olarak elde edilir ve bu katsayilar1 da yerine yazarsak istenilen Kompleks Fourier

Serisi

[ee]

: sinhm 1+in .
f(t)=et=ch.emt= - Z(_l)n'1+n2'emt

Nn=—oo Nn=—oo

olarak bulunur.
3.7. FOURIER SERILERI UYGULAMALARI

Fourier Serileri yardimiyla bazi sonsuz toplamlarin sonucunu bulabilmekteyiz. Bu

baslik altinda bazi 6rnekleri inceleyecegiz.
Ornekler

1. (—m,m) araliginda f(t) = t bigiminde tanimli, 27 periyotlu fonksiyonun Fourier

Serisini kullanarak

@ (—1)n+1
Z 2n—1
n=1

toplaminin sonucunu bulalim.

f(t) = t fonksiyonunun Fourier Serisini, Ornek 3.3’te bulmustuk.
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fH)y=t= Z (2.$.sinnt>

n=1

. . 2 1 2 1
f(t)=t=ZSlnt—sm2t+§sm3t—Esm4t+§sm5t—§sm6t...

Seride t = % degeri yerine yazilirsa;

n_z 2+2 _2(1 1+1 )
2 35 B 3 5
T OO(_l)n+1
2 2n—1

n=1
Z( 1)n+1_n.
L 2n—1

sonucuna ulasilir.
Bu sonucta dikkat g¢ekici bir nokta, rasyonel sayilarin toplammin bir irrasyonel

saylya esit olmasidir.

2. (—m,m) araliginda f(t) = t? bigiminde tanimli, 27 periyotlu fonksiyonun Fourier

Serisini kullanarak
@ (—1)n+1 © 1
Z n2 ve n?
n=1 n=1

toplamlarinin sonucunu bulalim.

f(t) = t? fonksiyonunun Fourier Serisini, Ornek 3.4’te bulmustuk.

3 + Z (4. (—nlz)” .COS nt)

fO)=t2 ="

Seride t = 0 degeri yerine yazilirsa;
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S i (4. (_1112)71)
% s Z( (- 1)n+1>

> (—1)nH 1 1 1 _m?
Z e — =
n2 479 16 ~ 12

olarak bulunur.

Seride t = m degeri yerine yazalim;

n i (=D
=3 .COSNT

S

cosnm = (—1)" oldugundan

s

3N|,,_;
Il

o] 3,

S
1]
[y

sonucuna ulasilir.

3. (—m,m) araliginda f(t) = 2 cosht bi¢iminde taniml, 27z periyotlu fonksiyonun

Fourier Serisini kullanarak

i 1"
1+ n?

n=1
toplaminin sonucunu bulalim.

f(t) = 2cosht = et + et fonksiyonunun Kompleks Fourier Serisini,
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1 (" )
— —int
Cn =5 j_nf(t)e dt
1 T
_ t 4 ,—t\,—int
Cn 27Tj_n(e + e He Mt

1 (" ) )
Cp = %j_n(e(l—m)t + e—(1+m)t)dt

[ o(1-in)t  o—(1+in)t]™
7 [CRTY MGl I
[ e(1-im)t  ,—(1+in)t]™
7 [CRTy MGl I
1 en’_e—inTL’ _e—TL'_eiTlTL' e—n’_e—inTL’ _en'_einn'
o 1—in B 1+in l

Burada e*™" = (cosnm + sinnm) = (—1)" oldugundan

_ (-=1)" [e" —e ™ T _ e"]

Cn

21 1—in 1+in
(=1)" 1 1
- sinh [ ]
Cn = S YT

3 (=1)™. 2.sinhm
‘T T A+ n?)

seklinde bulunur. Kompleks Fourier Serisi de asagidaki gibi elde edilir.

o0

) 2.sinh - 1 )
t) = 2.cosht = E .mf=—E ~1)", Leint
f(®) cosht Cp.€ - (-1) T+n2 e

Nn=—o Nn=-—oo

x=0 yazalim.

2.sinh 7w (="

0) = 2.cosh0 = .ein0
() €0s yis 1+ n? ¢
n=—ow
_ 2.sinhm = (="
- T 1+ n2
n=—cw
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sinh - 1+ n?
n=-—o
n Gk
=1+ 2.
sinh + Z 1+ n?
n=1
(-1 1 =«
=" _ _.[ T 1]
1+n?2 2 lsinhm
n=1

3.8. (2L) PERIYOTLU PERiYODIK FONKSiYONLARIN FOURIER SERISi

¢(x), (—m, m) arahiginda tanimh 27 periyotlu bir fonksiyon olsun. Kompleks Fourier

Serisi ve katsayilar1 asagidaki gibi olacaktir.

[ee]

o= Y e

n=—ow

Vs
Cp = ij p(x)e ™ dx , nez
"o2m)_,

.t
Bu ifadede x = ET dontistimii yaparsak,

.t p . dt

= — = —
= )
= icin t _L.n L
X =migint, = — =
L.(—m)

x =-—-migint, =
olacaktir. Bu bilgileri ¢,,’de yerine yazalim.

inmt

1JL()‘ ~.d
= — L ,—
Cn = 5 _Lfte T t
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inmt

1t _inmt
C”=ﬂj_Lf(t)e L .dt

Son olarak % yerine w agisal frekansini koyalim:

1t .
— —inwt
Cn =57 j_Lf(t)e .dt

elde edilir ki bu da bize keyfi [—L, L] araliginda tanimli periyodik bir fonksiyon i¢in
Kompleks Fourier Serisinin yazilabilecegini gosterir. O halde [—L,L] araliginda

tanimli 2L periyotlu f(?) fonksiyonunun Kompleks Fourier Serisi ve Katsayilari

o0

f() = Z C,.e™t w =% (3.9)
Cp, = %j_Lf(t)e‘i"Wt.dt (3.10)

seklinde olur.

37



BOLUM 4
FOURIER INTEGRALI VE FOURIER DONUSUMU
4.1. FOURIER INTEGRALI

Fourier Serileri; Dirichlet Kosullarin1 saglayan periyodik fonksiyonlarla ilgili
problemlerin incelenmesinde gii¢lii bir aractir. Ancak pratikte nadiren periyodik
olaylarla karsilasmaktayiz. Ornegin mekanikte etkiyen kuvvet ya da elektrik
sistemlerinde voltaj periyodik olaylar degildir. Yine mekanikte impuls (¢arpisma)
sadece bir kez gerceklesen ve tekrarlanmayan bir olaydir. Periyodik olmayan bu tiir
olaylar1 agiklamak i¢in Fourier Serilerini kullanamayiz. Bununla birlikte keyfi
[—L,L] aralignda tanimli periyodik f(t) fonksiyonunun Fourier Serisini (3.9),
periyodun sonsuza gitmesi durumunda inceledigimizde periyodik olmayan

fonksiyonlar i¢in de uygun sonuglar elde edebiliriz.
Bu durumu daha 1yi anlamak i¢in su 6rnegi inceleyelim.

1, [t <1

0, 1<]t|<L fonksiyonunu diistinelim.

T = 2L periyotlu f7(t) = {

<
T = 2L = 4 icin f;(t) ={1' ltl <1

0, 1<lt|<2 fonksiyonun grafigi

)

8 7 6 5 -4 3 -2 - T 2 3 4 35 6 71 8

Sekil 4.1. fr(t) fonksiyonun grafigi (T = 2L = 4 i¢in).
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1, lt] <1

0, 1<|t|<4 fonksiyonun grafigi

T = 2L = 8 icin f(t) ={

o
— R T S— —
! a | | | | . ) at . Y | t;
8 7 6 -5 -4 3 2 A T 2 3 4 5 6 71 8
Sekil 4.2. f7(t) fonksiyonun grafigi (T = 2L = 8 i¢in).
. 1 lt] <1 ) .
T — ooicin t ={ ’ —. * fonksiyonun grafigi
¢in fr(6) =1, 1< [t] yonun grafig
* 1o
—1——
- ‘ O O : >
L 7 6 -5 4 3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 4.3. fr(t) fonksiyonun grafigi (T — oo i¢in).

Grafik (Sekil 4.3) y-eksenine gore simetrik oldugundan ¢ift fonksiyondur.

Dolayisiyla fonksiyonun Fourier Serisi sadece Kosiniislii terimler igerir.

f) = %o + a,cos(nt/L) + aycos(2mt/L) + --- + a,cos(nmt/L) + -+

2
2 (L 2 (1! 2
a0=zj dt=zj dt=z
0 0
L

2 2 (1! 2 sin(nm/L)
a, = Z-IO cos(nmt/L).dt = Z-IO cos(nmt/L).dt = I /D)
w,, = (nm/L) genel terimin frekansi olarak alirsak;
a, = %Sl::ﬂ elde edilir. (n) indisi tamsay1 oldugundan a,, katsayilar1 stirekli bir egri

.. 2 sinw
gostermezler. Ancak a, ler, a;(w) =T

egrisinde w nin sadece ardisik
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sinw

degerlerine karsilik gelir. L=2; L=4; L=8 ve L=16 degerleri i¢in a,(w) = %

w

ifadesinin grafigi (Sekil 4.4) cizilmistir.

)

sinw

Sekil 4.4. a; (w) = % katsayilarinm grafigi.

w

Sekil 4.4’de gorildiigii gibi L sonsuz biyiidiginde f7(#) serisinin terimleri
siklasmakta ve katsayilar1 da SIFIRa yaklagmaktadir. Bundan dolay1 f7(?) serisinin

limiti bizi integrale ulagtirir.

Simdi tekrar [—L, L] araligmnda tanimli 2L periyotlu f(t) fonksiyonunun Kompleks

Fourier Serisini ele alalim.

Ancak f(t) reel degerli fonksiyonu ile yapacagimiz islemlerin gegerli olmasi i¢in
f(t) reel degerli fonksiyonu, —co < t < co araligmimn her sonlu alt araliginda

Dirichlet kosullarini saglamalidir. Yani,

1. (=L, L) araliginda siirekli ya da parcali stireklidir.
2. (=L, L) araliginda sonlu sayida ekstremuma sahiptir.
3. (=L, L) arahginda mutlak integrallenebilir yani ffnl f(t)|dt < o olmaldir.

- +
4. t, sireksizlik noktasinda fonksiyonun degeri, f(t,) = %’c(t‘)) degerine

esittir.



1t .
— —inwt
Cn =57 j_Lf(t)e .dt

¢, leri yerine yazarsak;

f&r= i [% ]_ LLf (t)e‘ian.dtl Leinwt

Nn=-—oo

Vs .
| parantezine alalim:

£(0) = i [% j_ LLf(t)e‘i"Wt.dtl etmwe 2

Nn=-—w

L—>oo icin w= % — 0 olur. w, = n.w =nmn/L genel terimleri arasindaki farki

_(+)m  nm
L L

Aw = % ile gbsterip yerine yazalim.

£ = Z [% j_ f(t)e—inAWf.dt].einAWf.Aw

Nn=-—w

L - o0 icin Aw =» 0 olur. n - oo oldugundan limitte, n.Aw - w almabilir. Bu

durumda

f(t)=% j_ U_ f(t).e—in.dtlein.dw 4.1)

integraline ulasilir. Bu integrale Fourier Integrali denir.
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4.2. FOURIER INTEGRALININ TRIGONOMETRIK SEKLI

(4.1) esitliginde Euler formiilleri kullanildiginda

f(t) = %L: U_Zf(u).e‘iwu.dul eWt dw
f() = %j:: j:)f(u).eiw(t‘”).du dw

f) = %j_‘” j_oof(u).[cosw(t —u) + i.sinw(t —u)l].dudw

seklini alir. f(t), reel degerli bir fonksiyon oldugundan integraldeki kompleks kisim

sifir alinir. Bu durumda

f(t) = %j_‘” j_oof(u).cosw(t —u).dudw (4.2)

olur. (4.2)’da cosw(t —u), w’nin ¢ift fonksiyonudur. Bu nedenle w’ya bagh

integralde sinirlar (0, ) alinmasi ve u = x alinmasi ile (4.2) ifadesi

1 oo oo
f(t) = ;j j f(x).cosw(t —x).dxdw (4.3)

0 —00
seklinde yazilabilir. (4.3) ifadesi
1 oo oo . .
f) = ;j U [f (x) coswt cos wx + f(x) sin wt sin wx]dx | dw
0 —00

seklinde de yazilabilir. Burada

Alw) = joof(x) coswx dx
e (4.4)
B(w) = j f(x) sinwx dx
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ile gosterilirse (4.3) denklemi
1 [ee]
f) = ;j [A(w) coswt + B(w) sin wt] dw
0

seklini alir.

0, t<0

Ornek 4.1: f(t) = {e‘t £>0 fonksiyonunun Fourier Integrali

foo cos wt+w.sin wt

0 Trw? .dw integralinin sonucunu bulalim.

Oncelikle f(t) fonksiyonunun Fourier integralini elde edelim:

£() = %j_z U_Zf(t).e—in.dtl et dw

1 r® © ) )
f) = %j U e‘t.e“Wt.dtl eVt dw
— 00 0

1 (~ a ' '
f(t) = _j lim j e_(l'HW)t_ dtl et dw
2T —w |27 g

a

1 0 e—(1+iw)t
t)=-—| lim——-—| e™'.d
f(®) an_ooal_)rgo_(1+iw)0e w
1 o e—(1+iw)a_1
t)=-—| lim—————e™t.d
f(®) an_ooagrolo ATy ¢ w
1 r® 1 !
=] ——e™.d
f@® 21Tj_001+iwe v

() = jwl_iw( t +i.sinwt).d
f =on) _Tvwe coswt + i.sinwt).dw

(4.5)

yardimiyla

f (t) reel degerli fonksiyon oldugundan sanal kisimlar sifirlanacaktir. Boylece

“ coswt + w.sin wt

O =5 j dw

o 14+ w?
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esitligine ulasilir. Integralin igerisinin ¢ift fonksiyon ve aynmi zamanda Dirichlet

fOD+£(0%) _ 0+1

Kosullar1 geregince f(0) = = % olacagi icin integral asagidaki gibi

2 2
yazilabilir.
0, t<0
@) 1j°°coswt+w.sinwtd 1
= — w=4-, t =
mJ, 1+ w? 2
et t>0
Sonugta istenen integral
0, t<o0
j°°coswt+w.sinwtd ) .
o 1+ w2 w=12
met, t>0

seklinde elde edilir.

1, O0<t<m
Ornek 4.2: f(t) = {—1, — 1 < t < 0 fonksiyonunun Fourier Integrali yardimiyla
0, lt| >m

J'OOO 1-coswm

sin wt . dw integralinin sonucunu bulunuz.

Oncelikle f(t) fonksiyonunun Fourier integralini elde edelim:

£ = % j_ Z [ j_ :Trf(t). o-iwt, dtl et dy

f(t) = %j_‘” U_nf(t).(coswt —i.sin wt).dtl et dw

f(t) tek fonksiyon oldugundan kosiniislii kismin simetrik araliktaki integrali sifir

olacaktir.

1 (® T )
- i ol iwt
f(t) > j_ [2]0 L.smwt.dtle .dw
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T

EYLY g L e
T)_o w

0

1 (1. -1
f) = —j L (coswm )(coswt+i.sinwt).dw
T)_, w
2 (“i. -1
f(t)=—j L (coswm ).i.sinwt.dw
T J, w

1, O<t<m
.sinwt.dw={—1, —nT<t<O0

2j°°1—coswn
0 0, lt] > m

f(t)=;

Sonug olarak istenen integral

/2, 0<t<m
.sinwt.dw ={—n/2, —-nTt<t<O0

j‘x’l — COSWTT
0 0, lt] > m

w

seklinde elde edilir.

" 1, |t <1 ) . . .

Ornek 4.3: f(t) = 0 It|>1 fonksiyonunun Fourier Integrali yardimiyla
) 000 Sisvw dw integralinin sonucunu bulunuz.

(4.3) esitliginden faydalanalim.

f(®) =%Lmj_wf(x).cosw(t—x).dxdw

f(t) =%j000j_1cosw(t—x).dxdw

1 (®sinw(t+1)—sinw(t—1)
o=1] - dw

®2.sinw.coswt

ﬂo=%L dw

w

“sinw

fo==[

0

j‘x’sinwd T
w==
0 w 2
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4.3. FOURIER DONUSUMU

Fourier Integralinin (3.1) i¢ kismma F (w) dersek,

F(w) = j f()e wtdt = F{f}, ANALiZ (4.6)
1 r® :

O =5 j F(w)e™tdw = F-1(f}, SENTEZ (4.7)

ifadeleri elde edilir. Bu ¢ifte Fourier Doniistim Cifti denir. Fourier Doniisiimii; bazi

integrallerin hesaplanmasinda, diferansiyel denklemlerin ¢cOziimiinde

kullanilabilmektedir.

4.3.1. Tek ve Cift Fonksiyonlarin Fourier Doniisiimii

(4.6) ifadesinde e ~™! = coswt — i.sin wt yazalim.

Fw) = joof(t)coswtdt—ijoof(t)sinwtdt

Buradaki integralleri

R(w) = joof(t) coswt dt

Klw) = —jwf(t)sinwtdt

ile gosterirsek
F(w) = R(w) +iK(w)

reel ve kompleks kisimlar1 ayrilmig halde yazmis oluruz.

46



Simdi f(t)’yi reel ve tek fonksiyon olarak diigiinelim. f(t) coswt g¢arpim tek
fonksiyon olacagindan R(w) integrali sifir olacaktir. Bu durumda F(w) = iK(w)

oldugu goriiliir. Yani F(w) komplekstir.

Klw) = —joof(t)sinwtdt

integralinde f(t) sin wt ¢arpimu ¢ift fonksiyondur. Bu integrali

0 [e9)
K(w) = —U f(®) sinwtdt+] f(®) sinwtdtl
— 00 0

seklinde yazdiktan sonra, ilk integralde ¢ yerine —¢ koyarsak integrantin c¢ift

olmasindan yararlanarak

K(w) = —ZJOOf(t) sinwt.dt
0

yazilir. Bu integralde w yerine -w yazilirsa K(w)’nin w degiskenine gore tek

fonksiyon oldugu goriiliir.
Sonug 4.1: f(t), reel ve tek fonksiyon ise F(w) kompleks ve tektir.

Simdi de f(t)’yi reel ve ¢ift fonksiyon olarak diisiinelim. f(t) sinwt ¢arpmm tek
fonksiyon olacagindan K(w) integrali sifir olacaktir. Bu durumda F(w) = R(w)

oldugu goriiliir. Yani F (w) reeldir.

R(w) = joof(t) coswt.dt

integralinde f(t) cos wt ¢arpimu ¢ift fonksiyondur. Bu integrali

0 [e9)
R(w) = j f(t) coswt.dt +] f(t) coswt.dt
— 00 0

seklinde yazdiktan sonra, ilk integralde ¢ yerine —¢ koyarsak integrantin c¢ift

olmasindan yararlanarak
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R(w) = ZJOOf(t) coswt.dt
0

yazilir. Bu integralde w yerine -w yazilirsa R(w) nin w degiskenine gore ¢ift
fonksiyon oldugu goriiliir.

Sonug 4.2: f(t), reel ve ¢ift fonksiyon ise F(w) reel ve gifttir.

) 1, |t] < . . e e
Ornek 4.4: f(t) = { 0 :t: S Z fonksiyonunun Fourier Doniisiimiinii yardimiyla
[ Smsv—wa) e™Wtdw integralinin sonucunu bulalim.

f (t) fonksiyonunun Fourier Doniistimii

FF©)} = F(w) = j F(De- Wt
F(w) = jae‘th.dt

F(W) _ [_e'—lwtl

w

—e~iwa 4 piwa

Fw) = iw
e.iwoc _ e—iwa 2
Fw) =— (W)
Flw) = 2.sin(wa)

seklindedir. Ters Doniisiime bakalim:

FURW)} = £(2) = % j F(w)e™ dw

) = %j‘” 2.sin(wa)

eledW

— 00
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© .
sin(wa) St iy

fo=—|

—00

, tl < a

f() =

It] = «a

, tl > a

Sonugtan faydalanarak;
, ltl<a

eWidw ={=, |t| =«

w

[

— 00

oN[d Y

, tl > a

integralinin ¢6ziimiinii elde etmis oluruz.

1-t% Jtl<1

0 It] > 1 fonksiyonunun Fourier Doniistimiinii yardimiyla

Ornek 4.5: f(t) = {

foo sinw-w.cosw

0 3 .cos—.dw integralinin sonucunu bulalim.

f (t) fonksiyonunun Fourier Doniisiimiinii bulalim.

TUUH=FWO=] F(De- Wt

F(w) = joof(t) cos(wt) dt — i. joof(t) sin(wt) dt

f(¢t) reel degerli fonksiyon oldugundan sanal kisim sifirlanir. Ayni zamanda f (t)

cift fonksiyon oldugundan

F(w) = 2] (1 —t?) cos(wt) dt
0

. : 1
sin(wt cos(wt sin(wt
Or) _ g, Sostut) |, sintut)
0

Fow) = 2|1 =) " -

cosw sinw
Fw) =2 [_2 w? w3 ]
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sinw — w.cosw

Flw) =4 3

seklinde yazilir. Ters Doniisiime bakalim:

e}

FURW)} = F(2) = % j F(w)e™ dw

f) = % j_O;F(W) cos(wt) dw + i.% j_O:OF(W) sin(wt) dw

[ee]

f) = %jo F(w) cos(wt) dw

fo==

0

©rsinw — w.cosw
[ 3 ] cos(wt) dw
w

J 1 o e . . . . .
elde edilir. Burada t = > degerini yerine yazarsak istenen integralin sonucunu

bulmus oluruz.

2

1@z s @av=1-(3

“rsinw — w.cosw w 3
j [ ]cos(—)dw=—
0

w3 2 16
4.4. FOURIER KOSINUS VE SINUS DONUSUMU
4.4.1. Fourier Kosiniis Doniisiimii
f(t), (0,0) araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f(t)’yi
(—o0,00) araliginda f(—t) = f(t) kosulunu saglayan ¢ift fonksiyon olarak

diistiniilebilir.

Fourier Integralinin Trigonometrik seklini (4.3) ele alalim.

f(®) =%joooj_oof(x)cosw(t—x) dx dw
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Bu esitlik

1 (°
f) = ;j j f(x) cosw(t —x) dx dw
0 —00
1 oo oo
+ —j j f(x) cosw(t — x) dx dw (4.8)
Tlo Jo
seklinde yazilabilir. f(t) ¢ift fonksiyon oldugundan ilk terimdeki integral
0 0
j f(x)cosw(t —x)dx = — j f(—=x)cosw(t + x) dx

= joof(x) cosw(t + x) dx
0

bi¢imine doniistiiriilebilir. Bu integrali de (4.8)’de yerine yazalim.

f) = %j:’ jooof(x)[cosw(t —x) + cosw(t + x)]dx dw

f) = %j:’ U:’f(x) coswxdxl coswt dw

Simdi de x = t yazalim.

f(t) = %j:’ U:’f(t) cos wt dtl cos wt dw (4.9)

(4.9) esitliginin i¢indeki kismi1 Fg(w) ile gosterirsek,

PO} = Fo(w) = j " (6) coswe dt (4.10)
0

e}

R (W)} = £(£) = % j Fo(w) coswt dw 4.11)
0

olur. (4.10) esitligine f(t)’nin Fourier Kosiniis Dontistimii denir.
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4.4.2. Fourier Siniis Doniisiimii

f(t), (0,00) araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f(t)’yi
(—o0,00) arahginda f(—t) = —f(t) kosulunu saglayan tek fonksiyon olarak

disiiniilebiliriz.

(4.8) esitliginin ilk terimindeki integral
0 [}
j f(x) cosw(t —x)dx = —j f(—=x)cosw(t + x) dx
— 00 0
bi¢iminde yazilabilir. Bu integrali de (4.8)’de yerine yazalim.

f) = %j:’ jooof(x)[cosw(t —x) —cosw(t + x)]dx dw

f(®) =%j000 Uooof(x)sinwxdxl sinwt dw

Simdi de x = t yazalim.

f) = %j:’ U:’f(t) sinwt dtl sin wt dw (4.12)

(4.12) esitliginin i¢indeki kismi1 Fg(w) ile gosterirsek,

PO} = Fo(w) = j ") sinwe dt (4.13)
0
2 (e}
FrEw)} = F(0) = = j Fe(w) sin wt dw (4.14)
0

olur. (4.13) esitligine f(t)’nin Fourier Siniis Doniistimii denir.
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4.5. FOURIER DONUSUMLERININ OZELLIKLERI
4.5.1. Lineerlik Ozelligi

a ve b sabitler olmak lizere

Flaf(©) + bg(0)} = j [af (6) + bg(D)]e~™*de

= aj f(t)e‘thdt+bj g(t)e Widt

= aF{f (©)} + bF{g(D)}
elde edilir. Buna gore Fourier Doniisiimii /ineerdir.
4.5.2. Zaman Oteleme Ozelligi

F{f(t)} = F(w) ve a reel sabit olsun.
Ff ) = | fe—teac
t — ty = x dersek,

= j f(x)e—iw(x+t0)dx

= e~ Wio j f(x)e—iwxdx

yazilir ki, bu da
F{f(t —ty)} = et F(w) (4.15)

olacaktir. Bu 6zellige zaman oteleme o6zelligi denir.
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4.5.3. Frekans Oteleme Ozelligi

F{f(t)} = F(w) ve w, reel sabit olsun.

T{eiwotf(t)} — j eiwot_f(t)e—iwtdt

= j f(®)e iw—woltqg

Boylece

Fle™otf ()} = F(w — wp)
ozelligi elde edilir. Bu 6zellige frekans oteleme ozelligi denir.
4.5.4. Fourier Déniisiimiiniin Simetri Ozelligi

F{f(t)} = F(w) olarak kabul edelim. (4.6) dan
1 (° .
O =5 j F(w) et dw
yazilir. Burada #’yi w ile degistirelim.
1 (° .
W) = o j F(t) e™tdt
Simdi de w = —w koyar ve 2m ile ¢arparsak
2. f(—w) = j F(t) e-Wtdt

21, f(—w) = F{F(6)} (4.16)

bagintis1 bulunur. Bu bagintiya Fourier Déniisiimiiniin Simetri Ozelligi denir.
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4.5.5. Tiirevlerin Fourier Doniisiimleri

Teorem 3.1: f(t) , (—o0,00) araliginda siirekli ya da pargali diizgiin siirekli olsun.
[t| > 00 igin  F(t), (), .., V() >0 kosulu saglansm. Bu durumda

£, fs o, f ™D fonksiyonlari, (—oo, ) araliginda mutlak integrallenebilir iseler

FIf™ ()} = (w)"F(w) (4.17)
esitligi saglanir.

Ispat

FP@) = [ r@ear

b
= lim lim | f'(t)e ™tdt
a—>—oo0 b—oo a

b
Jim  lim [f (t)e‘inlz + (iw) j f (t)e“'wtdtl

= (iw) j o

= (W)F{f ()}
= (iw)F (w)

II. mertebe tilirev i¢in Fourier donlisiimii uygulayalim.

FU(0)}

j (e Mtdt
b .
= lim lirnj f'(t)e ™wtdt
a——oo b—>oo a
. 1b b .
= lim gim [f’(t)e“‘”t|a+(iw)j f’(t)e“‘”dtl
a—»>—oo b—-oo
a

= (iw) joof’(t)e‘i‘”fdt
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= ((W)F{f' (1)}
= (iw)*F(w)

n. mertebe tlirev i¢in indirgeme uygulanirsa

F{F™(©)} = FF D0} = (w)*F{F 72 (1)}
= = ((W)"FFW) ()} = (iw)"F(w)

bulunur. Buradan n. mertebe tiirevin Fourier doniistimii i¢cin
FIf™ @} = (w)"F(w)

formiilii elde edilir.

4.5.6. Fourier Doniisiimiiniin Tiirevi (Spektrumun Tiirevi)

Teorem 3.2: t™f(t) , mutlak integrallenebilir iseler

d"F(w)
dwn

= F{(-iO"f(O)}
esitligi saglanir.

Ispat
F(w) = j o

esitliginde Leibnitz kuralini uygulayarak w degiskenine gore tiirev alalim.

dzgv) - j_ Zf(t)(—it)e‘thdt
d
W) rio foy
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II. mertebe tiirevini alalim.

- [ s
d2
T - P02 o)

Buradan ardisik » defa tiirev alirsak

d"F(w)
dwn

= F{(=i)"f ()}

ifadesine ulasilir.

4.5.7. integralin Fourier Doniisiimii

f()veg(t) = f_too f (7). dt fonksiyonlar1 mutlak integrallenebilir ve

j " f©)de = F(0) = 0

1se

F(w)
{j f(0).dr } v

esitligi vardir.
Ispat
Flg®)} =G(w)

dersek, (4.17)’den
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Flg'(®)} = iwG(w)

yazilabilir. (4.17)’deki 6zellik

lim g(¢) = }Lrgloj f(dr = jwf(r)dr =0

olmasi ile saglanmaktadir.

g'(t) = f(t)

oldugundan

Flg'©}=F{f )} = Fw) = iwG(w)
yazilabilir. Buradan da

elde edilir. Sonugta asagidaki esitlik elde edilir.

t F(w)
T{j_wf(’l')d’l'} = 7

4.6. IMPULS (6 — DIRAC DELTA) FONKSiYONU

0, t+0
oo, t=0

5(t) = {

j_ZG(t)dt = fG(t)dt =1

bigiminde tanimli fonksiyona Impuls ya da Dirac Delta Fonksiyonu denir. Bu

fonksiyon, t = 0 civarinda ¢ok biiyiik deger alan ve orijini ¢evreleyen ¢ok kiiclik bir
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alanin disinda sifir olan bir fonksiyon olarak anlasilmalidir. Bir baska bakis agisiyla

6 (t) fonksiyonu

0, t<o0
5£(t)={1/£, 0<t<e
0, e<t

fonksiyonunun ¢ — 0 i¢in limiti olarak diisiiniilebilir. Bu diisiince ile

(e} 81
j 5(t)dt=] —dt=1
o 0 €

sonucuna ulasilir.
4.6.1. impuls(6 — Dirac Delta) Fonksiyonunun Eleme Ozelligi

6 (t) fonksiyonun énemli bir 6zelligi olan eleme ozelligini gbstermeye ¢alisalim.

j 5g(t)f(t)dt=j %f(t)dt=%j f(t)dt
—o0 0 0

olur. Bu son integrale, 0 < A < 1 olmak iizere integralin ortalama deger teoremini

uygularsak

j FOde = FOe) j dt = ef Qe)
0 0

olur. Buradan
j T S.(Of(0dt = fUe) 0<i<1

yazilir. € = 0 i¢in
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j 5@ (©)de = £(0) (4.19)

elde edilir. (4.19) ile elde ettigimiz 6zelligi 6telenmis §-fonksiyonuna uygulamak

isteyelim. Otelenmis §-fonksiyonu

0, t+t
o, t=t0

6(t—ty) = {

j_Z(S(t —ty)dt =1
seklinde tanimlanmistir.

j:)(?(t —to)f (t)dt
integralinde (t — t;) = u doniisimii yapip, (4.19) esitligini de kullarak,

[ br+ todu = [+ t)les = £20)

yazilir. Buradan da
[ st-wrwae= (420)

elde edilir. (4.20) den hareketle

j 8(t — to) ()t = f(to) = f(to). 1

=f(t0).j §(t —ty)dt =] f(ty).8(t —ty)dt
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yazilabilir. Buradan
f(@).6(t —to) = f(te).6(t — to)
esitligine ulasilir. Ozel olarak f(t) = t ve t, = 0 alinirsa
t.5(t)=0 (4.21)
bulunur.

4.6.2. impuls (8 — Dirac Delta) Fonksiyonunun Tiirevi

j S Of @)t

integraline kismi integral kuralini uygulayalim.

b b
Jim_lim [ j 5’(t)f(t)dtl=algrpw Jim lS(t)f(t)Iz— j 5(t)f’(t)dtl

a

a——00 hp—>oo

b
~ lim lim [— j 5(t)f’(t)dtl

- j_ Z(S(t) £t
olur. (4.20)’ye gbre
— —f/(0)
elde edilir. Yani
[ s©rwa=-r© (4.22)

bulunur.
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&-fonksiyonunun 7. mertebeden tiirevi, (4.22)’e benzer sekilde bulunabilir.

j "5 (OFf()dt = — j " g Of'(©dt = j " -2 (Of P (t)dt
== (=" j SOf™(Dde = ()" M (1)

olur. Yani

| TSmO F(©)dt = (=1 F™(0) 423)

elde edilir.
4.6.3. impuls (8 — Dirac Delta) Fonksiyonunun Cift Olmasi

Ilk olarak

6(at) = i5(t)
lal

oldugunu gosterirsek ¢ift fonksiyon oldugunu daha rahat bir sekilde gosterebiliriz.

Bunun i¢in asagidaki integralde at = u doniisimii yapalim. a <0 ve a >0

durumlarmi dikkate almak adna dt = du/|a| olarak alalim.

j_ ZG(at) F(O)dt = % j_ Z sf (Z) du

(4.19)’a gore

= () =i

lal” \a/l,=o lal
olur. Tekrar (4.19)’a gore f(0)’1n esitini yazarsak,
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1 [(® © 1
=T j_ Oo(S(t)f(t)dt = j_ w—6(t)f(t)dt

lal

bulunur. Yani

j " S(an)f (O dt = j T L s

lal

esitligine ulasmis oluruz. Bu esitlikten de

6(at) = i5(t)
lal

oldugu goriilmektedir. a = —1 alindiginda

5(—=t) =4(t)

6-fonksiyonunun ¢ift oldugunu gostermis oluruz.

4.6.4. Birim Basamak (Heaviside) Fonksiyonunun Tiirevi

0, t<O0

H(t)={1, t>0

Birim Basamak Fonksiyonunun tiirevi, §-fonksiyonudur (Bracewell, 2000).

d
aH(t) = 6(t)

SGN(t) = 2. H(t) — 1 yazilabileceginden isaret fonksiyonunun tiirevi

d d
2 SGN(®) = —-[2.H(t) — 1] = 28(t)

seklinde olur.
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4.7. BAZI FONKSIiYONLARIN FOURIER DONUSUMLERI
4.7.1. impuls (8) Fonksiyonunun Fourier Déniisiimii

6 (t) fonksiyonunun eleme 6zelligini (4.19) kullanarak Fourier Doniistimii

FIS(0)} = F(w) = j (et = e-we| =1

t=0

olarak bulunur. Bu doniistimden ters doniisiime gegersek
1~ .
P =60 = o | etaw
21 J)_o

olur. Boylece §(t) fonksiyonunun integral temsilini elde etmis oluruz.

Simdi de zaman 6teleme 6zelliginden faydalanarak
F{6(t —ty)} = e Wb, F{5(t)} = e Who
otelenmis impuls fonksiyonunun Fourier Doniistimiinii elde etmis oluruz.
4.7.2. f(t) = 1 Fonksiyonunun Fourier Doniisiimii
4.7.1. de &-fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii bulmustuk. Dontligiimiin simetri
ozelliginden (4.16) faydalanalim. Ayni zamanda (4.24)’ten §-fonksiyonunun gift

oldugunu bildigimizden

F{6(t)} =1 F{1} = 2n.6(w)
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olacaktir. Buradan

5w) = 5 F(1)

yazilir. Ters doniisiime gecersek

Fiow) =5

elde edilir.

4.7.3. f(t) = a Sabit Fonksiyonunun Fourier Doniisiimii

[ee]

Fla} = j a.e Wt dt = aj e Wt dt = a. F{1} = 2am.s(w)

— 00

bulunur.

4.7.4. 8’ ve 8™ Fonksiyonlarinin Fourier Doniisiimii

(4.21)’den
j 8'(D)f()dt = —f'(0)
oldugunu biliyoruz.
F{&')} = 005'(15) e~ Wt dt = _i[e—iwt] —iw
- -0 . . B dt t=0

bulunur. Benzer diisiinceyle asagidaki baginti elde edilir.

F{s™ ()} = (iw)"
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4.7.5. t ve t" Fonksiyonlarinin Fourier Doniisiimii

t’nin Fourier doniisiimiinii bulmak i¢in &'(t)-fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii

(4.7.4) kullanabiliriz. Doniistimiin simetri 6zelliginden (4.16) faydalanalim.

F{6'(t)} = iw & F{it} = 2m.6' (—w)
s iF{t} = -2m.6'(w)
= F{t} =i.2m.8'(w)

olacaktir.

t™ nin Fourier doniisiimiinii bulmak i¢in § ™ (t)-fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii

(4.7.4) kullanabiliriz. Doniistimiin simetri 6zelliginden (4.16) faydalanalim.

F{EM ()} = (iw)* & F{{i)"} = 2m. 6™ (—w)
e ()"F{t"} = 2m. (1) ™5™ (w)
& F{th) = im2m. 6™ (w)

olacaktir.
4.7.6. f(t) = e™o! Fonksiyonunun Fourier Doniisiimii

4.7.1°de otelenmis &-fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii bulmustuk. Doniigiimiin

simetri 6zelliginden (4.16) faydalanalim.
F{8(t — ty)} = e Wt & Fleot} = 2m.5(w — wy)

olacaktir. Buradan da ters doniisiime gecersek

eiWot

2T

FHow —wo)} =

elde edilir.
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4.7.7. coswyt ve sinwyt Fonksiyonlarinin Fourier Doniisiimii

eiW0t+e_iW0t . . , iwat
CoOSWpt = ———— oldugunu biliyoruz. Ayni zamanda 4.7.6’da e'o

fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii bulmustuk. Bu bilgiler 151ginda

1 ) 1 )
Flcoswyt} = ET{e‘WOt} + ET{e“WOt} =m.8(w—wy) +T.6(w + wy)

elde edilir.

eiWot_e—iWOt

sinwyt = — oldugundan benzer diisiinceyi kullanalim.

1 . 1 .
Fisinwyt} = Z—iT{e‘WOt} — Z—iT{e“WOt} =im.d(w +wp) —im.S§(w — wy)

4.7.8. isaret (SGN-Signum) Fonksiyonunun Fourier Déniisiimii

-1, t<0

f0 =som@ = (71 L5

(4.26) ifadesinden

bi¢iminde taniml1 fonksiyona isaret fonksiyonu denir.

f1@®) =26(0)

oldugunu biliyoruz. Bu ifadenin Fourier doniistimiinii alalim

F{f' O} =2F{61)}

(4.17) tiirevin Fourier doniisimii yardimryla

iwFw)=2eoFWw) = % = F{SGN(t)}

bulunur.
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4.7.9. Birim Basamak (Heaviside) Fonksiyonunun Fourier Doniisiimii

0, t<O0

1 t>0 biciminde tanimli fonksiyona Birim Basamak Fonksiyonu

H(t) = {

denildigini daha once belirtmistik. Bu fonksiyonun Fourier doniisiimiinii bulmak i¢in
1 1
H(t) ==+ =SGN(t
(©) =5+ 556N

esitligini kullanabiliriz. Boylece

FHD) = F {%} +F {%SGN(t)} — 5(w) + &

sonucuna ulasiriz.
4.7.10. f(t) = e . H(t), a > 0 Fonksiyonunun Fourier Doniisiimii

1
a+iw

Fle H©) = | et H@e ™ de = [ et ae =
— 00 0

elde edilir. Otelenmis birim basamak fonksiyonu i¢in benzer diisiinceyle hareket

edersek,

—ab_ e—lbW

Flew H(e— b)) = | et H-petde= | e g =2
. b a+ 1w

sonucuna ulasiriz.
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4.7.11. f(t) = e~ Fonksiyonunun Fourier Déniisiimii

Flowakl) = [ emall oint at

0 oo
— j ela—iwm)t g+ _|_j e~-(atiw)t 4t
—00 0

1 1 2a
a—iw a+iw a?+ w?
2a
T a? + w?

4.7.12. f(t) = # Fonksiyonunun Fourier Doniisiimii

4.7.11°de e~ fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii bulmustuk. Doniisiimiin simetri

ozelliginden (4.16) faydalanalim.

2a
F —alt|l —
{e } a2 + WZ
2a
= T{ } = 2m. e~ 2wl
az +t2
1 T
& T{ } =—.ealwl
az + t2 a

4.7.13. f(t) = e, a > 0 Gauss Fonksiyonunun Fourier Déniisiimii
0

T{e—atz} — j e~at’ =Wt gp — j e—a(t?+iwt/a) g4
elde edilir. Ussii tam kare yapmak icin integrant: (e ~W*/4@¢w*/4@) ile carpalim.

2 ® 2 —a(t2+iw—t—w—2)
T{e‘at }= e~ /4a o a aa?)dt
0

e}

2
Fle} = emiria [ eme4E) ay
0
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Va (t + %) = u dersek

Seklinde Euler integraline ulasilir. Bu integralin sonucu v/ dir.

—at?) _ E -w?/4a
T{e a } \fae

sonucuna ulagiriz.
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BOLUM 5

FOURIER DONUSUMU YARDIMIYLA DIFERANSIYEL DENKLEM
COZUMLERI

Bu boliimde sabit katsayili diferansiyel denklemlerin Fourier doniisiimii yardimiyla
¢oziimlerine ulagsmaya calisacagiz. Bunun i¢cin a ve b sabitler ve r(t) Fourier

dontistimii kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak tizere

y"' (@) +ay'(t) + by(t) =r(t)

denklemini ele alacagiz. Denkleme Fourier doniisimii uygulayalim. (4.17)’den
tiirevin Fourier doniigiimiinii biliyoruz.

F{y(t)} = Y(w) ile gosterirsek,

(iW)2Y(w) + a(iw)Y(w) + a¥Y(w) = R(w)

R(w)

Y(w) = —w2 +a(iw) + b

elde edilir ve ters doniisiime gegcilirse,

—w?2 + a(iw) + b o ) —wiy a(iw) +b dw

— 00

y(t)=T_1{ R(w) } 1 [ Rw).e™

bulunur.
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5.1. SAG TARAFI §-FONKSIiYONU YA DA BIRIM BASAMAK
(HEAVISIDE) FONKSIYONU OLAN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERI

Bu bdlimde sag tarafi §-fonksiyonu ya da birim basamak (Heaviside) fonksiyonu

olan diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerine ait 6rnekler yapacagiz.
Ornekler
1. y"(t) + 5y'(t) + 6y(t) = 36(t) diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. (4.17)’den tiirevin Fourier doniistimiinii
ve F{6(t)} =1 (4.7.1) oldugunu biliyoruz.
Fly(t)} = Y(w) ile gosterirsek,

(im)?Y(w) +5(iw)Y(w) + 6Y(w) =3
[(iw)? + 5(iw) + 6]Y(w) =3

Y(w) = [(iw)z n :(iw) n 6]

1 1 ]

Y(w) = _
W) 3[iw+2 iw + 3

elde edilir ve T{e‘at.H(t)}=ﬁ (4.7.10) oldugunu bilerek ters doniisiime

gecilirse,

y(®) =377 {iw + 2} —3F {iw + 3}
y(t) = 3e™2tH(t) — 3e 3tH(t)
y(t) = 3[e™*F — e 3] H(t)

sonucuna ulasilir.
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2. y"(t) + 5y'(t) + 6y(t) = 30H(t) diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Denkleme Fourier doniistimii uygulayalim. (4.17)’den tiirevin Fourier doniisiimiinii
ve {H(®)}=mnsw)+— (47.9) oldugunu biliyoruz. F{y(£)}=Y(w) Iile

gosterirsek,

(iW)2Y (W) + 5w)Y (W) + 6Y(w) = 30 [n(S(W) + &]

30.itw.6(w) + 30
iw

[(iw)? +5@iw) + 6]Y (W) =

(4.21)’den w. §(w) = 0 oldugunu biliyoruz. Boylece

30
iw[(iw)? + 5(iw) + 6]

Y(w) =

ifadesi elde edilir ve ters doniisiime gegilirse,

» 30
=7 s )

yazilir.

y(t)=7—"‘1{ 10 N —15 +i}
iw+3 iw+2 iw

10 15 5
_ -1 -1 112
y®) =F {iw n 3} F {iw n 2} +F {iw}

Fl{e . H(t)} = ﬁ (4.7.10) oldugunu bilerek ters doniisiime gegelim.

y(t) = 10e 3t H(t) — 15e 2. H(t) + 5. H(t)
y(t) = [10e73t — 1572t + 5]. H(t)
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3. y®(t) — y(t) = 6(t — 2) diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. (4.17)’den tiirevin Fourier doniisiimiinii

ve F{6(t — 2)} = e~?™ (4.7.1) oldugunu biliyoruz. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

>(iW)*TY(W) = Y(w) = e~2W
[W4 - 1]Y(W) = e—Ziw

—2iw
Yw) = wt—1
—-2iw e—Ziw e—Ziw e—Ziw
YW) =———s ——— ~—— + —
—4i(iw—1i) —4i(iw+i) 4(iw+1) 4(iw-1)
ie—ziw ie—ziw e—Ziw e—Ziw
Y(w) =

AGw—0 aGw+D) aAaw+D) 2w-1

—ab ,—ibw
elde edilir ve T{e-af.H(t—b)}=% (4.7.10) oldugunu bilerek ters

a+

donilistime gececegiz, ancak dordiincii ifadede a = —1 oldugundan ters Fourier

Dontigiimiinii alirken H(—t + 2) olmas1 gerektigini unutmamaliyiz.

y(©) =F7" {ﬂ} —-F! {ﬂ} —-F1 {ﬂ} +F1 {—i.e_mw }
4(iw — 1) 4(iw + 1) 4(iw + 1) 4(iw—1)

et je7® e tH(t—2) e'H(-t+2)

4e2i  4e-2 4e~2 4e~2

y(t) =

1 1
y(6) = —-sin(t — 2) - Ze-f+2H(t -2)+ ZeH' H(—t +2)

5.2. SAG TARAFI coswyt VE sinwyt FONKSIYONLARI OLAN
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERI

Bu boliimde sag tarafi coswyt ve sinwyt  fonksiyonlar1 olan diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerine ait Ornekler yapacagiz. (4.17)’den tiirevin Fourier
doniisimiiniic ve (4.7.7)’den  F{sinwyt} = im.6(w + wy) — im.§(w —wy) ve

F{coswyt} = m.6(w —wy) + m. §(w + wy) oldugunu biliyoruz.
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Ornekler

1. y"(t) + 4y(t) = sint diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(YW +YWwW) =ir.d(w+1) —in.§(w—1)
[(iw)? +4]Y(w) =im.d(w+1) —im.6(w —1)

it.6(w+1) —im.6(w—1)
4 — w2

Y(w) =

elde edilir ve ters doniisiime gecelim.

y(t) = — i etdw

1 (Pim.é(w+1)—ir.d(w—1)
)
@) = U S(w + 1)eiwt Swt e j‘x’ S(w—1)et dWl

 4—wZ 4 — w?
d-fonksiyonunun eleme 6zelligini (4.19) kullanarak

e —it elt

(t)_i[ 3 3

1 eit _ e—it
v = §<2—>

1
y(t) = gsin t

bulunur.

2. y®(t) + y(t) = 2 cost diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(M*tYW)+YWw) =2n.d(w—1) +2m.6(w+ 1)
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[(iWw)*+1]Y(w) =2m.6(w—1) + 2m.6(w + 1)

2m.6(w — 1) + 2m.6(w+ 1)

Y(w) = w*+1

elde edilir ve ters doniisiime gegelim.

t) = — iwt
y(®) i1 etdw

1 j‘x’ 2. 6(w—1) +2m.6(w + 1)
21 J)_o

3’()—] 5(W—1)e‘WtdW+j°° S(w+ 1)ewt ”

441 w*+1

d-fonksiyonunun eleme ozelligini (4.19) kullanarak

y(®) =%+

bulunur.

3. y'(t) + 3y(t) = cos 2t diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,
iwYw)+3Yw) =n.6(w—=-2)+m.8(w+ 2)

[iw+3]Y(w)=m.6(w—=2)+m.6(w+2)

m.6(w—2)+mo(w+ 2)
iw+3

Y(w) =

elde edilir ve ters doniisiime gegelim.

1 (°méw—=2)+m.6(w+2) -
y(t)_ﬁj_ iw + 3 e™ dw
S(w —2)ewt ® S(w+ 2)et
v =3[ s [ M D

d-fonksiyonunun eleme 6zelligini (4.19) kullanarak
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1 eZit e—21t
t) ==
y(© 2[3+2i+3—2il
e2it(3 — 2i) 4+ e~2i(3 4+ 2i)
26

y(t) =

2
y(t) = 13 608 2t + 13sin 2t

bulunur.
4. y"(t) + 4y(t) = 2 sin 3t diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(iW)?Y(w) +Y(w) = 2ir.6(w + 3) — 2in. §(w — 3)
[(iw)? +4]Y(w) = in.§(w+3) —im.6(w — 3)

2ir.6(w + 3) — 2im. §(w — 3)

Y(w) = 4 — w2

elde edilir ve ters doniisiime gecelim.

1 (° 2im.6(w+3)—2in.6(w—3) iwe
yo=5] - et duy

S(w + 3)ewt *® 5w — 3)et
y(t)—l[j 4 Wz dW—j_ 4_—M/2dW

d-fonksiyonunun eleme 6zelligini (4.19) kullanarak

i e—3it e3it
y(t)‘il =5 —5]

y(t) = ?sin 3t

bulunur.
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5.3. SAG TARAFI f(t) = e %!l FONKSIiYONU OLAN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERI

Bu boliimde sag tarafi f(t) = e ltl fonksiyonu olan diferansiyel denklemlerin

cOzlimlerine ait Ornekler yapacagiz. (4.17)’den tiirevin Fourier doniisimiinii ve

2a

az+w?’

(4.7.11)’den Ffe~*t} = (a > 0) oldugunu biliyoruz.

Ornekler

1. y"(t) + y(t) = e~ !l diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(iW)?’Y(w) +Y(w) =

14+ w?
[Gw)? + 1Y (W) = =
v _ 2
W) = T rwhHa—wd)
1 1

Y(w) = - +
(w) 2iGiw—1)  2iGw+1) 1+ w?

2a

elde edilir ve (4.7.10)’dan F{e~%. H(t)} = ﬁ ve (4.7.11)’den F{e~®Itl} =

aZ+w?

oldugunu bilerek ters doniisiime gececegiz.

y@© =F" {ﬁ} -F {m} tF {1 -|-1w2}

it —it —|t|

e e
YO == T3
y(t) =sint +
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2. y'(t) + y(t) = el diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

2
iwY Y =
iwY(w) + Y(w) T w2

[iw + 1]Y (w) =

1+ w?
_ 2
YW = w1
Y(w) =+ ’

ilw—=10)2w+1i)

elde edilir ve (4.7)’y1 kullanarak ters doniisiime gecelim.

1 (® 2 .
Y = F W) =5 | s eaw

Rezidii teoremini kullanalim. w = i iki kath kutup noktas1 oldugundan

(t)—lz'd et —<t+1> ~t t> 0ici
Y = M aw w+1) W=i_ 2)¢ S
bulunur. w = —i tek kath kutup noktas1 oldugundan
1 eiwt et
=—.(-2m) |——= =—, t<0igi
y(t) = —. (~2i) [<W—i>2]w=_i . igin

elde edilir. Bu iki ifadeyi birlestirdigimizde

t

(&) = (t + %) e~tH(D) + %H(—t)

sonucuna ulagiriz.

79



3. y'(t) + y(t) = e~?Itl diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

iwY(w) +Y(w) = "

[iw +1]Y(w) =

4 + w?
4
iw—=0DWw-=20)w+ 2i0)

Y(w) =

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters doniisiime gecelim.

4

-1 _ 1 * iwt
y®) =FH{Yw)} = f w—Dw-20w+2)¢ W

Rezidii teoremini kullanalim. w = i ve w = 2i tek kath kutup noktas1 oldugundan

y® =4 [(W 200w + 21)] [(W Dw+ 21)]W i
4 .
y(t) = ge‘t — e, t> 0igin
bulunur. w = —2i tek kath kutup noktas1 oldugundan

2t
—, t < 0icin

(t)— ( 27Ti) [( s Yo 21)]

elde edilir. Bu iki ifadeyi birlestirdigimizde

2t

4
y(t) = (§ et — e-Zt) H(E) + %H(—t)

sonucuna ulagiriz.
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4. y"(t) — 2y'(t) — 8y(t) = eIl diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(iw)?Y(w) — 2iwY(w) — 8Y(w) =

1+ w2

[(w)? = 2iw = 8]Y (W) = T3

—2
w=-DWw-=-20w+4D)w+1i)

Y(w) =

elde edilir ve (4.7)’y1 kullanarak ters doniisiime gecelim.

. _ i «© —2 iwt
y@® =FH{Yw)} = Z,J_oo W—Dw—20w+4)w+1D)° aw

Rezidii teoremini kullanalim. w = i ve w = 2i tek katl kutup noktalar1 oldugundan

t) =—2mi
YO = w0 |, T = D F DG+ D) w:Zil
1 1
y(t) = 66’_2t — ge‘t, t > 0icin
bulunur. w = —i ve w = —4i tek katl kutup noktalar1 oldugundan

eth eth

W—0Ww-20w+4)| __ " w-Dw-20w+0D

-1
y(£) = —(~2mi)

W=—4L]

y(t) = _—1€t +ie4t t < 0igin
9 45" "’

elde edilir. Bu iki ifadeyi birlestirdigimizde
1 1 1 1
y(t) = (— e e-t> H(E) + (— et — - et) H(=0)

9 45 9

sonucuna ulagiriz.
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5.4. SAG TARAFI POLINOM FONKSiYONU OLAN DiFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERI

Bu boliimde sag tarafi polinom fonksiyonu olan diferansiyel denklemlerin
cOozlimlerine ait Ornekler yapacagiz. (4.17)’den tiirevin Fourier donilisimiini
ve (4.7.3)’den F{a} = 2am.5(w) ve (4.7.5)’den F{t"} = i™.2m.5™ (w) oldugunu

biliyoruz.

Ornekler

1. y"(t) + 2y'(t) — 3y(t) = 3t + 5 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(iw)?Y(w) + 2iwY(w) — 3Y(w) = 3i.2m.6’(w) + 10m. §(w)
[(iw)? + 2iw — 3]Y(w) = i.6m.6"(w) + 10m.6(w)

i.6m.68" (w) 107. §(w)
—w2+2iw—3 —w2+2iw—3

Y(w) =

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters doniisiime gecelim.

| iemsw L 10m8w)

YO =F w3t St zw=3
12 Lemsw) 1 [® 10msw) .
y(t)_ZE_f_oo—W2+2iw—36 dw+ﬁf_w—w2+2iw—3e dw

d-fonksiyonunun tiirevi (4.22) ve &-fonksiyonunun eleme 6zelligini (4.19)

kullanarak

. d 3i.eMt 5.et
= (-DL—
y®) = (D"~ [_Wz ¥ 2iw — 3]W * [—WZ + 2iw — 3]W=

7
y() = —t—3

sonucuna ulasilir.
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2. y"(t) + 2y(t) = t? diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(iW)2Y(w) +2Y(w) = i%.2m. 8" (w)

[(iw)? + 2]Y(w) = —=2m.8" (W)

Y(w) = —Z’VTV'Z‘S :(;”)

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters doniisiime gecelim.

y(©) =771

2.8 (W)
w2 —2

1 e2ms w)

y(t)—ﬁf T2 etdw

— 00

d-fonksiyonunun tiirevi (4.23) 6zelligini kullanarak

d2 eiwt
— (_ 2
y(©) = (D% Wz_z]
w=0
t?—1
y(t) = >

sonucuna ulasilir.
3. y"(t) — y'(t) + 2y(t) = 2t? + 13 diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(iW)2Y(w) —iwY(w) + 2Y(w) = 2i%.2m.6"(w) + 26m.5(w)
[(iw)? —iw + 2]Y(w) = 2i%2.2m. 8" (w) + 26m.5(w)

Y(w) = _—4n.5”(w) 26m.6(w)

wZ—iw+2 —w2—iw+2

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters doniisiime gecelim.
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4.8 (W) —26m.5(w)
H=F— 2 L 1) 2
y(®) w2+iw—2}+T {W2+iW—2
1 (° 4.8 W) | 1 (* 26m.8(w) |
t) = — iwt _ iwt
y(®) 2 )_ wi+iw—2 Yo _00W2+iW—Ze dw

d-fonksiyonunun tiirevi (4.23) ve &-fonksiyonunun eleme 6zelligini (4.19)

kullanarak

> [ 2.e™ 13.e™"
— (—1)2 B
y(®) =( 1)'dwz[wz+iw—2] . [W2+iW—2] .

yt)=t>*+t+6
sonucuna ulasilir.

4. y"(t) — 2y'(t) + y(t) = t? — t diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

(iW)?Y(w) = 2iwY(w) +Y(w) = i%.2m.6"(w) — i.2m. 8" (w)
[(iw)? = 2iw+ 1]Y(w) = —2m. 8" (w) —i.2m. 8" (w)

2m. 6" (w) i.2m.6"'(w)
w2 +2iw—1 w?2+2iw—-1

Y(w) =

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters doniisiime gecelim.

) =F U~
y(® w2+ 2iw—1 w2+ 2iw—1

218 (W) }+¢—1{ i.2m.8 (w) }

1 (* 218 (W) Ve + f 12n5(w) oWty
— w

)=
y(® w2+ZLw—1 w2+ 2iw—1

d-fonksiyonunun tiirevi (4.23) 6zelligini kullanarak
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d2 [ eiwt

d i.ewt
“dw? ]
w

| et

w2+2iw—1W=0 dw |w?2 4+ 2iw —1

y(®) = (-1)?
y(t) =t>*+3t+ 4
sonucuna ulasilir.

5. y'(t) + y(t) = t + 1 diferansiyel denklemini ¢odziiniiz.

Denkleme Fourier doniisiimii uygulayalim. (4.5.2)’den Zaman Oteleme Ozelliginin

F{f(t — ty)} = e~ ™, F(w) oldugunu biliyoruz. F{y(t)} = Y(w) ile gosterirsek,

iwY(w) +Y(w) = e™.i.2m. 8" (w)
[iw + 1]Y(W) = e™.i.2m.6'(w)
ew.i.2m. 8" (w)

Y(w) = iw+1

elde edilir ve (4.7)’yi kullanarak ters doniisiime gecelim.

y(@©) =F7"

e, i.21m.8 (w)
iw+1

eiwt dw

0] fw e™.i.21m.8 (W)
Y=o ) T w+1

d-fonksiyonunun tiirevi (4.22) 6zelligini kullanarak

y(@© =Dl —

d [i. e.iw(t+1)
dw| iw+1 ]
w=0

y) =t

sonucuna ulasilir.

85



5.5. SABIT KATSAYILI HOMOJEN DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERI

Bu boliimde sabit katsayilt homojen diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerine farkl: bir
yaklagim sergileyecegiz. Bu denklemlerde ikinci taraftaki sifir yerine impuls (dirac
delta) fonksiyonu alarak denklemin bir 6zel ¢Ozliimiiniin elde edilebilecegini

gosterecegiz.

Teorem 5.5.1: a, b > 0 olmak {izere ikinci basamaktan sabit katsayili homojen

y"—(a+b)y'+a.b.y=0

denkleminin

y(0)=0, y'(0)=-1

baslangi¢ sartin1 saglayan 6zel ¢6ziimii Fourier doniisiimii yardimiyla

at bt

et —e
b—a

y(t) =
olarak bulunur.
Ispat

Denkleme Fourier Doniistimii uygulayalim.

Fly" —(a+b)y' +a.b.y] = F[5(t)]
((iw)2 = (a+ b)iw+a.b)Y(w) =1

1
Y(w) = (iw)2 —(a+Db)iw+a.b
Y(w) = !

(iw — a)(iw — b)
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-1

YW) = e £ 5D

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

1

1 r® — )
N wt
ZEJ_OO(W+ai)(W+bi)e dw

y(t) =F Y (Y(w)) =

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidii teoremini uygularsak

el(—la)t _ ,i(-=ib)t et — e.bt

ia+b) (Cibta)|” b-a

y() = % .(=2mi) [(:

elde edilir. Bu ¢6ziim de
y(0) =0, y'(0)=-1
baslangi¢ sartin1 saglayan ¢éziimdiir.
Teorem 5.5.2: a, b < 0 olmak {izere ikinci basamaktan sabit katsayili homojen
y"—(a+b)y'+a.b.y=0
denkleminin
y()=0, y'(0)=1

baslangi¢ sartin1 saglayan 6zel ¢6zliimii Fourier doniisiimii yardimiyla

bt __ eat

b —

y(t) = c

olarak bulunur.
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Ispat

Denkleme Fourier Doniistimii uygulayalim.

Fly" —(a+ b)y' +a.b.y] = F[5(t)]
((iw)?2 = (a+ b)iw+a.b)Y(w) =1

1
Y(w) = (iw)2 —(a+Db)iw+a.b
1
YW = G o =)
Y(w) = 1

(w + ai)(w + bi)

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

-1 _ i ” -1 iwt
Yy =7 (Y(W)) 27 j_oo (w + ai)(w + bi) e dw

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidii teoremini uygularsak

el(—la)t _ei(—ib)t e.bt — eat

ia+b)  —bta)| b-a

y(©) = % .(2mi) [(:
elde edilir. Bu ¢6ziim de
y()=0, y'(0)=1
baslangi¢ sartin1 saglayan ¢éziimdiir.
Teorem 5.5.3: a > 0 olmak {izere ikinci basamaktan sabit katsayil1 homojen
y"'—2ay'+aty=0

denkleminin
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y(©) =0, y'(0)=-1
baslangi¢ sartin1 saglayan 6zel ¢6zliimii Fourier doniigiimii yardimiyla
y(t) = —t.e%
olarak bulunur.
Ispat
Denkleme Fourier Doniistimii uygulayalim.

Fly" —2ay’ +a*.y] = F[§(t)]
((iw)? = 2aiw + a®)Y(w) = 1

Y(w) = +

-1

Y(w) = (w + ia)?

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

1 r® -1 .
y(t) = T_l(Y(W)) = %j_ me‘“’tdw

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidii teoremini uygularsak, F(w) = e?!

olmak tizere

1
o _2 . F, _'
y(t) ——211( i) F'(—ia)
olur. F'(w) = it.e™?¢ oldugundan

y(t) = i.i.t. et = ¢ gat
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elde edilir. Bu ¢6ziim de

y(0)=0, y'(0)=-1

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢éziimdiir.

Teorem 5.5.4: a < 0 olmak {iizere ikinci basamaktan sabit katsayil1 homojen

y"'—2ay' +aty=0

denkleminin

y(0)=0, y'(0)=1

baslangi¢ sartin1 saglayan 6zel ¢6zliimii Fourier doniisiimii yardimiyla

y(t) = t.e®

olarak bulunur.

Ispat

Denkleme Fourier Doniistimii uygulayalim.

Fly" —2ay’ +a*.y] = F[§(t)]
((iw)? = 2aiw + a®)Y(w) = 1

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak
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1 (® -1 )
y(t) = T_l(Y(W)) = %j_ me‘“’tdw

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidii teoremini uygularsak F(w) = e™t

olmak tizere

Y1) = —— @n)F (~ia)
olur. F'(w) = it.e™?¢ oldugundan
y(t) = —i.i.t.etCIDL = ¢ pat
elde edilir. Bu ¢6ziim de
y(0)=0, y'(0)=1
baslangi¢ sartin1 saglayan ¢éziimdiir.
Teorem 5.5.5: a < 0 olmak {izere ikinci basamaktan sabit katsayil1 homojen

y" —2ay' + (a®+b?).y =0

denkleminin

y(0 =0 y'(0=1
baslangi¢ sartin1 saglayan 6zel ¢6ziimii Fourier dontistimii yardimiyla

e sin bt
y() = B —

olarak bulunur.
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Ispat
Denkleme Fourier Doniisiimii uygulayalim.

Fly" = 2ay’ + (a® + b?).y] = F[6(D)]
((iw)? = 2aiw + (a® + b)Y (w) = 1

1
Yw) = (iw —a —ib)(iw — a + ib)
Y(w) = 1

(w=b+ia)(w+b +ia)
Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

-1

1 r® !
—_— wt
ZEJ_m(W—b+ia)(w+b+ia)e dw

y() =F Y (r(w)) =

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidii teoremini uygularsak

-1 e.i(b—ia)t e.i(—b—ia)t
=—.(2mi
y(® 27 ( 7n)[(b—ia+b+ia)+(—b—ia—b+ia)
pibt  p—ibt
_ _i Lat _

o

e, sin bt

y(t) = — 5

elde edilir. Bu ¢o6ziim de asagidaki baslangi¢ sartlarini saglayan ¢éziimdiir.

y(0)=0, y'(0)=1

Teorem 5.5.6: a > 0 olmak {izere ikinci basamaktan sabit katsayil1 homojen

y" —2ay' + (a®+b?).y =0

denkleminin
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y(0)=0, y'(0)=-1
baslangi¢ sartin1 saglayan 6zel ¢6ziimii Fourier dontistimii yardimiyla

—e® sin bt

t) =
y(t) 5
olarak bulunur.

Ispat

Denkleme Fourier Doniistimii uygulayalim.

Fly" = 2ay' + (a® + b?).y] = F[6(t)]
((iw)? = 2aiw + (a®> + b)Y (w) = 1

1
Y(w) = (iw —a —ib)(iw — a + ib)
Y(w) = 1

(w=b+ia)(w+b +ia)
Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

-1

1 r® !
—_— wt
2nj_m(w—b+ia)(w+b+ia)e dw

y() =F 1 (Yy(w)) =

bulunur. Bu son elde edilen integralde rezidii teoremini uygularsak

1 pilb=ia)t pi(-b—ia)t
=— . (-2mi
y(® 27 ( 7n)[(b—ia+b+ia)+(—b—ia—b+ia)
pibt  p-ibt
_ i pat _

omief-]

—e™ sin bt

y(t) =
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elde edilir. Bu ¢6ziim de

y(0)=0, y'(0)=-1

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢éziimdiir.

Ornekler

1. y' = 5y = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Denklemin her iki yaninin Fourier doniisiimiinii alalim. Burada ikinci taraftaki sifir
yerine § aliyoruz. (4.17)’den tiirevin Fourier doniisiimiinii ve F{5(t)} =1 (4.7.1)
oldugunu biliyoruz. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

Fly' = 5y] = Fl6(0)]
(iw=5)Y(w) =1

Yw) = iw—15

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

0 ele

1
y(t) = T_l(Y(W)) = ﬁj_ mdw

Bu son elde edilen integralde Rezidii teoremini uygularsak

eth

1
y(t) =§T.(—2ni).[ ; ]
w=-5i

1 1 ., .
= — (=2 = ei(=5Dt — _p5t
y(t) o (—2mi) ce e

elde edilir. Bu elde edilen ¢oziim verilen denklemin y(0) = —1 sartin1 saglayan 6zel

¢Ozimiidir.
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2. y" + 3y’ + 2y = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Denklemin her iki yaninin Fourier doniistimiinii alalim. Burada ikinci taraftaki sifir
yerine § aliyoruz. (4.17)’den tiirevin Fourier doniisiimiinii ve F{5(t)} =1 (4.7.1)
oldugunu biliyoruz. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

Fly" +3y" + 2yl = F[5(0)]

(iw)2 +3iw+2)Y(w) =1
1

(iw + 1 (iw + 2)

Y(w) =

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

ele

) _1 "
y® =F (W) = J Zw=dw=-20%

Bu son elde edilen integralde rezidii teoremini uygularsak

YO = 5. <2m>[ o 20] <2m>[ o ]

w=2i

ellt elthl

1
y(t)—— = )

y©) =et—e

elde edilir. Bu elde edilen ¢oziim verilen denklemin y(0) =0, y'(0) = 1 sartim

saglayan ¢oziimdiir.
3. y" =8y’ + 16y = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Denklemin her iki yaninin Fourier doniisiimiinii alalim. Burada ikinci taraftaki sifir
yerine § aliyoruz. (4.17)’den tiirevin Fourier doniisiimiinii ve F{5(t)} =1 (4.7.1)
oldugunu biliyoruz. F{y(t)} = Y(w) ile gosterirsek,
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Fly" —8y"+16y] = F[5(t)]
((iw)2 —8iw+16)Y(w) =1

1
YW =G =2

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

y(©) = F (Y (w)) = Zi j °

m)_,—(w+ 4i)? dw

Bu son elde edilen integralde Rezidii teoremini uygularsak

1 4.
y(t) = _—27_[ . 21T, E [eth]W=—4-i

y(t) = —i.i.t.et(T4Dt = ¢ o4t

bulunur. Bu elde edilen ¢oziim verilen denklemin y(0) =0,y’(0) =1 sartini

saglayan ¢oziimdiir.
4. y" + 2y" + 2y = 0 diferansiyel denklemini ¢ziiniiz.

Denklemin her iki yaninin Fourier doniisiimiinii alalim. Burada ikinci taraftaki sifir
yerine § aliyoruz. (4.17)’den tiirevin Fourier doniisiimiinii ve F{5(t)} =1 (4.7.1)
oldugunu biliyoruz. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

Fly" +2y"+2y] = F[§(0)]
((iw)?2 +2iw+2)Y(w) =1
1

YW =G T r A1

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

B _ i oo eiwt
y®) =FH(Yw) = 211]_00 wri-D+iro™
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Bu son elde edilen integralde Rezidii teoremini uygularsak

th
y(@®) = - _w(w—l—l)(W_H'l)
1 ] elW
y(©) = — 5. (2m). [m] E'(Z”‘)'[m]w=i_1

e.L(1+L)t ei(i—l)t
£) = —i.
y(e) =i [1+i—i+1+i—1—i—1]
felte7t et el
y(0) = —l< >t )

it

elt —e it
y(t)=e"t <—2i ) = et sint

elde edilir. Bu ¢6ziim verilen denklemin y(0) = 0, y'(0) = 1 sartim1 saglayan Ozel

¢Ozimdiir.
5.y" —6y" + 11y’ — 6y = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Denklemin her iki yaninin Fourier doniistimiinii alalim. Burada ikinci taraftaki sifir
yerine § aliyoruz. (4.17)’den tiirevin Fourier doniisiimiinii ve F{5(t)} =1 (4.7.1)
oldugunu biliyoruz. F{y(t)} = Y (w) ile gosterirsek,

Fly" —6y" + 11y’ — 6y] = F[56(2)]
[(iw)3 — 6(iw)? + 11iw — 6]Y (W) = 1

1
(iw = D (iw — 2)(iw — 3)

Y(w) =

Bu son elde edilen esitligin her iki yaninin ters Fourier doniisiimiinii alirsak

ele

1 _1(
y@©) =F 1 (rw)) = Zn-f—oo —i(w+D)(w + 2))(w + 3i) dw
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Bu son elde edilen integralde Rezidii teoremini uygularsak

1 [ei-Dt pi(-20)t pi(=30.t
— |+ — + - -
—i| i.2i (=.i  (=20)(=D)

y(®) = 5 (~2mi)

—et 4 2e2t _ o3t
2

y(t) =

elde edilir. Bu ¢6ziim verilen denklemin y(0) = 0,y'(0) = 0,y"(0) = —1 sartim

saglayan 6zel ¢ozimdiir.
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BOLUM 6

FOURIER DONUSUMU YARDIMIYLA KISMi TUREVLIi DIFERANSIYEL
DENKLEM COZUMLERI

Bu boliimde basit kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri i¢in bir yol
gosterilecektir. Bunun igin baz1 bilgilere ihtiyacimiz olacaktir. Oncelikle bu bilgiler

ortaya konulmaya caligilacaktir.

6.1. TUREVLERIN FOURIER SINUS VE KOSINUS DONUSUMLERININ
BULUNMASI

f(@), f' (), f"(t) dizgin pargal siirekli, integrallenebilir ve t - o i¢in f(t) — 0,

f'(t) = 0 kosulunu saglayan fonksiyonlar olsunlar.

Bu kosullar altinda f"'(t) fonksiyonunun Fourier Siniis Doniigtimiinii bulalim.

F{f'(©)} = lim jaf”(t).sin wt.dt
a— oo 0
Fs{f"(©)} = lim [f'(¢) sinwt]g — lim jaf'(t).w coswt.dt
a— a-c Jo

a
= lim [f'(t) sinwt]§ — lim [wf(t)coswt]§ — lirnj f(@®).w?sinwt.dt

Hem f(t) hem de f'(t) fonksiyonlari, t — oo i¢in sifira yaklasacagindan

Fs{f" ()} = wlf (O)]e=0 — w?Fs(w) (6.1)

elde edilir.
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Ayni kosullar altinda f''(t) fonksiyonunun Fourier Kosiniis Doniigiimiinii benzer

islemler ile bulunur.

FAf'®)} = =[f' (®)]¢=0 — w?*Fc (W) (6.2)
6.2.KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEM COZUMLERI

Bu boliimde miihendislik ve fizikte kullanilan lineer 1s1 akimi denklemi, dalga
denklemi, telgraf denklemi gibi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiini
Fourier doniistimii yardimiyla yapmaya calisacagiz. Ancak oncelikle genel bir ifade
ile bagslayacagiz. Bunun i¢in ikinci mertebeden iki degiskenli kismi tiirevli
diferansiyel denklemin 6zel seklini alalim. a ve b sabitler olmak tizere

0%u

ik d
aﬁ"‘bu+f1(3’)a—;+fz(y)£+f3(y)u=f(x,y) (6.3)

Siir kosullarimiz su sekilde olacaktir:

x—>oo icin u-0

0 ici ou bilini
X = icin  u veya — biliniyor.
¢ Ya 55 y
2
u, Z—Z, % fonksiyonlarmin siirekli ve Fourier doniisiimiin kosullarmi sagladig:

varsayilacaktir. Bu sartlar altinda (6.3) denklemine Fourier Kosinilis ya da Siniis

Doniisiimii uygulayabiliriz.

Fs{u} = Us, Felu} = Ug, Fslf} =Fs, Flf}=Fc

ile gosterecegiz ve (6.1) ile (6.2) esitliklerinden faydalanacagiz. Simdi (6.3)

denklemine Fourier Siniis Dontigiimii uygulayalim.

62 62 6
a s {5} +b Fofu} + F {f1 W52+ D)5, + ) u} = Fslf (v, )}
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02 0 g
a Fs {a—xf} +b Fsfu} + Fs {[fl Mgzt o0 g +f (y)l u} = Fs{f (o, y)}

2
Burada [ L) aa_yz + f,(y) aa_y +f3 (y)] = L tiirev operatorii ile gdsterirsek

62
aTs{a_xLzl} + b Fs{u} + Fs{L u} = Fs{f (x,y)}

yazilir ve (6.1) yardimiyla

alw (=g —w?Us] + b U +j Lusinwx dx = Fs
0

elde edilir ve L, y degiskenine gore tiirev operatorii oldugundan
a[W (u)sz_W2U5]+bU5+LUS =FS (64)

yazilabilir. Boylece x = 0 i¢in u’nun biliniyor olmasi ile (6.4) denklemi Us’ye gore
adi bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemde Us elde edilerek ters doniisiime

gecilirse u(x,y) ¢oziimii bulunur.

Benzer sekilde (6.3) denklemine Fourier Kosinlis Doniisiimii ve (6.2) esitligi

uygulanirsa
du 5
dx/ —o

yazilabilir. Boylece x = 0 i¢in Z—Z’in biliniyor olmasi ile (6.5) denklemi U;’ye gore
adi bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemde U, elde edilerek ters doniisiime

gecilirse u(x,y) ¢oziimii bulunur.
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Eger x, (—o, o) arahigmnda degistiginde, x —» tooicinu — 0 kosulu ile iistel

Fourier doniistimii kullanilir. Boylece denklem

62

aﬁ+bu+cu+Lu=f(x,y) (6.6)

genel halini alir. (6.6) denklemine Fourier doniisimii ve (4.17) esitliginin

uygulanmasi ile F{u} = U olmak iizere
—aw?U+ibwU+cU+LU=F

seklinde U’ya gore y degiskenli diferansiyel denklemi elde edildikten sonra U

¢Oziilerek ters doniisiime gegilir. Boylece u(x,y) ¢oziimii bulunur.
Ornekler:
1. Yarim-sonsuz bir ortamda lineer 1s1 akim1 denklemi

v 0%
E =cC W (67)

dir. Baslangi¢ ve sinir kosullar1

t>0 . x=0 icin v=yv,

t=0.x=0 icin v=0

olup, x - oo iken v, Z—Z — 0 oldugu varsayiliyor. Bu kosullar altinda diferansiyel

denkleminin ¢6ziimiini bulunuz.

v(x,t) fonksiyonunun Fourier siniis doniistimii

e}

Fs{v(x, t)} = j v(x,t).sinwt.dt = Vs(w,t)
0
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ile gosterelim. (6.7) denklemine Fourier siniis doniisiimii uygulayalim.

Tov t.dt = c? "o t.dt (6.8)
. at.San . =C . 6x2.San . .

Bu ifadenin sol tarafi

OJ‘X’ e dt_aVS_dVS
5t ), v.sinwt.dt = —==—
sag tarafi ise (6.1) ve sinir kosullar1 altinda
® 9%y "
) ﬁ.smwt.dt = wvyy —wVs
oldugundan (6.8) denklemini
dVs
T + c?2w?Vs = c?wy,

seklinde yazariz. Bu denklem, ¢ degiskenine gore birinci mertebeden lineer

diferansiyel denklemdir. Bu denklemin ¢6ziimii
Vo 2,2
V =—(1— —-c“w“t
S =W (1-e )

seklindedir. (4.14) teki ters doniisiime gecersek,

e}

@ _ ,—Ccw2t) o
W(l e ).smwt.dw

v t) = Folls w0} == [

0

2V, (< sinwt 2V, < sinwt
v(x,t) = 0] dw — 0] e~ tdw
T ), w T ), w

elde edilir. I1k integralin /2 oldugunu biliyoruz (Ornek 4.3). Ikinci integral ise
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joosinwt —ctwrey m f( X )
e w=—er
0 w 2 Zc\/t_f

dir. Sonugta 1s1 denkleminin ¢oziimii

v(x,t) = v, [1 —erf (2;\/?)]

bulunur.

2
2. % = ¢? % lineer 1s1 diferansiyel denkleminin —co < x < oo , t > 0 araliginda

|x| > o0 icin v—0

v(x,0) = e*"

kosullar1 altinda ¢6ztiimiinii bulunuz.

Denkleme x degiskenine gore Fourier doniisiimiinii uygulayalim. (4.17)’den tlirevin

Fourier doniisiimiinii kullanacagiz. F{v(x, t)} = V(w, t) ile gosterirsek,

c? jm —6225;’ t—) e~ Wrdx = jm va;;, 2 e~ WX gy

a ,
—c2w?V(w,t) = a] v(x, t).e " W¥dx

dv(w, t)

2,2
—_ ’t =
c*w?V(w,t) It

t degiskenli denklemin ¢6ziimii,

V(w, t) = A(w)e "W’ (6.9)

104



olacaktir. A(w) integrasyon sabitini baslangi¢ kosullarma gore bulmak igin

V(w,t)’nin degerini, v(x,t)’nin doniisiimii yardmiyla bulalim. v(x,0) = e~*’

kosuluna gore
V(w,0) = Flv(x, 0)} = j e+ o= Wr gy

yazilir. Bu integral ise Gauss Fonksiyonun Fourier Doniisiimii olup sunucu

(4.7.13)’te bulmustuk
V(w,0) = F{v(x,0)} = Vme ™ /4
seklindedir. Bu ifade (6.9)’in t = 0 i¢in degerine esittir. Bu iki ifadenin esitliginden
A(w) = Ve W /4

yazilir. Boylece (6.9) denklemi

V(w, t) = Ve W /4 e=c*w™

Vw,t) = \/Ee—(1+c2t)w2/4

seklinde yazilir. Ters doniisiime gegtigimizde (4.7.13) Gauss Fonksiyonun Fourier

Doéntistimii yardimiyla asagidaki sonuca ulagilir.

1
V1 + 4c?t

e—X?/(1+4c?t)

v(x,0) = FH e (+e?Ow?/e) =

3. x uzunluk ve ¢ zamam gostermek lizere u(x,t) fonksiyonu, sonsuz uzunluktaki
(—o0o < x < ) telin denge durumundan kiigiik bir genlik ile titresiminin

diferansiyel denklemi (Dalga Denklemi)

262u_62u 610
“oxz T a2 (6.10)
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dir. Baslangic kosullar1

t =0 icin u(x,0)= f(x)
du

E o = vo(x)

olmak tizere diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii bulunuz. Burada f (x) ve uy(t = 0)

telin baslangic konumunu ve hizin1 gostermektedir.

Denkleme x degiskenine gore Fourier doniisiimiinii uygulayalim. (4.17)’den tlirevin

Fourier doniisiimiinii kullanacagiz. F{u(x, t)} = U(w, t) ile gosterirsek,

c? jm _62:;)(;, t—) e~ Wxdx = jm _GZL(;S;, t—) e~Wxdy

—
2

0 @ ,
—c2wiU(w,t) = Wj u(x, t).e " ™xdx

d?U(w,t)

—c*w?U(w,t) =
c*w?U(w,t) T

d?U(w,t
d*Uw,t)

T c2w?U(w,t) =0 (6.11)

t degiskenine gore lineer diferansiyel denklem olup ¢oziimii,
Uw,t) = F{u(x,t)} = A(w) cos wct + B(w) sinwct (6.12)

olur. Baslangi¢ kosullarina gore A(w) ve B(w) katsayilarimi bulalim. (6.12) esitligi
t = 01i¢in

U(w,0) = A(w)
olur. Ayn1 zamanda

t=0 icin u(x,0)=f(x)
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oldugundan
Flulx,0)} = F{f ()} = F(w)
yazilir ki
F(w) = A(w)
sonucuna ulasilir.

B(w) katsayisini bulmak i¢in ikinci kosulu kullanacagiz. Bunun igin
Ulw,t) = j ulx, t)e Wxdx

ifadesinde tiirev alip t = 0 alarak

dU(w,t)
dt

j“’ Oug, t)

t=0 —o0 t=0

olur. Ayni zamanda (6.12) esitliginin tiirevinin ¢ = 0 i¢in degeri

dU(w,t)

It = B(w).wc.coswct|,—o = B(w).wc

t=0

olacaktir. (6.13) ve (6.14) ifadelerinin esitliginden

Vo(w)
wc

B(w) =

bulunur.(6.11) denkleminin ¢6ziimii olan (6.12)

Vo (w)
wc

Uw,t) = F{u(x,t)} = F(w) coswct + sinwct
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seklinde yazilabilir. Bu esitlikten ters doniisiime gecilip,

sinwct e™*dw

1 jm VO(W)

1 0]
ulx, t) = 2—] F(w) coswct e™*dw + —
) 21 wc

coswct ve sin wct yerine Euler formiillerini yazalim.

111 (® ) ) )
u(x,t) = Elﬁj F(w)(ewet 4 e=twet)eiwxqyy

1 j Vo (w)

> ( iwct __ e—lwct)elwxdwl
s wi

11 (@ , ,
u(x, t) = E [%j F(W)(elw(x'l":f) + elw(x—ct))dw

1 j Vo (w)

( iw(x+ct) _ eiw(x—ct))dw
2mc wi

y = (x + ct) ve z = (x — ct) olmak iizere

Vo (w)
wi

111 r° . ] 1 '
u(x,t) = Elﬁj F(W)(e‘wy + e‘WZ)dw + o cj ( iwy _ ezwz)dwl

yazilir. Birinci integralin
1 (” . .
—an F(W)(e‘Wy + e‘WZ)dw = f(y) + f(2)

oldugu goriiliir. Ikinci integral icin ise (4.18) den

{j f(@). dr} L(vv:) F- {F(W)} j f(o).dt

oldugunu hatirlayarak
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! VO W) ey dw j f(@).dt , (y=x+ct)

27‘[ wi
1 *V
) OVS:V) Wz gy j f(@).dt , (z=x—ct)

yazilabilir. Buradan da

an Vo(w) WY dw — 1] Vo(w) iWZdW:ijvo(T).dT:jx-l-CtvO(T)_dT

wi 2 wi —ct

olur ki, bu da diferansiyel denklemin ¢dziimiiniin

x+ct

u(x, t) = [f(x +ct) + f(x —ct) + 1] vo(r).drl

x—ct

seklinde oldugunu gosterir.

Ik hizin t = 0°da v, = 0 olmasi halinde ¢6ziim fonksiyonu

u(x, t) = %[f(x + ct) + f(x — ct)]

olacaktir.

4. x uzunluk ve ¢ zamam gostermek tizere u(x,t) fonksiyonu, yarim-sonsuz
uzunluktaki telin bir ucunu orijine baglayarak Ox-ekseninin pozitif yonii

dogrultusunda gerelim. Bu durumda transvers (yanlama) serbest titresimler

0°u  0%u 615
9tz ax? (6.13)
Dalga Denklemini saglar.
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0
t =0 icin u(x,0)=f(x) , 6_:: =0 (x>0)
t=0

u(0,t) =0 (biitiin t'ler i¢in)
kosullar1 altinda diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii bulunuz.
u(x, t) fonksiyonunun Fourier siniis donligiimii

F{U(x, )} = Us(w, 1)

ile gosterelim. (6.15) denklemine x degiskenine gore Fourier siniis donigiimii

uygulayalim.

®02%u 92
F.sinwt.dt=c2 W.sinwt.dt
0 0

d?Us(w, t)

1i? = c?[w.u(0,t) — w?Us(w, t)] = —c?w?Ug(w, t)

d?Us(w, t)
dt?

+ c2w?Us(w,t) = 0
diferansiyel denklemine ulagilir. Bu denklemin ¢6ziimii
Us(w, t) = A(w) coswct + B(w) sin wct

seklindedir. Baslangi¢ kosullar1 altinda

t =0 icin u(x,0)=f(x) = Us(w,0) = Fs(w)

0 oUs(w, t
ou 0wl
Ot o ot —o
olur ki buradan
Aw)=Fsw) , Bw)=0

110



bulunur. Boylece

Us(w, t) = Fg(w) cos wct

esitligi elde edilir. (4.14) teki ters doniistime gecersek,

2 [ee]
FHUs(w, 1)} = ;j Fg¢(w) coswct.sinwt . dw
0
2 [ee]
ulx, t) = ;j Fs(w) [sinw(x + ct) + sinw(x — ct)]dw
0

u(x,t) = %[f(x + ct) + f(x — ct)]

sonucu bulunur.
5. Telgraf denklemi olarak adlandirilan

0%u(x,t) ou(x, t) 0%u

5z T (a+p) FY afu(x,t) = czﬁ (6.16)

denkleminin baslangi¢ ve sinir degerleri olmadan ¢6ziimiinii arastiralim.

(6.16) denkleminde @ = B = 0 alinirsa dalga denklemine doniisecegi agiktir. Simdi
ise a,f >0 i¢in islem yapacagiz ki telin direnci ve zemine iletkenligin sifir

olmadigmi kabul etmis olacagiz.

Denkleme x degiskenine gore Fourier doniisiimiinii uygulayalim. (4.17)’den tlirevin

Fourier doniisiimiinii kullanacagiz. F{u(x, t)} = U(w, t) ile gosterirsek,

co Zu ) [e¢) au ] co ] 0 azu '
We—wadx+ (a+ﬁ)f Ee—lwxdx_{_aﬂf ue WX gy = sz ﬁe_lwxdx
d?U(w,t dU(w,t
d(tz )+(“+ﬁ)%+aﬁU(W,t) = —c?w?U(w,t)
d?U(w,t dU(w,t
% + (a +ﬁ)% + (aB + c2wH)U(w,t) =0 (6.17)
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yazilir. U(w, t) ‘nin ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemini elde etmis

olduk. Bu denklemin ¢oziimii U(w, t) = e"* seklinde olmalidir. Bu da ancak

_—atp= V(@@ +B)? —4(ap + c2w?)
B 2

. —(a+pB) £/ (a—B)?— 4c2w?
- 2

olmasi ile mumkiindir.

Eger (a — f)? = 4c?*w? ise r’nin negatif iki reel degeri bulunur. Bunu gostermek

istersek,

0 <(a—pB)?—4c*w? < (a—p)?
0<.(a—p)2—4c?w? < |a—p|

—(@+p) —la—pl _—(a+p) £y(@—p)—4c’w? —(a+p)+l|a—}l
2 = 2 = 2

yazilir. |la—pBl, ya a—pB (egera > pBise) ya da B —a(egera < pise)

oldugundan

< —(oc+ﬁ)i\/(0;—ﬁ)2—4€2W2 <_p

elde edilir ki bu da r’nin —« ile —f arasinda negatif iki reel degeri oldugu anlamina
gelir. t —» oo i¢in U(w, t)’nin her iki ¢6ziimii de sifirdir ve bu da telin gegiciligini
gosterir. Dolayisiyla (a — f)? < 4c?w?  olmadikca U(w,t)’yi sifir olarak

diisiinecegiz.

. —(a+pB) £ (a—B)?— 4c2w?
- 2

r= _(a;—ﬁ) i%\/élczwz — (a—p)?
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_ 2
burada y = (az;ﬁ) ve p(w) = \[ cZw? — (%) olarak alirsak

r=-ytip(w)
elde edilir. Buna gore (6.13) denklemi i¢in genel ¢oziim

Uw,t) = e 7t [F(w)e Mt 4 G(w)el?]

olacaktir. Buradan ters doniisiime gegelim.
1 @ ) . .
u(x,t) = gy e~ vt j [F(W)e“"’(w)t + G(W)e“”(w)t]elw"dw
Eger telgraf telimiz i¢in @ = B segersek @ (w) = cw olacaktir ve

1 @ . ) )
u(x,t) = gy e vt j [F(W)e“CWt + G(W)e‘CWt]elW"dw

1 ° , .
u(x, t) = % e vt j [F(W)ezw(x—ct) + G(W)elw(x+ct)]dw

u(x,t) = e 7f(x —ct) + glx + ct)]

ifadesine ulasilir. Bu ifade ayn1 zamanda dalga denklemi i¢in de anlamhidir. Soyle ki

¢ hizinda saga dogru ve ¢ hizinda sola dogru hareket eden dalga paketlerini ifade

eder. Bu dalga paketleri zamanla sekil degistirmezler. Ancak e~ faktorii paketlerin

boyutunu azaltir. Eger tel boyunca periyodik olarak amplifikatorler (yiikselticiler)

yerlestirirsek, sinyalleri kayipsiz iletebiliriz.

Eger a # B ise ¢(w), w'nin kompleks bir fonksiyonu olur. F(w), sadece w

etrafindaki dar aralikta sifir degil ise, bu aralikta ¢(w), w, civarinda Taylor

aciliminin baslangini ifade eder ki
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do(wy)
dw

p(w) + . (W —wo)

dlr. d‘P(Wo)

= p, ile gosterirsek
aw 0 g

1 © , '
uCet) = e [ e otte
1 o , ,
=5 e 1t f F(w)e~ilewo)+vow—wo)lt giwx gy,
n —0o0
. 1 © ]
= e‘”e‘l[(f’(wo)ﬂo-wolf.—Zn f F(w)e"&=v0. gy

= e Ve ioWwoltvowolt £(x — yot)

¢cOziimiine ulasilir. Bu ¢6ziim bize dalga paketlerinin v, hiziyla wy’a ¢ok yakin

hareket ettigini ifade eder.
a = f§ olmas1 disinda, vy hizi wy’a 6nemli bir bagimlilig1 oldugunu gostermektedir.

Dolayisiyla w’nin farkl degerleri i¢in dalga paketlerinin hizlar1 degisir. Bu dagilima,

dalga paketlerinin sapmasi sebep olur.
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BOLUM 7

SONUCLAR

Bu calismada, Dirichlet kosullar1 altinda periyodik fonksiyonlarm Fourier Serileri
belirlenmistir. Fourier Serilerinden, Fourier Integraline ve Fourier Doniisiimiine
gecisler yapilmistir. Dirichlet Kosullarini saglayan fonksiyonlarm yam sira
saglamayan fonksiyonlarin da Fourier Doniisiimlerinin oldugu gosterilmistir.

Diferansiyel denklemlerin Fourier Doniistimleri yardimi ile ¢6zlimlerinin arastirildigi

bu calisma sonucunda;

1. Sabit katsayili lineer diferansiyel denklemlerin ikinci kismimin Dirichlet
Kosullarmi saglayan fonksiyonlar oldugunda Fourier Doniisimii yardimiyla

0zel ¢oziimlerinin bulunabilecegi gosterilmistir.

2. Sabit katsayili lineer diferansiyel denklemlerin ikinci kismimin Dirichlet
Kosullarin1 saglamayan polinom fonksiyonlar oldugunda Fourier Doniigiimii

yardimiyla 6zel ¢6ziimlerinin bulunabilecegi gosterilmistir.
3. Sabit katsayili homojen lineer diferansiyel denklemlerin ikinci kismindaki “0”
yerine Dirac Delta Fonksiyonu alinmasi sonucu Fourier Doniisiimii yardimiyla

0zel c¢oOziimlerinin bulunabilecegi gosterilmisti. Bu 06zel ¢dziimlerin,

diferansiyel denklem »n. mertebeden oldugunda

y(0) =0,y (0)=0,y"(0) =0,..,y™D0) = +1

baslangi¢ kosullarmi sagladigi goriilmiistiir.

4. Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin Fourier Doniisiimleri yardimiyla

¢Ozlimlerinin yapilabilecegi gosterilmistir.
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