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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

CiZGELERIN ZEDELENEBILIRLiK DEGERLERININ BULUNMASI
UZERINE

Mustafa Cagatay KORPE

Karabiik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Danismani:
Yrd. Dog. Dr. Tufan TURACI
Ocak 2015, 74 sayfa

Cizge teorisi matematik ve bilgisayar bilimlerinin 6nemli dallarindan biridir.
Gilintimiizdeki bir ¢ok karmasik problem ¢izgeler ile modellenip, ¢6ziimleri daha
kolay bir bigimde yapilabilir. Iletisim aglarinin zedelenebilirliginin hesaplanmasi bu
problemlerden biridir. Zedelenebilirlik, agin baz1 merkezleri ya da baglant1 hatlar1
hasar gordiiglinde, agin bozulmaya kars1 direncini gosterir. Bir iletisim aginin
zedelenebilirliginin hesaplanmas1 i¢in ¢izge teoride tanimlanmis pek ¢ok c¢izge
parametresi vardir. Bu parametrelerden bazilar1 baglantililik sayisi, biitlinliik sayist,
dayaniklilik sayisi, sacilim sayisi, baskinlik sayisi, 2-baskinlik sayisi, bagimlilik

sayis1 Ve 2-bagimlilik sayisidir.

Bu tezde ilk olarak genel ¢izge tanim ve teoremleri verilmistir. Ardindan bilinen bazi
genel ¢izge yapilarinin (yol, ¢evre, yildiz, tekerlek, tam cizge) orta ¢izgeleri i¢in

2-baskinlik ve 2-bagimhilik degerleri hesaplanmistir. Daha sonra, tekerlek ¢izge,



tekerlek c¢izge ile ilgili ¢izge yapilar1 (arkadaglik, disli, diimen, aygicegi ¢izge) ve
bunlarin ayrit ¢izgeleri i¢in 2-baskinlik ve 2-bagimlilik degerleri hesaplanmistir. Son

olarak, bir ¢izgenin 2-baskimlik sayisini bulan algoritma verilmistir.

Anahtar Sozciikler : lletisim aglari, cizge teori, zedelenebilirlik, baglantililik
say1si, 2-baskilik sayisi, 2-bagimlilik sayisi.
Bilim Kodu : 204.1.138



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

ON FINDING VULNERABILITY VALUES OF GRAPHS

Mustafa Cagatay KORPE
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Thesis Advisor:
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January 2014, 74 pages

Graph theory is an important branches of the mathematics and computer science.
Nowadays, many problems which have a complex structure can be modeled by
graphs, thus solution of these problems can be done easily. One of these problems is
computing the vulnerability of communication networks. Vulnerability indicates the
resistance of a network to disruptions in communication after a breakdown of some
processors or communication links. There are a lot of graph parameters for
computing wvulnerability of a communication network. Some of them are
connectivity, integrity, toughness, scattering number, domination number,

2-domination number, bondage humber and 2-bondage number.

In this thesis, firstly general graph definitions and theorems are given. Then,
2-domination numbers and 2-bondage numbers are calculated for middle graphs of
general graph structure (path, cycle, star, wheel, complete graphs). After, same

calculations are made for wheel graphs, wheel related graphs (friendship, gear, helm,

Vi



sunflower graph) and theirs line graphs. Finally, algorithm is obtained values of
2-domination number of any graph is given.

Key Words  : Communication  network, graph theory, vulnerability,

connectivity, 2-domination number, 2-bondage number.
Science Code : 204.1.138
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BOLUM 1

CiZGELERIN ZEDELENEBILIRLIK DEGERLERININ BULUNMASI
UZERINE

1.1. GIRIS

20. ve 21.ylizyillar1 arasinda teknoloji hizli bir sekilde ilerleme gostermistir. Tiim
alanlarda bunun izlerini gérmek miimkiindiir. Bilgisayar basinda tek bir tusla
istenilen bilgiye ulasilmasina, banka islemleri, is basvurular1 gibi bir ¢ok islemi
yapilmasina imkan vermektedir. Bir baska ifadeyle insanlar daha kisa siirede birgok
i1 yapabilir, daha az enerji ile daha fazla isin iistesinden gelebilir hale gelmistir. Bu
durumun iyi yanlar1 oldugu gibi kotii yanlarida mevcuttur. Bilgisayar basida
yaptiginiz biitlin islemleriniz saldirilara maruz kalabilir ve insanlarin kisisel bilgileri,
sirketlerin politikalar1 sizdirilabilir hale gelmistir. Gliniimiizde tilkeler olsun, sirketler
olsun giivenlik zaafiyetine karsi ciddi onlemler alirlar ve bunun i¢in biiytlik biit¢eler
aymrirlar. Teknolojinin hizla ilerlemisiyle birlikte bir ¢ok sorun da ortaya ¢ikmustir.
Bu sorunlarin bazilar1 matematiksel model yapilarak daha kolay ¢oziilebilir hale

gelmistir.

Unlii matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783) 18. vyiizyilda ¢izge teorisinin
temellerini atmistir. Konigsberg sehri eski ve yeni Pregel nehirlerinin birlestigi bolge
iizerindedir. Bu nehirler sehri 4 bolgeye ayirir. Nehir iizerinde bu bolgeleri birlestiren
yedi tane koprii vardr. Biitiin kopriilerden yanliz bir kez ge¢gmek kosulu ile
basladigimiz yere geri donebilirmiyiz? Euler, boyle bir yiiriiyiisiin yapilamayacagini

problemi ¢izge teorisi ile modelleyerek ispatlamistir (Harary, F., 1969).



Sekil 1.1. Pregel nehrinin 4 bolgeye ayirdigi Konigsberg sehri.

Tanim 1.1.1

G:(V (G),E(G)) cizgesi, tepeler denilen bos olmayan bir V(G)Sonlu objeler
kiimesi ile birlikte, G nin farkl tepe ¢iftlerinin diizensiz siralanisi olan bir E(G)

(bos olabilir) ayritlar kiimesidir (Harary, F., 1969).
1.2. ILETiSiM AGLARI VE ZEDELENEBILIRLIK

Bir bilginin korunmasi ya da hizli bir sekilde aktarimi ¢ok dnemlidir ve giin gegtikge
onem kazanmaktadir. Bununla beraber iletisimin hizi, glivenilirligi ve kesintisizligi
istenilen bir 6zellik olmaktadir. Bir iletisim agi, merkezlerden ve bu merkezleri
birbirine baglayan baglant1 hatlarindan olusur. Herhangi bir soruna ve kotii kosullara
kars1 merkezlerin ve baglant1 hatlarinin nasil ve ne kadar dayanabilecegi yahut baska
bir iletisim ag1 ile Kkarsilastirmasi sonucunda hangisinin daha dayanikli oldugu
bilinmesi gereken bir sorular olmustur. Bu sorularin  muhattabi olarak
“zedelenebilirlik” kavrami ortaya ¢ikmustir. Bir iletisim agmin merkezlerine ya da
iletisim hatlarina zarar gelmesine karst agin gostermis oldugunu dayanma giiciiniin

Olgtimiine agin zedelenebilirlik degeri denir (Turaci, T., 2012).

Bir iletisim agi, merkezleri bir ¢izgenin tepeleriyle, baglanti hatlar1 ise ¢izgenin
ayritlar olmak iizere gizgelerle modellenir. Iletisim sistemleri, genellikle kopmalara
ve saldirilara maruz kalirlar. fletisim aginm dayamklihgm &lgmek igin literatiirde
cesitli Olclimler varken iletisim agmin giivenirliligini hesaplayacak formiilleri
tiretmek igin bir ¢ok zedelenebilirlik parametresi vardir. Cizgelerdeki ilk

zedelenebilirlik parametresi baglantililik sayis1 (connectivity)’dir.



Daha sonra bircok zedelenebirlirlik parametresi tanimlanmigtir. Bunlardan bazilari;
dayaniklilik (toughness), kararlilik (tenacity), biitlinlik (integrity), baskinlik sayis1
(domination number), bagmmlilik sayis1 (bondage number) ve 2-baskinlik sayisidir.

Son yillarda 2-bagimlilik sayis1 da zedelenebilirlik parametresi olarak tanimlanmstir.

1.3. TEMEL CiZGE TANIMLARI

Bu boliimde temel ¢izge tanimlar1 verilmistir.

Tanim 1.3.1.

Bir G ¢izgesindeki herhangi bir v tepesinin a¢ik komsulugu (open neigborhood), v

tepesine komsu olan tepelerin olusturdugu kiimedir ve Ng(v) olarak gosterilir.
Benzer sekilde v tepesinin kapali komsular kiimesi ise Ng(v)u{v} seklinde

tanimlanir ve N;[v] olarak gosterilir (Chartrand, G. and Lesniak, L., 2004).

Tanim 1.3.2.

Bir G ¢izgesinde herhangi bir v eV (G) tepesinin derecesi, o tepenin bitisik oldugu

ayritlarin sayisidir ve dg (V) ile gosterilir (Buckley, F. and Harary, F., 1990).

Tanim 1.3.3.

Bir ¢izgenin tepe derecelerinin en kii¢iigiine ¢izgenin minimum tepe derecesi

(minimum vertex degree) denir ve §(G) ile gosterilir (Chartrand, G. and Lesniak, L.,

2004).



Tanim 1.3.4.

Bir ¢izgenin tepe derecelerinin en biiyligline ¢izgenin maksimum tepe derecesi

(maximum vertex degree) denir ve A(G) ile gosterilir (Chartrand, G. and Lesniak,

L., 2004).

Tanim 1.3.5.

G ¢izgesindeki bir dereceli tepeye u¢ tepe (end vertex) denir (Buckley, F. and
Harary, F., 1990).

Tanim 1.3.6.

r € Z" olmak iizere bir G ¢izgesinde, herhangi bir veV (G) i¢in d,(v)=r ise G

cizgesine r-diizenli ¢izge (r-regular graph) denir (Buckley, F. and Harary, F., 1990).

Tanim 1.3.7.

Bir G(V(G),E(G)) ¢izgesinin bazi ayrit ve tepelerinden V,(G)cV(G) ve
E,(G) c E(G) olmak iizere H(V,(G), E,(G)) ile tanimli ¢izgeye, G ¢izgesinin bir alt

cizgesi (subgraph) denir (Buckley, F. and Harary, F., 1990).

Tanim 1.3.8.

Bir G ¢izgesinde S <V (G) olmak iizere, ¢izgenin her ayritinin en az bir ug tepesi S
kiimesinin elemant ise S kiimesine, G ¢izgesinin tepe 6rtii kiimesi (vertex cover set)
denir. En az elemana sahip olan tepe ortii kiimesinin eleman sayisina ise G ¢izgesinin

tepe ortii sayist (vertex cover number) denir ve «(G) ile gosterilir (West, D. B.,

1996).



Tanim 1.3.9.

Bir G ¢izgesinde S —V(G) olmak iizere, S kiimesi ¢izgenin komsu olmayan
tepelerinden olusuyorsa, S ye ¢izgenin bagimsiz kiimesi (independent set) denir. En
fazla elemana sahip olan bagimsiz kiimenin eleman sayisma ise G ¢izgesinin

bagimsizlik sayis1 (independence number) denir ve 3(G) ile gosterilir (West, D. B.,

1996).
1.4. CiZGELERDE ZEDELENEBILIRLIK PARAMETRELERI
Tamm 1.4.1.

Baglantili bir G ¢izgesini baglantisiz yapmak veya tek izole tepe elde etmek igin

cizgeden ¢ikarilmasi gereken en az tepe sayisina ¢izgenin baglantililigr (connectivity)
denir ve k(G) ile gosterilir. Bir G ¢izgesinin bilesenlerinin sayisi W(G) olmak

tizere baglantililik tanim1 asagidaki bi¢imdedir (Frank, H., Frisch, I. T., 1970).
k(G) = Sgl(rg){|8|:w(G ~$)>2}" dir.

Tanim 1.4.2.

V(G), G ¢izgesinin tepeler kiimesi olmak iizere D cV(G) olsun. V(G)-D
kiimesindeki her tepe; D kiimesindeki herhangi bir tepeye komsu ise, D kiimesine
baskin kiime (dominating set) denir. G ¢izgesinin baskin kiimeleri arasindaki en az

elemana ait kiimenin eleman sayisina baskinlik sayisi (domination number) denir ve

7(G) ile gosterilir (Haynes, T. W., Hedeniemi, S. T. and Slater, P. J., 1998).

7(G) = Drg\jg){|D| :Ng[D]=V (G)}-dir.



Tanim 1.4.3.

E’' < E(G) olmak tizere, »(G—E')>y(G) sarti saglayan minimum elemanh E’

kiimesinin eleman sayisina ¢izgenin bagimlilik sayisi (bondage number) denir

(Barefoot, C. A., Entringer, R., Swart, H. C., 1987).
b(G) = min ){|E’| 17(G-E')>7(G)} drr.

Tanim 1.4.4.

G bir gizge ve G ¢izgesinin tepelerinin herhangi bir kiimesi S olsun. G—-S
cizgesinin en biyiik boyutlu bileseninin tepe sayisi m(G—S) olmak tizere, G

cizgesinin tepe biitiinliik degeri (vertex integrity) denir. (Barefoot, C. A., Entringer,
R., Swart, H. C., 1987).

1(G) = min {|S|+m(G —S)} olarak tanimlanr.

ScV(G)
Tanmim 1.4.5.
Bir G cizgesi igin dayaniklilik (toughness) degeri; m(G—S), G—S gizgesindeki en

biiyiik bilesenin tepe sayist olmak {izere asagidaki bigimde tamimlidir (Chvatal, V.,
1973).

) S
t(G) =min ¢ olarak tanimlanur.
sev | m(G-S)

Tanim 1.4.6.

Bir G ¢izgesi i¢in ScV ve W(G—S), G —S ¢izgesinin bilesen sayis1 olmak

lizere, bir ¢izgenin kararlilik (tenacity) degeri asagidaki bigimde tanimlidir



_[IS[+m(G-9) ], .. .
T(G) =min{——— =}’ dir (Cozzens, M., Moazzami, D., Stueckle, S., 1995).
sev | w(G-9)
Tanim 1.4.7.

Bir G ¢izgesi i¢in parcalanma derecesi (rupture degree). S <V olsun. W(G —S),
G —S ¢izgesinin bilesen sayis1 ve m(G - S) , G =S ¢izgesindeki en biiyiik bilesenin

tepe sayist olmak {iizere, bir ¢izgesinin dayaniklilik sayis1 asagidaki bigimde

tanimlanir (LI, Y., Zhang, S. and Li, X., 2005).

r(G) = Srp%){w(c; —S)—|S|-m(G-S)|W(G -S) >1} dir.

Tanim 1.4.8.

G bir birlestirilmis ¢izge ve G ¢izgesinin tepe kiimeleri V (G), ScV (G) olmak
tizere; V (G)—S kiimesindeki her tepe; S kiimesindeki en az iki tepeye komsu ise

S kiimesine 2-baskin kiime denir. G ¢izgesinin 2-baskin kiimeleri arasindaki en az
elemana ait kiimenin eleman sayisina 2-baskinlik sayist (2-domination number) denir

ve 7,(G) ile gosterilir (Haynes, T. W., Hedeniemi, S. T. and Slater, P. J., 1998).
Tanim 1.4.9.

G bir birlestirilmis ¢izge ve G ¢izgesinin ayritlar kiimesi E(G) olmak {izere
F c E(G) olsun. G ¢izgesinin 2-baskinlik sayisini artirmak i¢in G ¢izgesinden

atilmas1 gereken ayritlarin olusturdugu minimum elemanli F kiimesinin eleman

sayisma 2-bagimhilik sayisi (2-bondage number) denir ve b,(G) ile gosterilir

(Krzywkowski, M., 2013).

b, (G) :Sgi(g){|s| 7,(G=5)>7,(G)} dir.



Ornek 1.4.10.

Sekil 1.2°de verilen ¢izgenin baskinlik sayisini, bagimlilik sayisint ve 2-baskinlik

sayisi, 2-bagimlilik sayilarini ve kiimelerini bulalim.

Sekil 1.2. 5 tepeli 4 ayrith bir G ¢izgesi.

Oncelikle baskmlik ve bagimlilik kiimelerini ve sayilarini bulalim.

S = X1} baskin kiimedir.

} baskin kiimedir.

5 X } baskin kiimedir.

{
=%
s = XX

2 ={X, %, %, X, | baskin kiimedir,
5= 160 X0 X

X} baskin kiimedir,

S.,S,,S;,S, ve S, kiimelerinin hepsi G ¢izgesinin baskin kiimeleridir. Bu
cizgenin baskinlik sayisi ise bu kiimelerinin minimum elemanl kiimenin eleman

sayisidir. S, kiimesi minimum elemanl baskin kiime olup, baskinlik sayis1 y(G)=1

dir.

E, —{ x%, } ayrit1 atildiginda geriye kalan G — { 3%, } ¢izgesinin minimum elemanli
baskmn kiimesi, baskinlik sayisi tammimdan S ={X1,X2} olur. Baskinlik sayisi ise

7(G —{eX1X2 }) =2 bulunur.



E = {exlxz’exlxg} ayrit1 atildiginda geriye kalan G _{exlxz’exlxs} ¢izgesinin minimum

elemanli  baskin  kiimesi S={X1,X2,X3} olur. Baskinhk sayis1 ise

7(G —{eXle €y }) =3 bulunur.

Diger durumlarda da 1’e esit yada 1’den biiyiik degerler bulunur. Minimum elemanli
kiimenin eleman sayisi, bagimlilik sayisi oldugundan G ¢izgesinin bagimlilik sayisi

b(G) =1"dir.

Baskinlik ve bagimlilik degerlerini bulduktan sonra 2-baskinlik ve 2-bagimlilik

degerlerini bulalim.

2-baskinlik tanimi geregi izole ve bir dereceli tepeleri 2-baskin kiime igcermek

durumundadir. G ¢izgesinin 2-baskin kiimesine bakacak olursak;

S, ={%, X3, Xy, X5} 2-baskin kiimedir.
S, = {Xl, Xy, X5, X4, Xs | 2-baskin kiimedir.
S, ve S,, G gizgesinin 2-baskimn kiimeleridir. S, kiimesi minimum elemanli kiime

oldugu i¢in G ¢izgesinin 2-baskinlk sayis1 y,(G) =4 dir.
Simdi 2-bagimlilik sayisini hesaplayalim.

E :{exlxz} ayritt atildiginda geriye kalan G _{exlxz} ¢izgesinin minimum elemanl
2-baskin kiimesi S, = {XZ, X1 Xy, X5} bulunup, 2-baskinlik sayisi degismez.

E, :{exlxz’exlxg} ayrit1 atildiginda geriye kalan G —{e e } ¢izgesinin minimum

XXy T XX

elemanli 2-baskimn kiimesi S, = {Xz, Xg1 Xy X5} bulunur.



E, :{exlxz’exlxs’exlx4} ayrit1 atildiginda geriye kalan G—{e e

xx, * Exx, 1 Exx, } ¢izgesinin

minimum elemanli 2-baskin kiimesi S = {Xl, Xy, Xgy Xy XS} bulunur.

7,(G— {exlxz €51 €, }) =5 olurve y,(G- {eX1X2 1€, }) > y,(G) sartin1 sagladigi

i¢in 2-bagimlilik sayistise b,(G)=3 olur.
Ornek 1.4.11:

Sekil 1.3 ve Sekil 1.4’deki c¢izgelerin bazi zedelenebilirlik parametrelerince
inceleyelim.

Sekil 1.4. 14 tepeli, 15 ayrith G, ¢izgesi.

10



Iki cizgenin baskmlik ve bagimllik sayilarmi daha sonra da 2-baskinlik ve
2-bagimlilik sayilarini bulalim. Akabinde baglantililik sayilarini bulup bu iki ¢izgeyi

karsilastiralim.

G, c¢izgesi i¢in baskinlik, bagimlhilik, 2-baskinlik, 2-bagimlilik ve baglantililik

degerlerini bulalim.

Baskinlik ve bagimlilik parametrelerince inceleyelim;

Oncelikle minimum elemanh bir S, kiimesi olugturalim. Geriye kalan V (Gl)—S1

kiimesinde kalan her bir elemanin S, kiimesinde en az bir komsu tepesi varmi

kontrol edelim. Bu sekilde ¢izgenin baskin kiimesi olusturulur.

S, ={X, X5, %, X} kiimesinde, V(G,)—S, kiimesindeki herbir tepenin en az bir
komsusu vardir. Dolayistyla S; kiimesi G, ¢izgesinin baskim kiimelerinden birisi
olmus olur. Diger bulunan baskin kiimelerin eleman sayilari, S, kiimesinin eleman

sayisindan daha fazla olur. Minimum elemanli baskin kiime S, oldugundan G,

cizgesinin baskinlik sayisi 7/(61) =4 bulunur.

Cizgenin baskinlik sayisini arttirmak i¢in ¢izgeden ¢ikarilan minimum sayidaki ayrit

sayisida ¢izgenin bagimlilik sayini verir. Burdan yola ¢ikarak;

E = {exzxs} ayrit1 ¢izgeden ¢ikarildiginda yeni olusan G, _{exzxs} ¢izgesinin baskin

kiimesi S :{XZ,XS,XG,Xg,Xm} bulunur. Baskimlik sayisi ise )/(Gl—{e })=5 olur.

XXs
7/(G1 - {ex2x5 }) >7(G,) oldugundan G, gizgesinin bagimhlik sayis1 b(G,)=1elde

edilir.

2-baskimlik ve 2-bagimlilik parametrelerince G, ¢izgesini inceleyelim;

11



S, :{Xl,XZ,Xs,X4,X7,X9,X10,X11,X13} kiimesinde, V(G,)—S, kiimesindeki herbir
tepenin en az iki komsusu vardir. Dolayisiyla S, kiimesi G, ¢izgesinin 2-baskin
kiimelerinden birisi olmus olur. Diger 2-baskin kiimeler arasinda ki minimum
elemanl baskimn kiime S, oldugundan, G, c¢izgesinin 2-baskinlik sayisi )/2(G1)=9

bulunur.

Ss z{xl,X2,X3,X4,X7,X9,X12,X13,X14}, S4 :{Xl’X2!X3!X4’X7’X10’X11’X12’X14}

kiimeleride G, ¢izgesinin mimimum elemanli 2-baskin kiimeleridir.

G, c¢izgenin bulunan 2-baskinlik sayisini arttirmak i¢in minimum sayida ¢ikarilan

ayritlar kiimesini bulalim.

E,= {e ayrit1 ¢izgeden ¢ikarildiginda yeni olusan G, —{e ¢izgesinin

X7Xg ! exexg } X7X%g ! exaxg }

2-baskin kiimesi S ={X1,X2,X3,X4,X7,X8,X11,X12,X13,X14} bulunur. 2-baskinlik sayis1

ise 7,(G,{€,.,€,, ) =10 elde edilir,

Vs (Gl - {eX7X8 1€y }) >, (Gl) oldugundan G, c¢izgesinin bagmmhilik sayisi

b, (G,) =2 bulunur.

G, cizgesinin baglantililik degeri ise k(Gl):l’dir. {X7} tepesi ¢izgeden

cikarildiginda c¢izge baglantisiz ¢izge olmus olur. {XS},{XS},{XS},{XQ}W {X:I.O}

tepelerinden herhangi biri ¢ikarildiginda da ¢izge baglantisiz olur.

G, ¢izgesi i¢in bulunan bu zedelenebilirlik degeleri bir tablo ile gosterilecek olursa;

12



Cizelge 1.1. G, ¢izgesinin bazi zedelenebilirlik parametrelerine gore degerleri.

Gl
Tepe Sayisi 14
Ayrit Sayisi 15
Baglantililik Degeri 1
Baskinlik Sayist 4
2-Baskinlik Sayis1 9
Bagmmlilik Sayisi 1
2-Bagimlilik Sayisi 2

Simdi ise G, ¢izgesi i¢in baskinlk, bagimlilik, 2-baskmlik, 2-bagimlilik ve

baglantililik degerlerini bulalim.

Oncelikle G, ¢izgesini baskinlik ve bagimlilik parametrelerince inceleyelim;

S, ={X3,X5,X9,X12} kiimesinde, V(Gz)—S1 kiimesindeki herbir tepenin en az bir
komsusu vardir. Dolayistyla S; kiimesi G, ¢izgesinin baskin kiimelerinden birisi
olur. Diger bulunan baskin kiimelerin eleman sayilari, S; kiimesinin eleman

sayisindan daha fazla bulunur. Minimum elemanli baskin kiime S, oldugundan,

gizgenin baskin kiimesi S, kiimesi olur. G, gizgesinin baskimlik says1 ise 7(G,)=4

bulunur.

S, = {Xe’ Xs 1 Xg, X13} , S = {XS, Xs, X, XM} kiimeleride G, ¢izgesinin 4 elemanl baskin

kiimeleridir.

Cizgenin baskinlik sayisini arttirmak i¢in ¢izgeden ¢ikarilan minimum sayidaki ayrit

sayisida ¢izgenin bagimlilik saymi verir. Burdan yola ¢ikarak;

E = {ex1x3} ayrit1 ¢izgeden ¢ikarildiginda yeni olusan G, —{eXlX3} ¢izgesinin baskin

kiimesi S ={X1,X3,X5,X9,X12} bulunur. Basknlik sayisi ise }/(G2 _{exlxg}) =5 olur.

13



7(G2 _{ex1x3 }) > }/(Gz) oldugundan G, ¢izgesinin bagimlilik sayisi b(GZ) =1

bulunur.

2-baskinlik ve 2-bagimlilik parametrelerince inceleyelim;

S, :{Xl,XZ,X4,X6,X7,X8,X10,X12,X13} kiimesinde, V(GZ)—S2 kiimesindeki herbir
tepenin en az iki komsusu vardir. Dolayisiyla S, kiimesi G, c¢izgesinin 2-baskin
kiimelerinden birisi olmus olur. Diger 2-baskin kiimeler arasinda ki minimum
elemanl baskin kiime S, oldugundan, G, ¢izgesinin 2-baskinlik sayis1 7, (G2)=9

bulunur.

83 = {Xl’ X2a X41 Xey X7! Xgl Xioa X121 X14} ) 84 = {)(1, XZ’ X4, XG’ X7, X8’ XlO’ X13, X14} kﬁmeleride
G, c¢izgesinin mimimum elemanli 2-baskim kiimeleridir.
G, cizgenin bulunan 2-baskmlik sayisini arttrmak ig¢in minimum sayida ¢ikarilan

ayritlar kiimesini bulalim.

E, —{ 1, } ayrit1 ¢izgeden ¢ikarildiginda yeni olusan G, { Xl)(3}<;izgesinin 2-baskin

kiimesi S={Xl,X2,X3,X4,X6,X7,X8,X10,X12,X13} bulunur. 2-Baskmlik sayisi ise
( %S)

bulunur.

=1O olur.

2 oldugundan G, g¢izgesinin bagimlilik sayisi Db, (GZ):l

G, cizgesinin connectivity degeri ise k(Gz)zl’dir. {X5} tepesi ¢izgeden

cikarildiginda ¢izge baglantisiz ¢izge olmus olur. {XS} : {)(8} ) {Xg} ve {Xn}
tepelerinden herhangi biri ¢ikarildiginda da ¢izge baglantisiz olur.

Bulunan bu zedelenebilirlik degelerinin G, c¢izgesi igin bir tablo olusturulacak

olursa;

14



Cizelge 1.2. G, ¢izgesinin bazi zedelenebilirlik parametrelerine gore degerleri.

GZ
Tepe Sayisi 14
Ayrit Sayisi 15
Baglantililik Degeri 1
Baskinlik Sayist 4
2-Baskinlik Sayist 9
Bagmmlilik Sayisi 1
2-Bagimlilik Sayis1 1

Tepe ve ayrit sayisi esit olan G, ve G, cizgelerinin zedelenebilirlik parametrelerince

bulunan degerlerini karsilastiracak olursak eger

Cizelge 1.3. G, ve G, ¢izgelerinin baz1 zedelenebilirlik parametreleri degerlerine
gore karsilastiriimasi.

G, G,
Tepe Sayisi 14 14
Ayrit Sayisi 15 15
Baglantililik Degeri 1 1
Baskinlik Sayis1 4 4
2-Baskimlik Sayis1 9 9
Bagimlilik Sayis1 1 1
2-Bagimlilik Sayis1 2 1

Sonu¢ olarak bu iki ¢izge yukaridaki zedelenebilirlik parametlerine gore
karsilastirildiginda 2-bagimlilik sayis1 bizim i¢in ayirt edici bir parametredir (Korpe,
M. C., Turaci, T., 2014).
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BOLUM 2
CiZGELERDE 2-BASKILIK VE 2-BAGIMLILIK SAYILARI

Bu boliimde bilinen ¢izgelerin 2-baskinlik ve 2-bagimlilik sayilariyla ilgili teoremler

verilmistir.

Teorem 2.1:

2-baskin kiime bir dereceli tiim tepeleri igerir (Krzywkowski, M., 2013).
Teorem 2.2:

H-cizgesi, G-gizgesinin bir alt c¢izgesi olmak tizere iki baskinlik sayisi

7,(H) = 7,(G)’ dir (Krzywkowski, M., 2013).

Teorem 2.3:

n

n
P,, N tepeli bir yol ¢izge olmak iizere iki baskinlik sayisi 7,(P,) ={EJ+1’ dir

(Krzywkowski, M., 2013).

Teorem 2.4:

C

n?

- n+1
N tepeli bir ¢evre ¢izge olmak tizere iki baskinlik sayist 7,(C,) :[%J > dir

(Krzywkowski, M., 2013).
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Teorem 2.5:

W, (n>3) n tepeli tekerlek ¢izge olmak iizere iki baskinlik sayisi

n

2
(W,)= =30 Gir (Krzywkowski, M., 2013)
72 n)— [n+1J+1 ’ n26 yW ’ ] .
3
Teorem 2.6:
K,, N pozitif tam sayr olmak iizere iki baskinlik sayist y,(K,)=min{2,n} dir

(Krzywkowski, M., 2013).

Teorem 2.7:

K., bir tepesi merkez tepe olan n+1 tepeli yildiz ¢izge icin iki baskimnlik sayisi

7, (K, ) = max{n, 2} dir (Krzywkowski, M., 2013).
Teorem 2.8:

0 ,n=L2 .
P, N tepeli bir yol ¢izgesi olsun. Bu durumda bz(Pn)z{1 >3 "dir
, N>

(Krzywkowski, M., 2013).

Teorem 2.9:

oo . ; 1 , ngciftsayiise .
C,, N tepeli bir gevre ¢izge olmak iizere b,(C,)= > tek savii dir
, say ise

(Krzywkowski, M., 2013).
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Teorem 2.10:

2
K,,(n>3 igin) N tepeli bir tam ¢izge olmak iizere bz(Kn):{?nJ’ tiir
(Krzywkowski, M., 2013).

Teorem 2.11:

1 , n=5ise
W,, n>4 bir tekerlek ¢izge olmak iizere b,(W,)=<2 , n#3k+2 ise ’dir

3 , aksi takdirde
(Krzywkowski, M., 2013).

Teorem 2.12:

K, n,» N+1 tepeli bir yildiz gizge olsun b, (K, ) =n-1"dir (Krzywkowski, M., 2013).
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BOLUM 3
ORTA CIiZGELERDE 2-BASKINLIK VE 2-BAGIMLILIK SAYILARI
Bu boliimde oncelikli olarak orta ¢izgenin tanimi verilmistir. Daha sonra yol, ¢evre,
tam, yildiz ve tekerlek cizgelerin orta ¢izgelerinin 2-baskinlik ve 2-bagimlilik sayilar1
hesaplanmistir.

3.1. TANIM VE TEOREMLER

Tanim 3.1.1.

Bir G ¢izgesi verilsin. G nin her bir ayritinin tizerine yeni bir tepe eklenip ve G
cizgesindeki bitigik ayritlarm tlizerindeki yeni tepelerin birbirleri ile komsu olmasi
icin yeni ayritlarla birlestirilip olusan yeni ¢izgeye, G ¢izgesinin orta ¢izgesi denir ve
M (G) olarak gosterilir (Aytag, A., Turaci, T. and Odabas, Z. N., 2013).

Ornek 3.1.2.

Sekil 3.1°de P, yol cizgesi, Sekil 3.2°de ise P, yol ¢izgesinin orta olan M (P3)

cizgesidir.

Sekil 3.1. 3 tepeli 2 ayrithh P, ¢izgesi.
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Sekil 3.2. 5 tepeli 5 ayrithh M (P3) cizgesi.

Teorem 3.1.1.

MP,), n (n>2) tepeli bir yol cizgenin orta ¢izgesi olmak iizere, M(P,)

¢izgesinin 2-baskinlik sayist y, (M(P,)) = n ’dir.

Ispat 3.1.1.

M(P,) ¢izgesinin tepe kiimesi V(M (P,)) ve tepe sayisi |V(M (P, ))| =2n-1"dir.
V(IMP,))=V,uV,uV, UV, seklinde 4 tane alt tepeler kiimesinin birlesimi olarak

yazilsin.

V,={v,eV(M(R,))]| dM(Pn)(Vi) =1}, |V1| =2
V, ={v, eV(M(P,))| dM(Pn)(Vi) =2}, |V2|: n-2
V, ={v, eV(M(P))]| dM(Pn)(Vi) =3}, [Vs| =2

V,={v,eV(M(P,))| dM(Pn)(Vi) =4}, [\/4| =n-3

M (P,) cizgesinin 2-baskin kiimesi S, ile gosterilsin. 2-baskin kiime olusturulurken

izole ve tepe derecesi bir olan tepeleri 2-baskin kiime, tanimdan geregi igerir. Bu

takdirde V, S, olur. V(M (P,)) -V, kiimesindeki her tepenin en az iki komsusu V,
kiimesinde yoktur. V, kiimesine V(M (P,)) -V, kiimesindeki her tepenin en az iki

komsusu olacak sekilde minimun sayida tepe eklenmelidir. 2-baskin kiime i¢in iki

durum s6z konusudur.
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1.Durum:;

S, kiimesi, S, =V, UV, olarak se¢ildiginde derecesi 3 olan tepelerin ve derecesi 2
olan 2 tane tepenin S, kiimesinde tek komsusu olmus olur.V, kiimeside, S,

kiimesine eklendiginde geriye kalan tiim tepelerin en az iki komsusunu igermis olur.

Baska bir ifadeyle S, =V, UV, UV, olarak segilirse, V(M (P,))—S, kiimesindeki her
tepenin en az iki komsusu S, kiimesi icermis olur. |Sl| =|V1UV3 UVL =n4 olup

7,(M(P,)) =n+1 bulunur. Baskimlik tanimindan y,(M(P,)) <n+1’dir.

2.Durum;

S, kiimesi, S, =V, UV, olarak secildiginde V(M (P,))—S, deki her tepenin en az iki
komsusunu icermis olur. Dolayisiyla S, kiimesi 2-baskin kiime olmus olur.

1S,/ =M, UV,| =N olup 7,(M(P,))=n"dir.

Diger tiim durumlarda y,(M(P,)) = n+1 bulunur. 2-baskmlik tanimi geregi minimum
elemanli kiimenin eleman sayisi ¢izgenin 2-baskinlik sayisi oldugundan M (P, )

¢izgesinin 2-baskinlik sayist  y,(M(P,)) =n’dir.
Teorem 3.1.2.

M(C,), n tepeli bir gevre ¢izgenin orta ¢izgesi olmak iizere, M (C,) ¢izgesinin

2-baskmlik degeri y,(M(C,)) =n’dir.

Ispat 3.1.2.

M(C,) ¢izgesinin tepe sayisi [\/(M (Cn))| =2n’dir. M(C,) ¢izgesinin tepe kiimesi
V(M (C,)) olmak tizere; V(M(C,)) =V, UV, seklinde 2 tane alt tepeler kiimesinin

birlesimi olarak yazilsin.
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Vi ={v, eV(M(C,))| dM(Cn)(Vi) =2}, |V1| =N

v, :{Vi eV(M (Cn))| dM(Cn)(Vi) =4}, |V2| =n

M (C,) ¢izgesinin 2-baskinlik sayisi i¢in;
M (C,) ¢izgesinin tepeler kiimesi V(M(C,)) ve S, cV(M(C,)) olmak iizere S,
M (C,) ¢izgesinin 2-baskin kiimesi olsun. 2-baskin kiime i¢in iki durum soz

konusudur.

1.Durum:;

S, =V, ve S, =V, kiimeleri 2-baskin kiimelerdir. [\/1| =N ve |V2| =Noldugundan iki

tane minimum elemanli 2-baskin kiime vardir. Dolayisiyla;  y,(M(C,)) =ndir.

2.Durum;

S,=V,uV, ve S #V,S =V,olsun. Bu durumda |[S|>n olur. Boylece
7,(M(C,))>n elde edilir. Sonu¢ olarak M(C,) c¢izgesinin 2-baskinlik sayisi;

7,(M(C,)) =ndir.
Teorem 3.1.3.

M(K.,), n+1 tepeli bir yildiz ¢izgenin orta gizgesi olmak iizere, M(K,,)

gizgesinin 2-baskmlik degeri y,(M(K_,)) =n+1"dir.

Ispat 3.1.3.

M(K,,) cizgesinin tepe sayisi ’V(I\/I (K. ))[=2n+1dir. M(K,,) ¢izgesinin tepe

kiimesi V(M (K,,)) olmak iizere, V(M(K, )=V, UV, UV, seklinde ii¢ tane alt

tepeler kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.
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Vi :{Vi eV(M (Kl,n)) | dM(Klyn)(Vi) =1}, |V1| =n
V, :{Vi eV(M (Kl,n))l dM(KLn)(Vi) =n+1}, |V2| =n

\A :{Vi eV(M (Kl,n)) | dM(KLn)(Vi) =n}, |V3| =1

M(K,,) cizgesinin 2-baskimlik sayis;
M(K,,) cizgesinin tepeler kiimesi V(M(K, )) ve S, cV(M(K,,)) olmak iizere,
S, M(K,,) cizgesinin 2-baskin kiimesi olsun. V, kiimesindeki tepeler u¢ tepe

oldugundan Teorem 2.1 ’den V, c S, olmasi gerekir.

V, kiimesindeki her bir tepenin, V, kiimesinde sadece bir komsusu vardir. Fakat V,
kiimesindeki merkez tepeye V, kiimesindeki herhangi bir tepenin komsulugu yoktur.
Buradan y,(M(K,,)) >n olur. Béylece M(K,,) ¢izgesinin 2-baskin kiimesi igin iki

durum s6z konusudur.

1.Durum:;

V, kiimesindeki tepelerin yanna dyle bir V;,v; €V, iki tepesiyle 2-baskin kiime

olusturulabilir. Yani M(K,,) ¢izgesinin 2-baskimn kiimesi (V1 u{vi,vj}) =S, olarak
secilebilir. Boylece ‘(Vlu{vi,vj})‘:n+2 elde edilir. Buradan 2-baskinlik sayisi

7,(M(Ky,))=n+2 bulunur.

2.Durum;

V, tepeler kiimesi ile V, tepeler kiimesi birlesimiyle 2-baskin kiime olusturulur.
(V1 UVs) =S, olarak gosterilecek olursa bu kiimenin eleman sayisi [\/1 UV3| =n+1

olup 7, (M (Kl,n)) =n+1 bulunur.
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Geriye kalan tiim durumlarda 7/2(M(K1'n))2n+1 bulunur. Dolayisiyla M (K, )

cizgesinin 2-baskinlik sayist 7, (M (Kl,n)) =n+1’dir.

Teorem 3.1.4.

M(K,), n tepeli bir tam ¢izgenin orta ¢izgesi olmak iizere, M (K,) c¢izgesinin

2-baskmlik degeri y, (M (K,)) =n’dir.

fsgat 3.1.4.

. n(n+1) .
M(K,) cizgesinin tepe sayist |V(M (Kn))| == "dir. M(K,) ¢izgesinin tepe

kiimesi V(M (K,)) olmak iizere; V(M (K,)) =V, UV, seklinde iki tane alt tepeler

kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

Vi ={v, eV(M(K)))| dM(Kn)(Vi) =n-1}, [Vl| =n

V, ={v; €V (M(K) | dy (V) =200 =D}, V,|= n(”z_l)

Teorem 2.6 ’dan y, (Kn) =2’dir. K ¢izgesinin 2-baskin kiimesi M (K,) ¢izgesinin
2-baskin kiimesi degildir. V(M(Kn)) kiimesinden herhangi 2 tepenin seg¢imi ile

M (K,) ¢izgesinin 2-baskin kiimesi olusturulamaz.
M (K,) ¢izgesinin 2-baskinlik sayis1 i¢in 2 durum s6z konusudur;

1.Durum:

V, kiimesinden alman herhangi 2 tepe ile M(K,) cizgesinin 2-baskin kiimesini
olusturmaz. Adim adim yapacak olursak eger; V, kiimesinden aliman herhangi 3 tepe

ile de M(K,) cizgesinin 2-baskin kiime olusturulamaz. Bu islem V,’den alinan
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herhangi n-1 tepe ile de miimkiin degildir. V, =S, olarak secilirse eger V(M (K,))
kiimesindeki her bir tepenin en az iki komsusu V, kiimesindeki tepelerinin arasinda

olur. Bu takdirde M(K,) cizgesinin 2-baskin kiimelerinden biri V, =S, olarak

secilebilir. Dolayisiyla |V1| =n olup 2-baskmlik sayist 7,(M(K,))<n bulunur.

2.Durum;

Benzer olarak aym islemler V, iginde gergeklestirilirse; V, kiimesinden alinan
herhangi 2 tepe ile M (K,) cizgesinin 2-baskin kiimesini olusturmaz. Adim adim
yapacak olursak eger ; V, kiimesinden alinan herhangi 3 tepe ile de M (K,) ilede 2-
baskm kiime olusturulamaz. Bu islem V,’den alinan herhangi n-1 tepe ile de
miimkiin degildir. V, tepe kiimesinde 6zel olarak segilen N tane tepenin olusturdugu
kiime V, olsun. Yani V, <V, ve n tane v eV, olsun. Bu V, kiimesini,
M (K, ) cizgesindeki her bir tepenin 2 komsusu var olacak sekilde alalim. Boylece

V, =S, kimesi M(K,) ¢izgesinin 2-baskin kiimesi olur ve ’Vzk ‘ =N oldugundan

2-baskinlik sayis1 7, (M (Kn)) <n bulunur.

Geri kalan biitiin durumlarda }/2(M(Kn))2n bulunur. Dolayisiyla M (K,)

¢izgesinin 2-baskinlik sayist 7, (M (Kn)) =n dir.
Teorem 3.1.5.

M(W,), n tepeli bir tekerlek ¢izgenin orta ¢izgesi olmak itizere, M (W,)
¢izgesinin 2-baskinlik degeri y,(M (W,)) =n+1dir.
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fsgat 3.1.5.

M (W,) ¢izgesinin tepe sayist [\/ (MW, ))| =3n-2"dir. M(W,) ¢izgesinin tepe
kiimesi V(M (W,)) olmak iizere; V(M (W,)) =V, UV, UV, LV, seklinde dort tane

alt tepeler kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

Vi ={v,eV(MW,))| dM(Wn)(Vi) =3}, [\/1| =n-1
vV, :{Vi eV(M (Wn)) | dM(V\In)(Vi):6}’ IV2| =n-1
V, ={v,eV(MW,))| dM(Wn)(Vi) =n+2}, [Vs|:n_l

V, ={v, eV(M(W,))| dM(Wn)(Vi) =n-1} [\/4| =1

M(W,) cizgesinin, 2n—2 tepeli bir alt C, ,, gevre gizgesi vardur.

C,y) Sizgesinin 2 tane bagimsiz kiimesi vardir ve bu kiimenin eleman sayisi
n—1’dir. Bunlar, B, ve B, seklinde gosterilsin. B, kiimesindeki tepeler M (W,)
cizgesi iizerinde 3 dereceli tepeler, B, kiimesindeki tepeler ise M(W,) ¢izgesi
tizerinde ki 6 dereceli tepeler olsun. M(W,) cizgesinin 2-baskimlik sayisi i¢in 2

durum sz konusu olur. 2-baskin kiimede S, ile gosterilsin.

1.Durum:;

B, kiimesinde , V(M(W,))—B, kiimesindeki herbir tepenin en az iki komsusu

yoktur. O zaman B, kiimesine tek basma 2-baskin kiime olmaz. B, < S, olsun.

Alt Durum 1;

B, kiimesiyle merkez tepeyi birlestirildiginde yeni olusan kiime B, UV, diir. B, LUV,

kiimesinde, V(M (W,))—B, UV, kiimesindeki herbir tepenin en az iki komsusu
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olmus olur. Bu ise S, =B, UV, olmasi demektir. Eleman sayisi ise|Sl| =|B1 UV4| =n

olup 7,(M(W,))<n bulunur.

Alt Durum 2;

S, kiimesi merkez tepeyi igermesin. Bu takdirde merkez tepenin en az 2 komsusu S;
kiimesinde olacak sekilde tepe se¢imi yapilmalidir. B, veya B, kiimelerinin ikiside
merkez tepeye komsu olan hi¢ bir tepeyi icermez. Bu takdirde B, kiimesine merkez

tepenin komsusu olan en az 2 tepe eklemek gerekir. v;,v; €V, olacak sekilde

B, u{vi,vj} ekleyelim.

B, U {Vi Vi } kiimesinde, V (M (W,)) —( B, U {vi Y, }) kiimesindeki herbir tepenin en az
iki komsusu olmus olur. Bu ise S, =B, u{vi,vj} olmas1 demektir. Eleman satyisi ise

|Sl|:‘Blu{vi,vj}‘:(n—1)+2:n+1 olup 7,(M(W,))<n+1 bulunur.

2.Durum;

Benzer islemler B, kiimesi lizerinden de yapildiginda 2-baskinlik sayis1 ayn1 bulunur.

3.Durum;

Geri kalan biitin durumlarda y,(M(W,))>n elde ederiz. Dolayisiyla M (W,)

¢izgesinin 2-baskinlik sayisi ise 7, (l\/l (\Nn)) =n’dir.

Teorem 3.1.6.

M (P,), n tepeli bir yol ¢izgenin orta ¢izgesi olmak tizere, M (P,) ¢izgesinin 2-

bagimlilik sayist b,(M(P,)) =1"dir.
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fsgat 3.1.6.

M(P,) cizgesinin tepe  sayist |V(M (Pn))|=2n—1, ayrit  sayisi  ise

|E(M (Pn))| =3n-4’dir. M(P,) ¢izgesinin tepe kiimesi V(M (P,)) Teorem 3.1.1 ’de

Ki gibi benzer sekilde yazilsin.

M(P,) cizgesinin ayritlar kiimesi E(M(P,)) olmak lizere,
E(M(P,))=E UE,UE;UE, UE; seklinde dort tane alt ayritlar kiimesinin

birlesimi olarak yazilsin.

E ={e,, cEMMP)) |V, eV,,v; eV;}
E, :{evivj cE(MP)) |V, eV, v, eV}
E, ={e,,, sEEMP)) |V, €V,,v; eV;}
E,={e,,, cE(M(P)) |V, €V,,v; €V}

E; :{eVivj ceE(MP))Iv;,v; €V,}

M (P,) ¢izgesinin 2-bagimlilik sayisi;

M (P,) cizgesinden E ,E, yada E, kiimelerinin herhangi birinden dyle bir €.y,
ayriti atildiginda yeni olusan (M (Pn)—{evivj}) cizgesinin 2-baskinlik sayisi
7,(M(P.)) < 7,(M (Pn)—{evivj})) olur. Boylece M(P,) ¢izgesinin 2-bagimhlik

sayis;; b,(M(P,)) =1 bulunur.
Teorem 3.1.7.

M(C,), 2n tepeli bir ¢evre ¢izgenin orta ¢izgesi olmak tizere, M (C,) ¢izgesinin

2-bagimlilik degeri b,(M (C,))=1"dir.
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fsgat 3.1.7.

M (C,) ¢izgesinin tepe sayisi [\/(M (Cn))| =2N, ayrit sayis1 ise|E(M (Cn))| =3n"dir.
M (C,) ¢izgesinin tepe kiimesi V(M (C,)) Teorem 3.1.2 ’de ki gibi benzer sekilde

parcalansin.

M (C,) ¢izgesinin ayritlar kiimesi E(M(C,)) olmak iizere; E(M(C,)) =E, UE,

olacak sekilde 2 tane ayritlar kiimesinin birlesimi olarak yazilisin.

E ={e,,, eEMM(C))) |V, €V,,v; €V,}

E, ={&,, sEMM(C,))[V,.v; Vo}

M (C,) cizgesinin 2-bagimlilik sayisi;

Oyle bir €, € E  aynti M(C,) cizgesinden atildiginda yeni olusan
M(C,) _{eviv,-} cizgesi mutlaka M(P,) cizgesini icerir yani
MP)c=M(C) —{evi\,j })’dir. Geriye M(P,) ¢izgesinin tepelerine sadece bir

komsusu olan V; tepesi kalir.

72(M(C) e, }) 2 7 (M(R))+{v,}

72 (M () —{evivj}) >n+1 olur.

Dolayisiyla 7,(M(C,)) <7,(M(C,) _{eViVj D) bulunur. Sonu¢  olarak

b,(M(C,)) =1 elde edilir.
Teorem 3.1.8.

M(K.,), n+1 tepeli bir yildiz ¢izgenin orta ¢izgesi olmak tizere, M(K,,)

gizgesinin 2-bagimlilik degeri b,(M (K, ))=1"dir.
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fsgat 3.1.8.

M(K,,) c¢izgesinin tepe sayisi ‘V(M (K )|=2n+1, ayrt sayis1 ise

Mk, =12

dir. M(K,,) c¢izgesinin tepe kiimesi V(M(K,,))

Teorem 3.1.3 ’de ki gibi benzer sekilde parcalansin.

M(K.,) cizgesinin  ayritlar  kiimesi E(M(K,,)) olmak  fizere;
E(M(K,,))=E UE, UE; olacak sekilde 3 tane alt ayritlar kiimesinin birlesimi

olarak yazilsin.

£ —fe,, SEM(K,)|v, €V, €V}
E, :{eviv]- cE(M(K, )|V, €V, v €V,}

E :{evivj € E(M (Kln)) | Vi ’Vj EVS}

3

Oyle bir €y, € E, aynti M(K,,) ¢izgesinden ¢ikarildiginda yeni olusan
M (Klyn)—{evivj} ¢izgesi M (K, ) cizgesini igerir. Geriye kalan 2 tepeden 1 tanesi
bir dereceli tepe digeri ise n+1 dereceli tepedir. Bu iki tepenin M (K, ;) ¢izgesinin

2-baskin kiimesinde hi¢ komsusu yoktur.

72 (l\/l (Kl,n)_{ev-vj }) >7,(M (Kl,n—l))+{vi!vj}

V2 (l\/l (Kl’n)—{eViVj }) >n+2 olur.

Buradan 7,(M(K,,)—-{&,, }))>7, (M (K,,)) olup b,(M(K,,))=1"dir.
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Teorem 3.1.9.

M(K,), n tepeli bir tam ¢izgenin orta ¢gizgesi olmak tlizere, M (K,) ¢izgesinin 2-

bagimlilik degeri b,(M(K,)) <2(n—2) dir.

fSQat 3.1.9.

M (K,) cizgesinin tepe sayist |V (M (K,))|= drr.

n(n+1) ,
2

Vi,V v eV(K)) ve v,v,v, 2 uzunluklu bir yol olsun. M(K,)g¢izgesinde
v, ve v, tepelerini 1 dereceliolacak ve M(K,) “da v,,....,v, 4 uzunluklu bir
alt yol cizge kalacak sekilde 2(n—2) ayritlar1 (bu ayritlarin kiimesi E, olsun)
M(K,) ¢izgesinden atildiginda yeni olusan (M (K,)—E) ¢izgesi mutlaka M (K, _,)

¢izgesini igerir. Bununla birlikte geriye kalan M (K, ,) ¢izgesinin tepelerine komsu

olmayan bir tepe kalir. Buradan,;

7/2(M (Kn)_E)>7/2(M(Kn—2))+{vi’vk}
7.(M(K,)-E)>(n-2)+2
7.(M(K,)-E)>n

(v, ve v, tepeleri 1 dereceli tepe olduklarindan 2-baskin kiimesinde olmas1 gerekir.)
Dolayisiyla 7,(M(K,)-E) >y, (M (Kn)) oldugundan; b, (l\/l (Kn)) <2(n-2) elde

edilir.

Teorem 3.1.10.

M (W,), n tepeli bir tekerlek ¢izgenin orta gizgesi olmak tizere, M (W.) ¢izgesinin

2-bagimlilik degeri b,(M(W,)) =1"dir.
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fsgat 3.1.10.

M(W,) g¢izgesinin tepe sayist [\/(I\/l (Wn))|=3n—2 "dir. M(W,) g¢izgesinin tepe

kiimesi V(M (W,)), Teorem 3.1.5°de ki gibi benzer sekilde yazilsin.

M(W,) cizgesinin ayritlar kiimesi E(MW.)) olmak lizere,
E(MW,)))=E UE,UE, UE, UE;, UE; sekilde 6 tane alt ayrit kiimesini birlesimi

olarak yazilsin.

E, :{evivj ceE(MMW))|v, eV,,v; eV,}
E, ={e,,, csE(MW,)) |V, €V,,v; e V;}
E, ={&,,, EE(MW,)) |V, €V,,v; €V;}
E,={e,,, sE(MMW,))|V, €V;,v; €V,}
E, ={&,,, eE(M(W,))|v;,v; €V}

E, ={e,, EMMW,)|v.v, €V}

Oyle bir €, € E, ayriti M(W,) ¢izgesinden ¢ikarildiginda yeni olusan
M(Wn)—{evivj} cizgesinin 2-baskmlik sayist M (W,) c¢izgesinin 2-baskinlik

sayisindan biiyiik oldugu i¢in y,(M(W,) —{evivj D>7,(M(W,)) olur. Béylece

b, (M (W,)) =1 elde edilir.
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BOLUM 4

TEKERLEK ICEREN CiZGELERIN 2-BASKINLIK VE
2-BAGIMLILIK SAYILARI

Bu béliimde oncelikle tekerlek igeren ¢izgelerin tanimlar1 verilmistir. Daha sonra bu

cizgelerin 2-baskinlik ve 2-bagimlilik sayilar1 hesaplanmstir.

4.1. TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 4.1.1.

Tekerlek ¢izge (Wheel Graph); C. c¢evre ¢izgesinin tepelerini bir merkez tepe ile

birlestirilmesiyle elde edilir ve W, ile gosterilir (Aytag, A. and Odabas, Z. N., 2011).

Sekil 4.1. 5 tepeli, 8 ayrith W, ¢izgesi.

Tanim 4.1.2.

Disli ¢izge (Gear Graph); W, tekerlek ¢izgenin, C, iizerindeki her ayritina birer

tepe eklenemesiyle elde edilir ve G, ile gosterilir (Aytag, A. and Turacy, T., 2011).

33



Gy

Sekil 4.2. 9 tepeli, 12 ayrith G, ¢izgesi.

Tanmim 4.1.3.

Diimen ¢izge (Helm Graph); Bir W, tekerlek cizgenin C_ ¢evresi tizerindeki her
tepeye yeni bir tepe eklenmesiyle elde edilir ve H_ ile gosterilir (Javaid, 1. and

Shokat, S., 2008).

Sekil 4.3. 9 tepeli, 12 ayrith H, ¢izgesi.

Tanim 4.1.4.

Arkadashk ¢izge (Friendship Graph); Sabit bir noktadan n tane C, g¢izgesinin

birlesmesiyle elde edilir ve f, ile gosterilir (Aytag, A. and Odabas, Z. N., 2011).

Sekil 4.4. 9 tepeli, 12 ayrith f, cizgesi.
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Tanim 4.1.5.

Aycicegi ¢izge (Sun Flower Graph); Bir W, tekerlek cizgenin g¢evre tizerindeki
ardisik tepeleri bir tepe ile birlestirmesiyle elde edilir. Sf, ile gosterilir (Javaid, .

and Shokat, S., 2008).

7,

XD
\\‘ /
S

Sekil 4.5. 9 tepeli, 12 ayrith Sf, cizgesi.

Teorem 4.1.1.

W_, n> 3tepeli bir tekerlek ¢izge olmak tizere, W, ¢izgesinin 2-baskinlik sayisi

(W)— 2 , n=4,5
7, (W, )= {n+lJ+l’

"dir (Krzywkowski, M., 2013).

3

Teorem 4.1.2.

G, ., 2n+1tepeli bir disli ¢cizge olmak iizere, G, ¢izgesinin 2-baskinlik say1si
7,(G,) =n"dir.

Ispat 4.1.2.

G, ¢izgesinin tepe sayisi [\/(Gn)|=2n+1, ayrit sayisi ise|E(Gn)|:3n "dir. G,

¢izgesinin tepe kiimesi V(G,) olmak iizere; V(G,) =V, UV, UV, sekilde 3 tane alt

tepeler kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.
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V,={v; eV(G,)| den (v,)=3}, [Vl| =N
V, ={v, eV(G,)| dc;n (v;)=2} [Vz| =N

V; ={v, eV (G,) | dg () =1}, Vy|=1

Benzer sekilde G, c¢izgesinin ayritlar kiimesi E(G,) olmak iizere; E(G,)=E, UE,

sekilde 2 tane alt ayritlar kiimesinin birlesimi olarak yazilsi.

E =1{&,, €EG,)|Vv eVy,v; eV}

E, :{evivj cE(G,)|v, eV,v; eV }
S, =V (G,) kiimesi G, ¢izgesinin 2-baskin kiimesi olsun.

1.Durum:;

G, ¢izgesi, K, yildiz ¢izgesini igerir. K, alt ¢izgesinin 2-baskmn kiimesi ise
VlcV(Gn) kiimesidir. V, kiimesi ayn1 zamanda V(G,)-V, kiimesindeki her bir
tepenin en az iki komsu tepesi bulunugundan, V, kiimesi G, ¢izgesinin 2-baskin

kiimedir. Boylece V,|=n olup 7,(G,) <n elde edilir.

2.Durum;

G, cizgesi, C, ¢evre ¢izgesini igerir. C_ alt ¢izgesinin ayritlar: lizerindeki tepelerin
kiimesi V, <V (G,) kiimesidir.V, kiimesinde V(G,)-V, de ki merkez tepe
haricindeki herbir tepenin en az 2 komsusu vardir. V, de ki merkez tepenin V,

kiimesinde hi¢ bir komsusu yoktur. V, ile V, kiimelerinin birlesimi ile G,
cizgesinin  2-baskin  kiimesi olusturulur. Bdylece |V2 uV3|=n+1 olur ve

7,(G,) £n+1 elde edilir.
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Diger durumlarda da p,(G,)>n bulunur. Sonu¢ olarak 2-baskinlik tanimindan
minimum elemanl 2-baskin kiimenin eleman sayis1 G, ¢izgesinin 2-baskinlik sayisi

olacagindan V, =S, ve »,(G,)=n elde edilir.
Teorem 4.1.3.

H,, 2n+1 tepeli bir diimen ¢izge olmak iizere, H, c¢izgesinin 2-baskinlik sayisi

7,(H,)=n+21dir.

Ispat 4.1.3.

H, cizgesinin tepe sayist |V(H,)|=2n+1 Layrit sayst |E(H,)|=3n dir. H

¢izgesinin tepe kiimesi V (H,) olmak iizere; V(H,) =V, UV, UV, seklinde 3 tane alt

tepeler kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

Vi={v, eV(H,)[d, (v)=1}, [Vl| =n
V, ={v; eV(H,)| dHn (v,) =4}, [Vz| =N

V;={v, eV(H,)| dHn (v,)=n}, [\/3| =1

Benzer sekilde H, c¢izgesinin ayritlar kiimesi E(H,) olmak {izere;

E(H,)=E UE, UE, seklinde 3 tane alt ayrit kiimenin birlesimi olarak yazilsin.

E, :{evivj eE(H) [V, eVy,v, eV, }
E, —{e,,, <E(H,)V.v, eV}

= :{evivj cE(H,)|V; €V,,v; eVo}

S, <V (H,) kiimesi, H, ¢izgesinin 2-baskin kiimesi olsun. Teorem 2.1 den derecesi
bir olan tepeler 2-baskin kiimenin eleman1 olmak zorunda oldugundan V, c S, dir.

2-baski kiime olusturulurken 2 farkli durum vardir.
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1.Durum:;

Tek basma V, kiimesi, H, cizgesinin 2-baskin kiimesi olmasi igin yeterli degildir.
Baska bir ifadeyle V, kiimesindeki herbir tepenin V, kiimesinde sadece tek komsusu
vardir. Ayn1 zamanda V, de ki merkez tepe, V, kiimesindeki tepelerin higbirine

komsu degildir.

V, ile V, kiimelerinin birlesimi ile H, ¢izgesi 2-bastirilmis olur. Boylece

n

7,(H,) <n+1 elde edilir.

2.Durum;

Tek basma V, kiimesi 2-baskin kiime olmadigindan, H_ ¢izgesinin 2-baskin

kiimesini olusturmak i¢in V, kiimesinden tepe eklenmesi gerekir. Bu ise N nin ¢ift

yada tek olmasima gore degisir. Bu 2- baskin kiime S, olsun.

3n-1 3n-1

5 olup, y,(H,)< bulunur.

e N tek ise; |S,|=

o N ciftise; |Sl|:3?n olup, yz(Hn)s%n bulunur.

Diger durumlarda da y,(H,) >n+1 elde edilir. Sonug olarak 2-baskimlik tanimindan
minimum elemanli 2-baskin kiimenin eleman sayis1 H, ¢izgesinin 2-baskimlik sayis1

olacagindan y,(H,)=n+1 elde edilir.

Teorem 4.1.4.

Sf., 2n+1 tepeli bir aycigegi ¢izge olmak iizere, Sf  c¢izgesinin 2-baskilik sayisi
7,(Sf. ) =n"dir.
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Ispat 4.1.4.

Sf, ¢izgesinin tepe sayisi |V (an)| =2n+1, ayrit sayis1 ise |E(an)| =4n-dir. Sf,
cizgesinin tepe kiimesi V (Sf,) olmak tizere; V (Sf,) =V, UV, UV, seklinde 3 alt tepe

kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

Vy ={v; eV (SF,) | den (v;) =2}, [\/1| =n
V, :{Vi eV(an) | den (Vi) =5}, [Vz| =N

V; ={v, eV (Sf)] den (v;) =n}, |V3| =1

Benzer sekilde Sf  g¢izgesinin ayritlar kiimesi E(Sf,) olmak {izere;

E(Sf,) =E, UE, UE, seklinde 3 alt ayrit kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

E, ={e,, € E(SF,)|v, eVy.v, eV}
E, ={e,, €E(SF,)1v,v, eV}

E, :{evivj e E(Sf) |V, €V,,v; eV }.

S, =V (Sf,) kiimesi, Sf, ¢izgesinin 2-baskin kiimesi olsun.

1.Durum:;

V (Sf,)-V, kiimesindeki her bir tepenin, V, kiimesinde en az 2 komsu tepesi

oldugundan V, kiimesi Sf, ¢izgesinin 2-baskin kiimelerinden birisidir. Boylece

[\/2| =N oldugundan y,(Sf,) <n elde edilir.

2.Durum;

V (Sf,) -V, kiimesindeki her bir tepenin, V, kiimesinde en az 2 komsu tepesi yoktur.

Fakat V, UV, kiimesinde en az 2 komsusu mevcuttur.
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Dolayisiyla V, UV, kiimesi 2-baskm kiimedir. Boylece |V1 uV3|=n+1 olup,

7,(Sf.) <n+1 elde edilir.

Diger durumlarda da p,(Sf,)>n bulunur. Sonu¢ olarak 2-baskmlik tanimmdan
minimum elemanli 2-baskin kiimenin eleman sayist Sf, ¢izgesinin 2-baskinlik sayis1

olacagindan y, (Sf,) =n’dir.
Teorem 4.1.5.

f., 2n+1 tepeli bir arkadaslik ¢izge olmak iizere, f, ¢izgesinin 2-baskinlik sayisi

7, (f)=n+1"dir.

Ispat 4.1.5.

f. ¢izgesinin tepe sayisi |V(fn)|=2n+l, ayrit sayisl ise|E(fn)|=3n’dir. G,

cizgesinin tepe kiimesi V(f,)olmak iizere; V(f )=V, UV, seklinde 2 alt tepeler

kiimesinin birlesimi olacak sekilde yazilsin.

Vv, ={v; eV(f,)]| dfn (v,)=2} M| =2n

V, ={v, eV (f))|d; (v,)=2n} [Vz|:1

Benzer sekilde f, c¢izgesinin ayritlar kiimesi E(f,) olmak iizere; E(f ))=E UE,

seklinde 2 alt ayritlar kiimesinin birlesimi olacak sekilde yazilsin.

E, ={e,, €E(F)I%,v, eV}

E, :{evivj eE(f )|V eVy,v, €V, }

S, <V (f,) kiimesi, f, cizgesinin 2-baskin kiimesi olsun. f, ¢izgesi n tane C, alt

cizgesi vardir. N tane C,¢izgenin herbirinden merkez tepeye komsu olan birer tane
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tepe ile merkez tepenin olusturdugu bir kiime olusturulursa, bu kiime f, ¢izgesinin

2-baskin  kiimesi olur. Bu kiime S, kiimesi olur. |Sl|:n+1 oldugundan

7,(f.)=n+1"dir.
Teorem 4.1.6.

W._, n+1 tepeli bir tekerlek ¢izge olmak iizere, 2-bagimlilik degeri;

1 ,n=5ise

b,(W,) =<2 ,n =3k +2ise *dir (Krzywkowski, M., 2013).
3 ,aksi halde

Teorem 4.1.7.

G,, 2n+1 tepeli bir disli ¢izge olmak iizere, G, ¢izgesinin 2-bagimlilik degeri
b,(G,) =1"dir.

Ispat 4.1.7.

G, cizgesinin tepe sayisi [\/(Gn)|=2n+1, ayrit sayisi ise|E(Gn)|=3n dir. G

n

¢izgesinin tepe kiimesi V (G,)), Teorem 4.1.2°de Ki gibi yazilsimn.

Benzer sekilde G, ¢izgesinin ayritlar kiimesi E(G,) olmak tizere; E(G,)=E, UE,

seklinde 2 alt ayritlar kiimesinin birlesimi olacak sekilde yazilsin.

E, ={e,, €EG,)[V, eV, v, eV}

E, :{evivj cE(G,)|v, eV,v; eV }

V, kiimesinin elemanlari, G, ¢izgesinin minimum elemanli 2-baskin kiimesidir. Oyle

bir €,, € E, ayriti, G, ¢izgesinden atildiginda yeni olusan (G, —{evi\,j }) ¢izgesi P,
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¢izgeni igerir. Yani P, < (G, —{evivj}) alt ¢izgesi vardir. P,, ¢izgesinin 2-baskin
kiimesi S, ile gosterelim. Bu S, kiimesinde V(G, —{evivj }) —S, kiimesindeki her bir

tepenin en az 2 komsusu olur.

Boylece S, kiimesi (G, —{evivj}) ¢izgesinin 2-baskm kiimesi olur. |Sl|=n+1 ve

7> (P ) =N+1 oldugundan 7,(G, —{e,,, }) =n+1 elde edilir.

Sonug olarak ¥,(G,) <7, (G, —{evivj}) =n+1 olur ve b,(G,) =1 elde edilir.

Teorem 4.1.8.

H,, 2n+1 tepeli bir diimen ¢izge olmak iizere, H, ¢izgesinin 2-bagimlilik degeri,

b,(H,) =1"dir.

Ispat 4.1.8.

n n

H_ c¢izgesinin tepe sayisi |V(Hn)|:2n+l, ayrit sayisi |E(Hn)|=3n dir. H

¢izgesinin tepe kiimesi V (H,), Teorem 4.1.3’de ki gibi benzer sekilde yazilsin.

H, ¢izgesinin ayritlar kiimesi E(H,) olmak iizere; E(H,) = E, UE, UE, seklinde 3

alt ayritlar kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

El :{evivj < E(Hn) | Vi EVl'Vj EVZ}
E, ={e,,, €E(H,)IVv; €V}

= :{evivj cE(H,)|V; €V,,v; eVo}

H, c¢izgesinden Oyle bir €, € E, ayrit1 atildiginda yeni olugan (Hn —{evivj }) cizgesi

H,, alt cizgesini igerir. H_ , cizgesiyle beraber bir tane izole tepe ve H,
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cizgesinin derecesi 4 olan ve merkez tepesine komsu bir tane 3 dereceli tepesini de

igerir. H,, ¢izgesinin 2-baskin kiimesini S, ile gosterelim. y,(H, ;)=n oldugu i¢in

|S1| =n"dir. (Hn —{e,,, }) cizgesinin 2-baskilik sayis1 ise

72(Hy {8, D 2 72(H, ) +{v.v,

}/Z(Hn _{evivj}) >n+2 olur
Béylece 7,(H,) <7,(H,—{&,,}) olurve b,(H,)=1 elde edilir.

Teorem 4.1.9.

Sf,, 2n+1 tepeli bir ay¢icegi ¢izge olmak iizere, Sf, ¢izgesinin 2-bagimlilik degeri
b, (Sf,) =1"dir.

Ispat 4.1.9.

Sf  cizgesinin tepe sayisi [\/(an)|=2n +1, ayrit sayisi ise|E(an)|=4n dir. Sf

n

cizgesinin tepe kiimesi V (Sf,), Teorem 4.1.4°deki gibi benzer sekilde yazilsin.

Sf, cizgesinin ayritlar kiimesi E(Sf)) olmak iizere; E(Sf,)=E, WE, UE, seklinde

3 alt ayritlar kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

E, ={e,, <E(Sf,) |V, eV,v, €V}
E, =fe,, €E(SF,)1v,v, eV}

E, :{evivj e E(Sf) v, €V,,v; eV }

Sf. cizgesinden Oyle bir €, € E, ayrit1 atildiginda yeni olusan (an —{evivj }) cizgesi
W, alt cizgesinin igerir. (an —{evivj }) cizgesinde 1 tane ug tepe vardir. 2-baskinlik

sayisinin tanimi geregi bu izole tepeyi 2-baskin kiimesi icermek zorundadir. Geriye
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kalan ¢izgenin her bir tepesinin en az iki komsusu W, ¢izgesinin 2-baskn kiimesinde

mevcuttur. W, c¢izgesinin 2-baski kiimesini S, ile gosterelim. W, ‘nin 2-baskinlik

sayist 7, (W, )=n"dir. (an —{e,, }) ¢izgesinin 2-baskinlik sayisi ise ;

J/Z(an _{evivj }) 2 e! (\Nn) + {Vi}
7,(Sf, —{&,,, ) =n+1 bulunur.

Boylece ¥,(Sf.) <y, (Sf, —{evivj}) olur ve b,(Sf,)=1 elde edilir.

Teorem 4.1.10.

f., 2n+1 tepeli bir arkadaslik ¢izge olmak tizere, f, ¢izgesinin 2-bagimlilik degeri

b,(f,) =1"dir.

Ispat 4.1.10.

f. ¢izgesinin tepe sayisi |V(fn)|=2n+l, ayrit sayisl ise|E(fn)|=3n’dir. f,

cizgesinin tepe kiimesi V (f,), Teorem 4.1.5’de ki gibi benzer sekilde yazilsin.

f, cizgesinin ayritlar kiimesi E(f,) olmak tizere; E(f )=E UE, seklinde 2 alt

ayritlar kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

E, ={e,, €E(F)I%,v, eV}

E, :{evivj eE(f)|VveVy,v, eV, }

f, cizgesinde g¢evre igeren herhangi bir C, alt ¢izgesinden (i‘vivj,eE1 ayritlar

atildiginda yeni olusan (fn —{&,, }) ile gosterelim. f _, cizgesi, (fn —{&,, })
cizgesinin alt ¢izgesidir. ( f, —{evivj }) cizgesi, f,, cizgesi ve merkez tepeye komsu

iki tane bir dereceli tepeden olusur.
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( f, —{evivj }) cizgesinin 2-baskinlik sayisi;

7&(fn—{ew”})zjq(fm4)+{v“vj}

j/z(fn _{evivj }) >Nn+2 olur.

Buradan ( f, —{eu, }) cizgesinin 2-baskmlik says1y,(f.) <y, (f, _{eviv,- }) olur ve

b,(f,)=1 elde edilir.
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BOLUM 5

TEKERLEK ICEREN CiZGELERIN AYRIT CiZGELERININ
2-BASKINLIK VE 2-BAGIMLILIK SAYILARI

5.1. TANIM VE TEOREMLER

Tanim 5.1.1.

Bir G ¢izgesi verilsin. Tepeler kiimesi, G ¢izgesinin E(G) ayritlar kiimesinden ve

ayritlar kiimesi de, G ¢izgesinde komsu olan ayritlara karsilik gelen tepeleri
birlestiren ayritlardan olusan ¢izgeye, G ¢izgesinin ayrit ¢izgesi (line graph) denir.
Bir G ¢izgesinin ayrit ¢izgesi L(G) olarak gosterilir (Chvatal, V., 1973).

Ornek 5.1.2.

G, disli ¢izgesi ve L(GA) ayrit ¢izgesi sirastyla Sekil 5.1 ve Sekil 5.2 de verilmistir.
(Korpe M. C., Turac1 T., 2014).

Sekil 5.1. 9 tepeli, 12 ayrith G, ¢izgesi.
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Sekil 5.2. 12 tepeli, 22 ayrith L(GA) cizgesi.

Teorem 5.1.1.

LW,), 2(n—1) tepeli bir tekerlek ¢izgenin ayrit ¢izgesi olmak tizere, L(W,)

cizgesinin 2-baskinlik sayisi;

n+1 .
i+ n tek ise

7, (LW,))={ 2 *dir.
5 n cift ise

Ispat 5.1.1.

L(W,) c¢izgesinin tepe sayisi |V(L(Wn))|:2(n—1) ayrit  sayisi  ise

E(L(W,)) =&2(”‘1)

‘dir. L(W,) cizgesinin tepe kiimesi V(L(W,)) olmak

tizere; V(L(W,))=V, UV, seklinde 2 tane alt tepeler kiimesinin birlesimi olarak

yazilsin.

Vi :{Vi EV(L(VVn)) | dLo/vn)(Vi) =4}, M| =n-1

V, ={v; eV(LW,))| dL(Wn)(Vi) =n}, [Vz| =n-1
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E(LW,))=E UE, UE, seklinde 2 tane alt ayritlar kiimesinin birlesimi olarak
yazilsin.

E, ={e,, € E(LOW,)[v,,v, €V}

E, ={e,, cE(LW,)|v,v, eV,}

E, :{evivj e E(LOW ) | v, €V,,v; eV}
L(W,) c¢izgesinin 2-baskinlik sayisi, N’nin tek veya cift sayr olmasma gore
degiskenlik gosterir. Bundan dolay1 2 farkli durum s6z konusudur. S, , 2-baskmn kiime

olsun.

1.Durum:;

Eger n tek sayr ise: Bu takdirde n-1 ¢ift say1 olur. L(W,) cizgesinin, tepe

dereceleri 4 olan n—1 tepeli alt C_ _, cevre ¢izgesi ve K, , tam ¢izgesi vardir.

n-1
C, , cizgesin 2 tane bagimsiz kiimesi vardir. Bu kiimelerin eleman sayis1 ( > ) ’dir.

Bu kiimeler B, ve B, olarak gdsterilsin.

Alt Durum 1;

B, kiimesinde, V(LONn))—B1 kiimesindeki herbir tepenin en az iki komsusunu

icermez. Bundan dolayr B, kiimesi tek bagma 2-baskin kiime olamaz.

e B, kiimesi, C,_, alt ¢izgesinin tiim tepelerinin herbirinin en az 2 komsusunu
icerir. K, cizgesinin tepelerinin herbirinin sadece bir komsusunu igerir.
Herhangi bir v, eV (K, ) tepesi ile B, kiimesinin birlesimi, gizgenin geriye

kalan herbir tepesinin en az iki komsusunu igermesini saglar. Boylece
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(Blu{vi})zsl olur. 2-baskinlik sayis1 ise |Sl|=‘Blu{Vi}‘=%+1=T

olur ve ;/Z(L(Wn))gnTJrl elde edilir.

o K., alt c¢izgesinde bir n-1 tepeli bir alt cevre ¢izgesi vardur.
ViV, V., Vv, V(K ;) tepeleri, alt ¢evre cizge iizerinde 3 uzunluklu bir yol
olsun. Bu yolun ilk ve son tepeleri ile olusturulan {Vk,vn} kiimesi, K,

¢izgesinin her bir tepesinin en az iki komsusunu igerir. Geriye kalan L(W,)

cizgesinin tepelerini herbirinin en az iki komsusunu icermesi i¢in B,

n-1
kiimesinden %—1 tane daha tepe alinmas1 gerekir. Bu sekilde olusturulan

o (n-1) n+1
S, 2-baskin kiimesinin eleman sayis1 |Sl| = T_l +2= > bulunur ve

n(L(Wn))s'“T+l elde edilir.

Alt Durum 2;

Benzer islemler B, kiimesi i¢in yapildigindada L(W,) cizgesinin 2-baskinlik sayisi

7, (L(W,)) < n7+1 elde edilir.

Alt Durum 3;

n+1
Diger tiim durumlarda da L(W,) ¢izgesinin 2-baskinlik sayist y, (L(W,)) 2%

bulunur.

Dolayisiyla N tek sayr oldugunda L(W,) c¢izgesinin 2-baskinlik sayisi

n+1, .
Vs (L(Wn)) = T dir.
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2.Durum;

Kabul edelim ki n ¢ift say1 olsun. Bu takdirde n—1 tek say1 olur. L(W,) cizgesinin,
tepe dereceleri 4 olan n—1 tepeli alt C, , ¢evre ¢izgesi ve K, tam ¢izgesi vardur.

Alt Durum 1;

n-1
C,, cizgesin 2-baskmlik sayisi 72(Cn_1)=(7—l dir. C_, ¢izgesin 2-baskin

kiimesi S, olsun. S, kiimeside K, , tam cizgesinin herbir tepesinin sadece bir

-1

komsusu vardir. S, kiimesindeki UnT_l—l_lj elemanm olusan kiime S, olsun.

Herhangi bir v, eV (K, ) tepesi ile S, kiimesinin birlesimiyle olusan kiimede,
L(W,) cizgesinin geriye kalan tepelerinin herbirinin en az iki komsusu vardir. Bu

takdirde L(W,) c¢izgesinin 2-baskin kiimesi olarak segilebilir. 2-baskinlik sayisi ise

|Sl|=‘S3u{vi}‘:{n7_l—l—l+1={n—;l—‘ olur ve n ¢ift say1 oldugundan

yz(L(Wn))s[nT_l—lzg elde edilir.

Alt Durum 2;

-1
Diger tim durumlarda L(W,) ¢izgesinin 2-baskinlik sayisi 72(L(Wn))2{n7—‘

elde edilir.

Dolayisiyla N ¢ift say1 oldugunda L(W,) ¢izgesinin 2-baskmlik sayisi

7, (LW,))= [nT—l—‘ zg bulunur.

Her iki durum g6z 6niine alindiginda L(W,) ¢izgesinin 2-baskinlik sayis1

50



n+1 .
o+ n tek ise

7,(LW,)) =] 2 > dir.
5 n cift ise

Teorem 5.1.2.

L(G,), 3n tepeli bir disli ¢izgenin ayrit ¢izgesi olmak iizere, L(G,) ¢izgesinin

2-baskimlik sayis1 y,(L(G,)) =n+1"dir.

Ispat 5.1.2.

L(G,) c¢izgesinin  tepe  sayisi [\/ (L(Gn))| =3n  ayrit  sayis1  ise
n(n-1), .. . .. . )
|E(L(Gn))| =4n+ —5 dir. L(G,) cizgesinin tepe kiimesi V (L(G,)) olmak iizere;

V(L(G,)) =V, WV, seklinde 2 tane alt tepeler kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

Vi ={v, eV(L(G,))| dL(Gn)(Vi) =3}, IV1| =2n

v, :{Vi eV(I—(Gn))l dL(Gn)(Vi) =n+1}, IV2| =n

L(G,) cizgesinin ayrit kiimesi E(L(G,)) olmak iizere; E(L(G,))=E VE, UE,

seklinde 3 tane alt ayritlar kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

E, ={e,, <E(LG,)Iv,v, eV
E, ={e,, <E(LG,)I,v, eV}

E, :{evivj eE(LG)) |V, eV,,v; €V,}

L(G, ) cizgenin 2-Baskinlik say1s1 bulunurken iki durum s6z konusudur.
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1.Durum:;

L(G,) ¢izgesinin tepeler kiimesi V(L(G,)) veS, <V (L(G,)), aym zamanda S,

kiimeside L(G,) ¢izgesinin 2-baskin kiimesi olsun.

Her v;,v; €V, tepeleri ayn1 zamanda V;,v; €S, olsun. Bu durumda v,,v; tepeleri ile
V, kiimesindeki tiim tepeler 2-bastirilip ve v,,v; tepelerine komsu olan V, ’deki 4

tepe 1-bastirilmis olur. Geriye hi¢ bastirilmamis 2n—4 tane tepe kalir. Bu tepeler
V,,V; nin segimine gére P, , ¢izgesini yada P, UPF, ;. (L<k<n-1) cizgesini

olusturur. Iki durumda incelenicek olursa;

2n—-4

i) P,,_, ¢izgesinin 2-baskimlik sayis1 y,(P,,_,) = +1=n-1

P,, . ¢izgesinin 2-baskin kiimesindeki ug tepeler, 1-bastirilmis 4 tepeden sadece 2

tanesini 1-bastirir. Geriye 2 tane 1-bastirilan tepe kalir. Bu 2 tepeninde 2-bastirilmasi

i¢in herhangi birini se¢imi ile L(G,) ¢izgesinin 2-baskn kiimesi olusturulmus olur.
S,/ =2+(n-1)+1=n+2 bulunur.

Boylece L(G,) ¢izgesinin 2-baskinlik sayis1 y,(L(G,)) <n+2 elde edilir.

i) Py UPR, .y <k <n-1) gizgesinin 2-baskimlik say1s1;

2k 2n—(2k +4
7/2(P2k)+72(P2n—(2k+4)) :(? +1j+(%+1j =N

P, Ve P, (.4 Sizgelerinin 4 tane ug tepesi vardir. 1-bastirilmis 4 tepe, bu ug tepeler
tarafindan 1 kez daha bastirilarak bu tepeler 2-bastirilmis olur. L(G,) ¢izgesinin
2-baskin  kiimesi olusturulmus olur. |Sl| =n+2bulunur. L(G,) ¢izgesinin

2-baskmlik sayis1 y,(L(G,)) <n+2 bulunur.
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2.Durum;

L(G,) cizgesinin tepeler kiimesi V (L(G,)) ve S,cV ayni zamanda S, kiimeside
L(G,) ¢izgesinin 2-baskin kiimesi olsun. L(G,) ¢izgesinin bir C, alt ¢izgesi
vardr. Bu C, ¢izgesinin 2-baskin kiimesi S, ve S, < S, |SZ|=n dir. S, kiimesi,
L(G,) cizgesinde V, kiimesindeki tepeleri 2-bastirip, V, kiimesindeki tepeleri de 1-

bastirir. V, kiimesindeki tepeleri 2-bastirilmis hale getirmek icin dyle bir v, €V,

tepesini  2-baskin kiimeye segilmelidir.

Bu se¢imle L(G,) cizgesinin tiim tepeleri 2-bastirilmis olur ve S, =S, U{v.},v, €V,
ve |S,|=n+1 elde edilir. L(G,) cizgesinin 2-baskmnlik sayisi y,(L(G,))=n+1

bulunur.

2-baskm kiimenin diger se¢imlerinde de y,(L(G,))=n+1 bulunur. 1.Durum ve

2.Durum’dan L(G,) ¢izgesinin 2-baskmlik sayis1 y,(L(G,)) =n+1 elde edilir.
Teorem 5.1.3.

L(Hn),(n>4) 3n tepeli bir diimen ¢izgenin ayrit ¢izgesi olmak tizere, L(H,)

¢izgesinin 2-baskinlik sayst y,(L(H,)) =n dir.

Ispat 5.1.3.
L n(n-1)
L(H,) cizgesinin tepe sayisi |V(L(Hn))| =3n, aynt sayist [E(L(H,))|=6n+———

"dir. L(H,,) cizgesinin tepe kiimesi V (L(H,)) olmak iizere; V(L(H,)) =V, UV, UV,

seklinde 3 tane alt tepeler kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

Vi ={v; eV(L(H,))| dL(Hn)(Vi) =6, i :ﬁ}
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V, ={v; eV (L(H,))| dL(Hn)(Vi) =n+2,i :ﬁ}

V, ={v; eV(L(H)) | d, (%) =3 i=1n}

L(H,) ¢izgesinin ayrit kiimesi E(L(H,)) olmak lizere,
E(L(H,))=E, UE,UE, UE, UE; seklinde 5 tane alt ayritlar kiimesinin birlesimi

olarak yazilsin.

E, ={e,, cE(L(H)|V, eV,.v, €V}
E, ={e,, €E(L(H))|V €V,.v; eV}
E, ={e,,, cE(L(H)|V, €V,v, €V}
E, ={e,, <E(L(H,)I%.v, eV}

E, ={e,, <E(L(H,)v,v, eV}

L(H,) cizgesinin 2-baskinlik say1s1 i¢in ii¢ durum s6z konusudur.

1.Durum:;

V, kiimesinde, L(H,) cizgesindeki her bir tepesinin en az iki komsusu vardir.
Dolayisiyla V, kiimesi 2-baskin kiimedir ve S, =V, dir. |V1|:n’dir. Boylece

7,(L(H,)) <n elde edilir.

2.Durum;

2-baskm kiime V, kiimesi iizerinden olusturulsun. Yani V, S, olsun. Bu durumda
V, kiimesinde, V, kiimesindeki her bir tepenin en az iki komsusu, V, kiimesindeki
her bir tepenin ise en az bir komsusu vardir. 2-baskin kiime, V, kiimesinde ki tepeleri

en az iki komsusunu igermesi icin, 2-bastirmak i¢cin S, kiimesine tepe ilave edilmesi

gerekir. Bu ise |Sl| >n olur. y,(L(H,))=n elde edilir.
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3.Durum;

2-baskm kiime V, kiimesi iizerinden olusturulsun. Yani V, S, olsun. Bu durumda
V, kiimesinde V, kiimesindeki her bir tepenin en az iki komsusu, V, kiimesindeki
her bir tepenin ise en az bir komsusu vardir. V, kiimesinde ki tepeleri 2-bastirmak
icin S, kiimesine herhangi bir v, €V, tepesi eklendiginde, S, kiimesi L(H,)
¢izgesinin tiim tepelerinin en az iki komsusunu icermis olur. Bu sekil olusturulan 2-

baskmn kiime S, =V, U{v;}"dir. |S,|=n+1 olur. y,(L(H,))<n+1 bulunur.

2-baskm kiimenin diger secimlerinde de y,(L(H,)) > n bulunur. 2-baskinligin tanimi
geregi minimum elemanl 2-baskin kiime L(H,) c¢izgesinin 2-baskmlik kiimesidir.
Dolayistyla 1.Durum, 2.Durum ve 3.Durum’dan S, =V, kiimesi minimum elemanl

2-baskm kiimedir. Boéylece y,(L(H,))=n elde edilir.
Teorem 5.1.4.

L(Sf,) ,(n >5) 3n tepeli bir aygigegi ¢izgenin ayrit ¢izgesi olmak tizere, L(Sf,)

cizgesinin 2-baskinlik sayist y,(L(Sf,)) =n ’dir.

Ispat 5.1.4.

L(Sf,) ¢cizgesinin tepe sayist |V (L(Sf, ))| =4n, ayrit sayisi

|E(L(Sf,))|=11n+

n(nz_l) ‘dir. L(Sf,) cizgesinin tepe kiimesi olmak iizere;

V(L(Sf,)) =V, UV, UV, seklinde 3 tane alt tepeler kiimesinin birlesimi olarak

yazilsin.

V, ={v; eV(L(SF)) | dL(an)(Vi) =8}, |V1| =N

V, ={v; eV(L(Sf,)) | dL(an)(Vi) =5}, IV2| =2n
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V, ={v; eV (L(Sf))) | dL(an)(Vi) =n+3}, [Vs| =n

L(Sf,) cizgesinin ayrit kiimesi E(L(Sf,)) olmak lizere,
E(L(Sf,))=E VE, UE,UE, UE,UE, seklinde 6 tane alt ayritlar kiimesinin

birlesimi olarak yazilsin.

E ={e,,, E(L(SE |V, eVi,v; eV}
E, ={e,,, e E(L(H,) [V, €V,,v; eVi}
E, ={e,,, €E(L(H,)|V; eV,,v; eV;}
E, ={e,,, €E(L(H,))|v,.v; eV}
E; ={e,,, €E(L(H,) V.V, €V,}

E, ={e,, € E(L(H,)Iv,.v, eV}

L(Sf,) ¢izgesinin tepeler kiimesi V(L(Sf,)) ve S, cV(L(Sf)) kiimeside L(Sf )
¢izgesinin 2-baskin kiimesi olsun. L(Sf,) ¢izgenin 2-baskinlik sayisi1 i¢in iki durum

sOz konusudur.

1.Durum:;

V, tepeler kiimesindeki tepeler, L(Sf,) ¢izgesinin tiim tepelerini 2-bastirir.

Dolayisiyla V, kiimesi 2-baskin kiimedir ve S =V, dir. |V1|:n oldugundan

7,(L(Sf.)) <n elde edilir.

2.Durum;

V, < S, olsun. Bu durumda V, kiimesindeki tepeler V, kiimesindeki her bir tepenin

en az iki komsusunu icerir. V, kiimesindeki her bir tepenin ise bir komsusunu igerir.
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V, kiimesinde ki tepelerin herbirinin en az iki komsusunu igermesi i¢in S; kiimesine

tepe ilave edilmesi gerekir. Bu durumda |S,|>n olup; 5,(L(Sf,))=n elde edilir.

3.Durum;

V, tepelerinin olusturdugu C,, ¢izgesi L(Sf,) ¢izgesinin alt ¢izgesidir. C,,
¢izgesinin 2-baskmlik sayist y,(C,,)=n’dir. C,, ¢izgesinin 2-baskin kiimesi S,
olsun. S, kiimesi V (L(Sf,))—V, tepeler kiimesinde, V, ve V, kiimesindeki her bir
tepenin en az iki komsusunu icerip, V, kiimesindeki her bir tepenin ise bir
komsusunu igerir. S, kiimesine Oyle bir v, €V, alindiginda L(Sf,) ¢izgesinin
2-baskin kiimesi olusturulur. Yani S, =S, u{v}, (v, €V;),S, 2-baskin kiimesi

olusturulur. Boylece |Sl| =n+1ve y,(L(Sf,)) <n+1 elde edilir.

2-Baskin kiimenin diger se¢imlerinde de y,(L(Sf,)) >n bulunur. 1.Durum, 2.Durum

ve 3.Durum’dan y,(L(Sf,)) =n elde edilir.

Teorem 5.1.5.

L(f,), 3n tepeli bir arkadashk c¢izgenin ayritlar ¢izgesi olmak iizere, L(f)

¢izgesinin 2-baskinlik sayis1 y,(L(f,)) =n+1"dir.

Ispat 5.1.5.
L(f,) cizgesinin tepe sayisi |V (L( fn))| =3N ayrit sayisi |E(L( f, ))| =2n+ W

‘dir. L(f,) ¢izgesinin tepe kimesi V(L(f,)) olmak iizere; V(L(f,))=V,UV,

seklinde 2 tane alt tepeler kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.
V, ={v; eV(L(f))| dL(fn)(Vi) =2}, |V1| =N
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V, ={v; eV(L(f))| dL(fn)(Vi) =2n}, [Vz| =2n

L(f,) cizgesinin ayrit kiimesi E(L(f,))olmak iizere; E(L(f,)) =E, UE, seklinde 2

tane alt ayritlar kiimesinin birlesimi olarak yazilsin.

E ={e,,, e E(LST |V, eVy,v; €V}

E, ={e,,, cE(L(H,))[V,.v; eV}

L(f,) cizgesinin tepeler kiimesi V(L(f,)), S, =V (L(f))) ve S, kiimeside L(f )

cizgesinin 2-baskin kiimesi olsun. Iki durum s6z konusudur.

1.Durum:;

V, c S, olsun. Bu durumda V, tepeleri 2-bastirilip, V, tepeleri 1-bastirilir.V, deki

tepeleri 2-bastirmak i¢in S, kiimesine dyle bir v, €V, tepesini ilave edilmesi gerekir.
Buradan S, =V, u{v} (v €V,). |Sl|=n+1 elde edilir. Sonu¢ olarak

7,(L(f,)) <n+1 bulunur.

2.Durum;

V, kiimesinin elemanlartyla 2-baskin kiime olusturmak istenirse, L(f,) c¢izgesini
2-bastirmak i¢in V, kiimesinin biitiin tepeleri 2-baskin kiimeye alinmalidir. Bir bagka
deyisle L(f,) ¢izgesini 2-baskin kiimesi S, ve V,=S,’dir. Ayn1 zamanda

[\/2| =|Sl| =2n oldugundan y,(L(f,))<2n bulunur.

2-baskm kiimenin diger se¢imlerinde de y,(L(f,))=n+1 bulunur. 1.Durum ve

2.Durum’dan y,(L(f,)) =n+1 elde edilir.
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Teorem 5.1.6.

L(W,), 2n tepeli bir tekerlek ¢izgenin ayrit ¢izgesi olmak tizere, L(W,) ¢izgesinin

2-bagimlilik degeri b,(L(W,)) =2 ’dir.

Ispat 5.1.6.

L(W,) cizgesinin tepe sayist [\/(L(\Nn))| =2(n-1) ayrit sayis1 ise
|E(L(\Nn))|=%(n—l)(n+4) dir. L(W,) cizgesinin tepe kiimesi V (L(W,)) ve ayrit

kiimesi E(L(W,)), Teorem 5.1.1°de ki gibi benzer sekilde yazilsimn.

L(W,) cizgesinin 2-Bagimmlilik sayis1 N saysinin tek ve cift sayr olmasma gore

degiskenlik gosterir. Bunu 2 farkli durumda agiklayalim.

1.Durum:;

Kabul edelim n c¢ift sayr olsun. Herhangi bir v, €V, tepesine bitisik olan

€, 16yy, € E, ayrtlar1 atildiginda geriye kalan g¢izgenin 2-baskinlik sayisi

(L) ~{e e ) > T ol ve (L) -{ey, e, ) > 7 (L))

oldugundan b, (L(W,))=2 elde edilir.

2.Durum;

Kabul edelim n tek say1 olsun. Herhangi bir v, €V, tepesini bir dereceli tepe olmasi
icin V; tepesine bitisik olan €, By, € E, ayritlar1 ve herhangi bir &, €E; ayriti

atildiginda geriye kalan cizgenin 2-baskinlik sayis1
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(L(VV )— { A }) > n7+1 olur ve geriye kalan gizgenin 2-baskinlik sayisi

(L(\N) { €y 1€ })>72(L(\N )) oldugundan b( (W )) 3 elde edilir.

. . .. 2, ntekise .
Bu iki durum birlestirilecek olursa b, ( L(W. )) = {3 . dir.
., ngift ise

Teorem 5.1.7.

L(G,), 3n tepeli bir disli ¢izgenin ayrit ¢izgesi olmak iizere, L(G,) ¢izgesinin

2-bagimlilik degeri b, (L(G,)) =2 ’dir.

fsgat 5.1.7.

L(G,)  c¢izgesinin  tepe  sayist [\/ (L(G, ))| =3n  ayrit  sayist  ise
|E(L(G ))| 4n+ (2_ )’dlr L(G,) ¢izgesinin tepe kiimesi V(L(G,)) ve L(G,)

cizgesinin ayrit kiimesi E(L(G,)), Teorem 5.1.2°de ki gibi benzer sekilde

pargalansm. L(G,) ¢izgesinin 2-Bagimlilik sayis1 i¢in iki durum séz konusudur.

1.Durum:;

L(G,) ¢izgesinin E(L(G,)) ayritlar kiimesinden atilan herhangi bir ayritla, L(G,)

¢izgesinin 2-baskin sayis1 degismez ve boylece b,(L(G,))>1 olur.

2.Durum;

V, kiimesinde Ki tepeler L(G,) ¢izgesinin alt ¢izgesi olan C,, ¢izgesini olusturur.
Herhangi bir v, €V, tepesine bitisik ve ardisik olan e,,e,, € E; ayritlar1 atildiginda;

Geriye kalan ¢izgede V, kiimesinin tepeleri P, , yol ¢izgesini olusturur. P, , yol
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cizgesinin  2-baskin  kiimesi S, olsun  ve  2-baskinlik  sayisida;

2n-1

72(P2n_1)={ J+1:(n—1)+1:n bulunur.

Yeni olusan L(G,)—{e, L } cizgesinde 1 tane ug tepe vardir. 2-baskinlik tanimi

geregi bu ug tepe 2-baskin kiimede olmak zorundadir.

S, kiimesi, ayn1 zamanda V, kiimesindeki her bir tepenin bir komsusunu igerir. V,
kiimesinde ki her bir tepenin iki komsusunu igermesi i¢in ig¢in Oyle bir v, €V,

tepesini L(G,) {evv . } ¢izgesinin 2-baskin kiimesine ilave edilmesi gerekir.

Sonug olarak  L(G,)—{e,, .6, } ¢izgesinin 2-baskm kiimesi S, ~ve

iVl

S, cV(L(G))dir. S, =S,u{v},v eV,, n(LG)-{, &, D=n+2 olur

7,(L(G,)) <7,(L(G,) e, &,,,}) oldugundan b,(L(G,))=2 elde edilir.

Teorem 5.1.8.

L(H,), 3n tepeli bir diimen ¢izgenin ayrit ¢izgesi olmak iizere, 2-bagimlilik degeri

b,(L(H,)) =1"dir.

fsgat 5.1.8.

L(H,) cizgesinin tepe sayist [V (L(H,))|=3n, ayrit sayis1 |E(L(H,))|=6n+ n(n—1)

‘dir. L(H,) cizgesinin tepe kiimesi V(L(H,)) ve L(H,) cizgesinin ayrit kiimesi
E(L(H,)), Teorem 5.1.3’de ki gibi benzer sekilde yazilsin.

E, yada E, kiimelerinden Syle bir €,, € E, (yada 6yle bir €, € E,) atilmasiyla

olusan (L(H,) —{evivj }) ¢izgesinin 2-baskmnlik sayis1 7,(L(H,) —{evivj B =n+1 olur.
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Dolayisiyla — 7,(L(H,)) <y,(L(H,) —{evivj })  olup 2-bagmlilik tammindan

b,(L(H.)) =1 elde edilir.

Teorem 5.1.9.
L(Sf,), 3n tepeli bir aygicegi ¢izgenin ayrit ¢izgesi olmak tizere, L(Sf,) ¢izgesinin

2-bagimlilik degeri b, (L(Sf,)) =1"dir.

Ispat 5.1.9.

L(Sf,) ¢izgesinin tepe sayisi |V (L(Sf, ))| =4n, ayrit sayisi

|E(L(Sf,))|=11n+

n(nz_l) ‘dir. L(Sf,) cizgesinin  tepe kiimesi V(L(Sf,)) ve

L(Sf,) ¢izgesinin ayrit kiimesi E(L(Sf,)), Teorem 5.1.4°de ki gibi benzer sekilde

yazilsin.

E, yada E, kiimelerinden dyle bir €, € E, (yada 6yle bir €, € E,) atilmasiyla

olusan (L(Sf,) _{evivj }) ¢izgesinin 2-baskinlik sayis1 7, (L(Sf,) _{eviv,- B =n+1olur.

Boylece  7,(L(Sf,)) <y, (L(Sf.) —{evi\,j b olur ve 2-bagimhlik tanimindan;

b,(L(Sf,)) =1 elde edilir.

Teorem 5.1.10.

L(f,), 3n tepeli bir arkadaghk ¢izgenin ayritlar ¢izgesi olmak iizere, L(f)

¢izgesinin 2-bagimhilik degeri b, (L(f,)) =2 dir.

L(f,) cizgesinin tepe sayisi [V (L( fn))| =3n, aynit sayis1 [E(L(f,))|=2n +w

’dir.
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L(f,) cizgesinin tepe kiimesi V (L(f,)) ve L(f,) cizgesinin ayrit kiimesi E(L(f,)),
Teorem 5.1.5°de ki gibi benzer sekilde yazilsin.

L(f,) cizgesinin ayrit kiimesi E(L(f,)) olmak iizere; E(L(f,))=E wE, olacak
sekilde E,,E, c E(L(f,)) olsun. €, 16, € E, ayrtlarmin L(f,) ¢izgesinden

atilmasiyla olusan yeni (L( fn)_{evivj’evivm}) cizgesinin 2-baskmlik sayisi yani

S, =n+2olur. 2-bagimhilik tanimindan;

7, (L(£.) <7, (L(fn)—{evivj ,evivjﬂ}) olur. Buradan b,(L(f,))=2 bulunur.
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BOLUM 6
2-BASKINLIK SAYISINI BULAN ALGORITMA
6.1. GENEL TANIMLAR VE TEOREMLER
Bu bolimde, n tepeli bir G ¢izgesinin 2-baskmlik sayisini bulmak igin bir
algoritma verilmistir. Bu algoritmada, baskinlik sayis1 i¢in daha 6nce olusturulan

algoritma temel alinmustir.

Tanim 6.1.1.

X =(X,S) kismi sirali bir kiime ve x,y e X olsun. Bir U elemanin X ve Yy’ nin en

kiigiik tist sinridir (ekiis), eger,

@u=x ve uxy

(b) w>x ve w>y = w>u’dur.

Kosul (b), X ve Vy’nin tim alt smirlar1 arasinda U’nun en kiigiik olmasimni

gerektirir (Prather, R. E., 1976).

Tanim 6.1.2.

X =(X,S) kismi sirali bir kiime ve x,y e X olsun. Bir vV elemanin X ve Y’ nin en

biiyiik alt sinir1 olmasi igin asagidaki sartlar saglanmalidir.

@ v<x vev<y

(b) w<x ve w<y —=w<v’dir.
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Kosul (b), X ve Yy’ nin tiim alt sinirlar1 arasinda V’ nin en biiyiik olmasini gerektirir

(Prather, R. E., 1976).

Tanmim 6.1.3.

Her bir X,y eleman gifti i¢in ekiis ve ebas’ a sahip olan L=(L,S) kismi sirali

kiimesi olsun. Her x,y eL icin,

u=ekls(x,y)=x+Yy

v =ebas(x,y) =Xy

Daha cebirsel olarak L=(L,<)=(L,+,.) seklinde yazilabilir (Prather, R. E., 1976).

Teorem 6.1.1.

Her X,y,zel =(L, +, ) i¢in asagidakiler vardir.

(6la) X+x=X (Kapalilik 6zelligi)
(62a) (X + y) +Z=X +(y + Z) (Birlesme 6zelligi)
(63a) X+y=Yy+X (Degisme ozelligi)
(64a) X+(Xxy)=Xx (Yutma 6zelligi)
(652) X.(y+2)=xy+xz (Dagilma 6zelligi)
(61b) XX=X

(62b) X(y+2)=xy+x.z

(63b) (xy).z=x.(y.z)

(64b) X.(X+Y)=X

(65b) x+(y.z)=(x+y).(x+2)

Bir G ¢izgesinin giiglii ve zayif baskinlik sayilarini bulmak i¢in verilen algoritmada

Teorem 6.1.7 ’e ait,
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(61b) XX=X

(64a) X+(X.y)=X

ozellikleri kullanilmaktadir (Prather, R. E., 1976).

(i, <i, <..<i,) gibi tekrar eden sembol icermeyen kelimeler olusturulabilir.
Yy =00 .....0; Olsun. Eger X kelimesindeki her bir sembol ayn: zamanda Yy

kelimesinde de yer aliyorsa X yutar y deriz ve x>y ile gosterilir. Bu islem (64a)

tarafindan saglanir (Prather, R.E., 1976).

Ornek 6.1.4.
X=0,0, V& y=0,0,0,0, olsun. x>y

0,0, >0,0,0,0, leorem 6.1° deki 6zellikler kullanilirsa,
0,0, + 0,0,0,0, = 0,0, +0,0,(0,0;) “(63b) ve (62b)’den”

= 0,0, “(64a)’ dan” elde edilir.

Tanim 6.1.5.

X =0; 0; .....0;, (i, <i,<..<i) olsun. f =in kelimelerin formal toplami

olarak tanimlanir (Turaci. T., 2012).

| f | . f toplaminm, (61b) ve (64a) dzelliklerinin defalarca kullanilmasiyla elde edilen

en sade, tekrarsiz, indirgenemez halidir.
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L(n):{f =% ve |f]= f}’dir. L(n) N tane sembolden olusan herhangi

kelimelerin toplaminin en sade haline karsilik gelen toplam f ’ dir.

Ornek 6.1.6.
f =o0,0,0,+0,0,0,+0,+0,0,+0, ise,

(61a)
f = 0,0,0,+0,0,0,+0,+0,0, (61a)

(63b)
f = o,0,0,+0,0,0,+0,+0,0, (63b)

(63a,62b)
f = o,+0,(0,05)+0,0,+0,0,0,

(64a)
f = 0,+0,0,+0,0,0;

(62b)
f = o,+0,0,+0,0,(0y)

(64a)
f = o,+0,0,

|f|=0,+0,0, elde edilir.
Ornek 6.1.7.

f =(0,0,+0,05)+(0,0,0,0,+0,0,05)+(0,), 5 tane farkli sembolden olusan

herhangi kelimelerin toplami olsun.

|f|=|oy0, + 0,0, +0,0,0,0, +0,0,0; +0,
|f|=|o, +0,0,)]

L(5)=0,+0,0, elde edilir.

67



6.2. 2-BASKINLIK SAYISINI BULAN ALGORITMA

Gilglii ve zayif baskin kiime bulma algortimasi gelistirilerek N tepeli birlestirilmis
bir G gizgesinin 2-baskin kiimelerini ve 2-baskmlik sayisi bulan algoritma

verilmistir.

I, J,n,y, : positive integer
f : element of L(n)

D,W : array n* of L(n)

Begin
for j«<-1ton do
begin
D[j]«0
if dg[v,]1=0 then D[]« D[j]+v, end if;
if dg[v;]1=1then D[j]<« D[j]+V,
ELSE
D[j]« D[j]+v,
for i<-1to n—-1do
begin
for kK «—i+1to n do
begin
if [(] ="i) and (j="k) and (v;Ev;) and (vkEvj)]

then D[j]<« D[j]+vy,

end if;
end; {for k}
end; {for i}
end if;
end; {for j}
f«1
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for j«<-1ton do
begin

f « f*D[]]
end;

2 <—min{|x|}

xinf

END.

Ornek 6.2.1.

Sekil 6.1°de verilen G ¢izgesinin 2-baskinlik degerini yukarida verilen algoritmay1

kullanarak hesaplayalim.

a e b

h f

d c
g

Sekil 6.1. 8 tepeli 12 ayrith G ¢izgesi.

Algoritmada oncelikle G ¢izgesinin her bir tepesinin, 2-baskinlik i¢in f

fonksiyonunun baslangi¢ degeri bulunur.

f =(a+eh)(e+ab+af +ah+bf +bh+hf )(b+ef )(f +bc+bg+be+cg+ce+eg)
(c+ fg)(g+cd+ch+cf +dh+df +hf )(d+gh)(h+ae+ag+ad+eg+ed+gd)

=(ae+ab+af +ah+eh)(bf +bc+bg +be+ef )(cd+ch+cf + fg)(dh+ad +de+dg + gh)

=(abc +abe +abf +abg + aef +beh+efh)(acd +cde+cdg + cdh+cgh+ dfg + fgh)

69



abcd + abcgh + abcfgh + abcegh + abdefg + abefgh + abdfg + abfgh +
=| acdef +acefgh + adefg + aefgh + abfgh + bcdeh + bcegh + bdefgh +
+befgh + acdefh + cdefh + cdefgh + cefgh + defgh + efgh

f = (abcd +efgh + abcgh + abdfg + acdef + adefg + abfgh + cdefh -+ bedeh + beegh)

Boylece f fonksiyonu asagidaki sekilde bulunur.

| f |=|abcd +efgh + abcgh + abdfg + acdef + adefg + abfgh + cdefh + bedeh + beegh|

|f

> den, G ¢izgesinin 2-baskin kiimeleri {a,b,c,d} ve {e, f,g, h} olur. Dolayisiyla,

7,(G)=4 elde edilir.
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BOLUM 7

SONUC

Cizge teorisi matematik ve bilgisayar bilimlerinin 6nemli dallarmdan biridir.
Giinlimiizdeki bir¢ok karmagik problemler cizgeler ile modellenip, ¢oziimleri daha
kolay bir bigimde yapilabilir. Cizgelerle modellenen bir iletisim aginda, merkezler
veya merkezler arasindaki baglantilar zarar gordiigiinde iletisimin tamamen
kesilmesine kadar agin dayanma giiciliniin 6l¢iimiine bu agm zedelenebilirlik degeri

denir.

Cizgeler ile modellenen 2 tane iletisim agida baglantilik sayisi, baskinlik sayisi,
bagimlilik sayis1 ve 2-baskinlik sayisi ayni oldugunda hangi iletisim aginin daha
dayanikli oldugu hakkinda fikir sahibi olamayiz. 2013 yilinda Marcin Krzywkowski
calismasinda 2-bagimlilik sayisini tanimlamistir. 2-bagimlilik sayisinin, baglantilik
sayisi, baskmlik sayisi, bagimlilik sayist ve 2-baskinlik sayisinin ayni oldugu

durumlarda ayirt edici bir zedelenebilirlik parametresi oldugu gosterilmistir.

Calismamizda temel ¢izge ailelerinin orta ¢izgeleri, tekerlek ¢izgeler ve tekerlek
iceren c¢izgelerin ayrit ¢izgeleri olarak tanimlanan iletisim  aglarinin
2-baskmlik ve 2-bagimlilik sayiaril incelenmistir. incelenen ¢izgelerin 2-baskinlik ve
2-bagimlhilik sayilar1 hesaplanmistir. 2-baskinlik sayisini bulan algoritma da
yazilmistir. Bu algoritmayi1 kullanarak bir 6rnek ¢oziilmiistiir ve kullanilan ¢izge icin
tiim maksimal 2-baskin kiimeler bulunmustur ve son olarak c¢izgenin 2-baskinlik

sayisi elde dilmistir.
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