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Iki boliimden olusan bu c¢alismanin, birinci béliimiinde klasik anlamda tiirevden
farkli olan genellesmis tiirevin tanimi, genellesmis fonksiyonlar uzayi ve genellesmis
fonksiyonlarda direkt carpim, konvoliisyon anlatilmistir. Ikinci boliimde S'
genellesmis fonksiyonlar uzayin1 ve bu uzaydaki fonksiyonlara Fourier doniisiimii
tanimlanmistir. Diferansiyel denklemlerin genellesmis ¢0ziimii ve temel ¢Ozimii
hakkinda bilgi verilmistir. Devaminda ise Sobolev uzaylar1 ve bu uzaydan olan
fonksiyonlar ile baska uzaylarin normlar1 arasindaki iligkiyi kuran esitsizliklerin

gomme teoremleri kullanilarak elde edildigi gosterilmistir.
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In the first part of this work, which consists of two parts, definition of generalized
derivative, different from classic derivative; generalized functions spaces; direct
multiplication on generalized functions and convolution are explained. In the second
part of it, S' generalized functions and Fourier transform of generalized functions are
defined. Also, providing information about generalized solution of differential
equations and basic solutions. Following, it is showed that Sobolev spaces and
inequalities which relates between Sobolev space functions and different spaces

norms, obtained using embedding theorems.
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BOLUM 1
GIRIS
GENELLESMIS FONKSiYON VE GENELLESMIS TUREV
1.1. SOBOLEV UZAYLARI VE GENELLESMIS TUREV
Genellesmis tlirevin 6zellikleri:
1) Genellesmis tiirev bir noktada degil, bir bolgede tanimlidir,

ot
2) Eger @ (x), @, (x) fonksiyonlarin D%@,(x), D@, (x) (D"‘ = —a"‘f a"‘“)’ genelles-
X1 ™7 Xn

tirilmis tirevleri var ise o zaman A, u€ R olmak izere A@(X) + pe,(x)

fonksiyonunda D*(Ag; (x) + ne,(x)) genellesmis tiirevi vardir ve

D*(Ap1 (%) + (X)) = AD%@; (x) + pD%@,(x) (1.1)
esitligi saglanur,

3) @(x) fonksiyonun genellesmis tiirevi D%@(x) olsun, D*@(x) = w(x) olarak alinip
eger w(x) fonksiyonun da genellesmis tiirevi DBw(x) var ve v(x) e esit ise 0 zaman

D**Bp(x) fonksiyonun genellesmis tiirevi vardir ve v(x) e esittir,

4) Bir fonksiyonun genellesmis tiirevi tek degerli olarak tanimlanir. Oyle ki eger
w; (x) ve w,(x) fonksiyonlar1 ¢p(x) fonksiyonun a. mertebeden genellesmis tiirevleri
ise bu fonksiyonlar Q bdlgesinin sadece Lebesgue Slgiisii sifir olan Q, < Q bolgesi

disinda her yerde ¢akisirlar,

5) Bir fonksiyonun a. mertebeden genellesmis tiirevin varligi bu fonksiyonun daha
1



alt mertebeden genellesmis tiirevlerin varligin1 gerektirmez, ( Ornek olarak f; (x) +
f,(y) fonksiyonuna bakalim. f;(x) fonksiyonu (a,b) araliginda, f,(y) fonksiyonu
(¢, d) araliginda siirekli ama higbir yerde tiirevleri olmayan fonksiyonlar olsun. Buna
ragmen f;(x) + f,(y) fonksiyonun (a,b)x(c,d) dikdortgeninde 2.mertebeden

genellesmis tiirevi vardir. )

6) Bir fonksiyonun bir bolgede klasik anlamda hemen hemen her yerde tiirevinin
varligi bu fonksiyonun ayni zamanda o bolgede genellesmis tiirevin varligimi
gerektirmez. (Ornek olarak, @(x) fonksiyonu [0,1] araliginin belli noktalarmin
disinda sonsuz mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon olup bazi noktalarda bu
fonksiyonun 1.tiir siireksizlik noktalari var ise o zaman bu fonksiyonun [0,1]

araliginda genellesmis tiirevi yoktur.)
Asagidaki 6zellikler genellesmis tiirevler i¢in asikardir.

Tanim 1.1: Q;, bolgesini h > 0 olmak tizere {x € Q:p(x,0Q) > h} seklinde

tanimlayalim.(p(x,y), R™ uzayinda iki nokta arasindaki uzakligi gostermektedir. )

Teorem 1.1: Eger @(x) fonksiyonunun Q bolgesinde genellesmis tiirevi var ise o

zaman Qy, bolgesinde asagidaki esitlik dogrudur;

D%pn(x) = (D%@)n () [5]. (1.2)

Sonug 1.1: Eger @(x) fonksiyonu p > 1 olmak iizere L, (Q) uzayindan olan D*@(x)
genellesmis tiireve sahip ise o zaman Q' € Q alt bolgesinde L,(Q") uzaym normuna

gore D%y, (x) = D% (x) 'e yakinsar.

Teorem 1.2: Q bolgesinde Lebesgue integrali olan ¢(x) fonksiyonu igin Q bolge-
sinde tanimli, |ot|. mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardan olusan dyle

{om(x)} dizisi vardir ki her bir {(x) siirekli fonksiyon i¢in

im [ 0, (v0dx = [ 0GwGds (13)
Q Q



esitligini saglar. Y(x) fonksiyonu Q'c Q disindaki bolgede sifira esit olan fonksiyon-
dur. Ayrica {D%@n,(x)} dizisi L,(Q) uzaymda m ye gore diizgiin smirli ise o zaman

@(x) fonksiyonun Q bolgesinde |a|. mertebeden genellesmis tiirevi vardir [5].

Sonu¢ 1.2: Eger (x) fonksiyonun ortalama fonksiyonunun herhangi o. mertebeye
kadar olan ttirevleri L,(Q) uzayinda diizgiin sinirli ise 0 zaman Q bdlgesinde ¢(x)

fonksiyonun a. mertebeden genellesmis tiirevi vardir.

Teorem 1.3: Eger ¢4 (%) Ve @,(x) fonksiyonlarin @14, (X) , @24, (X) gibi genelles-

mis tiirevleri var ve % + % = 1 olmak iizere @ (x) € Ly(Q), @14, (x) € Ly(Q),

@2(%) € Lg(Q), @2, (%) € Lq(Q) ise 0 zaman ¢4 (x)@,(x) fonksiyonun da
(91(X)P2(%))x, genellesmis tiirevi vardir. Bu ¢arpim fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanir,
(@1 X P2(X))x; = P1x;, X P2(%) + @1 (X) P2y, (X) [5]. (1.4)

Simdi Sobolev uzaylarin tanimlarina gegelim ve bu uzaylardaki fonksiyonun

ozellikleriyle tanisalim.

Q, R™ uzayinda simirl1 bir bolge, [ negatif olmayan tamsayi ve p = 1 olsun.

Wpl(Q) = {u(x) | u(x) € L,(Q),|a| = l ye kadar tiim mertebeden genellesmis

tirevleri D*u € L, (Q)} olup ve bu uzayda norm

1
1 p
lullyy gy = 2 J|Dau|de (1.5)
la|=0 Q

seklinde tanimlanir.

W (Q) uzay: tam ve ayrilabilir (separable) uzaydir.



W 'p (Q) uzayi Wpl(Q) uzayinin alt uzayi olup kismi tiirevli diferansiyel denklemler

teorisinde ¢cok 6dnemli bir rolii vardir.

W 'p (Quzay1 Cy(Q) fonksiyonlar simfinm W7 (Q) uzaym normuna gdre

(0]
kapanisindan olusan bir uzaydir. W 'p (Q) uzayin fonksiyonlar i¢in karakteristik olan

ozelligi (I — 1). mertebeye kadar olan genellesmis tiirevlerin hepsi 0Q simirinin

hemen hemen her yerinde (n — 1) boyutlu Lebesgue 6l¢iisiine gore sifirdir.

(o]
W 'p (Q) uzayinda || ”Wéw) norma denk olarak asagidaki norm da tanimlanabilir,

o=

hal, = > [Ip“ulpax | . (1.6)
WIp(Q) lal=L @

W 'p (Q) ayrilabilir (separable) uzaydir.

Wpl(Q) ve W 'p(Q) uzaylarindan alman W}(Q) ve W 4(Q) Hilbert uzaylar1 ayrica

incelenirse, bu uzaylarda i¢ ¢arpim

l
(wv) | . = Z D%uD%vdx, (1.7)
WL (@)W L(Q)) |aT=0 g

seklinde tanimlanir.

Tamm 1.2: Wpf(Q) uzaylarindan olan fonksiyonlarda baska uzaylarin 6zelliklerini
tastyan fonksiyonlarin varligin1 kanitlayan teoremler vardir. Bu teoremlere "Gomme

Teoremi' adi verilir.



Tammm 1.3: X uzaymin her bir elemanmi, Y uzaymdan olan ve bu uzaymn
Ozelliklerini tagiyan ayni elemanina karsilik gelen operatore Gomme operatorii

denir. Bilindigi gibi bu operator stireklidir.

Simdi smurlari, pargali siirekli ve CX sinifindan olan bélgeleri tanimlayalim. Eger
Q bolgesi, Q,,, gibi sonlu sayida alt bolgelerin birlesimi seklinde yazilabilir ve bu alt
bolgeler asagidaki sartlar1 saglar ise Q bolgesi pargali siirekli 0Q sinira sahiptir denir;

1)i#jicinQ; N Q; = @,

2) Her bir Q,,, bolgesi R" uzayinda kapali kiireye homomorftur. Oyle ki bu déniisiim
y =Fn(x) veya y; = Fi,i(x), i =1, ...,n fonksiyonlar ile yapilir. Bu déniisiimler

al;‘m,i x)

g ) Jacobiani m'den

Qn bolgesinde Lipschitz sartin1 saglar ve bu déniisiimlerin ( -
]

bagimsiz pozitif sabit sayiyla alttan sinirlidir.

Eger her bir R> 0 sayis1 icin Bgr(xy) yuvarin 0Q smir ile kesisimi X, =
F(X1, .- Xm—1, Xm+1, --»Xn) denklemiyle verilen baglantili bolge ise Q bolgesi, CK
stifindan olan smira sahiptir denir. Burada F fonksiyonu CX(D) uzayindandir, D
bolgesi Br(Xo) N dQ yuvarm x, = 0 diizlemine izdiisiimiidiir. (m sayis1 ve F

fonksiyonu x, € dQ noktasina gore degisebilir.)

Sy, o kiimesi r.boyutlu Q diizlemiyle R" uzaymin kesisiminden olusan kiimeyi

gostermektedir.

Teorem 1.4 (Gomme Teoremi 1): Farz edelim ki Q bdlgesinin sinir1, pargali siirekli

diizlem olsun.

1) Eger n>1Ilp ,r>n—1Ilp, qg< % ise gdmme operatdrii W, (Q) uzaymndan

Lq (S, ) uzayma simrhdir,

2) Eger q < % ise gdmme operatorii Wpl(Q) uzayindan L (S, o) uzayma diizgiin

sureklidir,



3) Eger n = lp ise o zaman her bir sonlu q i¢in Wpl(Q) uzayindan Lg(Sy o) uzayina

gdmme operatorii diizglin sinirlidir,

< . Ip— , , e
4) Eger n<lp ise 0 zamana < %,a € (0,1) olmak tizere gobmme operatorii

W, (Q) uzaymdan C*(Q) uzayina smurhidir,

5) Eger a < lpT_n ise W}(Q) uzaymdan C*(Q) uzayma gémme operatorii diizgiin

sureklidir.

Bu teorem W, (Q) uzayindan olan fonksiyonlar smnifi i¢in
lullzygs,0) < Cillulytigy.

lull ce@y < Callullyice

esitsizliklerin dogrulugunu garantiler.

1) Birinci esitsizlikte n > Ip iken q sayis1 [1,%] araliginda, eger n = Ip iken q

sayist [1, +00) araligindadir;

2) Ikinci esitsizlik ise 6yle o lar igin gegerlidir ki a € [0,1) ve n < Ip iken a < plT_n

dir.

Bu esitsizliklerdeki C; ve C, sabitleri n,p, [, 7, q sayilar1 Q bolgesine bagli olarak

belirlenen sayilardir [6].

Sonu¢ 1.3: Eger Q boélgesinin siniri, pargali siirekli diizlem ve p =1, [; ve [,
tamsayilar1 0 < [; <[, sartin1 sagliyor ise o zaman Wpl2 (Q) c Wpll(Q) gémme

operatori diizgiin siireklidir.



Teorem 1.5 (Gomme Teoremi 2) : Farz edelim ki Q bolgesinin siir1 0Q, C!

siifindan olsun.

1) Egern > Ip, q < % ise 0 zaman W} (Q) uzayindan L, (0Q) uzayma gomme

operatori sinirhdir,

2) Egerq < % ise W,/ (Q) uzaymdan L, (9Q) uzayma gomme operatorii diizgiin

siireklidir,

3) Eger n = lp ise 0 zaman her bir sonlu g i¢in Wpl(Q) uzayindan L, (0Q) uzayma

gdmme operatoril diizglin sinirhdir.

Bu teoremden W} (Q) uzayindan olan fonksiyonlar smifi i¢in
lullz00) = Csllullyicgy

esitsizligi de elde edilir.

1) n > Ip iken q sayist [1,%] araligindadir,

2) n = lp iken q sayisi [1, +) araligindadir [6].

Sobolev uzaylarindan olan fonksiyonlar i¢in 1.5 ve 1.4 teoremlerinden elde edilen
esitsizliklerin yani sira baska fonksiyonel uzaylarin normlar1 arasindaki baglantiy:
kuran esitsizlikler de vardir. Bunlardan bazilar1t Teorem 1.5 ve Teorem 1.4 ten elde
edilmektedir, bazilarii ise Holder, Young esitsizliklerini kullanarak da elde etmek

miumkindiir.

Teorem 1.6: p = 1 olmak tlizere W 'p (Q) uzayimndan olan her bir u(x) fonksiyonu ve

[1, +00) araligindan aldigimiz herhangi bir r gergel sayisi igin



lully@ < Bllugllf oyl

esitsizligi saglanir; burada

1 1)/ 1 1
o-(-DE-3
r qg/\n p r

dir.

-1

1) Egerp =n = 1ise q € [r, +o0) keyfi bir say1, a € [0,p+rfp_1)] dir,

2)Egern>1vep <niseqE€ [2,%] keyfi say1, eger r < nn—i) ise g sayisi r ile %

arasinda degildir, a sayis1 ise 0 ile 1 arasinda degisen bir sayidir,

3)Egern > 1vep > nise qsayst [r,+0) araliginda degistiginde a sayisi ise 0 ile
L
np+r(p—n)

o takdirde g = +oo dur [6].

say1si arasinda degismektedir. Eger p = n ise ¢ sayist sonludur, p > n ise

1.2. ORTALAMA FONKSIYON

x € REve h € R} , h > 0 olmak iizere ,
1) h > 0 i¢in wy,(x) € C*(RD),

2) |x| > hi¢in wy(x) = 0,

3) RD de wy,(x) = 0,

4) h > 0i¢in fwh(x)dx =1,
Rn

sartlarini saglayan wy, (x) fonksiyonuna ortalama fonksiyonun c¢ekirdegi denir.

8



Klasik 6rnek olarak

h2
wy () = {Celle-hz, x| <h
0, |x| = h

¢ekirdek fonksiyonunu alalim. Burada,

. T
C:FiJelylz—_ldle QY ={y;lyl <1}

Q?

dir. Bu (1.8) fonksiyonun tiim sartlar1 sagladigini kolaylikla kontrol etmek

miimkiindiir, 6yle ki h > 0 i¢in wy, (x) € Cg(R}) oldugu asikardir.

Farz edelim ki u(x), R% de lokal integrallenebilir fonksiyon olsun.

W) = ] wh (x — y)u()dy

n
RY

(1.8)

(1.9)

fonksiyonuna u(x) fonksiyonunun h yarigapli ortalama fonksiyonu denir. Eger u(x)

fonksiyonu Q bolgesinde tanimli ve u € L,;(Q) ise o takdirde, u(x)’in ortalama

fonksiyonu R2\Q bolgesinde u(x) = 0 dir. u?(x) € C*(R%) oldugu kolaylikla kontrol

etmek miimkiindiir, dyle ki (1.9) integrali, x degiskenine gore integral altinda sonsuz

mertebeden diferansiyellenebilirdir [4].

Teorem 1.7: Farz edelim ki Q, R} de sinirli bolge olsun. Bu takdirde,

1) Eger p = 1 olmak iizere u(x) € L,(Q) ve u(x) fonksiyonu, ; bolgesinin diginda 0

olup Q; c Q ise 0 zaman her h < § i¢in u"(x) € CP(Q) dir. (Burada &, Q, ile 602 sinir1

arasindaki uzaklig1 gostermektedir.)

2) Eger u(x), Q da siirekli ve 0 Q sinirinda sifira esit ise, o zaman h — 0 iken

ul(x) - u(x) 'e Q da diizgiin yakinsar,



3) Eger p = 1 olmak iizere u(x) € L, () ise 0 zaman ||uh|| < ”u”Lp(ﬂ) veh -0

Lp(®)

iken |lul — ul| — 0 'a yakinsar [5].

Lp(®)

ispat:

1D uh) = f wa(x — Yu@)dy ,
[x—yl<h

esitligi 0Q sinirindan 6 —h dan biiyiik olmayan uzaklikta bulunan x € Q noktalari
icin gegerlidir. |x —y| < h igin u(y) = 0 dir. Buna gore bdyle x noktalari ve h < 8
icin uP(x) = 0 dur.

2) Farz edelim ki u(x) € C°(Q), R2\Q bélgesinde u = 0 olsun. O zaman

000 = ue| = | [ walx =[G — uColdy | < sup @) = u,
i

|x—yl<h

u(x) fonksiyonunu Q bolgesinde diizgiin siirekli olduguna gére, son esitsizligin sag
tarafi h — 0 iken x degiskenine gére diizgiin olarak sifira yakinsar. O zaman u"(x)

fonksiyonu u(x) ‘e yakinsar.
3) Farz edelim ki u(x) € L,(Q) ve Q diginda da u(x) = 0 olsun. O zaman p > 1

i¢in,

w0l | [ waG=yuemay | < [ oGP Pl (1.10)

n n
Ry RY

olur. Burada % + é = 1 dir. Son integrale Holder esitsizligi kullanarak ,

10



1 1
p’ p

wreol < ( [ wat=dy | | [ wnGx-h@ray | =
Ry Ry

1
P
fwh(x—y)lu(y)lpdy : (1.11)

elde edilir. Oyle ki,

[ =y )= [ waaman =1
J

n
RT\

dir. Buna gore, Fubini teoreminden integrallerin siras1 yer degistiririlirse

1

p
™l ey < l | f wh(x = Y@)Pdy |dx| =

o=

[l [ waG=ydx dy| = lullm (112)

RD RD

olur. p=1 i¢in

weol < [ waG - pldy

n
RY

olmak iizere,

Ju h”L LRD) = jluh(x)ldx< flu(y)l J wy(x —y)dx dy = [lully, o)

R} RD

esitsizligi elde edilir. Asikardir ki, her bir u(x) € L,(€2) ve her € > 0 i¢gin dyle v(x)
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stirekli fonksiyon bulmak miimkiin ki ||u — VIILp(Q) < g ve v(x) fonksiyonu 00

sinirmin belli bir etrafinda sifira esittir. Uggen esitsizligine gore,
[uP - u||Lp(Q) < ||u? - Vh“Lp(ﬂ) + vt - V”Lp(ﬂ) + v —ully, @

olur. Oyle ki, |Ju — VIILp(Q) < € ve yukaridaki ispattan,

0" =P, gy = =P, o) < =l <

dur. Teoremin 2. hiikkmiine gore h < h, olmak iizere o kadar kii¢ikk h, bulmak

miimkiin ki v(x) siirekli fonksiyonu i¢in ||V - Vh” < & esitsizligi saglanir. Bu

Lp(©)

takdirde ||uh - u|| < 3e olur. Boylelikle ispat tamamlanmuistir.

Lp(©Q)

Teorem 1.8: Farz edelim ki K, Q kiimesinde kompakt olsun. O zaman Cg ()
smifinda dyle bir @(x) fonksiyonu vardir ki 0 < ¢ < 1 ve K kompaktinin herhangi

bir komsulugunda @(x) = 1 dir [3].

Ispat: Farz edelim ki K, kiimesi dyle noktalar kiimesidir ki bunlar K kiimesinden n
kadar kii¢iik uzaklikta olsun. 0 < 3e < §, burada & ise K ile 9Q smur arasindaki

uzaklig1 gostermektedir.

K,¢ kiimesinde u(x) = 1 ve R}\K,, kiimesinde u(x) = 0 kabul edelim. O zaman

@(x) fonksiyonu olarak

() = ] we(x — yY)u@)dy

n
RY

fonksiyonunu ele alalim. Oyle ki K, kiimesinde u®(x) =1 dir ve Q bdlgesinin

stnirinin belirli bir kisminda u®(x) = 0 dir.

12



Teorem 1.9 (Birin Boliintiisii): Farz edelim ki K, R} de kompaktve Kc(Q; U ... U
Q) olacak sekilde Q, ..., Qy bolgeleri olsun. O zaman j = 1,..., N icin dyle @;(x)
fonksiyonlari vardir ki ¢; € C()‘O(Qj), R% bolgesinde ¢;(x) = 0,

N
P, (x) < 1, Kkompaktin belli bir kisminda Z P, (x) = 1dir [3].
j=1

N
j=1 j=
Ispat: Kj,j = 1,...,N kompaktlan K;c€; ve K;c(©, U ... UQy) olarak segmek
miimkiindiir.. Teorem 1.8 'e gore dyle bir Y(x) € C5’(€y) fonksiyonu vardir ki

0 < y;(x) < 1 ve K; kompaktinin belli bir kisminda ; = 1 dir .
P1=W1, o, @ = Py (1 = Yy) . (1= Yj_), j=2,..,N alalm. Bu takdirde

N
i) =1-A =) + Y, (1 =Y) + -+ Yy = Yyp) .. (1 = Pn-y)
j=1

J
=1-(1-y)A=Y)..(1=Yn)

olur.

Simdi Genellesmis Tiirev tanimimi verelim. Bu kavramin kismi diferansiyel
denklemler icin sinir deger problemlerinin ¢oziim siiflarmin genisletilmesinde
biiyiilk bir rolii vardir. Bu c¢oziimler yapilirken fonksiyonel analiz yontemleri
kullanilmaktadir. Genellesmis tiirev kavrami genellesmis fonksiyonlar teorisi olus-
madan Once de vardi. Genellesmis tirev kavrami ilk kez kismi diferansiyel
denklemlerin arastirilmasinda S. L. Sobolev ve K. O. Friedrich 'in ¢aligmalarinda

sistematik olarak goriilmiistiir.

Genellesmis tiirevin tanimin1 vermeden 6nce, dogal bir tanim oldugunu gostermek
icin birkag bilinen formiil gosterilmistir. Bundan dnce ise bazi yeni gosterimler dahil

edilecektir

Ornegin,

a = (ay, ..., a,) multi indeks, buradaj = 1, ..., n igin aj, pozitif tam sayilardir.

13



0 i=1,..,n; Dfu=D™_ D%y ;

X
i 1

laf = ag + -+ an; Dy =,

|| = 0igin D§u = u olarak gosterilmektedir.

Farz edelim ki u(x) € C'(Q) ve v(x) € C*(Q), Q € BXolsun.

u— dx = — fv—dx+ fuvylds (1.13)

esitliginden her bir ¢ € Cg(Q) fonksiyon igin,

9
f(p(x) gi)dx— f ()ﬂd (1.14)
Q

j Q
esitligi yazilabilir.

Eger u(x) fonksiyonu CX(Q) smifindan ise o zaman kismi integrasyon formiiliinii k

kez kullanarak her bir ¢ € C3(Q), |a| < kigin

]q)(x)Df(‘u(X)dx = (—1)|°‘|Ju(x)D e(x)dx

Q Q
esitligi elde edilir.

Son esitligi D§u genellesmis tiirevin tanimi olarak alinabilir. Bir fonksiyonun
o. mertebeden genellesmis tlirevinin  olmasi1 (a — 1). mertebeden genellesmis

tiirevinin var olacagi anlamina gelmez [4].

Tamim 1.4 (Genellesmis Tiirev): Lokal olarak Q bolgesinde integrallenebilen v(x)

fonksiyonu, her bir ¢ € Cg () fonksiyonu i¢in
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fv(x)(p(x)dx = (—1)|“|fu(x) D% (x)dx (1.15)
Q Q

esitligini sagliyor ise v(x) fonksiyonuna, ayni bolgede tanimli u(x) fonksiyonun

a. mertebeden genellesmis tiirevi denir ve v = DJu ile gosterilir [2].

(1.15) esitligini saglayan v(x) fonksiyonun tek oldugunu gosterelim. Farz edelim ki
her bir ¢ € CF(Q) fonksiyonu igin (1.15) esitligi saglayan v, (X) ve v, (x) iki farkli

fonksiyon olsun. O takdirde

j N (e()dx = (1)l f u(x) DEp(x)dx

Q

e}

[ va0edx = (-1 [ ueo DspCx
Q Q
esitlikleri taraf tarafa ¢ikartip V = v; — v, alinirsa

fV(x)(p(x)dx =0 (1.16)

Q

yazilabilir.

Farz edelim ki Q; c Q olsun. Q, bdlgesinin hemen hemen her yerinde V(x) = 0

oldugunu gosterelim. Burada §, (; ve 0 sinir1 arasindaki uzakligi géstermektedir..

d
V(x) = V(x), Q; in 0Q sinirindan Ei kadar icerde kalan noktalarda

0, Geri kalan noktalarda

dir. (1.16) esitliginde y € 4, h < g icin @(x) = wy(y — x) alalm. O zaman (1.16)
esitliginden y € Q; ve h < g icin VP(y) = 0 olur. Teorem 1.7 'ye gore h — 0 iken

||Vh — \7” — 0 'a yakinsar ve sonug olarak h — 0 iken ||\~/h — V|| -0 'a

Licq) Licaq)
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yakinsar. Buradan da ();bdlgesinin hemen hemen her yerinde V=0 dir. v(x)

fonksiyonun tek oldugu ispatlanmaistir.

Not 1.1: Yukaridaki tanimdan diyebiliriz ki u(x) € C¥(Q) ise u(x) fonksiyonun Q

bolgesindeki k. mertebeden genellesmis tiirevi, klasik anlamdaki tiirevle ayni

anlamdadir.

Uyan 1.1: Klasik anlamdaki tiirev tanimindan farkli olarak a. mertebeden genel-

lesmis tiirevin var olmasi i¢in daha diisiikk mertebeden tiirevlerin var olmasi gerekli

degildir [6].

Ornek 1.1: Q = (—1,1) acik araliginda v(x) = |x| fonksiyonun genellesmis tiirevi

var ve sgnx 'tir [7].

. A
Ispat:

N

-1 1

v
x

Sekil 1.1. v(x) = |x| fonksiyonun grafigi.

1, x>0
vi(x) = {

-1, x<0
e(x) € C5(Q) ve (1) = (1) =0

dir.

o

fo @(x)dQ = (—1) f v DgdQ
Q

ijng = —jfa e(x)dQ
Q Q
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vV=u, — =dv
0x

ov

I dx=du, ox)=v

9 9
fv—(pdﬂ = v(x) ()00 —f(p(x)a—;]dx

ox
Q Q
O _ ¢ almarak
5% = fa alnarak,
f 99 10 = ff d
VaX - a(p(X) X
Q Q

bicimine getirilir ve en son ifadeye 6rnek uygulanirsa,

1 0 1
d
f x| =2 dx = f (=)@’ () dx + f (09’ () dx
-1 —1 0
0 1
= 0000 [% - [ Do+ (ot 3 - [ 06oax
-1 0

0 1
= | 0w+ [Wecods
-1 0

1 1
= — jsgnx e(x)dx = — Jf“ @(x)dx

21 1
elde edilir. O halde v(x) = [x| fonksiyonun (-1,1) araliginda genellesmis tiirevi sgnx

tir.
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Ornek 1.2:v(x;,x;) = f(x;) + g(x,) fonksiyonunun —1<x; <1, —1<x, <1,
karesinde genellesmis tiirevi yoktur. Ancak ikinci mertebeden genellesmis tiirevi var

ve sifirdir.

Ispat:
X2

v

-1

Sekil 1.2. v(x4,x,) = f(x1) + g(x;) fonksiyonun grafigi.

Q = {(x1,%2)|—1 < xq,%, < 1} o) = @(x1,%;) € Cg(ﬁ)

va% dQ = (-1)? f fy @(x)dQ
)

Q

1

1
0%
j jV(X1;X2)MdX1dX2 =

-1 -1

1

0%
j ) + B(x2)] 53 dxa
-1

H\»—\

1 1 1 1
%@ 0%

— f —

| [t g dxdi + [ [ gt g drdx,

-1 -1 -1 -1

1 1 62(p 1 1 62

(

= fl

[ o] | T+ [ESH T  d;

-1 -1 -1 -1
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1 1
0 0@
= J.f(xl)a_xl |£1 dx; + fg(xz)a_xz |£1 dx,
21 1

yazilir. ¢ nin kendisi ve tiirevleri sinirda sifir oldugundan,

1 1
%@
J. J.V(xl,xz)mdxldxz =
-1 -1
1 1
f f(Xl). O Xm + j g(Xz). 0 dXz = O
-1 -1
dir.

Teorem 1.10: Farz edelim ki u(x) € L, (Q) ve Dgu € L;(Q) olsun. O zaman her bir
Q; c Qveh < § icin asagidaki esitlik dogrudur. Burada &, Q;ve 0Q smr1 arasindaki

uzaklig1 gostermektedir.
X € Q, icin  D&u(x) = (D)%) [5].

Ispat: uM fonksiyonun tanimina gore,

DEuh(x) = j DEw (x — y) u(y)dy

Ry
dir. Oyle ki x € Q ve h < § icin wy,(x — y) € CF(Q),

D¢w,(x —y) = (—1)|°‘|D§‘,‘Wh (x — y) ve Dgu genellesmis tiirevin tanimina gore,

DEuh(x) = f (~1)*DEwy (x — y) u(y)dy =
Rn

y
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f Wi (x — YD u(y)dy = (DX ()
Rn

y

yazilabilir.

Teorem 1.11: Farz edelim ki u(x) € L;(Q) ve Q bolgesinde genellesmis tiirev

j=1,..,nigin Dyu=0 olsun. O zaman Q bolgesinde, u = sabittir.

Ispat: Teorem 1.10 'da her bir Q; bolgesi i¢in Q; c Q olmak iizere h < § ve
j=1,..,nicin ijuh = (DX].u)h esitligi gosterilmisti. Buna gore (); bdlgesinde

h < & igin uP = C;, = sabittir. Teorem 1.7 den L;(9;) normuna gére h — 0 iken

ul - u ya yaknsar. Oyle ki Cy,, h - 0 iken C ye yakinsar, o zaman Q, bolgesinde

u = C dir. Q,bolgesi, Q da keyfi bir alt bolge oldugundan u, Q da sabittir.

1.3 D'(2) GENELLESMIS FONKSIYONLAR UZAYI

Tammm 1.5: D(Q), Q bolgesinin bir kompaktinin i¢inde sonsuz mertebeden
tiirevlenebilen, kompaktin disinda da sifira esit olan fonksiyonlar uzayidir. Bu sinif
Cg'(Q) olarak da bilinmektedir.

D(Q) uzayinda fonksiyonlar dizisinin yakinsakligini1 asagidaki gibi tanimlayalim.

1) Q bodlgesinde j — oo iken her bir a multi indeksi igin D%@; — D% 'ya diizgiin

yakinstyor,
2) Q bolgesinde dyle bir K kompakt vardir ki her bir ¢; i¢in supp;cK (KcQ),
ise ¢; € D(Q) fonksiyon dizisi j — oo iken ¢ € D(Q) fonksiyonuna yakinstyor

denir.

Uyan 1.2: D(Q) smifina Finite fonksiyonlar sinifi da denir.
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Tanim 1.6 (Genellesmis Fonksiyon): D(Q) Finite fonksiyonlar uzay1 lizerinde
tanimli, siirekli lineer fonksiyonele genellesmis fonksiyon denir ve bu genellesmis

fonksiyonlar uzay: da D'(Q) ile gosterilir.

Bagka bir ifadeyle u 6yle lineer fonksiyoneldir ki her bir ¢(x) € D(2) fonksiyonuna
(u, @) kompleks sayisi karsilik gelir ve asagidaki sartlar1 saglar.

1) Eger ¢, € D(Q)) ve ¢, € D(Q), A4, A, keyfi kompleks sayilar ise o zaman
(U, A1 01 + A,02) = A1(u, @1) + A,(u, ©,), (Fonksiyonelin lineerlik 6zelligi)

2) Eger ; Finite fonksiyon dizisi j — o i¢in sifira yakinsiyor ise 0 zaman j — oo igin

(u, @;) = 0 sifira yakinsar. (Fonksiyonelin siireklilik 6zelligi)

Biitiin D'(Q)) genellesmis fonksiyonlar uzay1 lineer uzay olusturur, dyle ki py , iy
sabit sayilar, u; ve u, genellesmis fonksiyonlar olmak tizere p;u; + pyu, lineer

bilesimi de bir genellesmis fonksiyondur. Her ¢ € D(L) igin

(Mug + pauy, @) = pyuy, @) + pa(uy, @) (1.17)

esitligiyle tanimli fonksiyonelin birinci ve ikinci sartlarini sagladigini gdstermek

mumkindiir.

D'(Q) genellesmis fonksiyonlar uzayindaki yakimsakligi su sekilde tanimlayalim.
Eger her bir @ € D(Q) i¢in (u;, @) — (u, @) 'ye yakinsar ise u; € D'(Q)) genellesmis
fonksiyonlar dizisi j — o iken u € D'(Q) genellesmis fonksiyonuna yakinsar.

1 da tanimli her bir lokal integrallenebilir u(x) fonksiyonuna kars1 bir genellesmis

fonksiyon asagidaki sekilde eslestirilebilir.

(u,0) = j U)o dx, (1.18)

Q

burada u(x) fonksiyonu (1.18) fonksiyonele es deger olarak tanimlanir. Oyle ki eger
her bir @ € D(Q) i¢in,
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fu(x)cp(x)dx =0
Q

ise 0 zaman ) bolgesinin hemen hemen her yerinde u = 0 dir.

D'(RY) de en onemli genellesmis fonksiyonuna &rnek olarak & Dirac delta

fonksiyonu gostermek miimkiindiir.

(8, 9) = ¢(0) (1.19)

Dirac fonksiyonunu 8(x) ile ifade edecegiz. Ortalama fonksiyonun ¢ekirdegi olan

Wh, (%) fonksiyonu, D'(Q) genellesmis fonksiyonlarda tanimlanmis yakinsaklik

tamma gore h; — 0 iken & Dirac delta fonksiyonuna yakinsadigini kolaylikla

gostermek miimkiindiir. Ger¢ekten Teorem 1.7 deki paragraf 1.2 ye gore,

h]- - 0 iken

Wy (9,9) = [ W, GI9GOdx = 9y, (0) = 9(0) = (5.0 (1.20)
Rl'l

yakinsar. D' (RY) uzayindaki yakinsaklik kavramina gére § fonksiyonuna yakinsayan

fonksiyonlar dizisine 6 nin goriintii dizisi denir.
Eger her @ € D(£,) igin,
(ug, @) = (uy, @)

esitligi saglaniyorsa ; € Q bolgesinde D'(Q) sinifindan alinan u; genellesmis

fonksiyonu, D’ (Q) smifindan alinan u, genellesmis fonksiyonuna esittir denir.

Tamm 1.7: Q; c Q kiimesine u € D'(Q) genellesmis fonksiyonun destegi denir.

Q c R"olsun. K = {@(x): (x) € C*(Q),x € R" ve @(x) sonludur}. @(x) 'in

supportu kompakttir. Yani suppe(x)  Q dir. Ciinkii kapali ve sinirlidir, dyle ki n
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sonlu oldugundan sonlu boyutlu uzaylarda kapali ve sinirli ciimle kompakttir.
suppe(x) = {x:x € Q, @(x) # 0}
seklinde tanimlanir.

Y
A

/\y = o(x)

Sekil 1.3. y = @(x) fonksiyonun grafigi.

v
x

Eger Q, bolgesinin belli bir kisminda u = 0 ise Q; = suppu ile gosterilir. Ornek

olarak, 6(x) fonksiyonun destek kiimesi x = 0 noktasidir.

Eger @(x) € D(Q) fonksiyonu, u € D’'(Q) genellesmis fonksiyonun destegi Q
kiimesinin belli bir kisminda 0 ise (u,¢@) =0 oldugunu kolaylikla gostermek
miimkiindiir. supp@ 6yle kompakttir ki bu kiimenin her bir noktasinin belli bir
kisminda u = 0 dir. supp kiimesinde birin boliintiisiinii uygulamak i¢in belli bir

sonlu ortii segelim. Her bir x € supp o igin,

N
1= Z e (1.21)

alalim. Burada y;(x) € D(Q) ve her bir j = 1,...,N i¢gin supp ¢;, Q bélgesinin belli

noktalarinin etrafinda yerlesir ve bu noktalarin etrafinda u = 0 dir. Buna gore

N

o= Ujo (122)
i=1

ve
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N N
(Weh=(w ) we)=> (wye)=0 (123)
ji=1 =1

dir.

D’(Q) sinifindan olan her bir u genellesmis fonksiyonun tiirevini tanimlamak miim-
kiindiir. Her bir C1(Q) smifindan olan u fonksiyonlari i¢in, bu tanim (1.14) esitligine

dayanur.

Eger u € D'(Q) ise 0 zaman Dyu € D'(Q) dir ve

(Dyu, @) = —(u, Dy, ) (1.24)
seklinde tanimlanir. Bu islem k kez uygulanirsa

(D% u, ¢) = (~1)'* (u, D o) (1.25)
esitligi elde edilir.

u € D'(Q) ve a(x) € C*(Q) fonksiyon olmak iizere au genellesmis fonksiyonu

olarak asagidaki sekilde tanimlanabilir.

(au, @) = (u,ap) (1.26)

esitliginin sag tarafi D(2) uzay lizerinde tanimlanmus lineer stirekli bir fonksiyoneli

tanimladigini kolaylikla gostermek miimkiindiir.
1.4. GENELLESMIS FONKSiYONLARIN DiREKT CARPIMLARI

u(x) € D'(RY),v(y) € D'(R‘;) olmak Tzere, D'(Rg}m) uzayinda genellesmis
fonksiyonunu tanimlayalim. u(x) ve v(y) genellesmis fonksiyonlar ¢arpimi

u(x).v(y) fonksiyonuna bu fonksiyonlarin direkt ¢arpimi denir.
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Her bir ¢(x,y) € D(R}3™) fonksiyonu igin,

(uEIV(y), @) = (), (v(y), ¢(x,y)) (1.27)

seklinde tanimlanir. Bunun i¢in (1.27) esitligin sag tarafini D(Rn+m) uzay1 iizerinde

lineer siirekli fonksiyonel oldugu asagidaki Lemma 'da gosterilmistir.

Lemma 1.1: Eger v(y) € D'(R}), @(x,y) € D(R}™) ise 0 zaman yi(x) =
(v(y), @(x,y)) fonksiyonu D(RY) uzayindandir ve her bir a multi indeksi igin,

DXy (x) = (v(y), Dx ) (1.28)

dir. Aynm1 zamanda eger D(R“+m) uzayinda k- oo iken @r(x,y)—>0 'a

yakinstyorsa, D(RY) uzayinda k — oo iken Y (x) = (v, @) — 0 'a yakinsar.

Ispat: Eger ¢ € D(R“+m) ise 0 zaman |x| > M i¢in @(x,y) = 0 dir. M herhangi bir

sabit sayidir. Buna gore x| > M igin,

W) = (v(y), o(x,y)) = 0

olur. Dogal olarak (x) fonksiyonun da supp 'u kompakttir. Farz edelim ki k — oo
iken x¥ - x° yakinsasin. k - oo iken y(xX) - P(x°) 'a yakinsadigimi gésterelim.
Asikardir ki, D(R‘;) uzayindaki yakinsaklik tanmimina gore k — oo iken @(xX,y) -
¢@(x°,y) 'ye yakinsar. Buna gore, k — oo iken

Y(xK) = (v(y), (x5, y)) > (v(y), 0(x°,y)) = W(x°)

yakinsar. Buradan y(x) fonksiyonun siirekliligi elde edilir. Ax = (h, 0, ...,0) alalim.

O zaman

Y(x+Ax)-P(x) Px+AXY)-@(xy)
PR = (v(y), LDk,
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olur. Oyle ki % [e(x + Ax,y) — @(x,y)] fonksiyonu sabitlenmis her bir x ve h i¢in
D(R‘;) uzayindandir. Bu fonksiyon D(Rr}}l) uzayindaki yakinsaklik tanimina

. I
gore h - 0 iken % 'e yakinsar. O zaman
1

limpg 1 [0+ A%) — Y] = 2 = (v(y), “522)

dir. Yukarida gosterilene gore (V(y),% ) x 'e bagl siirekli fonksiyondur. Ayni

zamandaj = 2,...,nigin a_ daha yiiksek mertebeden tiirevlerin varligini ve
Xj

stirekliligini gostermek miimkiindiir. Boylelikle Y(x) € D(RY) dir.

Farz edelim Ki D(R“““) uzayinda k — oo iken @i (x,y) = 0 'a yakinsasin. Burada

her bir k ve |x| > M i¢in Y (x) = (v(y), ox(x,y)) = 0 dir. Simdi her bir o multi

indeksi i¢in R} uzayinda D$y (x) — 0 'a diizgiin yakinsadigini gosterelim.

Aksini kabul edelim. Oyle x¥ dizisinin elemanlar1 vardir ki her bir j=1,2,... igin
| Dy (xki)| > & = sabit > 0 olsun. Oyle ki |x"5| < M dir, 0 zaman x* noktalar

. . . . .. . o, . . . . P ! - e
kiimesinin limiti vardir ve bu limiti x° ile gosterelim. Bu x¥ dizisinden xX' alt dizisi

secelim ki k' — oo iken x° 'a yakinsasm. O zaman D(R‘;‘) uzaymdaki yakinsaklik
tanimima gore k' — oo iken Df(‘(p(xk’,y) — 0 'a yakinsar. Buna gore k' — oo iken
D&Y (X)) = (v(y), DE@(xX,y)) » 0 'a yakinsar. Bu ise |D{Y(x')] > e
esitsizligiyle celisir. Boylelikle eger D(R“”“) uzaymda @y(x,y) = 0'a yakinsiyor

ise D(RY) uzayinda i (x) — 0 'a yakinsadig1 gosterilmistir.

Lemma 1.1 'e gore (v(y), @(x,y)) € D(RY) tir ve buna gore (u, (v, ®)) anlamhdir.
(1.27) ifadesinin ¢ 'ye gore lineer fonksiyonel oldugu asikardir. Boylelikle eger
D(Rn+m) uzayimda k — oo iken @y (x,y) — 0 'a yakinsiyor ise o zaman Lemma 1.1'e
gore D(R}) uzayinda k — oo iken (v(y), @x(x,y)) = 0 'a yakinsar ve k — oo iken
(u(x), (v(y), ox(x,¥)) = 0 'a yakinsar. Bu da (1.27) ifadesindeki fonksiyonelin
stirekliligini ifade eder. (u(x).v(y), @(x,y)) fonksiyonun D’ (R“+m) uzayinda

genellesmis fonksiyon oldugu gosterilmis olur.
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Simdi direkt u(x). v(y) direkt ¢arpiminin bazi 6zelliklerini gosterelim .

L. Direkt Carpiminin Degisme Ozelligi

u).v(y) = v(y).-ux) [1]. (1.29)

Ispat: Farz edelim ki @(x,y) € D(Rg;m) ve x| + |y]? > R, R > 0 i¢in ¢(x,y) =0
olsun. Bunun i¢in Q; = {X, y; |X]-| <2R,j=1,..,n,|lys| <2R,s =1, ...,m}
bolgesini alalim. @(x,y) fonksiyonunu ; boélgesinde diizgiin yakinsak
trigonometrik Fourier serisine ayirmak miimkiindiir. Bu seri sonsuz mertebeden
diferansiyellenebilirdir, dyle ki ¢ € D(RQ_;m) ve supp@ C (, dir. Farz edelim ki

Yy (%, y) fonksiyonu bu serinin N tane teriminin toplami olsun.

50 = (g o 509 € CERD

() _{o, iy >2r O €CTRY)

olsun. O zaman @y (x,y) = Yn(x y)Ex) n(y) € D(RE™)dir. D(REF™) uzayndaki

yakinsaklik tanimina gére N> 0 ve N — oo iken @y — @ 'ye yakinsar.

N
aj(x) € D(R}) ,bj(y) € D(R‘}}l) ,j=1,...,Nigin pn(x,y) = z aj(x)b;(y) ,

j=1
oldugu asikar olup

(G- v(y), e(x y)) = lim (u(). v(y), en (%, y)) =

N
= lim (u(9, (v(), ) ajby)) =
J=1
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N
= lim Z(U(X)raj CONv(Y), bj(y))
=1

yazilabilir. Benzer olarak,

N
(vy).ux), e(xy)) = lim Z(V(Y);bj (Nu),a;(x))
J=1

n+m

yazilir. Boylece her bir ¢ € D(RX,y icin

(u(x).v(y), ¢(x,y)) = (v(y). u(x), ¢(x,y))
esitligi elde edilmis olup ispat tamamlanmustir.

I1. Direkt Carpimin Carpanlara Gore Siireklilik Ozelligi

D'(RY) uzaymnda k - oo iken uy(x) > u(x) 'e yakmstyor ise o zaman D’(R}F™

uzayinda k — oo iken u(x). v(y) = u(x).v(y) 'ye yakinsar.
Gergekten, her bir {y(x) € D(R) igin Y(x) = (v(y), p(x,y)) alinirsa
lim (u (), (v(y), @ Y)) = lim (e (), W(x)) =

= (u), P(x)) = (u, (v, )

yakinsadigr goriiliir [1].

II1. Direkt Carpimin Tirevi

D’(jo,m) uzaymda u(x).v(y) direkt ¢arpimin tiirevi

D [u(x).v(y)] = Dxu(x).v(y) (1.30)
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ile ifade edilir.

Gergekten,

(DF[u). v @) = (=1)!*(u). v(y), Dfp(x,y)) =

= (=1)!*(v, (u, Dfe)) =

= (v(y),(Dgu,, @)) = (Dgu(x).v(y), (x,y))

olur.

Lemma 1.2: Farz edelim ki u € D'(RY), ¢(x,y) € D(REH™) olsun.

O zaman,

(o), f 0% y)dy) = f (), 9(x,y))dy

Ry Ry’
esitligi dogrudur.

Ispat: Bunun igin u(x). 1 direkt carpimina bakalim;

(). 1, 0% y)) = (), (1, (% y)) = (u(x), f o y)dy).

m
RY

Direkt ¢arpimin degisme 6zelligi kullanilirsa

(u). Lo, y)) = (L.u(x), e(x,y)) =

= (1, u(x), o(x,y))) = f (u(®), 9, y))dy

m
RY

elde edilir. (1.31) esitliginin dogrulugu gosterilmistir.
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1.5. GENELLESMIS FONKSIYONLARIN KONVOLUSYONU

Simdi hem genellestirilmis fonksiyonlar teorisi hem de bu teorinin diferansiyel denk-
lemlere uygulamasi i¢in 6nemli olan genellesmis fonksiyonlarda konvoliisyon kavra-

mina gecelim.

Farz edelim ki u(x) ve v(x) fonksiyonlar1 R} uzayinda lokal integrallenebilir
fonksiyon ve u(x) fonksiyonun supp 'u kompakt olsun. O zaman u ve v fonk-

siyonlarin konvoliisyonu olan u * v fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir;

(Ws @) = j u@vix - y)dy

n
RY

= ju(x —y)v(y)dy . (1.32)

n
RY

(u * v)(x) fonksiyonu lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Ayn1 zamanda D’ (R})

uzayinda bir genellesmis fonksiyon olup asagidaki sekilde tanimlanir;

(v, @) = j (u* V(0 @Gdx =
Rn

= [ [ ute=yvereeodyax

R} RD
= j ju(x)v(y)cp(x+y)dydx (1.33)

RD RD

tir. Farz edelim ki n(x) € D(R}) ve suppu(x) 'in etrafinda n = 1 olsun. O zaman

asagidaki esitligi yazabiliriz;

(v, @) = j LV
RZY

+ y)dxdy . (1.34)
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Farz edelim ki u(x) € D'(RY), suppu(x) kompakt, v(x) ise D'(R%) uzaymnda keyfi
bir genellesmis fonksiyon; n(x) € D(R}), suppu(x) 'in etrafinda n = 1 olsun. u*v
konvoliisyonu D’(R2) uzaymnda genellesmis bir fonksiyondur ve asagidaki sekilde

tanimlanir;

(uxv,@) = (uX).v(y),nxex+y)) =

= (u(), (v(y), N+ y)). (1.35)

u * v konvoliisyonun tanimi n(x) fonksiyonun se¢iminden bagimsiz oldugu
kolaylikla goriliir. Gergekten, eger n,(x) € D(RR) ve suppu(x) 'in etrafindan; = 1

ise 0 zaman

(u), (v, e+ y)IN — uE),(vy), X ex+y)) =

(), (M) =M ) V), ex +y))) =0

olur, dyle ki suppu(x) 'in etrafinda n(x) —n, (x) = 0 dr.

v *u = u * v alinabilir. Direkt carpimin degisme 6zelligi kullanilirsa

(v*u,@) = (v(y). ux),nXeE+y)) = (uX).v{y), nx) e +y)) (1.36)
elde edilir.

Eger v(y) € D’(RY), v nin supp 'u kompakt; y(y) € D(R}), suppv(x) 'in kompakti
etrafinda y(y) = 1 ise asagidaki esitlik de gegerlidir.

(vru, @) = (ux).v(y),nx)eE+y) =

= (). v(y), YN e +y)) = (v(y). u(x), Y e(x +y)) (1.37)
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Konvoliisyonun birka¢ 6zelligini tanimlayalim. Genellesmis iki fonksiyonun konvo-
liisyonu vardir ancak ve ancak direkt ¢carpimda ¢arpanlardan birinin supp 'u

kompakttir.

I. Iki genellesmis fonksiyonun konvoliisyonu her ¢arpana gére siireklidir.

1) Eger D’(R‘S}) de k — oo iken vi(y) — v(y) 'ye yakinsiyor ve u(x) in supp 'u

kompakt ise 0 zaman D’(Rg) de k — oo iken u * vy = u * v 'ye yakinsar.

2) Eger D'(RY) de k - oo iken ug(x) - u(x) 'e yakmsiyor ve supp ux < Q%,
supp u © Q% olacak sekilde dyle bir R sayis1 var ise D'(R}) de k — oo iken
U * v - u * v'ye yakinsar. Q% = {x; |x| < R} dir.

Bu 6nerme genellesmis fonksiyonlarin direkt carpiminin stireklilik 6zelliginden elde
edilir. Oyle ki her bir k igin supp u, < Q% ve suppu c Q% ise o zaman (1.35)

esitligindeki n(x) fonksiyonunu k 'dan bagimsiz ve Q% bolgesinde 1 'e esit olmak

sartryla keyfi bir fonksiyon olarak alinabilir. O takdirde

Jim (ue * v, @) = lim (u (). v(y), n()e(x +y)) =

= (u®).v(y), n® e +y)) = (u*v,¢)

olur.

I1. u * v konvoliisyonun tiirevi i¢in agsagidaki formiil dogrudur.

DE(uxv) =DFu*v=ux*Djv. (1.38)

Bu 6nermeyi ispatlayalim. Genellesmis fonksiyonun tiirevinin tanimina gore

asagidaki yazilabilir.
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(D (u*v), @) = (=1)!*(u*v,Dfp) =
= (=D!*Nu@). vy, nEx)De(x +y)) =

= (=D ), (v (y), Dy(x +y))) =
= (u), ) (Dyv(y), (x +y))) = (u*Dyv, ).

Bu ise DZ(u * v) = u * D%v demektir. Aym sekilde

(DF(u*v), @) = (=D)!uxv,Dge) =

= (=D!*Nu@). vy, nEx)DFe(x +y)) =

= ((=D)!*v(), (u(),NCIDFP(x +y))) =

= (=D Nv(y), (u(), DY M) @(x +y))) = (u(x), DF (D P(x +¥)) —
—MN)Dxex +y))]) =

= (v(y), (Dxu,nx)@(x +y))) = (v * D3u, ¢).

Burada

(u(), DE(N(DP(x +¥)) = NEIDFP(x +y)) =0,

esitligi kullanilmistir. Oyle ki n(x) fonksiyonun biitiin tiirevleri u(x) fonksiyonun

supp 'u etrafinda sifira esittir.

Lemma 1.3: Farz edelim ki ¢ € D(RY),v e D'(R}) olsun. O zaman { v

fonksiyonu C* (RY) uzayindandir ve

YV = (v(y), P(x—y)) (1.39)
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formiilii dogrudur.

Ispat: (1.35) konvoliisyon tanimina gore;

(W*v, @) = (P).v(y),nxeEx+y)) = (vy).vE),nex+y)) =
= (v(y), f PEME@ PG +y)dx) = (v(y), j YEPx + y)dx) =
RD Ry

= (), j PCOW(x — y)dx)

R}

yazilabilir burada n(x) € D(R}) ve supp Y(x) 'in etrafinda n(x) = 1 dir. Lemma
1.2 'yi kullanarak

(W *v,0) = (v(y), f POY(x — y)dx) =

R}

_ f (v(y), W(x — y)(x)dx
Rl’l

esitligi elde edilir. Boylece ¢ * v = (v(y), U(x — y)) ve Lemma 1.1 'e gore Y * v

fonksiyonu C*(R}) uzayindan oldugu sdylenebilir.

u"(x) = u*wy (1.40)
esitligiyle tanimlanan C® (RY) uzayindan olan u®(x) fonksiyonuna, u(x) genellesmis
fonksiyonunun ortalama fonksiyonu denir. Burada wy, (x) fonksiyonunu paragraf 1.2
de tanimladigimiz ortalama fonksiyonun g¢ekirdegidir. Dogal olarak her bir h > 0
icin wy, (x) € D(RY) dir. Buna gore (1.39) esitligi ve Lemma 1.3 'e gore

u"(®) = (u@), wax = y)), (1.41)
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yazilabilir. Eger u(x) genellesmis fonksiyonu (1.18) esitligiyle tanimli lokal
integrallenebilir fonksiyonuna esdeger ise o zaman (1.41) esitligi, paragraf 1.2 de
tanimlanan ortalama fonksiyonuyla aynidir.

Teorem 1.12: uP(x) € D’'(RY) ortalama fonksiyonu h — 0 iken u(x) genellesmis
fonksiyonuna yakinsar [5].

ispat: uP(x) fonksiyonun tanimma gore,

uP(x) = u*wy

dir. Onceki ispatlardan D’'(RY) uzayindaki yakisaklik tanimina gore h — 0 iken

wh(x) = 8(x) Dirac delta fonksiyonuna yakinsar. Konvoliisyonun stirekliliginden
o hry) —

llll_l;l(‘)l u’(x) =uxb

esitligi kolaylikla goriiliir. 6 Dirac delta fonksiyonun tanimina gore,

(ux8, @)= (u(y).8(x), N +y)) = (uy), ¢(¥))

dir. Boylelikle, her bir u € D'(R%) igin

u*d=u. (1.42)
Dogal olarak,

limu? = u

h-0

fonksiyonuna yakinsadig: gosterilir.
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BOLUM 2

SOBOLEV UZAYLARI
2.1. S'(RY) GENELLESMIS FONKSIYONLAR UZAYI
Fourier dontisiimleri, kismi diferansiyel denklemler teorisinde ¢ok Onemlidir ve
aragtirmalarda ¢ok yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Burada S'(R%) < D'(RR)
genellesmis fonksiyonlar uzayr ve bu uzaydaki fonksiyonlara Fourier donisiimii

tanimlanacaktir.

Simdi S(RY) uzayini tanimlayalim, kisaca bu uzay ileride S olarak gosterilir. S uzay1

asagidaki sartlari saglayan @ (x) fonksiyonlar kiimesinden olusur;

1) o(x) € C*(RY),

2) Her bir a multi indeks ve p = 0 tamsaysi igin dyle Cq j, sabiti vardir ki,

(1 + [xIP)[IDX ()| < Cqp (2.1)

esitsizligini saglar.

S(R}) uzayinda yakinsaklik kavramini agagidaki gibi tanimlayalim. Her bir a multi

indeks ve her bir p > 0 tamsayisi i¢in k = oo iken R} uzayinda

(1 + [x[P)Dg @ (x) = (1 + [x[P)Dx(x)

diizgiin yakinsiyor ise {¢y} < S fonksiyon dizisi, ¢ fonksiyonuna yakinsiyordur.

u € S'(RY) genellesmis fonksiyonuna S(RY) uzay1 lizerinde tanimlanmuis bir lineer
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stirekli fonksiyonel denir. Baska ifadeyle bu Oyle bir fonksiyoneldir ki S(RY)
uzayimnin her bir fonksiyonuna (u, @) kompleks sayisi karsilik gelir ve asagidaki

sartlar1 saglar;

1) Eger @; € S(R}) ve @, € S(RY), A1, A, kompleks sayilar ise o zaman

(WAL +2; @2) =2 {(u,@1) +2A5{u, @3) ,

2) Eger S uzaymdaki tanimladigimiz yakinsaklik tanimina gore j — oo giderken

@; — 0 sifira yakinsiyor ise 0 zaman j — oo giderken (u, ;) — 0 sifira yakinsar.

S'(R%) genellesmis fonksiyonlar uzayi lineer uzay: teskil eder, eger u; ve u,
genellesmis fonksiyonlar, pq, 1, keyfi sayilar ise o zaman p;u; + pyu, lineer

bilesimi de bir genellesmis fonksiyondur ve her bir @ € S(RY) igin

(H1ug + KUy, @) = py (ug, @) + po(uz, @)
dir.
Simdi S'(R}) uzayinda yakinsaklik kavramini tanimlayalim.

Eger her bir ¢ € S(RY) fonksiyonu i¢in j — oo iken (u;, @) = (u, @) 'ye yakinsiyor
ise u; € S'(R}) genellesmis fonksiyonlar dizisi j — oo iken u € S'(R}) fonksiyonuna

yakinsiyordur denir.

S'(R%) genellesmis fonksiyoneller uzayina sonsuzda kiigiik hizla azalan genellesmis
fonksiyonlar sinifi da denir. D'(R%}) uzayindaki kompakt supp 'u olan her eleman
S'(R}) uzaymnn bir elemamdir. Dogal olarak D(RY) c S(RY) dir ama tersi dogru

—Ix/?

degildir. Ornegin, e fonksiyonu S(R®) uzayinin bir elemani olmasina ragmen

D(R%) uzayina dahil degildir [1,3].

NOT 2.1: D(RY) uzay1 S(RY) uzayinda yogundur.
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Ispat: Gergekten, eger ¢ € S(RD), y € D(R2) ve |x| <1 igin ¢ =1 ise 0 zaman
(%) = (p(x)tp(i) fonksiyonu her bir k = 1,2 ... igin D(R%) uzaymdandir ve k — oo

iken @y (x) fonksiyonlar dizisi S uzaymnda ¢ ye yakinsar. Boyle ki |x| < k ise

D) =900 = 009 (1-w (%)) =0

dir. Boylece eger u € S'(R%) ve her bir ¢ € D(RY) i¢in (u, ) = 0 ise 0 zaman her
bir @ €S igin (u,¢) =0 dir. D'(R}) uzayindan aldigimiz herhangi iki farkli
genellesmis fonksiyonuna S'(R%) uzayinda iki farkli genellesmis fonksiyon karsilik
gelir. Eger her bir u € S'(R}) fonksiyonu ve her bir ¢ € D(R%) fonksiyonu
icin D'(R}) uzayinda (u, @) bir genellesmis fonksiyon ise S'(R2) uzaymi D'(RE)

uzayinin bir alt uzayina kars1 koyulabilir.

Simdi S sinifindan olan fonksiyonlar uzay1 tizerinde Fourier doniistimiiniin birkag

tane 6zelligini tanitalim.

Tanim 2.1: $&) = jcp(x)ei(g'x)dx (2.2)
Ry

esitligiyle tanimli (&) fonksiyonuna, ¢@(x) € L, (R%) fonksiyonun Fourier

doniistimii denir.

Teorem 2.1: Eger @(x) € S(RY) ise 0 zaman §(§) € S(Rg) olur ve ¢ — & karsilik

gelen islemi S uzayinda siireklidir. Her bir @(x) € S(RY) i¢in asagidaki esitlikler

dogrudur.
D§p = (—i®)P®) .  x%@ = (-D)I"D¢RE) | (2.3)
X% = X1a1 Xna“

Ispat: (2.1) esitliginde her tarafin tiirevi aliirsa
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DERE) = [ (9“9 s (2:4)
Rn

olur. Her bir @(x) € S(RY) oldugundan islemin gegerliligi vardir ve (2.4) integrali
diizgiin yakinsaktir. Boylece §(§) € C*(RE) dir ve x%o(x) = (—)I*D{p(®)

esitligini elde edilir. Kismi integrasyon formiilii kullanilarak

PDER® = (0P Edx = [ DE(0) ) @iPlax 25)
RD RD

elde edilir. Eger DE((ix)"‘(p) € L;(R}) ise her bir o ve B multi indeksi igin
|€¥||DEP(®)|, RY uzayinda smirlidir. O halde @ € S dir. (2.5) formiilinde a = 0

alinirsa

P = (—i) Pk (E)

olur. Simdi S uzayinda ¢ — @ karsilik gelen islemin siirekliligini gosterelim. Farz
edelim ki S(R}) uzayinda k — oo iken @y (x) — 0 'a yakinsiyor ise S(Rg) uzayinda

k — oo iken §(§) — 0 'a yakinsadigini gosterelim. (2.5) formiiliine gore,

811500 = | [ DEGoute x| <
R}

dx
1+ |x|n*1

D (x| (1 + X"} |

R

< sup{
R}

yazilir. Eger S(R}) uzayinda k — oo iken @y (x) — 0 'a yakinsiyor ise R uzaymnda

|EB||D§‘(T)k(E)| — 0 'a diizgiin yakinsar. Teoremin ispati tamamlanmustir.

Bazen ¢(x) fonksiyonun Fourier doniisimii F[¢](%) seklinde gosterilir. ¢ () fonk-

siyonun Ters Fourier doniisiimii ise F~1[¢] (%) seklinde gosterilir ve
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F1[e]() = (2m)™ f P(B)e i EIE | 2.6)

Rg
seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2: Eger ¢ € S(RY) ise 0 zaman ¢ fonksiyonun ters fourier doniisiimii

0() = 2™ f P(De GV @.7)
Rp

veya

o) = F1[Flo]] (2.8)

olarak tanimlanir [1,3].

Ispat: Asagidaki iki kat integrali hesaplanirsa

f i€ f el p(y)dy } d& = (2m)"F~1[F[e]]
R} Ry

elde edilir. Bunun i¢in asagidaki integrali g6z oniine alalim.

[ = f Yo (B)e1®9 f el (y)dy b el = f POB®ENE. (29
Rp

RY Ry
Burada € > 0 olmak tizere Y.(§) = Y(ek), Y(&) € S(ng) dir. (2.9) ardisik integrale

karsilik gelen iki katl integral mutlak yakinsamaktadir, o zaman Fubini teoremine

gore integraller sirasini yer degistirmek miimkiindiir.
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[ = f o(y) R[ PO G | dy =
3

n
RY

[ 0By =0y = [ e+ Fetiyen

n n
RY Rn

5e® =) (2.10)

esitligi kolaylikla goriiliir, oyle ki

P:(8) = fll)s(x)ei(x'adx = -]-LIJ(EX)ei(X'E)dX =
RD RD

f selDenay = e (E)

Ry

dir.

1= [+ mem 5 (D) an= [ F)oes +0ds
Rg

n
Rﬂ

yazilabilir. Boylece asagidaki esitlik elde edilir;
1= [ 5®o@e D= [ FEpEs +0ds 211)
R‘g RY

integralde € — 0 iken limite gegilirse

o) f F(s)ds = y(0) f e 1D (D) d 2.12)
RD

Rg
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olur.
Ornek olarak Y(x) = e ¥ ise

B = f el dx = (yryre™ T (213)

R}

oldugunu gosterelim.

n

LTJ(E) — f e_|X|2ei(X:E)dX — ﬂ j e~ XJZeIX]E]dX] ,

R j=1 R,l(j

integrali hesaplanirsa

+0co0 +00 AN A 2 +oo iE\ 2
g [ A g T
f e S Histigg = f e 2 2) ds=e" "4 e 2) ds

— 00 — 00 — 00

olur. e % fonksiyonu z' ye gore analitik fonksiyonu oldugundan Cauchy

teoremine gore,

] ]
+ oo _ _LE]')Z [ N 2 2 “
f e <S 2) ds = Jim fe‘szds+fe‘(N‘iY)2dy_f e~(-N-i?qy

—o0 -N 0 0

yazilabilir. N — oo iken son iki integral sifira yakinsar. Ciinkii,

e¥’dy| = C.e ™V’

O\Nlﬂ

5
2

—N?2 i 2 _N2
fe N4+2Niy+y dy <e N
0

dir. Burada C,, N 'den bagimsiz bir pozitif sabittir.
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+00

_ts2 T O
f e " ds = — oldugu goz 6niine alinirsa

Vt

— 00

To e_<s_5>2ds = To e s°ds = V1

— 00 —00

dir. Yukaridaki denklemler dikkate alinirsa

ﬂf Je‘XJEde —1_[ _@ e_szdszl_[ _&\/— (\/—) e %
j=1 R1 —00 j=1
olur. Boylece
I a6
f §©ds=(Vm)" [e s = (vm)" [ ] [ dg = emn (214)
RY j=1 R%]_

elde edilir. Sonug olarak (2.12) esitliginden teorem ispatlanmustir.

@(x) € Sve Y(x) € S fonksiyonlarin ¢ * r konvoliisyonu S uzaymdandir.

@ *P = j oY —y)dy, (2.15)

n
RY

seklinde tanimlanir. Gergekten, (2.15) esitliginde @(x) ve (x) fonksiyonlari S

uzayindan oldugu i¢in ¢ * ¢ € C*(R}) dir ve konvoliisyonun tiirevi alinirsa

DE(¢ * ) = f O()DEY(x — y)dy

Ry
olur. Her bir ¢ € S(R}) ve ¢ € S(R}) i¢in devam edilirse
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[XPDE(p * )| = f P@(x—y) + yIPDLY(x — y)dy| < Cop = sabit.

Ry
Boylece ¢ * P € S oldugu goriilmektedir.
NOT 2.2: @, a sayisinin kompleks eslenigi olarak gosterilir.

Teorem 2.3: Eger @(x) € S(R}) ve Y(x) € S(RY) ise asagidaki esitlikler dogrudur.

D [ ewdx= [ iy, (2.16)
RD RD
2) f @Udy
Ry
=(2m™ ] ®Pdx, (parseval esitligi) (2.17)
RR
Ny =0y , (2.18)
4) e=Q2m) ™"+ . (2.19)

Ispat: Once birinci esitligi ispatlayalim. Fubini teoremine gore integrallerin siras1 yer

degistirilebilir. Dolayisiyla,

f @(x)xp(x)dx:f f e dy ) | P(0dx =

RD RD \RD

[(ow [ weaeeax ) ay = [ by

n n n
RY RY R}

elde edilir.
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Ikinci esitligi ispatlarken, (2.16) esitliginde s fonksiyonu yerine h = (21‘[)_an]

yazilirsa,

2m™ f(’(}ﬂ_}dxz f(pﬁdy

RD RD

bulunur. Fourier doniisiimii kullanilarak

i) = @0 [ FEO00d = @ [ §6) e 09 = §6)
Rg Rg

dir. Boylece (2.17) esitligi ispatlanmais olur.

Simdi de tiglincii esitligi ispatlayalim. Benzer sekilde Fubini teoremine gore,

o0 = | [ o@nue-yay |eDax=

R \RD

- [owewd| [we-petrdax|ay=6.5
RD RD
olur.
(2.19) esitligin ispatt igin,
FlFle]] = (2m)° () (220)
dikkate alinarak
FFlow]] = (2m)"@(—0w(—x) (221)
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yazilabilir. (2.18) formiiliine gore

Fl2m (@ * B)] = @m)"F[Flel]. F[F[$]] = @m"e(-b(-x) (2.22)
elde edilir. (2.21) ve (2.22) esitlikleri

Flgw] = Fl20 "¢« 3]

oldugunu gosterir. Boylece (2.19) esitligi ispatlanmis olur.

Simdi u € S’ genellesmis fonksiyonlari i¢in Fourier doniisiimleri tanimlayalim, bu
tanim (2.16) esitligine dayanir. Esitlikler her bir @(x) € L;(R}) ve Y(x) € L;(RY)
fonksiyonlar i¢in gegerlidir [5].

2.2. GENELLESMIS FONKSIYONLARIN FOURIER DONUSUMU

u € S'(RY) fonksiyonun Fourier doniistim fonksiyonu @, S'(R}) uzayindan olup her
Yy Yy

bir @ € S(R}) i¢in

(G, @) = (u, 9) (2.23)
esitligini saglar. Oyle ki ¢ — @ fourier doniisiimiine karsilik gelen islem S uzayinda
stirekli oldugundan (2.23) esitligin sag tarafi S' uzayinda bir genellesmis fonksiyonu
tanimlar. Eger u € S(R}) ise (2.23) seklinde tanimlanan Fourier doniisimii (2.16)

esitligine gore (2.2) tanimiyla ortiisiir [2].

Teorem 2.4: S' uzayindan olan genellesmis fonksiyonlarda Ters Fourier doniisiimii

igin
u(—x) = 2m)™"4 (2.24)
veya

(ue(=x) = 2M) ™0, ) = 2m) (0, §) (2.25)

46



seklinde verilen formiiller dogru olup u — 1 Fourier doniisiimiine karsilik gelen

islem S' uzayinda stireklidir.

Ispat: Gergekten, (2.20) formiilii kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir;

(M0, @) = 20 ™0,9) = 1) ™, §) = (u,@(—x)) .

Eger S' uzaynda uy — u 'ya yakinsiyor ise o zaman S' uzayinda Up — 1 'ya

yakinsiyor, bu dogal olarak (2.23) tanimdan elde edilir.
2.3. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN GENELLESMIS COZUMU

Genellesmis fonksiyonlar teorisi katsayilar1 sonsuz mertebeden diferansiyellenebilir
lineer kismi diferansiyel denklemlerin genellesmis ¢oziimlerin bulunmasina imkan

saglar. Coziimii a,(x) € C*(Q),f € D’'(Q)igin

L(u) = Z a,(x)D%u = f(x) (2.26)

|alsm
seklinde arayalim.

Tanim 2.2 (Genellesmis Co6ziim):

Z a,(x)D%u = f(x)

|ajsm

denklemi her bir ¢ € D(Q) igin

(LW, @) =, ) (~DDE(ae9)) = () 227)

|ajsm

esitligini saglarsa u € D'(Q)) genellesmis fonksiyonuna Q bolgesinde L(u) =f

denkleminin genellesmis ¢6ziimii denir.
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Kismi diferansiyel denklemler teorisinde temel (fundamental) ¢6ziimiin 6nemli bir

rolii vardir.
Tamm 2.3 (Temel ¢oziim): Her bir x° € Q icin
L(u) =8(x—x9 (2.28)

esitligini saglayan u(x,x°) € D'(Q) genellesmis fonksiyonuna L(u) = 0 denkleminin

temel ¢oziimii denir.

Homojen olmayan denklemin temel ¢6ziimii, L(u) = 0 homojen denklemin temel
¢oziimiinden farki bir sabittir. Burada 8(x — x°) genellesmis fonksiyonu & Dirac

delta fonksiyonun x° noktasina dtelemesidir ve bu fonksiyon her bir ¢ € D(Q) i¢in
(8(x —x%), () = 9(x") (2.29)
seklinde tanimlanir.

2.4. HX(Q) UZAYI

HX(Q) fonksiyonlar uzayr C*(Q) lineer fonksiyonlar smifinin asagidaki norma gore

kapanisindan olusan uzaydir;
1
2
lllycca = ( [ |D°‘u|2dx> . (2:30)
Q |ajgk

C*(Q) uzayimndan olan fonksiyonlar sinifi bir lineer uzay teskil eder. Bu uzayda

skaler carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir.

(u,v) = fuvdx, [[ul]?> = fuz dx. (2.31)

Q Q
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C®(Q) fonksiyonlar siifinin yukaridaki norma gore kapanisindan olusan uzay

L, (Q) uzayidir.

H'(Q) uzayinda u € C*(Q) i¢in asagidaki gibi i¢ ¢arpimi tanimlayalim;

[u,v] f d+fzauav 2.32
U, V]giqy = | uvdx O%y 9%, (2.32)

Bu i¢ ¢arpima uygun olarak normu da, her bir u € C5°(Q)  C*(Q) igin

n a 2
u
||u||§11m) = fuzdx+ fZ(a—Xk) dx (2.33)

Q o k=1

olur.

Uygun olarak H'(#2) lineer uzay: da C{ () fonksiyonlar sinifinin H'(Q) uzaymin

normuna gore kapanisindan olusan uzaydir. Dogal olarak H*(Q) € H*(Q).

C1(Q) fonksiyonlar sinifindan ve dQ sinirmda u = 0 olan fonksiyonlar igin gegerli

olan

2
dx

ot < [ o
Q

j=1

Friedrich esitsizligi, ayn1 zamanda H*(Q)uzayindan olan fonksiyonlar igin de

gecerlidir.

u, € CP(Q) vardir ki H(Q) uzaym normuna gore {u,} dizisi n - co iken u, - u

ya yakinsar. Bu esitsizlikte n — oo iken limite gegilirse
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2
dx

Jdu

n
- 6X]

lunll?, o < C f
Q

=1

o
Friedrich esitsizliginin, H'(Q) sinifindan olan fonksiyonlar i¢in de gecerli oldugu

elde edilir [4].
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