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Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Tez Danışmanı 
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Nisan 2016, 78 sayfa 

 

𝑅 değiĢmeli olması gerekli olmayan birimli bir halka ve 𝑉 bir sol 𝑅-modül olsun. 

𝑉‟nin öz altmodüllerini tepe kabul eden ve kesiĢimleri sıfırdan farklı öz altmodülleri 

bir ayrıtla birleĢtiren çizgeye kesişim çizgesi (intersection graph) denir ve 𝐺 𝑉  ile 

gösterilir. Bu tezin genel amacı; 𝐺 𝑉  çizgesini bazı durumlar için çizge kuramında 

inceleyip, 𝑅-modül 𝑉‟nin modül kuramındaki özellikleriyle iliĢkilendirmeyi 

yapmaktır. 

 

Ġlk bölümde; çizge ve cebir kuramları ile ilgili genel kavram ve teoremler verilmiĢtir. 

 

Ġkinci bölümde; modülün kesiĢim çizgelerinin bağlantılı olma koĢulları incelenmiĢtir.  

 

Üçüncü bölümde; bir modülün çevre içerdiği ve içermediği durumlarda ne gibi 

cebirsel özelliklere sahip olduğu incelenmiĢtir. 
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Dördüncü bölümde; klik sayısı ve bazı sonluluk durumları incelenmiĢtir. Ve kesiĢim 

çizgesi tam çizge olan modüller karekterize edilmiĢtir. 

 

BeĢinci bölümde; bir modülün kesiĢim çizgesinin baskınlık sayıları ile ilgili durumlar 

incelenmiĢtir. 

 

Altıncı bölümde; modülün kesiĢim çizgesinin boyama sayısı ile cebirsel özellikleri 

arasında iliĢkilendirme yapılmıĢtır, ve 𝑍𝑛 ‟nin boyama sayısı karakterize edilmiĢtir. 

 

Anahtar Sözcükler : KesiĢim çizgesi, modül, baskınlık sayısı, kromatik sayısı, klik 

sayısı, boyama sayısı. 

Bilim Kodu : 204.1.138 



vi 

ABSTRACT 

 

M. Sc. Thesis 
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Thesis Advisor: 

Assoc. Prof. Dr. Nil ORHAN ERTAŞ  
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Let R be a unital ring which is not necessarily commutative and M be a unitary left 

R-module. The intersection graph of a module assumes the proper submodules of a 

module as vertices and providing that the intersection of these vertices is non-trival, 

they are connected with an edge and is denoted by G(M). In this thesis, the main aim 

is to study the connection between the algebraic properties of a module and the graph 

theoretic properties of the graph associated to it. 

 

In the first part, general definitions and theorems about graph and algebraic theory 

were given. 

 

In the second part, the condition of connectedness of intersection graph of module 

was analyzed. 

 

In the third part, the existence of cycles in G(M) was examined. 



vii 

In the fourth part, clique number and connectedness conditions of 𝐺(𝑀) were 

examined. And it was characterized modules whose intersection graphs are complete. 

 

In the fifth part, it was examined conditions about domination number of ıntersection 

graph of a module. 

 

In the sixth part, chromatic number of intersection graph of a module was associated 

with algebraic properties of  module mentioned. And it was characterized chromatic 

number of 𝑍𝑛 . 

 

Key Words : Intersection graph, submodule, domination number, chromatic 

number, clique number. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

SİMGELER 

 

𝐸(𝐺)   : 𝐺 çizgesinin ayrıt kümesi 

|𝐺|   : 𝐺 çizgesindeki tepe sayısı 

𝑉(𝐺)   : 𝐺 çizgesinin tepe kümesi 

𝑑(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ve 𝑦 tepeleri arasındaki uzaklık 

𝑑(𝑣)      : 𝑣 tepesinin derecesi   

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺)  : 𝐺 çizgesinin çapı  

𝛼(𝐺)     : 𝐺 çizgesinin bağımsızlık sayısı 

𝛾(𝐺)    : 𝐺 çizgesinin baskınlık sayısı 

𝜒(𝐺)    : 𝐺 çizgesinin kromatik sayısı 

𝑔𝑖𝑟𝑡(𝐺)  : 𝐺 çizgesinin çevre ölçüsü 

(𝐺)     : 𝐺 çizgesinin klik sayısı 

𝐾𝑛     : 𝑛 tepeli tam çizge 

𝐶𝑛    : 𝑛 tepeli çevre çizge 

𝑃𝑛   : 𝑛 tepeli yol çizge 

𝐾1,𝑛−1   : 𝑛 tepeli ağaç çizge 

𝑆𝑀     : 𝑀 modülünün alt modülleri ailesi 

𝐸𝑛𝑑(𝑆)      : S değiĢmeli grubunun bütün endomorfizmalarının kümesi 

≤𝑚𝑎𝑥  : Maksimal altmodül 

≤𝑑   : Dik toplam Ģeklinde yazılabilen altmodül 

≤𝑒   : Esas geniĢleme 

𝑅𝑎𝑑 𝑀  : 𝑀‟nin maksimal altmodüllerin kesiĢimi 

𝑆𝑜𝑐(𝑀) : 𝑀‟nin basit altmodüllerinin toplamı 

≪  : Atık modül 
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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

(G. Bacak ve T.BeĢeri, 2002) Königsberg kentinde Eski ve Yeni Pregel nehirleri 

birleĢerek Pregel (Pregolya) nehrini oluĢturmaktadır. Bu nehirler Ģehri 4 bölüme 

ayırmaktadır ve nehir üzerinde bu bölgeleri birleĢtiren yedi köprü bulunmaktadır.  

                                                                   

C 

 
 

ġekil 1.1. Königsberg'in yedi köprüsü . 

 

Kasabanın bir yakasından gezinti yapmak için çıkan biri tüm köprüleri sadece bir kez 

geçerek baĢladığı noktaya dönebilir mi sorusu çizge kuramının temelini 

oluĢturmaktadır. Bu soru Ġsviçreli matematikçi Leonhard Euler (1707-1783) 

tarafından olumsuz olarak cevaplandırılmıĢtır. Leonhard Euler, 1736 yılında, 

Königsberg'in yedi köprüsü (Seven Bridges of Königsberg) adında günümüzde de 

hala popülerliğini koruyan bu problem ile ilgili bir makale yazarak çizge kuramının 

kesin baĢlangıç tarihini atmıĢtır. 

 

(G. Bacak ve T. BeĢeri, 2002) Çizgenin önemli problemlerinden biri uzun yıllar 

sonra 1852 yılında, ünlü matematikçi Augustus De Morgan, Sir William 

R.Hamilton‟a gönderdiği bir mektupta öğrencisinin, Ġngiltere haritasındaki Ģehirleri, 

birbirlerine komĢu olanları farklı renklerde boyamak için 4 rengin yeterli olduğunu 

tespit ettiğini fakat bunu matematiksel olarak ispatlayamadığını yazmasıyla ortaya 

çıkmıĢtı. 4 Renk Problemi(Four-Color Map Problem) olarak anılan bu problem 

ancak 1976 yılında K.Appel ve W.Hakken tarafından bilgisayar yardımıyla 

https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Pregel&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Pregolya&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg%27in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC
https://tr.wikipedia.org/wiki/%C4%B0svi%C3%A7re
https://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg%27in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC
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ispatlanmıĢtır. Bu iki problemin çözümü matematikte yeni bir çığır açmıĢtır. Daha 

sonraları Çizge Kuramı olarak bilinen bu yeni uygulama alanı birçok problemin 

çözümüne katkıda bulunacaktır.  

 

Çizge Kuramı ve uygulamalarına olan ilgi son yıllarda büyük bir hızla artmıĢtır. Bu 

artıĢın sebebi günlük hayatta karĢılaĢtığımız birçok soruna çizge kuramı ile çözüm 

bulunabilmesidir. Her bir telefonu birbirine ulaĢılabilir yapmak için minimum 

maliyetle nasıl kablo döĢenebilir? BaĢkentten her bir Ģehire en hızlı rota hangisidir?  

n sayıda iĢ n sayıda iĢçiyle maksimum verimlilikle nasıl doldurulabilir? Boru 

Ģebekesinde kaynaktan kanallara ünite baĢına maksimum akıĢ nedir? Aynı 

katmandaki kabloların çakıĢmaması için bir bilgisayar çipi kaç katmana ihtiyaç 

duyar? Spor lig sezonları minimum hafta olacak Ģekilde nasıl planlanır? Bir gezgin 

seyahat süresini minimuma indirmek için hangi sıraya göre seyahat eder? Bu ve 

bunun gibi birçok pratik problemin çözümü çizge kuramının konusudur. 

 

Son yıllarda, cebirsel yapıların kesiĢim çizgeleri yaygınca çalıĢılmaktadır. J. Bosak 

tarafından yarıgrupların çizgeleri 1964‟te tanımlanmıĢtır. B. Csákány ve G. Pollák 

çalıĢmalarıyla sonlu bir grubun alt grubunun çizgelerini 1969‟da göstermiĢtir. 

2009‟da S. Ghosh, T. K. Mukherjee ve M. K. Sen tarafından bir halkanın ideallerinin 

kesiĢim çizgesi tanımlanmıĢ ve cebirsel yapılar araĢtırılmıĢtır. Ayrıca 2012‟de S. 

Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad ve 2013‟de E. Yaraneri 

tarafından da bir modülün kesiĢim çizgeleri incelenmiĢtir. 

 

1.1. ÇİZGELER 

 

Bu bölümde çizge kuramı ile ilgili gerekli temel kavramlar verilecektir. 

 

Tanım1.1.1.  

 

(D. B. West, 1996) V sıfırdan farklı bir küme ve 𝐸 ⊂ 𝑉 × 𝑉 olmak üzere 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 

ikilisine çizge (graph) denir. Burada 𝑉‟ye 𝐺‟nin tepelerinin kümesi (set of vertices) 

denir ve 𝑉(𝐺) ile gösterilir. 𝐸‟ye ise G‟nin ayrıtlarının kümesi (set of edges) denir ve 

𝐸(𝐺) ile gösterilir. Ayrıca bir 𝐺 çizgesinde tepelerinin sayısı |𝐺| ile gösterilir. 
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Örnek 1.1.2. 

 

G çizgesinde 𝐸(𝐺) =  {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5 }, tepe kümesi 𝑉(𝐺) =  { 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4} ve 

tepe sayısı  𝐺 = 4‟dir. 

 

 
 

ġekil 1.2. 4 tepeli, 5 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 

 

Tanım 1.1.3. 

 

(D. B. West, 1996) 𝐺 ve 𝐻 birer çizge olsun. 𝑉(𝐻)  𝑉(𝐺), 𝐸(𝐻)  𝐸(𝐺) ise 𝐻 

çizgesine 𝐺 ’nin altçizgesi (subgraph) denir ve  𝐻   𝐺 Ģeklinde yazılır.  

 

Tanım 1.1.4.  

 

(D. B. West, 1996) Uç noktaları aynı olan ayrıta bukle (loop) denir. 

 

Örnek 1.1.5.  

 

ġekil 1.3, ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) =  {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5 }, tepe kümesi 𝑉(𝐺) =

 { 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4} olan çizge örneğidir. Bu çizgede e5 ayrıtı bukle ayrıttır. 

 

 
 

ġekil 1.3. 4 tepeli, 5 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 
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Tanım 1.1.6.  

 

(D. B. West, 1996) Bukle ayrıt içermeyen çizgeye basit çizge (simple graph) denir. 

Basit çizgede bir 𝑒 ayrıtının uç noktaları 𝑢 ve 𝑣 ise 𝑒 = 𝑢𝑣 ya da 𝑒 = 𝑣𝑢 Ģeklinde 

yazılır.  

 

Örnek 1.1.7. 

 

ġekil 1.3‟deki çizge bukle ayrıt içerdiğinden basit çizge değildir. 

 

Örnek 1.1.8. 

 

ġekil 1.2‟deki ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5} ve tepe kümesi 𝑉(𝐺) =

 { 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4} olarak ifade edilen basit çizge örneğinin ayrıt kümesi 

{𝑣1𝑣2 , 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4 , 𝑣4𝑣1 , 𝑣1𝑣3}  olarak da ifade edilebilir.                                          

 

Tanım 1.1.9. 

 

(D. B. West, 1996) Ayrıt kümesi ve tepe kümesi boĢ olan çizgeye boş çizge (null 

graph) denir. 

 

Tanım 1.1.10. 

 

(D. B. West, 1996) 𝐺 çizgesinde bir 𝑣 tepesinin bitiĢik olduğu ayrıt sayısına 𝑣 

tepesinin derecesi (degree of v) denir ve 𝑑(𝑣) ile gösterilir. 

 

Örnek 1.1.11. 

 

ġekil 1.4 ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5} ve tepe kümesi 𝑉(𝐺) =

 { 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4} olan 𝐺 çizgesi örneğidir. 𝑑 𝑣1 = 3, 𝑑(𝑣2) = 2, 𝑑(𝑣3) = 3 ve  

𝑑(𝑣4) = 2‟dir.          
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ġekil 1.4. 4 tepeli, 4 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 

 

Tanım 1.1.12. 

 

(D. B. West, 1996) Derecesi 0 olan tepeye izole tepe (isolated vertex) denir. 

 

Tanım 1.1.13. 

 

(D. B. West, 1996) Bir tepeden diğerine gidilirken izlenecek ayrıtların tamamına bir 

yol(path) denir. 

 

Örnek 1.1.14. 

 

ġekil 1.5‟deki ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8  ve tepe kümesi 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 , 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6 , 𝑣7} olan 𝐺 çizgesinde (𝑣1 , 𝑒1,𝑣2 , 𝑒2, 𝑣3 , 𝑒3, 𝑣4) dizisi 𝑣1 

tepesinden 𝑣4 tepesine uzunluğu üç olan bir yoldur. 

 

 
 

ġekil 1.5. 7 tepeli, 8 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 
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Tanım 1.1.15. 

 

(D. B. West, 1996) 𝐺 çizgesinin farklı iki tepesi 𝑥 ve y arasında 𝑥‟de baĢlayıp 𝑦‟de 

biten yolların en kısasına 𝑥 ve 𝑦 arasındaki uzaklık (distance between x and y) denir 

ve d(x, y) ile gösterilir. Bu uzaklıklardan en büyüğüne 𝐺 çizgesinin çapı (diamater) 

denir ve 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) ile gösterilir. 

 

Örnek 1.1.16. 

 

ġekil 1.2‟deki 𝐺 çizgesinde 𝑑(𝑣1, 𝑣2  ) = 1, 𝑑(𝑣1, 𝑣4  ) = 1, 𝑑(𝑣2, 𝑣3  ) = 1, 

𝑑(𝑣2, 𝑣4  ) = 2, 𝑑 𝑣3, 𝑣4   = 1  olup 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) = 2‟dir. 

 

Tanım1.1.17. 

 

(D. B. West, 1996) BaĢlangıç ve bitiĢ tepeleri aynı olan yola çevre(cyle) denir. 

 

Tanım 1.1.18. 

 

(D. B. West, 1996) 𝐺 bir çizge ve 𝐺 çizgesindeki çevrelerin ayrıt sayılarından en 

küçüğüne 𝐺’nin çevre ölçüsü(girth) denir ve 𝑔𝑖𝑟𝑡(𝐺) ile gösterilir. Çevreye sahip 

olmayan bir çizgenin çevre ölçüsü sonsuzdur.  

 

Örnek 1.1.19 

 

ġekil 1.6‟daki ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5}, tepe kümesi 𝑉 𝐺 =

  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4  olan 𝐺 çizgesinde 𝑔𝑖𝑟𝑡(𝐺(𝑉)) = 3‟tür. 

 

 
 

ġekil 1.6. 4 tepeli, 5 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 
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Örnek 1.1.20. 

 

ġekil 1.7‟deki ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4} , tepe kümesi 𝑉 𝐺 =

  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4  olan 𝐺 çizgesinde 𝑔𝑖𝑟𝑡(𝐺(𝑉)) = 4‟tür. 

 

 
 

ġekil 1.7. 4 tepeli, 4 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 

 

Tanım 1.1.21. 

 

(D. B. West, 1996) Bir çizgede herhangi iki tepe arasında en az bir yol varsa çizgeye 

bağlantılı (connected), aksi halde bağlantısızdır (not connected) denir. 

 

Tanım 1.1.22. 

 

(D. B. West, 1996) 𝐺 çizgesinin 𝑉(𝐺) tepe kümesi 𝑉(𝐺1) ve 𝑉(𝐺2) olacak Ģekilde 

bağımsız iki kümenin parçalanıĢı olarak yazılabiliyorsa çizgeye iki parçalı 

çizge (bipartite graph) denir. 

|𝑉(𝐺1)| = 𝑚, |𝑉(𝐺2)| = 𝑛 olsun. 𝐺 çizgesinde aĢağıdaki özellikler vardır. 

(i) 𝑉(𝐺)  =  𝑉(𝐺1)  ∪ 𝑉(𝐺2) 

(ii) 𝑉(𝐺)| = 𝑚 +  𝑛 

(iii) 𝑉(𝐺1)  ∩  𝑉(𝐺2)  =  ∅. 

 

Örnek 1.1.23. 

 

ġekil 1.8‟deki ayrıt kümesi 𝐸 𝐺 =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4  ,tepe kümesi 𝑉 𝐺 =

  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4, 𝑣5  olan iki parçalı 𝐺 çizgesinde, 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Bipartite_graph
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ġekil 1.8. 5 tepeli, 4 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 

 

(i) 𝑉(𝐺1) = { 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3}, 𝑉(𝐺1)  =  {𝑣4, 𝑣5} 

(ii) 𝑉(𝐺) = 𝑉(𝐺1) ∪ 𝑉(𝐺2) 

(iii)  𝑉 𝐺1  = 3, |𝑉(𝐺2)|  =  2 

(iv) |𝑉(𝐺)|  =  5 

(v) 𝑉(𝐺1)  ∩  𝑉(𝐺2) = ∅   

 

Tanım 1.1.24. 

 

(D. B. West, 1996) KomĢu tepelerin ardıĢık sıralanmasıyla oluĢan basit çizgeye yol 

çizge (path graph) denir ve 𝑛 tepe sayısı olmak üzere 𝑃𝑛  ile gösterilir.  

 

Örnek 1.1.25. 

 

ġekil 1.9‟daki ayrıt kümesi 𝐸 𝐺 =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3  , tepe kümesi 𝑉 𝐺 =   𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4  

olan 𝐺 çizgesi yol çizgedir. 

 

 
 

ġekil 1.9. 4 tepeli, 3 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 
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Tanım 1.1.26. 

 

(D. B. West, 1996) BaĢlangıç ve bitiĢ tepeleri aynı olan çizgeye çevre çizge (cycle 

graph) denir. 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 𝑛 adet tepe ve {𝑣1, 𝑣2}, {𝑣2, 𝑣3}, ..., {𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛} 

{𝑣𝑛 , 𝑣1} tepe çiftlerinden oluĢan ayrıtlardan meydana gelen çevre çizge Cn ile 

gösterilir. Çevre çizgenin ayrıt sayısı ve tepe sayısı eĢittir.  

 

Örnek 1.1.27. 

 

ġekil 1.10‟daki ayrıt kümesi 𝐸 𝐺 =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3   tepe kümesi 𝑉 𝐺 =   𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3  

olan 𝐺 çizgesi çevre çizgedir ve 𝐶3 ile gösterilir. 

 

 
 

ġekil 1.10. 3 tepeli, 3 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 

 

Tanım 1.1.28. 

 

(D. B. West, 1996) Farklı tepe çiftlerinin tümü bir ayrıt ile bağlı olan basit çizgeye 

tam çizge (complete graph) denir ve 𝑛 tepe sayısı olmak üzere 𝐾𝑛  ile gösterilir. 

 

Örnek 1.1.29. 

 

ġekil 1.11, tepe kümesi 𝑉1 𝐺 =   𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3  olan üç tepeli ve ġekil 1.12, tepe 

kümesi 𝑉2 𝐺 =   𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4  olan dört tepeli tam çizge örneğidir.    
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ġekil 1.11. 3 tepeli, 3 ayrıtlı 𝐺 çizgesi.                ġekil 1.12. 4 tepeli, 4 ayrıtlı 𝐺   

çizgesi. 

 

Tanım 1.1.30. 

 

(F. Buckley ve F. Harary, 1990) 𝑟 +Ζ  olmak üzere bir G çizgesinde, herhangi bir 

( )v V G  için 𝑑(𝑣) = 𝑟
 
ise G çizgesine r-düzenli çizge (r-regular graph) denir.  

 

Tanım 1.1.31. 

 

(D. B. West, 1996) 𝐺 çizgesinin en büyük tam alt çizgesinin tepe sayısına klik sayısı 

(clique number) denir ve 𝜔(𝐺) ile gösterilir. 

 

Örnek 1.1.32. 

 

ġekil 1.12‟deki G çizgesinde 𝜔(𝐺) = 4‟tür. 

 

Tanım 1.1.33. 

 

(D. B. West, 1996) Çevre içermeyen bağlantılı çizgeye ağaç çizge (tree graph) denir. 

Özel olarak bir tepenin diğer tepelerle birleĢtiği ağaç çizgeye de yıldız çizge (star 

graph) denir ve 𝑛 tepeli bir yıldız çizge 𝐾1,𝑛−1 ile gösterilir.  

 

Örnek 1.1.34. 

 

ġekil 1.13‟deki, ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5 , tepe kümesi 𝑉(𝐺) =

{𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 , 𝑣6} olan G çizgesi ağaç çizgedir. 
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ġekil 1.13. 6 tepeli, 5 ayrıtlı 𝐆 çizgesi. 

 

Örnek 1.1.35. 

 

ġekil 1.14‟deki ayrıt kümesi 𝐸 𝐺 =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5 , tepe kümesi 𝑉 𝐺 =

 { 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4, 𝑣5 , 𝑣6}    olan G çizgesi yıldız çizgedir ve 𝐾1,5 ile gösterilir. 

 

 
 

ġekil 1.14. 6 tepeli, 5 ayrıtlı 𝐆 çizgesi. 

 

Tanım 1.1.36. 

 

(D. B. West, 1996) 𝐺 bir çizge, tepeler kümesi 𝑉(𝐺) ve 𝑆   𝑉(𝐺) olsun. 𝑆‟deki 

hiçbir tepe çifti 𝐺 çizgesinde bir ayrıt ile birleĢtirilmemiĢ ise 𝑆‟ye 𝐺’nin bağımsız 

kümesi (independent set of G) denir. Bir 𝐺 çizgesinin birden fazla bağımsız kümesi 

olabilir. Bu kümeler içersinde en çok elemana sahip kümenin eleman sayısına 𝐺’nin 

bağımsızlık sayısı (independence number of G) denir ve 𝛼(𝐺) ile gösterilir. 

 

Örnek 1.1.37. 

 

ġekil 1.15‟deki ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6}, tepe kümesi 𝑉(𝐺) =

 { 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4, 𝑣5 , 𝑣6}  olan çizgesinde; 
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ġekil 1.15. 6 tepeli, 6 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 

 

𝑆 =  {𝑣3, 𝑣5} bağımsız küme, 

𝑆 =  { 𝑣1, 𝑣3 , 𝑣5} bağımsız küme,  

𝑆 =  {𝑣2, 𝑣4, 𝑣6} bağımsız kümedir ve 

𝑆 =  {𝑣1, 𝑣2}, bağımsız küme değildir. 𝛼(𝐺) = 3‟tür. 

 

Tanım 1.1.38. 

 

(T. W. Haynes, S. T. Hedeniemi ve P. J. Slater,  1998) 𝑉 𝐺 , 𝐺 çizgesinin tepeler 

kümesi olmak üzere 𝐷 ⊆ 𝑉(𝐺) olsun. 𝑉(𝐺) \ 𝐷 kümesindeki her tepe; 𝐷 

kümesindeki herhangi bir tepeye komĢu ise, 𝐷 kümesine baskın küme (dominating 

set) denir. 𝐺 çizgesinin baskın kümeleri arasındaki en az elemana sahip kümenin 

eleman sayısına baskınlık sayısı (domination number) denir ve 𝛾(𝐺) ile gösterilir. 

 

Örnek 1.1.39. 

 

ġekil 1.16‟daki ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5}, tepe kümesi 𝑉 𝐺 =

  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4  olan 𝐺 çizgesinde; 

 

 
 

ġekil 1.16. 4 tepeli, 5 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 
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{𝑣4 } , {𝑣1} , {𝑣2 , 𝑣3} kümeleri baskınlık kümeleri olup 𝛾 𝐺 = 1‟dir. 

 

Örnek 1.1.40. 

 

ġekil 1.15‟deki ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6} tepe kümesi 𝑉 𝐺 =

  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4, 𝑣5 , 𝑣6  olan 𝐺 çizgesinde,   𝑣1, 𝑣3 , 𝑣5,   ve   𝑣2, 𝑣4, 𝑣6  kümeleri 

baskınlık kümeleri olup 𝛾 𝐺 = 3‟tür. 

 

Tanım1.1.41. 

 

(D. B. West, 1996) Ġki komĢu tepe aynı renkte olmayacak Ģekilde  her tepeye bir renk 

vermek için yeterli olan en az renk sayısına 𝐺 çizgesinin kromatik sayısı (chromatic 

number of G) denir ve 𝜒(𝐺) gösterilir. 

 

Örnek 1.1.42. 

 

ġekil 1.17‟deki ayrıt kümesi 𝐸 𝐺 =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3  , tepe kümesi 

𝑉 𝐺 =   𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 , 𝑣4  olan 𝐺 çizgesinin, 

 

 
 

ġekil 1.17. 4 tepeli, 3 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 

 

4 tepesi 4 farklı renk kullanılarak komĢu tepeler aynı olmayacak Ģekilde boyanabilir. 

KomĢu olmayan tepelere aynı renk verilerek en az 2 renk kullanılarak G çizgesi 

boyanabilir.  

 

Yani 𝜒(𝐺) = 2‟dir. 
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Örnek 1.1.43. 

 

ġekil 1.18‟deki ayrıt kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8, 𝑒9}, tepe kümesi 

𝑉(𝐺) =  { 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 , 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6 , 𝑣7 , 𝑣8}   olan 𝐺 çizgesinin kromatik sayısı 𝜒 𝐺 =

3‟tür. 

 

 
 

ġekil 1.18. 8 tepeli, 9 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 

 

1.2. HALKALAR VE MODÜLLER 

 

Bu bölümde halka ve modül kuramı ile ilgili gerekli temel kavram ve teoremler  

verilecektir. 

 

Tanım 1.2.1. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝐺 boĢ olmayan bir küme 𝐺 üzerinde bir ∗ 

ikili iĢlemi tanımlı olsun. Eğer  

(i) ∗ iĢlemi birleĢme özelliğini sağlarsa; yani, her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝐺 için (𝑎 ∗  𝑏)  ∗

 𝑐 =  𝑎 ∗  (𝑏 ∗  𝑐) ise ; 

(ii) Her 𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎 ∗  𝑒 =  𝑒 ∗  𝑎 =  𝑎 olacak biçimde 𝑒 ∈  𝐺  varsa   (𝑒 ’ye 𝐺 

’ nin birim elemanı denir).   

(iii) Her 𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎 ∗  𝑏 =  𝑏 ∗  𝑎 = 𝑒 olacak Ģekilde 𝑏 ∈ 𝐺 varsa (𝑏 ’ye a ’nın 

bir ters elemanı denir) o zaman (𝐺,∗) sıralı ikilisine bir grup(group) denir. 

Eğer (𝐺,∗) grubunda her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝑎 ∗  𝑏 = 𝑏 ∗  𝑎 ise bu gruba değişmeli ya da 

abelyan grup(abelian group) denir. 
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Örnek 1.2.2. 

 

Bilinen toplama iĢlemine göre 𝑍, 𝑄, 𝑅, 𝐶 birer abelyan gruptur. Bu gruplar 

(𝑍, +), (𝑄, +), (𝑅, +), (𝐶, +) ile gösterilir.  

 

Örnek 1.2.3. 

 

Bilinen çarpma iĢlemine göre 𝑄 \ {0}, 𝑅 \ {0},𝐶 \ {0} birer değiĢmeli gruptur. Fakat 

aynı iĢleme göre 𝑍 \ {0} bir grup değildir, çünkü 2−1 ∉ 𝑍  ‟dir. 

 

Tanım 1.2.4. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑅 boĢ olmayan bir küme olsun. 𝑅 üzerinde 

her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  için + ∶  (𝑎, 𝑏) → 𝑎 +  𝑏,. : (𝑎, 𝑏)  →  𝑎 . 𝑏 biçiminde tanımlı ve 

sırasıyla, toplama ve çarpma denilen ‘‘ + ’’  ve ‘‘. ’’ ikili iĢlemleri verilsin. Eğer; 

(i) (𝑅, +) bir abelyan grup ise, 

(ii) Çarpma iĢlemi üzerinde birleĢme özelliğini sağlarsa; yani; her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 

(𝑎 . 𝑏) . 𝑐 =  𝑎. (𝑏 . 𝑐) ise, 

(iii) Çarpma iĢleminin toplama iĢlemi üzerine dağılma özelliğini sağlarsa; yani; 

her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅  için: 𝑎 . (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 . 𝑏 + 𝑎. 𝑐 (sol dağılma özelliği), (𝑎 +

 𝑏) . 𝑐 =  𝑎 . 𝑐 +  𝑏. 𝑐 (sağ dağılma özelliği) ise, (𝑅, +, . ) sıralı üçlüsüne bir 

halka(ring) denir. 

(𝑅, +, . ) halkası verilsin. Eğer her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝑎 . 𝑏 =  𝑏 . 𝑎 ise halkaya değişmeli 

halka(commutative ring) denir. 𝑅‟nin toplamsal birimi 0𝑅  ile gösterilir ve buna 𝑅’nin 

sıfırı denir. Eğer her 𝑎 ∈ 𝑅 için 𝑎 . 1𝑅 = 1𝑅  . 𝑎 = 𝑎 olacak biçimde 1𝑅 ∈ 𝑅 varsa 1𝑅  

elemanına halkanın birim elemanı(unit element) halkaya da birimli halka(unital ring) 

denir. 

 

Örnek 1.2.5. 

 

𝑍, 𝑄, 𝑅 ve 𝐶 sayılar üzerindeki bilinen toplama ve çarpmaya göre birer birimli ve 

değiĢmeli halkadır. (𝑍, +, . ) , (𝑄, +, . ) , (𝑅, +, . ) , (𝐶, +, . )  ile gösterilir.  
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Tanım 1.2.6.  

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑅 bir halka ve 𝐼, 𝑅‟nin bir toplamsal altgrubu 

olsun. Eğer her 𝑎 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 ise 𝐼‟ya 𝑅‟nin bir sol ideali(left ideal) ve  

her 𝑎 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 ise 𝐼‟ya 𝑅‟nin bir sağ ideali(right ideal) denir. Eğer  𝐼 

hem sol ideal hem de sağ ideal ise 𝐼‟ya 𝑅‟nin bir ideali(ideal) denir. 

 

𝑅 ve {0𝑅},her 𝑅 halkasının idealidir. 𝑅‟nin 𝑅‟den ve sıfırdan farklı her idealine 𝑅‟nin 

bir öz ideali(proper ideal) denir. 

 

Teorem 1.2.7. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑅 bir halka ve 𝐼, 𝑅‟nin bir ideali olsun. 𝑅/𝐼 

kümesi üzerinde toplama ve çarpma her 𝑎 + 𝑙, 𝑏 + 𝑙 ∈ 𝑅/𝐼 için  𝑎 + 𝑙 +  𝑏 + 𝑙 =

 𝑎 + 𝑏 + 𝐼 ve  𝑎 + 𝐼  𝑏 + 𝐼 = 𝑎𝑏 + 𝐼 olarak tanımlansın. O zaman 𝑅/𝐼  bir 

halkadır. 𝑅/𝐼‟ya bölüm halkası (quotient ring) denir. 

 

Tanım 1.2.8. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) (𝑀, +) değiĢmeli bir grup ve 𝑅 birimli bir 

halka olsun. 𝑀‟deki elemanların, 𝑅‟ deki elemanlarla skaler çarpımı, 𝑅 × 𝑀  𝑀 

fonksiyonu aĢağıdaki koĢulları sağlıyorsa, 𝑀‟ye sol R-modül (left R - modüle) denir. 

Her 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ve x, y  M için; 

(i) 𝑟 . (𝑥 +  𝑦) = 𝑟 . 𝑥 +  𝑟 . 𝑦 

(ii)  𝑟 +  𝑠 . 𝑥 =  𝑟 . 𝑥 +  𝑠 . 𝑥 

(iii) 𝑟 . (𝑠  . 𝑥) = (𝑟 . 𝑠) .𝑥 

(iv) 1𝑅  . 𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑀 

 

Örnek 1.2.9. 

 

Her 𝑅 halkasının skaler çarpımı halkadaki çarpım olarak alınırsa 𝑅 bir sol 𝑅-modül 

olur. 
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Örnek 1.2.10. 

 

𝑍 tamsayılar kümesi ve her 𝐺 toplamsal grubu için; 𝑍 𝑥 𝐺  𝐺 skaler çarpımı 

 𝑚, 𝑔  𝑚 . 𝑔 ile tanımlanırsa, 𝐺 bir sol 𝑍 -modüldür.  

 

Tanım 1.2.11. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir  sol 𝑅-modül ve 𝑁, 𝑀‟nin boĢ olmayan 

bir alt kümesi olsun. 

 

(i) Her 𝑎, 𝑏 ∈  𝑁 için 𝑎 −  𝑏 ∈  𝑁, 

(ii) Her 𝑎 ∈  𝑁, 𝑟 ∈  𝑅 için 𝑟𝑎 ∈  𝑁 

 

koĢulları sağlanıyorsa 𝑁‟ye, 𝑀‟nin bir altmodülü (submodule) denir ve 𝑁 ≤ 𝑀 ile 

gösterilir.  

 

Tanım 1.2.12. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) M sıfırdan farklı bir sol R-modül olsun. 

M‟nin sıfır  ve kendinden baĢka alt modülü yoksa M‟ye basit modül (simple module) 

denir. 

 

Yardımcı Teorem 1.2.13. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) Eger S basit sol R-modül ise, End(S) bölmeli 

halkasidir. 

 

Tanım 1.2.14. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) M bir R-modül ve {𝑀𝑖}iєI , 𝑀 ‟nin bir 𝑅-

altmodüller ailesi olsun. 

(i) 𝑀 =

Ii

iM
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(ii) Her 𝑖 ≠ 𝑗 için  𝑀𝑖 ∩ )(
 ji

iM = 0 oluyorsa 𝑅-modül 𝑀’ye {𝑀𝑖}iєI ailesinin 

direkt toplamı denir ve 𝑀 = 
Ii

 𝑀𝑖  olarak gösterilir. 

Tanım 1.2.15. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) Eğer 𝑀 sıfırdan farklı iki alt modülünün 

direkt toplamı olarak yazılamıyorsa  𝑀 „ye ayrışmaz modül(indecomposable module) 

denir. 

 

Örnek 1.2.16. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑍-modül 𝑄, ayrıĢmaz bir modüldür. Çünkü 

𝑄 = 𝑁1 ⊕ 𝑁2 olacak Ģekilde iki alt modül yoktur. Gerçekten 𝑁1 ve 𝑁2 bu özellikte 

iki alt modül olsa idi , 0 ≠
𝑎

𝑏
∈ 𝑁1 ve 0 ≠

𝑎′

𝑏′
∈ 𝑁2 için 0 ≠ 𝑏𝑎′

𝑎

𝑏
= 𝑏′𝑎

𝑎′

𝑏′
∈ 𝑁1 ∩

𝑁2 = 0 çeliĢkisi bulunurdu. 

 

Tanım 1.2.17. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) (Tα)αA, 𝑀 ‟nin basit altmodüllerin bir ailesi 

olsun.  

   𝑀 = 
A

𝑇𝑎  

parçalanıĢı varsa 𝑀 ‟ye yarıbasit modül (semisimple) denir. 

 

Tanım 1.2.18. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir modül ve 𝐴 ≤ 𝑀 olsun. 𝑀 ‟nin 

sıfırdan farklı her 𝐾 altmodülü için 𝐴 ∩ 𝐾 ≠ 0 ise 𝐴‟ya 𝑀‟nin esas altmodülü 

(essential submodule), 𝑀 ‟ye 𝐴‟nın esas genişlemesi (essential extension) denir ve 

𝐴 ≤𝑒 𝑀 ile gösterilir. 

 



19 

Sıfırdan farklı bir 𝑀 modülünün her sıfırdan farklı altmodülü 𝑀‟de esas ise 𝑀‟ye 

düzgün modül (uniform) denir. 

 

Önerme1.2.19. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝐌 yarıbasit altmodüldür ancak ve ancak 

𝐌‟nin esas öz altmodülü yoktur. 

 

Önerme 1.2.20. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝐾 ≤ 𝑁 ≤ 𝑀 ve 𝐻 ≤ 𝑀 modülleri için  

(i) 𝐾 ≤𝑒 𝑀 ⇔ 𝐾 ≤𝑒 𝑁 𝑣𝑒 𝑁 ≤𝑒 𝑀‟dir. 

(ii) 𝐻 ∩ 𝐾 ≤𝑒 𝑀 ⇔ 𝐻 ≤𝑒 𝑀 ve 𝐾 ≤𝑒 𝑀‟dir. 

 

Yardımcı Teorem 1.2.21. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝐾 ≤ 𝑀 olmak üzere 𝐾 ≤𝑒 𝑀‟dir ancak ve 

ancak her 0 ≠  𝑥 ∈ 𝑀  için 𝑟 ∈ 𝑅 vardır öyle ki 0 ≠ 𝑥𝑟 ∈ 𝐾’dır.  

 

Sonuç 1.2.22. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑓 ∶ 𝐿 → 𝑀 bir esas monomorfizmadır ancak 

ve ancak bütün uygun  homomorfizmaları için  𝑓 birebir ise  birebirdir. 

 

Tanım 1.2.23.  

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol  𝑅-modül ve 𝑁 ≤ 𝑀 olsun. Eğer 

𝐿 ≤ 𝑀 için 𝑀 = 𝑁 + 𝐿 iken 𝑀 = 𝐿 ise 𝑁‟ye 𝑀‟nin atık modülü  (small submodüle) 

denir ve 𝑁 ≪ 𝑀 ile gösterilir. 
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Önerme 1.2.24. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝐾1 ≤ 𝑀1 ≤ 𝑀, 𝐾2 ≤ 𝑀2 ≤ 𝑀 ve 𝑀 =

𝑀1 ⊕ 𝑀2   olsun. 

𝐾1 ⊕ 𝐾1 ≤𝑒  𝑀1 ⊕  𝑀2 ⟺  𝐾1 ≤𝑒  𝑀1   ve  𝐾2 ≤𝑒  𝑀2 „dir. 

 

Tanım 1.2.25. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol 𝑅-modül olsun. 

𝑆𝑜𝑐 𝑀 =   𝐾 ≤ 𝑀   𝐾, 𝑀 ′𝑛𝑖𝑛 𝑏𝑎𝑠𝑖𝑡 𝑎𝑙𝑡 𝑚𝑜𝑑ü𝑙ü} =∩  𝐿 ≤ 𝑀   𝐿 ≤𝑒  𝑀} 

olarak tanımlanan 𝑆𝑜𝑐 𝑀  modülüne 𝑀’nin sokulu(socle) denir. 

 

Önerme 1.2.26. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 ve 𝑁 iki sol 𝑅 -modül olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir 

modül homomorfizması olmak üzere, 𝑓(𝑆𝑜𝑐 𝑀 ) ≤ 𝑆𝑜𝑐 𝑁  olur.  

 

Önerme 1.2.27. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol 𝑅-modül ve 𝐾 ≤ 𝑀 olsun. 

𝑆𝑜𝑐 𝐾 = 𝐾 ∩ 𝑆𝑜𝑐(𝑀)  ve  𝑆𝑜𝑐(𝑆𝑜𝑐 𝑀) = 𝑆𝑜𝑐(𝑀) olur. 

 

Tanım 1.2.28. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol 𝑅-modül olsun. 𝑀‟nin bir A öz 

altmodulü için A‟dan farklı herhangi bir N modülü için 𝐴 ⊆ 𝑁 ⊆ 𝑀 iken N=M ya da 

N=A oluyorsa A‟ya M‟nin maksimal altmodülü (maximal submodule) denir ve 

𝐴 ≤𝑚𝑎𝑥 𝑀 ile gösterilir. 
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Önerme 1.2.29. 

  

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) A, M‟nin maksimal altmodüldür ancak ve 

ancak M/A basit bir modüldür. 

 

Önerme 1.2.30. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑁 ≤𝑚𝑎𝑥 𝑀 modülü için 𝑁 ≤𝑑 𝑀 ya da 

𝑁 ≤𝑒 𝑀‟dir. 

 

Tanım 1.2.31. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol  𝑅-modül olsun. 

𝑅𝑎𝑑 𝑀 =∩  𝑁 ≤ 𝑀   𝑁 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑎𝑙 𝑏𝑖𝑟 𝑎𝑙𝑡𝑚𝑜𝑑ü𝑙 } =   𝐾 ≤ 𝑀   𝐾 ≪𝑀} 

altmodülüne 𝑀 modülünün Jacobson radikali(Jacopson radical) denir.  

𝑀 = 𝑅 ise 𝑅𝑎𝑑 𝑀 =  𝐽(𝑅) ile gösterilir. 

 

Yardımcı Teorem 1.2.32. 

 

(Goodearl, 1972) 𝑅 bir halka olsun. 

𝐽 𝑅 =  𝑟 ∈ 𝑅   ∀𝑠 ∈ 𝑅  için 1 − 𝑟𝑠 sağ tersinir} 

𝐽 𝑅 =  𝑟 ∈ 𝑅   ∀𝑠 ∈ 𝑅  için 1 − 𝑠𝑟 sol tersinir}‟dir. 

 

Önerme 1.2.33. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 ve 𝑁 iki sol 𝑅-modül ve 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir 

modül homomorfizması olsun. O zaman 

𝑓(𝑅𝑎𝑑(𝑀)) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝑁) 

olur. 
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Önerme 1.2.34. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992)  𝑀𝑖    𝑖 ∈ 𝐼} sol 𝑅-modüllerin bir ailesi 

olsun. O zaman ⊕𝑖∈𝐼 𝑅𝑎𝑑 𝑀𝑖 = 𝑅𝑎𝑑 ⊕𝑖∈𝐼 𝑀𝑖  olur. 

Tanım 1.2.35. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝐴 bir sol 𝑅-modül olsun. 𝐴‟nın 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆

𝐴3 ⊆…. altmodüllerinin zinciri varsa, her 𝑖 ≥ 𝑛 için 𝐴𝑖 = 𝐴𝑛  olacak Ģekilde 𝑛 ∈ 𝑍 

varsa bu zincire artan zincir kuralı (ascending chain condition) denir. 

 

Tanım 1.2.36. 

 

(T. W. Hungerford, 1974) 𝐵 bir sol 𝑅-modül olsun. 𝐵‟nin 𝐵1 ⊇ 𝐵2 ⊇ 𝐵3 ⊇… 

altmodüllerinin zinciri varsa, her 𝑖 ≥  𝑚 için 𝐵𝑖 = 𝐵𝑚  olacak Ģekilde 𝑚 ∈ 𝑍 varsa bu 

zincire azalan zincir kuralı (descending chain condition) denir. 

 

Tanım 1.2.37. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol 𝑅-modül olsun. 𝑀 altmodüller 

üzerinde artan (azalan) zincir koĢulunu sağlarsa 𝑀‟ye Noether (Artin) modül 

(Noetherian (Artinian) denir. 

 

Önerme 1.2.38. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol 𝑅-modül olsun. AĢağıdakiler 

denktir: 

(i) 𝑀 Noether modüldür; 

(ii) 𝑀‟nin her altmodülü sonlu üretilmiĢtir; 

(iii) 𝑀‟nin altmodüllerinin sıfırdan farklı her kümesinin maksimal elemanı vardır. 
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Önerme 1.2.39. 

  

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol 𝑅-modül olsun. AĢağıdakiler 

denktir. 

 

(i) 𝑀 Artin modüldür; 

(ii) 𝑀‟nin altmodüllerinin sıfırdan farklı her kümesinin minimal elemanı vardır. 

 

Teorem 1.2.40. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) Artin modüllerin sonlu tane maksimali 

vardır. 

 

İspat:  

𝑀 Artin modül olsun. 

𝑆 = {  𝑀𝑖𝑖∈𝐼 ≤ 𝑀;  𝑀𝑖 ∈  𝑚𝑎𝑥 𝑀} olacak Ģekilde bir küme ailesi tanımlansın. 𝑀 

Artin modül olduğundan 𝑆 küme ailesinde bir minimal eleman vardır. Bu eleman 𝐼 

olsun. 

𝐼 = 𝑀1 ∩ 𝑀2 …∩ 𝑀𝑛  olacak Ģekilde 𝑀𝑖 ≤𝑚𝑎𝑥 𝑀 vardır. 

n tane maksimal altmodülden baĢka maksimal altmodül olmadığı gösterilecektir. 

𝑀𝑛+1 ≤𝑚𝑎𝑥 𝑀 ve  𝑀𝑛+1 ≠ 𝑀𝑖         (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) olsun. 

𝑀𝑛+1 ∩ 𝑀1 ∩ …∩ 𝑀𝑛 ⊆  𝑀1 ∩ …∩ 𝑀𝑛 = 𝐼 ve 𝐼 minimum olduğundan 

𝑀𝑛+1 ∩ 𝑀1 ∩ …∩ 𝑀𝑛 =  𝑀1 ∩ …∩ 𝑀𝑛 ‟dir. 

𝑀1 ∩ …∩ 𝑀𝑛 ⊆ 𝑀𝑛+1 

⟹ 𝑀𝑖 ⊆ 𝑀𝑛+1 olur. 

𝑀𝑖  ve 𝑀𝑛+1 maksimal olduğundan 𝑀𝑛+1 = 𝑀𝑖  olur. 

 

Tanım 1.2.41. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝐴 ve 𝑁 iki 𝑅-modül olsun. 𝐴 modülünün her 

𝑋-altmodülü için her 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑁 homomorfizması : 𝐴 ⟶ 𝑁 homomorfizmasına 

geniĢliyorsa, yani, 𝑔: 𝑋 ⟶ 𝐴 içerim dönüĢümü olmak üzere 𝑔 = 𝑓 oluyorsa 𝑁‟ye 

𝐴 −injektif (injective) modüldenir. Eğer 𝑁, 𝑁 −injektif ise 𝑁’ye yarı-injektif 
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modül(quasi injevtive) denir. Eğer her 𝐴 modülü için 𝑁, 𝐴 −injektif ise 𝑁’ye injektif 

modül denir.  

 

 

Teorem 1.2.42. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) Her A modülü için, 𝐽 injektif modül olmak 

üzere bir 𝑓: 𝐴 → 𝐽 monomorfizması bulunur. 

Teorem 1.2.43. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) Bir 𝐽 sol 𝑅-modülü için aĢağıdaki koĢullar 

denktir. 

 

(i) 𝐽 injektiftir; 

(ii) 0 → 𝐽 → 𝐴 → 𝐵 → 0  Ģeklinde olan her kısa tam dizi parçalandır; 

(iii) 𝐽 modülü, 𝐷 bölünebilir bir grup olmak üzere 𝐻𝑜𝑚𝕫(𝑅, 𝐷)Ģeklinde bir 

modülün direk toplam terimine izomorftur.  

 

Tanım 1.2.44. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 bir sol  𝑅-modül olsun. 𝐽 injektif 

modülüne, 𝑓: 𝑀 → 𝐽 esas monomorfizması ile birlikte 𝑀 modülünün injektif 

zarfı(𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑢𝑙𝑙) denir ve 𝐸(𝑀) ile gösterilir. 

 

Önerme  1.2.45. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑓: 𝑀 → 𝑁  esas monomorfizma ve 𝐾 modülü 

 𝑔 ∶  𝑁 → 𝐾 monomorfizması ile birlikte 𝑁‟nin injektif zarfı ise 𝐾 𝑚𝑜𝑑ü𝑙ü 𝑔𝑓 ∶

 𝑀 → 𝐾 monomorfizması ile 𝑀‟nin injektif zarfıdır.  
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Tanım 1.2.46. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) Her modülün bir injektif zarfı bulunur ve 

injektif zarf izomorfizma farkıyla tektir. 

 

Önerme 1.2.47. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑀 modülü için aĢağıdakiler denktir. 

(i) 𝑀 injektiftir ancak 𝑀 = 𝐸(𝑀)‟dir. 

(ii) 𝑀 ≤𝑒 𝑁 ise 𝐸 𝑀 = 𝐸(𝑁)‟dir. 

(iii) 𝑄 injektif ve 𝑀 ≤𝑒 𝑄 ise 𝑄 = 𝐸(𝑀)‟dir.  

 

Teorem 1.2.48. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) AyrıĢmaz injektif modüller düzgündür.  

 

İspat: 

M ayrıĢmaz injektif bir modül ve 0 ≠ 𝑁 ≤ 𝑀 olsun. 𝑁 ≤𝑒 𝐸(𝑁)  ≤  𝐸(𝑀)  =

 𝑀 olduğundan 𝐸(𝑁)  ≤𝑑  𝑀 olur. 𝑀 parçalanamaz olduğu için 𝐸(𝑁) = 𝑀 olur. 

Böylece 𝑁 ≤𝑒 𝑀 elde edilir.  

 

Tanım 1.2.49. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) 𝑅 bir halka ve bir sol 𝑅-modül 𝑀 ‟nin , alt 

modüllerinin 0 = 𝑀𝑛 ⊂ 𝑀𝑛−1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑀0 = 𝑀 kesin azalan zincirine 𝑛 - 

uzunluğunda bir kesin azalan zincir denir. Eğer bu kesin zincirde her 𝑀𝑖−1 / 𝑀𝑖  , 

(𝑖 = 1, 2, … , 𝑛)  bölüm modülü basit ise bu uzunluğa 𝑛 uzunluğunda bir 

kompozisyon serisi denir ve 𝑅-modül 𝑀 ‟nin bir kompozisyon serisi varsa 𝑀 ‟nin 

tüm kompozisyon serilerinin uzunluklarının en küçüğüne 𝑀’nin uzunluğu denir 

ve 𝑙𝑅(𝑀) ile gösterilir. Eğer 𝑀 ‟nin kompozisyon serisi yoksa 𝑙𝑅 𝑀 = ∞ ile 

gösterebiliriz. 
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Yardımcı Teorem 1.2.50. 

 

(F. W. Anderson ve K. R. Fuller, 1992) (Modülarite Kuralı)  𝐴, 𝐵, 𝐶    𝑀 ve 𝐴    𝐶 

ise (𝐴 +  𝐵)  𝐶 =  𝐴 + (𝐵  𝐶) ‟dir. 

 

İspat:  

a + b = c  (A + B)    C (a  A, b  B, c  C) olsun. A  C olduğundan  

b = c – a  B  C ‟dir. Bu durumda a + b  A + (B  C) olur. O halde (A + B)  C 

 A+ (B  C)‟dir.  

Diğer taraftan, 𝑎 + 𝑥 𝐴 + (𝐵 ∩ 𝐶) (𝑎 ∈ 𝐴, 𝑥 ∈ 𝐵 ∩ 𝐶) için 𝑎 + 𝑥 ∈ 𝐴 + 𝐵 olduğu 

açıktır.  

𝑎 ∈ 𝐴 ⊆ 𝐶 ve 𝑥 ∈ 𝐶 olduğundan 𝑎 + 𝑥 ∈ 𝐶 olur. Dolayısıyla  𝑎 + 𝑥 ∈ (𝐴 + 𝐵) ∩ 𝐶 

‟dir. Böylece,  

𝐴 + (𝐵 ∩ 𝐶) ⊆ (𝐴 +  𝐵) ∩ 𝐶 elde edilir. 

 

Tanım 1.2.51. 

 

(A.  Facchini, 2010) 𝑀 bir sol 𝑅-modül olsun. 

𝑆𝑜𝑐0(𝑀) = 0, 

her ordinal α için 

𝑆𝑜𝑐𝛼+1(𝑀)/𝑆𝑜𝑐𝛼(𝑀) = 𝑆𝑜𝑐(𝑀/𝑆𝑜𝑐𝛼(𝑀)) 

ve her limit ordinal β için 

𝑆𝑜𝑐𝛽(𝑀) =  (𝑆𝑜𝑐𝛼(𝑀))

𝛼<𝛽

 

M‟nin altmodülleri olsun. O zaman, 

𝑆𝑜𝑐0 𝑀 ⊆ 𝑆𝑜𝑐1 𝑀 ⊆ ⋯ ⊆ 𝑆𝑜𝑐𝛼 𝑀 ⊆ ⋯ 

zincirine M’nin artan Loewy serisi (ascending Loewy series) denir. Sıra sayısını 

gösteren α için 𝑀 = 𝑆𝑜𝑐𝛼(𝑀) ise M modülüne Loewy modülü denir. 𝑀 = 𝑆𝑜𝑐𝛼(𝑀) 

olacak Ģekilde en küçük ordinal α‟ya M’nin Loewy uzunluğu(Loewy length) denir. 
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Tanım 1.2.52. 

 

(A. Facchini, 2010) 𝑅 bir halka ve M bir sol 𝑅-modül olsun. M‟nin herhangi iki öz 

altmodülü A ve B için 𝐴 ⊆ 𝐵  ya da 𝐵 ⊆ 𝐴 oluyorsa M‟ye karşılaştırılabilir 

modül(uniserial module) denir.   
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BÖLÜM 2 

 

BAĞLANTILILIK 

 

𝑅 bir halka ve 𝑉 bir sol 𝑅-modül olsun. Bu bölümde 𝑉 modülünün kesiĢim 

çizgesinin tanımı yapılacak ve modülün kesiĢim çizgesinin herhangi iki tepesi 

arasında yol olması yani bağlantılı olması için modülün hangi koĢulları sağlaması 

gerektiği incelenecektir. 

 

Tanım 2.1. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑅 bir halka ve 𝑉 bir 

sol 𝑅-modül olsun. 𝑉‟nin öz altmodüllerini tepe kabul eden ve kesiĢimleri sıfırdan 

farklı öz altmodülleri bir ayrıtla birleĢtiren çizgeye kesişim çizgesi (intersection 

graph) denir. 

 

Örnek 2.2. 

 

𝑽 bir sol 𝑹- modül ve 𝑽𝟏, 𝑉2 𝑉‟nin iki öz altmodülü olsun.𝑉1 ∩ 𝑉2 ≠ 0 𝑖se 𝐺(𝑉) 

kesiĢim çizgesi aĢağıdaki gibidir. 

 

 
 

ġekil 2.1. 2 tepeli, 1 ayrıtlı 𝐺 çizgesi. 
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Yardımcı Teorem 2.3. 

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝑉 bir sol 𝑅-modül olsun. 𝑋 ve 𝑌, 𝑉‟nin farklı öz 𝑅-altmodülleri 

olmak üzere; 𝐺(𝑉) de 𝑋 ve 𝑌 arasında yol yoktur ancak ve ancak 𝑋 ve 𝑌, 𝑉‟nin iki 

basit altmodülü olmak üzere 𝑉 = 𝑋 ⊕  𝑌‟dir. 

 

İspat: 

𝑉 bir sol 𝑅-modül ve 𝑋 ve 𝑌, 𝑉‟nin farklı öz 𝑅-altmodülleri olsun. 

() 𝐺(𝑉) de 𝑋 ve 𝑌 arasında yol olmasın. O halde tanımdan 𝑋 ∩ 𝑌 = 0‟dır. 𝑍  𝑋 

olsun.  

𝑋 ∩ 𝑌 = 0 olduğundan 𝑍 ∩ 𝑌 = 0 „dır. 

𝑍 + 𝑌 ≠ 𝑉 ise (𝑋, 𝑍 + 𝑌, 𝑌) olacak Ģekilde 2 uzunluğunda yol olur. Fakat 𝑋 ile 𝑌 

arasında yol olmadığı için bu bir çeliĢkidir. Böylece 𝑍 + 𝑌 = 𝑉 ve 𝑍 ∩ 𝑌 = 0 olur. 

𝑉 = 𝑋 ⊕ 𝑌 elde edilir. ġimdi 𝑋 ve 𝑌 nin basit olduğu gösterilecektir. 𝐴 ≤ 𝑋 olsun. 

Yukarıdaki ispat gereği 𝑉 = 𝐴 ⊕ 𝑌 olur. Yardımcı Teorem 1.2.50 (Modülarite 

Kuralı) den 𝐴 = 𝑋 elde edilir. Benzer Ģekilde, 𝑌‟nin basit olduğu gösterilebilir. 

 

() 𝑉, iki basit altmodülün dik toplamı Ģeklinde yazılsın. 𝑋 ve 𝑌 basit altmodüller 

olmak üzere 𝑉 = 𝑋 ⊕ 𝑌 ve 𝑇 < 𝑉  olsun. 𝑋 basit olduğu için 𝑇 ∩ 𝑋 = 0 veya 

𝑇 ∩ 𝑋 = 𝑋‟dir.  

𝑇 ∩ 𝑋 = 0 ise 𝑋 aynı zamanda maksimal altmodül olduğu için  𝑉 = 𝑇 ⊕ 𝑋 = 𝑌 ⊕

𝑋‟dir. Böylece  𝑇‟nin basit olduğu görülür.  

𝑇 ∩ 𝑋 = 𝑋 ise 𝑉 = 𝑇 ⊕ 𝑌 = 𝑋 ⊕ 𝑌 sonucundan 𝑇‟nin yine basit olduğu görülür. 

Böylece; 𝑉‟nin her öz altmodülü basittir. Bu durumda 𝑉‟nin kesiĢim çizgesi 𝐺(𝑉) 

ayrıta sahip değildir. Böylece 𝑋 ve 𝑌 arasında yol yoktur. 

 

Önerme 2.4. 

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝑉 basit olmayan bir sol 𝑅-modül olsun. 𝐺(𝑉) bağlantılıdır ancak 

ve ancak ya 𝑉 üç basit 𝑅-modülün dik toplamını içeren yarıbasit 𝑅-modüldür ya da 𝑉 

yarıbasit 𝑅-modül değildir. 
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İspat: 

() 𝐺(𝑉) bağlantılı olsun. 

1.Durum: 𝑉 yarıbasit olmasın. Bu durumda ispat biter.  

2.Durum: 𝑉 yarıbasit olsun. Yardımcı Teorem 2.3‟ten 𝑉 en az üç basit modülün dik 

toplamını içerir. 

 

() 𝑉 üç basit 𝑅-modülün direkt toplamını içeren yarıbasit sol 𝑅-modül  ya da  

yarıbasit olmayan modül olsun. Ġki durumda da 𝑉 iki basit 𝑅-modülün dik toplamına 

eĢit olmadığından Yardımcı Teorem 2.3‟ten bağlantılı olduğu görülür. 

 

Sonuç 2.5. 

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝐺(𝑉) bir ayrıta sahipse 𝐺(𝑉) bağlantılıdır. 

 

İspat:  

𝐺(𝑉) bir ayrıta sahip olsun. Böylece 𝑉 iki farklı öz altmodüle sahiptir. Her ikisi de 

basit olsaydı aralarında ayrıt olmazdı. Böylece en az bir basit değildir. Önerme 

2.4‟ten  𝐺(𝑉) bağlantılıdır. 

 

Sonuç 2.6. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑽 bir sol 𝑹-modül 

olsun. 𝑮(𝑽) çizgesi bağlantılı ise her maksimal altmodül çiftinin kesiĢimi sıfırdan 

farklıdır. 

 

İspat:  

𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı; 𝑉1, 𝑉2, 𝑉‟nin iki maksimal altmodülü ve 𝑉1 ∩ 𝑉2 = 0 olsun.  

𝑉1 + 𝑉2 = 𝑉 olduğu için 𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2 olur. 𝑋 ⊆  𝑉1 olsun. Böylece 𝑋 ∩  𝑉2 = 0‟dır. 

𝑉2 maksimal olduğu için 𝑉 = 𝑋 ⊕ 𝑉2‟dir. Aynı zamanda 𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2 = 𝑋 ⊕ 𝑉2 

olduğundan Yardımcı Teorem 1.2.50 (Modülarite Kuralı)‟den 𝑋 = 𝑉1 elde edilir ve 

𝑉1‟in basit sol 𝑅-modül olduğu görülür. Benzer Ģekilde 𝑉2‟nin de basit olduğu 

görülebilir. Yardımcı Teorem 2.3‟den çizge bağlantısızdır. Bu ise çeliĢkidir. 
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Sonuç 2.7.  

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir sol 𝑅-modül 

olsun.  |𝐺(𝑉)| ≥ 2 ve 𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı olmayan çizge olsun. AĢağıdakiler 

sağlanır: 

 

(i) 𝐺(𝑉) çizgesine ait her tepe izole tepedir. 

(ii) 𝑙𝑅(𝑉) = 2‟dir. 

 

İspat:  

𝑉 bir sol 𝑅-modül olsun.  |𝐺(𝑉)| ≥ 2 ve 𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı olmasın. 

(i) 𝐺(𝑉) bağlantılı değilse sıfırdan farklı her altmodül basittir. Böylece 𝐺(𝑉) 

çizgesine ait her tepenin derecesi 0‟dır. 

(ii) 𝑉‟nin sıfırdan farklı her altmodülü basit olduğundan 𝑙𝑅(𝑉) = 2‟dir. 

 

Örnek 2.8. 

 

𝑍6 bağlantılı olmayan bir çizgeye sahiptir.𝑍6‟nın 
2Z

6Z
 ve 

 3Z

 6Z
 olmak üzere iki öz 

altmodülü vardır. 

0  
2Z

6Z
  𝑍6 

0  
3Z

6Z
  𝑍6 olup 𝑙(𝑍6) = 2‟dir ve 𝐺(𝑍6)‟ daki 2 tepe izole tepedir. 

  

Teorem 2.9 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir sol 𝑅-modül 

ve 𝐺(𝑉) bağlantılı olsun. 𝑑𝑖𝑎𝑚𝐺(𝑉) ≤ 2‟dir. 

 

İspat: 

𝑁 ve 𝐾, 𝑉‟nin birbirinden farklı öz altmodülleri olsun. 

 

1.Durum: 𝑁 ∩ 𝐾 ≠ 0 ise 𝑑 𝑁, 𝐾 = 1‟dir.  
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2.Durum: 𝑁 ∩ 𝐾 = 0 olsun. 

2.1.Durum: 𝑁 + 𝐾 ≠ 𝑉 ise (𝑁, 𝑁 + 𝐾, 𝐾) olacak Ģekilde 2 uzunluğunda bir yol 

bulunur. Dolayısıyla 𝑑 𝑁, 𝐾 ≤ 2 olur. 

2.2.Durum: 𝑁 + 𝐾 = 𝑉 ise, 𝐺(𝑉) bağlantılı olduğu için Sonuç 2.6‟dan 𝑁 ve 𝐾‟dan 

en az biri maksimal değildir. 𝐾 maksimal olmayan altmodül olsun. 𝐾 ⊊  𝐿 ⊊  𝑉 

olacak Ģekilde 𝑉‟nin bir 𝐿 altmodülü vardır.  

İddia: 𝑁 ∩ 𝐿 ≠ 0‟dır. 

Kabul edilsin ki 𝑁 ∩ 𝐿 = 0 ve 𝑥 ∈ 𝐿 olsun. 𝑉 = 𝑁 + 𝐾 olduğu için 𝑥 = 𝑦 + 𝑧 olacak 

Ģekilde 𝑦 ∈ 𝑁, 𝑧 ∈ 𝐾 vardır. 𝐾 ⊆ 𝐿 olduğu için 𝑥– 𝑧 = 𝑦 ∈ 𝐿 ∩ 𝑁 = 0 olur. Buradan  

𝑥 = 𝑧 elde edilir. Böylece 𝐿 ⊂ 𝐾 olur. Bu ise çeliĢkidir. Böylece 𝑁 ∩ 𝐿 ≠ 0‟dır. 

(𝑁, 𝐿, 𝐾) 2 uzunluğunda bir yol olur. Bu yüzden 𝑑 𝑁, 𝐾 ≤ 2 ve 𝑑𝑖𝑎𝑚𝐺(𝑉) ≤ 2 

elde edilir. 

 

Uyarı 2.10.  

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝐺(𝑉) tam çizgedir 

ancak ve ancak 𝑉 düzgün bir 𝑅-modüldür.  

 

Örnek 2.11. 

 

𝑝 asal sayı olmak üzere 𝑍, 𝑄 ve 𝑍𝑝𝑛  𝑛 ≥ 2  𝑍-modüller düzgündür ve kesiĢim 

çizgeleri tamdır. 

 

Örnek 2.12.  

 

𝒁𝟔𝟒 𝒁-modülün kesiĢim çizgesi aĢağıdaki gibidir. 

𝑍64‟ün 5 tane öz  𝑍-altmodülü vardır. 

0 ⊆
32𝑍

64𝑍
 ⊆

16𝑍

64𝑍
 ⊆  

8𝑍

64𝑍
 ⊆  

4𝑍

64𝑍
⊆

2𝑍

64𝑍
 ⊆ 𝑍64  
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ġekil 2.2. 5 tepeli, 10 ayrıtlı 𝐺(𝑍64) çizgesi. 

Teorem 2.13. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 Artin bir modül 

olsun. 𝐺(𝑉) tam çizgedir ancak ve ancak 𝑉 tek bir basit altmodül içerir. 

 

İspat: 

𝑉 Artin bir modül olsun. 

() 𝐺(𝑉) tam çizge olsun. Uyarı 2.10‟dan 𝑉 düzgün olur. 𝐿1 ve 𝐿2 𝑉‟nin birbirinden 

farklı iki basit altmodülleri olsun. 𝐿1 ∩ 𝐿2 = 0 ya da L1 ∩ L2 = L1‟dir.  

𝑉 düzgün olduğu için 𝐿1 ∩ 𝐿2 = 𝐿1  olur. Benzer Ģekilde 𝐿1 ∩ 𝐿2 = 𝐿2  olduğu 

görülebilir. Böylece 𝐿1 = 𝐿2 elde edilir. 

() 𝑉 Artin bir modül ve tek bir basit altmodüle sahip olsun. 𝑉 Artin olduğundan 

sıfırdan farklı her altmodülü  bir basit altmodül içerir. 𝑉‟nin basit altmodülü 𝐿 olarak 

alnırsa, 𝐿‟nin tek olması nedeniyle 𝑉‟nin sıfırdan farklı her altmodülü 𝐿‟yi içerir. Bu 

da 𝐺(𝑉)‟nin tam çizge olduğunu gösterir. 

 

Örnek 2.14.  

 

Örnek 2.12‟te incelenen 𝑍-modül 𝑍64  tek bir minimal altmodül içeren Artin 

modüldür ve 𝐺(𝑍64) tam çizgedir. 
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Örnek 2.15  

 

𝑍-modül 𝑍50‟nin 

0 ⊆
25𝑍

50𝑍
⊆

5𝑍

50𝑍
⊆ 𝑍50    

0 ⊆
10𝑍

50𝑍
⊆

2𝑍

50𝑍
⊆ 𝑍50  

olacak Ģekilde iki basit altmodülü olduğundan kesiĢim çizgesi tam çizge değildir. 

ġekil 2.3 tepe kümesi 𝐺(𝑉) = {
2𝑍

50𝑍
,

25𝑍

50𝑍
,

10𝑍

50𝑍
, 

5𝑍

50𝑍
} olan 𝑍50‟nin kesiĢim çizgesidir. 

 

 

 

ġekil 2.3. 4 tepeli, 4 ayrıtlı 𝐺(𝑍50) çizgesi. 

 

𝐺(𝑍50) çizgesi bağlantılı tam olmayan çizgedir. 

 

Teorem 2.16.  

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 injektif 𝑅-modül 

olsun. 𝐺(𝑉) tam çizgedir ancak ve ancak 𝑉 ayrıĢmaz modüldür. 

 

İspat: 

𝑉 injektif 𝑅-modül olsun. 

() 𝑉‟nin ayrıĢmaz olduğu kabul edilsin. 𝑉 injektif ise Teorem 1.2.48‟den 𝑉 düzgün 

ve Uyarı 2.10‟dan 𝐺(𝑉) tamdır. 

() 𝐺(𝑉) tam çizge olsun. Uyarı 2.10’dan V düzgündür. V düzgün ve injektif olduğu 

için ayrıĢmaz modüldür. 
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Tanım 2.17. 

 

(D. B. West, 1996)  𝑣 , 𝐺 çizgesinin bir tepesi olsun. 𝐺– {𝑣} ile v tepesi ve  v 

tepesine bitiĢik bütün ayrıtların 𝐺‟den çıkarılması ile elde edilen çizge anlaĢılır. 

𝐺– {𝑣} de 𝐺‟den daha fazla bağlantılı bileĢen varsa 𝑣 tepesine ayırıcı tepe (cut 

vertex) denir. 

 

Teorem 2.18.  

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝐺(𝑉) bir ayırıcı tepeye sahiptir ancak ve ancak  𝑠𝑜𝑐(𝑉) iki basit 

𝑅-modülün direkt toplamıdır ve 𝑠𝑜𝑐 𝑉 , 𝑉‟nin maksimal altmodülüdür. Dahası,  bu 

durumda, 𝑠𝑜𝑐 𝑉 ,𝐺(𝑉) de tek ayırıcı tepedir. 

 

İspat:  

() 𝑋, 𝐺(𝑉)‟nin ayırıcı tepesi olsun. 𝐺(𝑉) − {𝑋}‟de iki farklı tepe 𝐴 ve 𝐵 arasında 

𝐺(𝑉)‟de yol varken 𝐺 𝑉 \ {𝑋} de 𝐴 ve 𝐵 arasında yol yoktur. Böylece 𝐴 ∩ 𝐵 =

0‟dır ve Teorem 2.9‟dan (𝐴, 𝑋, 𝐵) 𝐺(𝑉)‟de bir yol olduğundan 𝐴 ∩ 𝑋 ≠ 0 ve 

𝐵 ∩ 𝑋 ≠ 0 dır. 

 

İddia: 𝑋, 𝑉‟nin maksimal altmodülüdür. 

𝑋 ≨  𝑌 ≨  𝑉 olsun. 𝐴 ∩  𝑌 ≠ 0 ve 𝐴 ∩ 𝑌 ≠  0 olduğu için, (𝐴, 𝑌, 𝐵), 𝐺(𝑉) \ {𝑋} 

de 𝐴 ve 𝐵 arasında yol olur. Bu ise çeliĢkidir. Böylece 𝑋, 𝑉‟nin maksimal altmodülü 

olur. 

 

İddia: 𝑋, iki basit modülün toplamıdır. 

𝐴 ∩ 𝑋‟in sıfırdan farklı altmodülü 𝐴′, 𝐵 ∩ 𝑋‟in sıfırdan farklı altmodülü 𝐵′ olsun.  

𝑋  𝐴′ + 𝐵′ ise, (𝐴, 𝐴` + 𝐵`, 𝐵) olacak Ģekilde 𝐺(𝑉)\{𝑋}‟de 𝐴 ve 𝐵 arasında yol olur. 

Bu ise çeliĢkidir. Böylece 𝑋 = 𝐴′ + 𝐵′  elde edilir. Buradan 𝐴 ∩ 𝑋 ∩ 𝐵 ∩ 𝑋 = 0 

olduğundan 𝑋 = (𝐴 ∩ 𝑋) ⊕ (𝐵 ∩ 𝑋) olur. 0  𝑇 ≨  𝐴 ∩ 𝑋 olsun. (𝐴, 𝐵 +  𝑇, 𝐵) 

olacak Ģekilde 𝐺(𝑉)\{𝑋} de 𝐴 ve 𝐵 arasında yol olur. Bu ise çeliĢkidir. 𝐴 ∩ 𝑋 basit 

bir modüldür. Benzer Ģekilde 𝐵 ∩ 𝑋‟de basit bir modüldür. Buradan 𝑋, iki basit 

modülün diktoplamı Ģeklinde yazılabilir. 
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İddia: 𝑋 = 𝑆𝑜𝑐𝑉‟dir. 

Kabul edilsin ki 𝑋 ≠ 𝑆𝑜𝑐𝑉 olsun. 𝑉‟nin 𝑋‟i içermediği 𝑆 basit altmodülü vardır. O 

zaman (𝐴, (𝐴 ∩ 𝑋) + 𝑆, (𝐵 ∩ 𝑋) + 𝑆, 𝐵) , 𝐺(𝑉)\{𝑋}‟de bir yol olur. Bu ise çeliĢkidir. 

Böylece 𝑋 = 𝑆𝑜𝑐𝑉 elde edilir. 

 

() 𝑆𝑜𝑐𝑉 = 𝑍 = 𝑈 ⊕ 𝑇 olmak üzere 𝑈 ve 𝑇 basit altmodüller ve 𝑍‟de maksimal 

altmodül olsun. (𝑈, 𝑍, 𝑇) olacak Ģekilde 𝐺(𝑉)‟de 𝑈 ile 𝑇 arasında bir yol vardır. 

 

İddia: 𝑍, 𝐺(𝑉)‟nin ayırıcı tepesidir. 

Kabul edilsin ki, 𝐺 𝑉 \ 𝑍  de 𝑈 ile 𝑇 arasında yol olsun. 𝑈1 ve 𝑇1 bu yolda tepeler, 

𝑈1, 𝑈 ya ve  𝑇1, 𝑇  ye bazı ayrıtlar ile bitiĢik olsun. Böylece 𝑈 ∩ 𝑈1  0 ve 𝑇 ∩  𝑇1 ≠

0‟dır. 𝑈 ve 𝑇 basit modüller olduğu için; 𝑈 ∩ 𝑈1 = 𝑈 ve 𝑇 ∩ 𝑇1 = 𝑇 olur. Böylece 

𝑈 ≤ 𝑈1 ve 𝑇 ≤ 𝑇1 elde edilir. 𝑉‟nin uzunluğu 3 olduğundan 𝑈1 ve 𝑇1, 𝑉‟nin 

maksimal altmodülü olur ve farklı maksimal altmodüllerinin kesiĢimi basittir. Bu 

nedenle 𝑍 ∩ 𝑈1 = 𝑈 ve 𝑍 ∩ 𝑇1 = 𝑇  olur. Buradan, 0 = 𝑈 ∩ 𝑇 = (𝑈1 ∩ 𝑇1) ∩ 𝑍 olur. 

Böylece  𝑈1 ∩ 𝑇1 ∩ 𝑍 = 𝑈1 ∩ 𝑇1 = 0 elde edilir. 𝑈1 ∩ 𝑇1 basit olduğu için 𝑈1 ∩

𝑇1 = 0 olması çeliĢkidir. Böylece 𝑍, 𝐺(𝑉)‟nin ayırıcı tepesidir. 

 

Tanım 2.19.  

 

(E. Yaraneri, 2013) {𝒆} 𝐺‟de bir ayrıt olsun. 𝐺\{𝑒} ile e ayrıtı çıkarılarak elde edilen 

𝐺 çizgesi anlaĢılır. 𝐺\{𝑒} de 𝐺‟den daha fazla bağlantılı bileĢen varsa , 𝑒‟ye 𝐺‟nin 

ayırıcı ayrıtı(cut edge) denir. 

 

Teorem 2.20.  

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝐺(𝑉) ayırıcı ayrıta sahiptir ancak ve ancak 𝑉‟nin komposizyon 

serisinin uzunluğu 3 ve 𝑉‟nin tek bir maksimal altmodülü vardır ve bu altmodül 

𝐺(𝑉) çizgesinde ayırıcı ayrıtın uç noktası olan 𝑉‟nin basit altmodülünü içerir. 

 

İspat: 

 () {𝑒}, 𝐺(𝑉) de 𝐴 ve 𝐵 tepelerini bağlayan ayırıcı ayrıt olsun. 



37 

İddia: 𝑉‟nin komposizyon serisinin uzunluğu 3 tür. 

{𝑒},𝐺(𝑉) de 𝐴 ve 𝐵 tepelerini bağlayan ayırıcı ayrıt olsun. A ve B arasındaki her yol 

𝑒‟yi içerecek Ģekilde iki tepe olmalıdır. Böylece 𝑒‟den baĢka 𝐴 ile 𝐵 arasında yol 

olmaz.  

𝐴 ∩ 𝐵  0 olduğu için, 𝐴, 𝐵 ve 𝐴 ∩ 𝐵 hepsi birbirinden farklı olmak üzere (𝐴, 𝐴 ∩

𝐵, 𝐵) ile 𝐴 ile 𝐵 arasında bir yol olur. Bu yüzden 𝐵 < 𝐴 ya da 𝐴 < 𝐵 olmalıdır.  

𝐵 < 𝐴 olduğu kabul edilsin. 0 < 𝑋 < 𝐵 < 𝐴 < 𝑉 olacak Ģekilde 𝑉‟nin bir 𝑋 

altmodülü olduğu varsayalım. (𝐴, 𝑋, 𝐵) olacak Ģekilde 𝐴 ve 𝐵 arasında yol olur. Bu 

ise 𝑒′nin ayırıcı ayrıt  olması ile çeliĢir. Böylece 𝐵‟nin basit altmodül olduğu görülür. 

Benzer Ģekilde  
A

B
  ve   

V

A
   basit modüllerdir. Böylece 𝑂 ≤ 𝐵 ≤ 𝐴 ≤ 𝑉 olur. 𝑉‟nin 

kompozisyon serisi 3 olur.  

 

İddia: 𝐵‟yi içeren tek maksimal altmodül A‟dır. 𝐽 ≠ 𝐴 maksimal altmodül ve 𝐵 ⊆ 𝐽 

olsun. 𝐵 < 𝐽 olacak Ģekilde 𝑉‟nin 𝐵‟yi içeren 𝐴 dan baĢka 𝐽  maksimal altmodülü 

olsaydı, (𝐴, 𝐽, 𝐵) olacak Ģekilde 𝐴 ile 𝐵 arasında baĢka bir yol olurdu. Bu ise 

çeliĢkidir. Buradan 𝐵‟yi içeren 𝑉‟nin tek maksimal altmodülü 𝐴 olur.  

 

() 𝑉‟nin komposizyon uzunluğu 3, 𝑊, 𝑉 nin tek maksimal altmodülü olup 𝑉‟nin 

basit altmodülü 𝑆‟yi içersin. 𝑆 ile 𝑊 arasındaki yol f olsun. 

 

İddia: 𝑓 ayırıcı ayrıttır. 

𝑓„nin ayırıcı ayrıt olmadığı kabul edilsin. Böylece 𝑆 ile 𝑊 arasında 𝑓‟den baĢka bir 

yol vardır. Bu yol üzerinde 𝑇, 𝑆‟ye komĢu olan tepe olsun. 𝑇 ≠ 𝑊‟dır. 𝑆 basit olduğu 

için 𝑆 < 𝑇‟dir. 𝑉‟nin komposizyon uzunluğu 3 olduğundan 𝑇, 𝑉‟nin maksimal 

altmodülüdür. Tek maksimal olması ile çeliĢir. Böylece 𝑓 ayırıcı ayrıttır. 
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BÖLÜM 3 

 

ÇEVRE 

 

𝑅 bir halka ve 𝑉 bir sol 𝑅-modül olsun. V‟nin altmodüllerinin kesiĢim çizgesi G(V) 

olsun. BaĢlangıç ve bitiĢ tepeleri aynı olan yola çevre(cycle) denir. 𝐺 bir çizge ve 𝐺 

çizgesindeki çevrelerin ayrıt sayılarından en küçüğüne 𝐺’nin çevre ölçüsü denir ve 

𝑔𝑖𝑟𝑡(𝐺(𝑉)) ile gösterilir. Bu bölümde kesiĢim çizgeleri çevre içeren V modülünün 

hangi koĢulları sağladığı incelenecek ve çevre ölçüsü hesaplanacaktır.  

 

Teorem 3.1.  

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) V bir sol 𝑅-modül 

olsun. 𝐺(𝑉) çevre içeriyor ise 𝑔𝑖𝑟𝑡((𝐺(𝑉)) = 3‟tür. 

 

İspat:  

𝐺 𝑉  döngü içersin ve 𝑔𝑖𝑟𝑡 𝐺 𝑉  ≥ 4 olsun. 0 ≠ 𝐴, 𝐵 ≤ 𝑉, 𝐴 ≠ 𝐵 ve 𝐴 ∩ 𝐵 ≠

0 olacak Ģekilde 𝑉‟nin herhangi iki alt modülü olsun. 𝐴 ⊈ 𝐵 ve 𝐵 ⊈ 𝐴 ise  𝐴, 𝐴 ∩

𝐵, 𝐵  yolu bulunur. Buradan 𝑔𝑖𝑟𝑡((𝐺(𝑉)) = 3 olur. Bu ise çeliĢkidir. Böylece 

𝑉‟nin herhangi iki alt modülünün karĢılaĢtırılabilir olduğu görülür. 𝑔𝑖𝑟𝑡  𝐺 𝑉  ≥

4 olduğu için, 𝐺(𝑉) uzunluğu 3 olan bir yol içerir. 𝑁, 𝐿, 𝐾, 𝑃 ≤ 𝑉 olmak üzere bu yol 

(𝑁, 𝐿, 𝐾, 𝑃) olsun. Bu yolda herhangi iki altmodül karĢılaĢtırılabilir ve 𝐺(𝑉)‟nin 3 

uzunluğunda bir döngü içermesine sebep olmamak için zincir uzunluğu 2 olmalıdır. 

Bütün durumlar incelendiğinde 2 durum vardır. 

 

Durumlar: 𝑁 ∩ 𝐿 = 𝑁 yada 𝑁 ∩ 𝐿 = 𝐿‟dir. 

 

1.Durum: 𝑁 ∩ 𝐿 = 𝑁 olsun. Böylece 𝑁 ⊆ 𝐿 olur. 

1.1.Durum: 𝐿 ∩ 𝐾 = 𝐿 olsun. Böylece  𝐿 ⊆ 𝐾 olur. Yani 𝑁 ⊆ 𝐿 ⊆ 𝐾  olur. Bu 

durumda (𝑁, 𝐿, 𝐾) 𝐺(𝑉)‟de uzunluğu 3 olan bir yoldur.
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1.2.Durum: 𝐿 ∩ 𝐾 = 𝐾 olsun. Bu durumda 𝐾 ⊆ 𝐿 olur. Yani N⊆ 𝐿 ve 𝐾 ⊆ 𝐿 elde 

edilir. 

1.2.1.Altdurum: 𝐾 ∩ 𝑃 = 𝐾 ise 𝐾 ⊆ 𝑃 olur. Böylece 𝑁 ⊆ 𝐿, 𝐾 ⊆ 𝐿 ve 𝐾 ⊆ 𝑃 

durumu elde edilir. Bu durumda 𝐾 ⊆ 𝐿 ∩ 𝑃 elde edilir. Böylece 𝐿 ∩ 𝑃 ≠ 0‟dır. 

(𝐿, 𝐾, 𝑃) 𝐺(𝑉)‟de uzunluğu 3 olan bir döngü olur. 

1.2.2.Altdurum: 𝐾 ∩ 𝑃 = 𝑃 ise 𝑃 ⊆ 𝐾 olur. (𝐿, 𝐾, 𝑃) 𝐺(𝑉)‟de uzunluğu 3 olan bir 

yol olur. 

 

2.Durum: 𝑁 ∩ 𝐿 = 𝐿 olsun. Böylece 𝐿 ⊆ 𝑁 olur. 

2.1.Durum: 𝐿 ∩ 𝐾 = 𝐿 ise 𝐿 ⊆ 𝐾 olur. Buradan 𝐿 ⊆ 𝐾 ∩ 𝑁  elde edilir. Yani 

𝐾 ∩ 𝑁 ≠ 0‟dır. Böylece (𝐿, 𝐾 ∩ 𝑁, 𝐾) 𝐺(𝑉)‟de uzunluğu 3 olan bir yoldur. 

2.2.Durum: 𝐿 ∩ 𝐾 = 𝐾 ise 𝐾 ⊆ 𝐿 olur. Böylece 𝐾 ⊆ 𝐿 ⊆ 𝑁 elde edilir. (𝐾, 𝐿, 𝑁) 

𝐺(𝑉)‟de uzunluğu 3 olan bir yoldur. 

 

Yardımcı Teorem 3.2.  

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝑚 ≥ 3 bir doğal sayı ve 𝑉 bir modül olsun. 𝐺(𝑉) 𝑚 - çevreye 

sahip değilse, 𝑉‟nin kompozisyon serisinin uzunluğu 𝑚‟ye eĢit veya 𝑚‟den daha 

küçüktür. 

 

İspat:  

𝑉 bir modül ve  𝑚 ≥ 3 bir doğal sayı olmak üzere 𝐺(𝑉) 𝑚 - çevreye sahip olmasın. 

𝑉, 𝑚 tane öz altmodülün artan ya da azalan zincirine sahip ise 𝑚 tane altmodülün 

oluĢturduğu 𝐺(𝑉)‟nin alt çizgesinin tam olduğu açıktır. Böylece 𝐺(𝑉) içinde 𝑚 - 

çevre olur. Bu ise çeliĢkidir. Böylece 𝑉‟nin kompozisyon serisinin uzunluğunun 

𝑚‟ye eĢit veya 𝑚‟den daha küçük olması gerektiği görülür. 

 

Önerme 3.3. 

 

(i) (E. Yaraneri, 2013) AĢağıdaki ifadeler birbirine denktir: 

(ii) 𝐺(𝑉) çevreye sahip değildir. 

(iii) 𝐺(𝑉) de 3 - çevre yoktur. 
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(iv) 𝑉‟nin uzunluğu 2‟ye eĢit veya daha azdır ya da 3 uzunluğundadır ve tek bir 

maksimal 𝑅-altmodülü vardır.  

 

İspat :  

(i) ⇒ (ii): Açık. 

(ii) ⇒(iii):  𝐺(𝑉) 3 - çevre içermesin. Yardımcı Teorem 3.2‟den 𝑉‟nin uzunluğu 3‟e 

eĢit veya daha kısa olan kompozisyon serisi vardır. Farz edelim 𝑉‟nin kompozisyon 

serisinin uzunluğu 3 olsun. 

 

İddia: 𝑉 tek bir maksimal altmodüle sahiptir. 

𝑉, 𝐽1 ve 𝐽2  olacak Ģekilde iki maksimal altmodüle sahip olsun. 𝐽1 ve 𝐽2  maksimal 

altmodüller olduğu için  𝐽1 , 𝐽2  ve 𝐽1 ∩ 𝐽2 farklıdır. Buradan  𝐽1 ∩ 𝐽2 = 0 olur. Çünkü, 

aksi halde ( 𝐽1,  𝐽2 ∩ 𝐽2, 𝐽2 , 𝐽1 ) bir 3-çevre olurdu.   

Aynı zamanda 𝐽1 ve 𝐽2 maksimal altmodül olduğu için 𝑉 = 𝐽1 + 𝐽2  olur. Buradan  

𝑉 = 𝐽1 ⊕ 𝐽2 bulunur. Böylece 𝑉/ 𝐽1 ≅  𝐽2 𝑣𝑒 𝑉 / 𝐽2  =  𝐽1  olduğu görülür. Böylece 

𝑉, 𝑉 / 𝐽1  ve 𝑉 / 𝐽2    izomorf olan basit altmodüllerin direkt toplamına izomorftur. 

Böylece 𝑉‟nin kompozisyon uzunluğu 2 olur. 

(iii) ⇒ (i): 𝑉‟nin kompozisyon uzunluğu 2 ya da daha azsa 𝑉‟nin sıfırdan farklı 

altmodülleri basittir. Bu yüzden 𝐺(𝑉) ayrıta sahip değildir. Böylece 𝐺(𝑉) çevre 

içermez. 𝑉‟nin kompozisyon uzunluğu 3 ve 𝑉‟nin tek maksimal altmodülü 𝐽 olsun. 

𝑉‟nin kompozisyon uzunluğu 3 olduğu için 𝑉‟nin her özaltmodülü 𝐽 tarafından 

kapsanır. Böylece 𝐽‟nin uzunluğu 2 olur. 𝑉‟nin 𝐽‟den farklı olan her altmodülü basit 

olur. Böylece 𝑐, 𝐽‟nin öz altmodüllerinin kümesinin kardinalitesi olmak üzere, 𝐺(𝑉), 

𝐾1,𝑐  Ģeklinde bir yıldız çizgedir ve 𝐽 diğer tepeler ile komĢudur. Böylece 𝐺(𝑉) çevre 

içermez. 

 

Teorem 3.4. 

 

𝑉 bir sol 𝑅-modül ve  𝐺 𝑉  < ∞ olsun. 𝐺(𝑉) çevreye sahip değilse yıldız çizgedir 

ya da iki izole tepe içerir. 
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İspat:  

𝑉 yerel değilse 𝑉1ve 𝑉2 gibi en az iki farklı maksimal altmodüle sahiptir. Eğer 

𝑉1 ∩ 𝑉2 ≠ 0 ise 𝐺(𝑉) çevre içerirdi. Böylece 𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2‟dir. Bu 𝑉1ve 𝑉2‟nin basit 

olduğu anlamına gelir. Bu yüzden 𝐺 𝑉  iki izole tepe içerir. 𝑉 yerel modül ise 𝑉‟nin 

bir 𝑁 maksimal modülü için iki durum vardır. 

 

1.Durum: 𝑁 ≤𝑑 𝑉 olsun. 𝑉 = 𝑆 ⊕ 𝑁 olacak Ģekilde 𝑉‟nin basit bir altmodülü S 

vardır. 𝑉‟nin bir altmodülü 𝑇 olsun. 𝑇 ∩ 𝑁 ≠ 0 ise 𝐺(𝑉), 3 uzunluğunda bir çevre 

içerir. Bu ise çeliĢkidir. Bu yüzden 𝑇 ∩ 𝑁 = 0‟dır. Bu 𝑇‟nin basit olduğu anlamına 

gelir. 𝐺(𝑉) 𝑆 ve 𝑇 gibi iki izole tepe içerir. 

 

2.Durum: 𝑁 ≤𝑒 𝑉 olsun. Bu yüzden 𝑉‟nin maksimal altmodülü 𝐺(𝑉)‟nin diğer 

tepeleriyle bitiĢiktir. Bu yüzden G(V) bir yıldız içerir.  

 

Örnek 3.5. 

 

R= 
𝑍2 𝑥 ,𝑦 

 𝑥 ,𝑦 2 ‟nin değiĢkenleri x ve y olmak üzere  𝑥, 𝑦        ,  𝑥     ,  𝑦      ve  𝑥, 2𝑦           R‟nin bütün 

idealleridir ve G(R) çizgesi çevre içermez ve yıldız çizge içerir. 

 

Teorem 3.6. 

 

𝑉 Artin bir modül ve |𝐺 𝑉 | ≥ 3 olsun.Eğer 𝐺(𝑉) bağlantılı ise 𝑔𝑖𝑟𝑡𝐺 𝑉 = 3‟tür. 

 

İspat: 

𝑉‟nin sadece bir 𝑉1 maksimal altmodülü için göstermek yeterli olacaktır. 𝑉 Artin 

modül olduğundan 𝑉1 de Artin modültür. Bu yüzden 𝑆1 gibi basit bir altmodüle 

sahiptir. Kabulümüzden 𝑆𝑜𝑐𝑉 ≤𝑒 𝑉‟dir. 𝑉1ve 𝑆𝑜𝑐𝑉 bitiĢiktir. Bu yüzden 3 

uzunluğunda bir çevreye sahiptir. Teorem 3.1.‟den 𝑔𝑖𝑟𝑡𝐺 𝑉 = 3‟tür. 

 

Teorem 3.7. 

 

𝑉 bir modül ve  𝐺(𝑉) < ∞ olsun. 𝐺(𝑉)  bağlantılı ve çevre içermeyen bir çizge ise 

𝑉 yerel modüldür. 
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İspat: 

𝑉‟nin birbirinden farklı maksimal altmodülleri 𝑉1 ve 𝑉2 olsun. Sonuç 2.6‟dan 

𝑉1 ∩ 𝑉2 ≠ 0 olur. Buradan (𝑉1, 𝑉1 ∩ 𝑉2, 𝑉2) arasında bir yol olur.Çevre içerdiği için 

bu çeliĢkidir. 𝑉1 = 𝑉2‟dir. 
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BÖLÜM 4 

 

KLİK SAYISI ve BAZI SONLULUK DURUMLARI 

 

𝑅 bir halka ve 𝑉 bir sol 𝑅-modül olsun. 𝐺(𝑉) çizgesinin içerdiği en büyük tam 

çizgenin tepe sayısına klik sayısı denir ve 𝜔(𝐺(𝑉)) ile gösterilir. Bu bölümde 

modülün kesiĢim çizgesinin klik sayısı ile modülün cebirsel özellikleri arasındaki 

iliĢkiler araĢtırılacaktır. 

 

Yardımcı Teorem 4.1. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir sol 𝑅-modül  

ve 𝜔(𝐺(𝑉))  < ∞  AĢağıdakiler sağlanır. 

 

(i) 𝑙𝑅(𝑉)  < ∞  dur 

(ii) 𝜔 𝐺 𝑉  = 1 ise ancak ve ancak |𝐺(𝑉)| = 1 ya da |𝐺(𝑉)| ≥ 2 ve 𝑉 iki basit 

𝑅-modülün direkt toplamıdır. (𝐺(𝑉)‟nin tepeleri izole tepedir). 

(iii) 𝜔(𝐺(𝑉)) > 1  ise 𝑉„nin maksimal alt modüllerin sayısı sonludur.  

 

İspat: 

(i) 𝑉‟nin altmodüllerinin herhangi sonsuz artan ya da azalan dizileri 𝐺(𝑉)‟nin 

klik sayısının sonsuz olmasına sebep olur. Bu da 𝜔(𝐺 𝑉 )‟nin sonlu 

olmasıyla çeliĢeceğinden 𝑉 Noether ve Artin modül olup 𝑙𝑅(𝑉) < ∞‟dur. 

(ii) () 𝜔 𝐺 𝑉  = 1 ve |𝐺(𝑉)| ≥ 2 olsun. 𝐺(𝑉) çizgesi ayrıta sahip değildir. 

Bu da 𝐺(𝑉)‟nin bağlantılı olmadığını gösterir. Yardımcı Teorem 2.3‟ten 𝑉 iki 

basit altmodülün direkt toplamıdır. 

(⇐) 

1.Durum: |𝐺(𝑉)| = 1 olsun. Bu durumda 𝜔(𝐺(𝑉)) = 1 olduğu açıktır.  
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2.Durum: |𝐺(𝑉)| ≥ 2 ve 𝑉 iki basit altmodülün direkt toplamı Ģeklinde 

yazılsın. Bu durumda çizge bağlantısızdır ve Sonuç 2.5‟ten ayrıta sahip 

değildir.  𝜔(𝐺(𝑉)) = 1 dir.   

(iii) 𝜔(𝐺(𝑉)) ≠ 1 olsun. (ii) ve Yardımcı Teorem 2.3‟den 𝐺(𝑉) bağlantılı olur.  

𝑆 =   {𝐽İ ∶ 𝐽İ ‟ler 𝑉‟nin maksimal altmodülleri} kümesi göz önüne alınsın. 

Sonuç 2.6‟dan her 𝑖, 𝑗 için 𝐽İ ∩ 𝐽İ ≠ 0‟dır. Eğer  |𝑆| = ∞ ise 𝜔(𝐺(𝑉)) = ∞ 

olur. Bu ise çeliĢkidir. Böylece |𝑆| < ∞ olur. Yani 𝑉‟nin maksimal 

altmodüllerinin sayısı sonludur. 

 

Örnek 4.2. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) Yardımcı Teorem 

4.1 (iii) için 𝜔(𝐺(𝑉)) > 1 koĢulu gereklidir. Bunun için 𝐹 sonsuz bir cisim olmak 

üzere, 𝑅 = 𝑀2(𝐹) halkası göz önüne alınsın. 𝑅‟nin iki basit sol idealin direkt toplamı 

Ģeklinde yazılabileceği kolayca görülür ve Yardımcı Teorem 2.3‟den 𝐺(𝑅) bağlantılı 

değildir. Böylece 𝜔(𝐺(𝑅)) = 1 dir. Fakat 𝑅‟nin sol ideallerinin sayısı sonsuzdur ve 

her sıfırdan farklı sol ideali maksimal idealdir. 

 

Uyarı 4.3. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir sol 𝑅-modül 

ve 𝑁, 𝑉‟nin altmodülü olsun. 

 𝜔(𝐺(𝑁)) ≤ 𝜔(𝐺(𝑉)) ve 𝜔(𝐺  
𝑉

𝑁
 ) ≤ 𝜔(𝐺(𝑉)) olduğu açıktır. Eğer 𝜔(𝐺(𝑉)) < ∞ 

ise 𝜔(𝐺(𝑁)) < ∞ ve 𝜔(𝐺(
𝑉

𝑁
)) < ∞ olur. Fakat tersi doğru değildir. 𝐹 sonsuz bir 

cisim olmak üzere, 𝑅 = 𝑀2(𝐹), 𝑅′ = 𝑅 ⊕ 𝑅 alınsın. Örnek 4.2‟den 𝜔(𝐺(𝑅)) =

1‟dir 𝑣𝑒 𝜔(𝐺(
𝑅′

𝑅
)) = 1 dir. Fakat 𝑅 sonsuz sol ideale sahip olduğu için 𝜔(𝐺(𝑅′)) 

sonsuzdur.  
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Yardımcı Teorem 4.4.  

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir sol 𝑅-modül 

ve 𝑁, 𝑉‟nin bir altmodülü olsun. 𝑑𝑒𝑔(𝑁), 𝐺(𝑉)‟de sonlu ise 𝑉 sonlu uzunluğa 

sahiptir.  

 

İspat:  

𝑑𝑒𝑔(𝑁) sonlu olsun. 𝑁 ve 
V

N
 sonsuz azalan ya da artan altmodül zinciri içermez. Bu 

yüzden hem Artin hem de Noether modüldürler. Buradan 𝑀‟nin sonlu uzunluğa 

sahip olduğu görülür. 

 

Yardımcı Teorem 4.5.  

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir sol 𝑅-modül 

ve 𝑁, 𝑉‟nin bir maksimal altmodülü olsun. 𝑉‟nin sıfırdan farklı öz altmodülü 𝐿 için 

𝐿 ∩ 𝑁 = 0 ise o zaman 𝐿, 𝑉‟nin bir basit altmodülüdür. 

 

İspat: 

𝐿′, 𝐿‟nin sıfırdan farklı bir altmodülü olsun. 𝐿 ∩ 𝑁 = 0 olduğu için 𝐿′ ∩ 𝑁 = 0 ve 𝑁 

maksimal altmodül olduğu için 𝐿′ + 𝑁 = 𝑉‟dir. 𝑥 ∈ 𝐿 olsun. 𝑦 ∈ 𝐿′ ve 𝑧 ∈ 𝑁 olmak 

üzere 𝑥 = 𝑦 + 𝑧 olacak Ģekilde elemanlar bulunabilir.  

Böylece 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐿 ∩ 𝑁 = 0 olur ve  𝑥 = 𝑦 elde edilir. 𝐿′ = 𝐿  olur. Yani  𝐿, 𝑉„nin 

basit altmodülüdür.  

 

Teorem 4.6.  

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir 𝑅-modül ve 

𝑁, 𝑉‟nin sonlu dereceli bir maksimal altmodülü olsun. 𝐺(𝑉) bağlantılı ise 𝑉‟nin 

maksimal altmodül sayısı sonludur. 
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İspat: 

𝐺(𝑉) bağlantılı olduğundan Sonuç 2.6‟dan, 𝑁′nin diğer maksimal altmodüllerle 

kesiĢimi sıfırdan farklıdır. 𝑁‟nin derecesi sonlu olduğundan maksimal altmodül 

sayısı da sonludur 

 

Sonuç 4.7.  

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) V bir sol 𝑅-modül 

olsun. AĢağıdakiler sağlanır. 

(i) 𝑉  maksimal altmodüle sahip değilse, 𝐺(𝑉) sonsuzdur. 

(ii) 𝑉 maksimal altmodül içerirse ve her maksimal altmodülü sonlu dereceli ise 

𝐺(𝑉) boĢ ya da sonludur. 

 

İspat: 

(i) 𝑉 maksimal altmodüle sahip olmasın. 𝑉 sonsuz artan altmodüllerin zincirini 

içerir. Böylece 𝐺(𝑉) sonsuz olur. 

(ii) 𝐺(𝑉) boĢ olmasın. Sonuç 2.7, Yardımcı Teorem 4.4 ve Teorem 4.6‟dan 

𝐺(𝑉)  bağlantılı, 𝑉 Noether ve 𝑉‟nin maksimal altmodül sayısı sonlu olur. 

𝐺(𝑉) sonsuz olduğundan, 𝑉‟nin maksimal altmodülü 𝑁 sonsuz sayıda 

altmodül içerir. 𝑑(𝑁) < ∞ olduğu için bu bir çeliĢkidir. Böylece 𝐺(𝑉) sonlu 

bir çizgedir. 

 

Teorem 4.8. 

 

𝑉 bir sol 𝑅-modül olsun. Negatif olmayan 𝑟 sayısı için 𝐺(𝑉) 𝑟- düzenli bir çizge ise 

𝐺(𝑉) tam çizgedir ya da 𝐺(𝑉)‟nin tepeleri izole tepedir.   

 

İspat: 

𝐺(𝑉) tam çizge ve 𝐺(𝑉)‟nin tepeleri izole olmasın. Yardımcı Teorem 4.4‟ten  𝐕 

Artin bir modüldür ve Teorem 2.13‟ten 𝑁1 ve 𝑁2 gibi en az iki basit altmodülü 

vardır. Sonuç 2.7‟den 𝐺(𝑉) bağlantılıdır ve böylece 𝑑𝑖𝑎𝑚𝐺(𝑉) ≤ 2‟dir. Bu 𝑉‟nin 

bir 𝑁 alt modülü   𝑁1 − 𝑁 − 𝑁2 olacak Ģekilde iki uzunluğunda bir yola sahip olur. 

𝑁1ve 𝑁2 basit olduğundan 𝑁 tarafından içerilir. Böylece 𝑖 = 1,2 için d(𝑁) >
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d(𝑁𝑖)‟dir. Bu bir çeliĢkidir. Böylece 𝐺(𝑉) tam çizge ya da 𝐺(𝑉)‟nin tepeleri izole 

tepedir. 

 

Örnek  4.9. 

 

Z35 modülü 0-düzenli modüldür. Z35 modülünün altmodülleri 
5𝑍

35𝑍
 ve 

7𝑍

35𝑍
‟dir ve G(Z35) 

çizgesinin tepeleri izole tepedir. 

 

 
 

ġekil 4.1. 2 tepeli, 0 ayrıtlı 𝐺(𝑍35) çizgesi. 

 

Teorem 4.10.  

 

𝑉 yarıbasit modül olmasın. Negatif olmayan 𝑟 sayısı için 𝐺(𝑉) 𝑟- düzenli bir çizge 

ise 𝐺(𝑉) tam çizgedir. 

 

İspat: 

Yardımcı Teorem 4.4‟ten 𝑉 Artin bir modüldür. Bu yüzden 𝑉‟nin maksimal altmodül 

sayısı sonludur. Eğer 𝑉‟nin bir tane maksimal altmodülü varsa bir tane minimali 

vardır ve Teorem 2.13‟den G(V) tam çizgedir. 𝑉‟nin birden fazla maksimali olsun. 

𝑉, 𝑆 basit modülünün direkt toplamı Ģeklinde yazılsın. 𝑉 = 𝑁 ⊕ 𝑆 olacak Ģekilde 𝑁, 

𝑉‟nin maksimal altmodülü olsun. 𝑉 Artin ve yarıbasit olmadığından 𝑟𝑎𝑑(𝑉) ≠ 0‟dır 

ve 𝑟𝑎𝑑(𝑉) ⊆ 𝑁‟dir. Bu yüzden 𝑟𝑎𝑑(𝑉) ve 𝑁 bitiĢiktir. Fakat 𝑟𝑎𝑑 𝑉 ∩ 𝑆 = 0 

olduğundan d(𝑁) > d(𝑆) olur. Bu ise çeliĢkidir. Böylece her maksimal altmodül 

esas modüldür. Bu yüzden maksimal altmodül 𝐺(𝑉)‟nin bütün tepeleri ile bitiĢiktir. 

Ġspat tamamlanmıĢ olur. 
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Örnek 4.11. 

 

𝑍243  modülünün altmodülleri 
3𝑍

243𝑍
, 

9𝑍

243𝑍
,

27𝑍

243𝑍
 ve 

81𝑍

243𝑍
 olup 𝐺(𝑍243 ) çizgesi 4 tepeli 

tam çizgedir. 

 

 
 

ġekil 4.2. 4 tepeli, 6 ayrıtlı 𝐺(𝑍243 ) çizgesi. 

 

Teorem 4.12. 

 

𝑉, 𝑛 uzunluğunda karĢılaĢtırılabilir modül ise 𝐺(𝑉)  = 𝐾𝑛−1‟dir. 

 

İspat: 

𝑉, 𝑛 uzunluğunda karĢılaĢtırılabilir modül olsun. 𝑛 = 2 için teoremin doğruluğu 

incelensin. 0 ⊆ 𝐴 ⊆  𝑉 olacak Ģekilde bir altmodüle sahiptir ve 𝐴 basittir. 𝑉 nin 

𝐴‟dan farklı herhangi bir altmodülü 𝑋 olsun. 𝑉 karĢılaĢtırılabilir modül olduğundan 

𝑋 ⊆ A ya da 𝐴X‟dir. Eğer 𝑋 ⊆ A ise 𝐴 basit olduğundan  𝑋 = 𝐴 ya da 𝑋 =  0‟dır. 

Eğer 𝐴 ⊆ X ise 𝐴 = 𝑋 ya da 𝑋 = 𝑉‟dir. Ġki durumda da 𝐺(𝑉)  = 𝐾1 olur. 𝑡 < 𝑛 için 

doğru olsun. 0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ … ⊆ An-1 ⊆ V n uzunluğunda bir zincirdir. Kabulden 

𝐺(𝐴𝑛−1)  = 𝐾𝑛−2‟dir. An-1 de karĢılaĢtırılabilir olduğundan 𝐺(𝑉)  = 𝐾𝑛−1‟dir. 

 

Örnek 4.13. 

 

𝑍2187  modülünün altmodülleri 
3𝑍

2187𝑍
, 

9𝑍

2187𝑍
,

27𝑍

2197𝑍
, 

81𝑍

2187𝑍
,

243𝑍

2187𝑍
 ve 

729𝑍

2187𝑍
 olup 

𝐺(𝑍2187 ) çizgesi 6 tepeli tam çizgedir. 
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ġekil 4.3. 6 tepeli, 15 ayrıtlı 𝐺(𝑍2187 ) çizgesi. 
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BÖLÜM 5 

 

BASKINLIK 

 

𝑅 bir halka ve 𝑉 bir 𝑅-modül olsun. 𝑉(𝐺) , 𝐺 çizgesinin tepeler kümesi olmak üzere 

𝐷  𝑉(𝐺) olsun. 𝑉(𝐺) \ 𝐷 kümesindeki her tepe; 𝐷 kümesindeki herhangi bir tepeye 

komĢu ise, 𝐷 kümesine baskın küme denir. 𝐺 çizgesinin baskın kümeleri arasındaki 

en az elemana ait kümenin eleman sayısına baskınlık sayısı denir ve 𝛾 𝐺  ile 

gösterilir. Bu durumda, 𝑉‟nin öz  𝑅-altmodüllerinin kümesi 𝑆, 𝐺(𝑉) için baskınlık 

kümesi ise ancak ve ancak 𝑉‟nin herhangi 𝑈 öz altmodülü ve 𝑆 kümesindeki 𝑊 için 

𝑈 ∩ 𝑊 ≠ 0‟dır.Bu bölümde modülün, kesiĢim çizgesinin baskınlık kümesi ve 

cebirsel özellikleri arasındaki iliĢki incelenecektir. 

 

Önerme 5.1.  

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝑉 bir sol 𝑅-modül ve 𝑈, 𝑉‟nin basit olmayan bir altmodülü ve 

kapsama veya eĢitlik bağıntılarına göre {𝑋 ≤ 𝑉: 𝑋 ∩ 𝑈 = 0} kümesinin maksimal 

elemanı 𝑊 olsun. 𝐺(𝑈) için baskınlık kümesi 𝒜  ise 𝐺(𝑉) için baskınlık kümesi 

{𝑇 + 𝑊: 𝑇 𝒜 } olur. 

 

İspat: 

𝑌, 𝑉‟nin öz altmodülü olsun.  

 

İddia: 𝑇 ∈ 𝒜 için  𝑌 ∩ (𝑇 + 𝑊) ≠ 0 dır.  

𝑌 ∩ 𝑈 için 3 farklı durum vardır. 

 

1.Durum:𝑌 ∩ 𝑈, 𝑈‟nun öz altmodülü ise 𝒜, 𝐺(𝑈) için baskınlık kümesi olduğundan 

(𝑌 ∩ 𝑈) ∩ 𝑇1 ≠ 0 olacak Ģekilde bir 𝑇1 ∈ 𝒜  vardır.  

 𝑌 ∩ 𝑈 ∩ 𝑇1 ⊆ 𝑌 ∩ 𝑇1 ⊆ 𝑌 ∩ (𝑇1 + 𝑊) olduğu için 𝑌 ∩ (𝑇1 + 𝑊) ≠ 0 elde edilir. 
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2.Durum:𝑌 ∩ 𝑈 = 𝑈 ise 𝑌, 𝑈‟yu içerir ve dolayısıyla 𝒜 baskınlık kümesindeki her 

elemanı içerir. Böylece herhangi 𝑇2 ∈ 𝒜 için 0 ≠ 𝑇2 ⊆ 𝑌 ∩ (𝑇2 + 𝑊)‟dur.  Böylece 

𝑌 ∩ (𝑇2 + 𝑊) ≠ 0 elde edilir. 

3.Durum: Y ∩U = 0 olsun. 𝑊, 𝑌‟yi içeriyorsa  herhangi 𝑇3 ∈ 𝒜  için 0 ≠ 𝑇3 + 𝑊 ⊆

𝑌 ∩  𝑇3 + 𝑊 ≠ 0 olur. Bu yüzden 𝑊‟nun 𝑌‟yi içermediği kabul edilsin. Buradan 

Y+𝑊 nun öz altkümesi 𝑊 olur. 𝑊 maksimal olduğundan 𝑈 ∩ (𝑌 + 𝑊) ≠ 0‟dır. 𝑈 

basit olmadığından  0 ≠ 𝑅𝑢 ≠ 𝑈 olacak Ģekilde 𝑢 ∈ 𝑈 ∩ (𝑌 + 𝑊) vardır. 𝐺(𝑈)‟nun 

baskınlık kümesi 𝒜 olduğu için 𝑅𝑢 ∩ 𝑇4 ≠ 0 olacak Ģekilde 𝑇4 ∈ 𝒜 ve 0 ≠ 𝑟𝑢 ∈

𝑇4 olacak Ģekilde 𝑟 ∈ 𝑅 vardır. 𝑢 ∈  𝑌 + 𝑊 olduğu için 𝑟𝑢 = 𝑦 + 𝑤 olacak 

Ģekilde 𝑦 ∈ 𝑌 ve 𝑤 ∈ 𝑊 vardır. 𝑌 ∩ 𝑈 = 0 ve 𝑌 ∩ 𝑊 = 0 olduğu için 𝑦 ve 𝑤‟nun 

her ikisi de sıfırdan farklıdır. 𝑦 = 𝑟𝑢–𝑤 ∈ (𝑇4 + 𝑊) olduğu için 𝑌 ∩ (𝑇4 + 𝑊) ≠ 0‟ 

dır. Böylece {𝑇 + 𝑊: 𝑇 ∈ 𝒜}, 𝐺(𝑉) için baskınlık kümesi olur. 

 

Önerme 5.2. 

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝑉, üç basit modülün direkt toplamını içeren yarıbasit sol 𝑅-

modül ve 𝐶, iki basit modülün dik toplamı olarak yazılabilen 𝑉‟nin altmodüllerinin 

kümesi  olsun. Eğer 𝒜, 𝐺(𝑉) için bir minimal baskınlık kümesi ise her 𝐴 ∈ 𝒜 için 

𝑈 ∩ 𝐴 ≠ 𝑈 olacak Ģekilde 𝑈 ∈ 𝐶 vardır. Üstelik  bu Ģekilde elde edilen 𝑈 için 

{𝑇 ∩ 𝑈: 𝑇 ∈ 𝒜} kümesi  𝐺(𝑈)‟nun bir baskınlık kümesidir. 

 

İspat: 

Ġlk olarak, her 𝐴 ∈ 𝒜 için 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ 𝑈 olacak Ģekilde 𝑈 ∈ 𝐶‟nin var olduğu 

gösterilecektir. Tersi kabul edilsin. Yani her 𝑊 ∈ 𝐶 ve en az bir 𝐴 ∈ 𝒜 için 𝑊 ∩

𝐴 = 𝑊 olsun. 𝒜 \ {𝐴} da ki bir eleman ile 𝑊‟nun bir öz altmodülü 𝑋‟in kesiĢiminin 

sıfırdan farklı olduğu gösterilerek 𝒜’nın minimalliği çeliĢki elde edilecektir. 

𝒜, 𝐺 𝑉  nin baskınlık kümesi olduğundan, 𝑋 ve 𝒜‟ya ait bir kümenin kesiĢimi 

sıfırdan farklıdır. Bu yüzden 𝑋 ∩ 𝐴 ≠ 0‟dır. 𝑉 yarıbasit olduğu için, 𝑉 = 𝐴 ⊕ 𝐵 

olacak Ģekilde 𝐵 ≤  𝑉 vardır. 𝐴 ∈ 𝒜 olduğu için 𝐵 sıfırdan farklıdır. 𝑉 yarıbasit 

olduğu için 𝑋 ∩ 𝐴‟nın basit 𝑅-altmodülü olarak 𝑆1 ve 𝐵„nin basit 𝑅-altmodülü olarak 

𝑆2 seçilsin. 𝑊 ′ = 𝑆1  + 𝑆2 olarak alınsın. 𝐴 ∩ 𝐵 = 0 olduğu için 𝑆1 ve 𝑆2 basit 
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altmodülleri de birbirinden farklıdır ve bu yüzden 𝑊′ ∈ 𝐶 olur. Kabulden 𝑊′ ∩ 𝐴′ =

𝑊′ olacak Ģekilde 𝐴′ ∈ 𝒜 vardır. 

 

Böylece 𝑆1  + 𝑆2 = 𝑊′ 𝐴′ olur. Buradan 𝑆2 ⊆ 𝐴′ fakat 𝑆2 ⊄ 𝐴 olduğu için 𝐴′ ≠

𝐴‟dır ve böylece 𝐴′ ∈ 𝒜 \ {𝐴} olur. Üstelik 𝑆1 ∈  𝑋 ∩  𝐴′ olduğundan  𝑋 ∩ 𝐴′ ≠  0‟ 

dır. Bu ise 𝒜„nın minimal baskınlık kümesi olması ile çeliĢir. 

 

Not 5.3.  

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝑉 basit 𝑅-modül ise 𝐺(𝑉 ) çizgesi tepeye sahip değildir; bu 

yüzden 𝛾 𝐺 𝑉  = 0‟ dır. 

 

Teorem 5.4. 

 

(E. Yaraneri, 2013) V basit bir modül olmasın. Bu durumda; 

(i) 𝛾(𝐺(𝑉)) = 1‟dir ancak ve ancak 𝑉 yarıbasit 𝑅-modül değildir. 

(ii) 𝛾(𝐺(𝑉 )) = 2‟dir ancak ve ancak 𝑉, en az iki tane izomorf olmayan basit 𝑅-

altmodüle sahip yarıbasit 𝑅-modüldür. 

(iii) 𝑉, basit 𝑅-altmodüllerinin hepsi izomorf olan yarıbasit modül ise 𝑆, 𝑉‟nin 

basit 𝑅-altmodülü olmak üzere  𝛾(𝐺(𝑉)) = |𝐸𝑛𝑑𝑅(𝑆)| + 1‟dir.  

 

İspat: 

(i) () 𝑉 yarıbasit modül olmasın. Tanım 1.2.18‟den 𝑆𝑜𝑐𝑉 ≠  𝑉 ve 𝐾 ≤𝑒 𝑉 olacak 

Ģekilde 𝑉‟nin öz altmodülü vardır. 𝐾 ≤𝑒 𝑉 olduğundan 𝑉‟nin her öz altmodülü ile 

kesiĢimi sıfırdan farklıdır. Böylece 𝛾(𝐺(𝑉)) = 1 olur. 

 

() 𝛾(𝐺(𝑉)) = 1 olsun. Kabul edilsin ki 𝑉 yarıbasit bir modül olsun. 𝛾(𝐺(𝑉)) = 1 

olduğu için, 𝑉‟nin bir 𝑁 alt modülü vardır ki 𝑉‟nin sıfırdan farklı alt modülleri ile 

kesiĢimi sıfırdan farklıdır. Yani 𝑁 ≤𝑒 𝑉‟dir. Bu ise çeliĢkidir. Böylece 𝑉 yarıbasit 

olamaz. 
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(ii) () 𝑉 izomorf olmayan en az ikitane  basit modül içeren yarıbasit bir modül 

olsun ve izomorf olmayan basit modülleri 𝑆1 ve 𝑆2 olarak adlandırılsın. 𝑉‟nin 𝑆1‟e 

izomorf  bütün basit 𝑅-altmodüllerin toplamı 𝑉1 ve 𝑉 içinde tamamlayanı 𝑉2 olsun. 

𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2‟dir. Açıktır ki 𝑉1 ve 𝑉2„nin izomorfik kısmı yoktur. 𝑉‟nin altmodülleri 

𝑋 ≤ 𝑉1 ve 𝑌 ≤ 𝑉2 olacak Ģekilde 𝑋 ⊕ 𝑌 formundadır. 𝑇 ≤ 𝑉 olsun. Böylece 

𝑇 = 𝑋 ⊕ 𝑌 Ģeklinde yazılabilir. Açıktırki 𝑇 ∩ 𝑉1 ≠ 0 ve 𝑇 ∩ 𝑉2 ≠ 0‟dır. Böylece 

{𝑉1 ,𝑉2} kümesi bir baskınlık kümesidir. Buradan 𝛾(𝐺(𝑉)) ≤ 2 olduğu görülür. 

(i)‟den  𝛾(𝐺(𝑉)) = 1 olamaz. Böylece 𝛾(𝐺(𝑉)) = 2 elde edilir. 

 

() 𝛾(𝐺(𝑉)) = 2 olsun. (i)‟den 𝑉 yarıbasit modüldür. Kabul edilsin ki 𝑉‟nin tüm 

basit altmodülleri izomorfik ve 𝑉‟nin 𝑆 basit altmodülüne izomorf olsun. Schur 

Yardımcı Teoreminden dolayı 𝐸𝑛𝑑𝑅(𝑆) bölüm halkasıdır ve böylece  |𝐸𝑛𝑑𝑅(𝑆)| +

1 ≥ 3‟tür. (iii)‟den 𝛾 𝐺 𝑉  = 2 =  𝐸𝑛𝑑𝑅 𝑆  + 1 olduğu için kabul yanlıĢtır. 

Böylece 𝑉„nin izomorf olmayan en az iki tane basit altmodülü vardır. 

(iii) Ġlk olarak 𝑆, 𝑉‟nin basit altmodülü olmak üzere, 𝐺(𝑉)‟nin minimal baskınlık 

kümesinin eleman sayısının  𝐸𝑛𝑑 𝑆  + 1 olduğu gösterilecektir. 𝑉‟nin herhangi iki 

basit altmodülünün direkt toplamı olarak yazılan altmodülü 𝑈 alınsın. 𝐺(𝑈)‟nun 

baskınlık kümesi 𝒜 olsun. 𝑈‟nun bütün öz altmodülleri basit olduğundan 𝒜, 𝑈‟nun 

tüm öz altmodüllerinden oluĢur. Teorem 4.1[28,Sayfa 6]‟dan 𝑆𝑥𝑆 nin tüm 

altmodülleri    𝐴𝑢𝑡(𝑆) olmak üzere 

0𝑥0, 𝑆𝑥0, 0𝑥𝑆, 𝑆𝑥𝑆 ve {(𝑠,(𝑠)): 𝑠 ∈ 𝑆} 

𝑈  𝑆 𝑥 𝑆 olduğundan, 𝑈‟nun öz altmodüllerinin sayısı   𝐴𝑢𝑡 𝑆  + 2‟dir. 𝑆 basit 

modül olduğundan Schur Yardımcı Teoreminden,  𝒜 =  𝐸𝑛𝑑 𝑆  + 1‟dir. 𝑉 

yarıbasitmodül olduğundan, 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊 olacak Ģekilde 𝑊 ≤ 𝑉 vardır. Önerme 5.1 

den, ℬ = {𝑇 + 𝑊: 𝑇 ∈ 𝒜 }, 𝐺(𝑉)‟nin baskınlık kümesi olur.  𝑈 ∩ 𝑊 = 0 

olduğundan; 𝑇 ∈ 𝒜 olmak üzere 𝑇 + 𝑊 modülleri birbirinden farklıdır. Böylece  

 ℬ =  𝒜  olur. 

 

Ġddia1: 𝛽 minimal baskınlık kümesidir. 

𝑇 ∈ 𝒜 olmak üzere 𝑈 ∩ 𝑊 = 0 olduğu için ℬ‟nin 𝑇‟ye bitiĢik(komĢu) olan tek 

elemanı 𝑇 + 𝑊‟dir. Böylece ℬ minimal baskınlık kümesi olur. 
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Ġddia2: 𝐺(𝑉)‟nin minimal baskınlık kümesinin eleman sayısı  𝐸𝑛𝑑(𝑆) + 1‟den 

büyük ya da eĢittir.  

𝒟, 𝐺(𝑉)‟nin minimal baskınlık kümesi olsun. Önerme 5.2‟den, 𝑉‟nin 𝑈 altmodülü 

vardır öyle ki 𝑆𝑥𝑆 ve 𝑈′ ‟nun baskınlık kümesinin eleman sayısı  𝒟 ‟den küçük ya da 

eĢittir. Ġspatın ilk kısmında yapıldığı gibi 𝑈′  𝑆𝑥𝑆 olduğu için, 𝐺(𝑈′)‟nün baskınlık 

kümesi 𝑈′‟nün tüm öz altmodüllerini kapsar ve 𝑈′ ,   𝐸𝑛𝑑(𝑆) + 1 tane öz altmodüle 

sahiptir. 

 

Örnek 5.5.  

 

𝑍16  modülünü yarıbasit olmadığından baskınlık sayısı 1‟dir. 

 

0 ⊂
8𝑍

16𝑍
⊂

4𝑍

16𝑍
⊂

2𝑍

16𝑍
⊂ 𝑍16  

 
 

ġekil 5.1. 3 tepeli,3 ayrıtlı 𝑮(𝒁𝟏𝟔) çizgesi. 
 

𝛾(𝐺(𝑉 )) = 1 
 

Örnek 5.6. 

 

𝑍30 ≅   
15𝑍

30𝑍
⊕

10𝑍

30𝑍
⊕

6𝑍

30𝑍
 Ģeklinde izomorf olmayan iki basit modülü içeren 

yarıbasitmodül olsun. 

Z30 un öz altmodülleri 
15Z

30Z
, 

10Z

30Z
, 

6Z

30Z
 , 

5Z

30Z
, 

3Z

30Z
, 

2Z

30Z
 ‟dır. 
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ġekil 5.2. 6 tepeli,7 ayrıtlı G(𝑍30)  çizgesi. 

 

Baskınlık kümesi olarak  
5Z

30Z
,

2Z

30Z
,

3Z

30Z
  , {

15Z

30Z
,

2Z

30Z
} gibi kümeler alınabilir. 

𝛾(𝐺(𝑉 )) = 2‟dir. 

 

Örnek 5.7. 

 

𝑉 = 𝑍7 ⊕ 𝑍7 „ye izomorf modül olsun. 

𝑉 = {(0 , 0 ), (0 , 1 ), … , (0 , 6 ), (1 , 0 ), (1 , 2 ) … , (6 , 6 )} gibi 49 tane ikiliden oluĢur.  

𝑓: 𝑍/7𝑍  𝑍/7𝑍„ye bir 𝑍-modül homomorfizma olsun. 

Bu durumda 𝑥 ∈ 𝑍/7𝑍 olmak üzere {(𝑥, 𝑓(𝑥))|𝑥 ∈ 𝑍/7𝑍}  V‟nin bir altmodülü olur.  

𝑉1 = {(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5,0), (6,0)} 

𝑉2  = {(0,0), (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)} 

𝑉3  = {(0,0), (1,2), (2,4), (3,6), (4,1), (5,3), (6,5)} 

𝑉4  = {(0,0), (1,3), (2,6), (3,2), (4,5), (5,1), (6,4)} 

𝑉5  = {(0,0), (1,4), (2,1), (3,5), (4,2), (5,6), (6,3)} 

𝑉6  = {(0,0), (1,5), (2,3), (3,1), (4,6), (5,4), (6,2)} 

𝑉7  = {(0,0), (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)} 

𝑉8 =  0𝑥𝑍7  

𝑉‟nin altmodülleridir. 𝑉‟nin 8 tane öz altmodülü vardır ve hepsi 𝑍/7𝑍‟ye izomorftur. 

Ve basit olduklarından kesiĢimleri boĢ kümedir. 𝑉‟nin baskınlık kümesi tüm 

altmodüllerini içerir. 

𝛾(𝐺(𝑉 )) = 8 =  𝐸𝑛𝑑(𝑆) + 1 = 7 + 1 = 8‟dir.
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BÖLÜM 6 

 

BOYAMA 

 

𝑅 bir halka ve 𝑉 bir sol 𝑅-modül olsun. Ġki komĢu tepe aynı renkte olmayacak 

Ģekilde her tepeye bir renk vermek için yeterli olan en az renk sayısına 𝐺 çizgesinin 

boyama sayısı denir ve 𝜒(𝐺) gösterilir. Bu bölümde modülün kesiĢim çizgesinin 

boyama sayısı ile cebirsel özellikleri arasında iliĢkilendirme yapılacaktır. Ayrıca n 

bir doğal sayı olmak üzere 𝑍𝑛 ‟in boyama sayısı araĢtırılmıĢtır. Bazı özel durumlar 

için 𝑍𝑛 ‟in boyama sayısı belirlenmiĢtir. Genel durum için algoritma geliĢtirilmiĢtir ve 

𝐶++ programında bir kod yazılmıĢtır. 

 

Teorem 6.1. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir sol 𝑅-modül 

ve |𝐺(𝑉)| ≥ 2 olsun. AĢağıdaki ifadeler birbirine denktir: 

 

(i) 𝐺(𝑉) bir yıldız çizge, 

(ii) 𝐺(𝑉) bir ağaç çizge, 

(iii) 𝜒(𝐺(𝑉)) = 2 

(iv) 𝑙𝑅(𝑉)  =  3, 𝑉 tek bir 𝑁 maksimal altmodüle sahiptir ve 𝑉‟nin sıfırdan farklı 

her öz altmodülü basittir. 

 

İspat:  

(i)  (ii)  (iii)  ve  (iv)  (i) açıktır. 

(iii)  (iv) 𝜒(𝐺(𝑉)) = 2 olduğundan 𝐺(𝑉) boĢ çizge değildir ve Sonuç 2.7‟den 

𝐺(𝑉) bağlantılıdır. Yardımcı Teorem 4.1(i)‟den 𝑉 Noether modüldür. Dolaysıyla 𝑉, 

𝑁 gibi bir maksimal altmodül içerir. 𝑉‟nin 𝐿 gibi bir maksimal altmodülü daha 

olduğu varsayılsın. Bu durumda Sonuç 2.6‟dan 𝐺(𝑉) de (𝑁, 𝑁 ∩ 𝐿 , 𝐿, 𝑁) 3 

uzunluğunda bir çevre oluĢur ve bu ise 𝜒(𝐺(𝑉)) = 2 olması ile çeliĢir. Böylece 𝑉, 
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tek bir maksimal altmodül 𝑁‟ye sahiptir ve 𝑁 maksimal altmodülü her öz altmodülü 

içerir. 0 ≠ 𝐿, 𝑁‟nin öz altmodülü ve 𝐾, 𝐿‟nin sıfırdan farklı altmodülü ve 𝐾 ⊊ 𝐿 ⊊

𝑁 olsun. (𝐾, 𝐿, 𝑁, 𝐾) Ģeklinde bir çevre meydana gelir. Bu ise 𝜒(𝐺(𝑉)) = 2 olması 

ile çeliĢir. Böylece 𝐿 basit altmodül olur ve 𝑙𝑅(𝑉) = 3‟tür. 

 

Örnek 6.2. 

 

 𝑍12  için inceleyelim: 

0 ⊂
4𝑍

12𝑍
⊂

2𝑍

12𝑍
⊂  𝑍12  

0 ⊂
6𝑍

12𝑍
⊂

2𝑍

12𝑍
⊂ 𝑍12  

0 ⊂
6𝑍

12𝑍
⊂

3𝑍

12𝑍
⊂ 𝑍12  

 

 
 

ġekil 6.1. 4 tepeli, 4 ayrıtlı G(𝑍12) çizgesi. 

 

𝑍12‟nin çizgesi yıldız çizge olmadığından boyama sayısı 2 değildir. 

 

Örnek 6.3. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝐾 sonsuz bir cisim, 

𝒙 ve 𝒚 değiĢkenler olmak üzere R=
𝑲(𝒙,𝒚)

(𝒙,𝒚)𝟐
 Ģeklinde tanımlansın. {(𝒙,𝒚), (𝒙),(𝒚)ve 

{(𝒙,𝒚) ∶ 0 ≠ 𝑎 ∈ 𝐾} 𝑅‟nin sıfırdan farklı idealleridir. Dahası (𝒙,𝒚) maksimal 

idealdir ve R‟nin bütün öz alt modüllerini içerir. Her öz idealin (𝒙,𝒚) ile kesiĢimleri 

sıfırdan farklı iken diğer ideallerle kesiĢimleri boĢtur. Böylece 𝐺(𝑅) sonsuz yıldız 

çizgedir. 
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Teorem 6.4. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir 𝑅-modül ve 𝑁, 

𝑉‟nin sonlu dereceli bir maksimal altmodülü olsun. 𝐺(𝑉) bağlantılı ise  aĢağıdakiler 

sağlanır: 

(i) 𝜒(𝐺(𝑉)) < ∞, 

(ii) 𝑉 yarıbasit değilse, 𝐺(𝑉) diğer tüm ayrıtlarla bitiĢik bir ayrıta sahiptir. 

 

İspat:  

(i) {𝐿𝑖}𝑖∈𝐼 𝑁 ile bitiĢik olmayan birbirinden farklı öz altmodüllerin bir ailesi 

olsun. Böylece her 𝑖 ∈ 𝐼, 𝐿𝑖 ∩ 𝑁 = 0 dır. ġimdi , Yardımcı Teorem 4.5‟den  her 𝑖 ∈ 𝐼 

için 𝐿𝑖  altmodülleri basittir ve basit altmodüllerin kesiĢimleri sıfırdır. {Li}i∈I bir renk 

verilir ve  diğer tepelere baĢka renkler verilir.𝑁 ile bitiĢik olan ayrıtlar sonlu 

olduğundan 𝐺(𝑉)‟yi boyamak için kullanılan renk sayısı da sonlu olur. 

(ii) 𝑉 yarıbasit olmasın. Yardımcı Teorem 4.4 den, 𝑉 Artin bir modüldür. 𝑉 

yarıbasit olmadığı için 𝑠𝑜𝑐(𝑉) ≠ 𝑉‟dir. 𝑉 Artin olduğu için 𝑠𝑜𝑐(𝑉)  ≤𝑒 𝑉 dir. 

Böylece sıfırdan farklı altmodül ile 𝑠𝑜𝑐(𝑉)‟nin kesiĢimi sıfırdan farklıdır. Böylece 

𝑠𝑜𝑐(𝑉) diğer her tepe ile bitiĢiktir. 

 

Teorem 6.5. 

 

(S. Akbaria, H. A. Tavallaeeb, S. Khalashi Ghezelahmad, 2012) 𝑉 bir 𝑅-modül, 

𝐺(𝑉) sonsuz ve 𝜔(𝐺(𝑉)) < ∞ ise 𝜒(𝐺(𝑉)) < ∞ dur. 

 

İspat: 

𝜔(𝐺(𝑉)) = 1 için ispat açıktır. 𝜔(𝐺(𝑉)) > 1 olsun. 𝜔(𝐺(𝑉)) < ∞ olduğu için 

Yardımcı Teorem 4.1(i) den 𝑙𝑅(𝑉) < ∞ olur. Ayrıca  𝑙𝑅(𝑉) ≤ 𝜔(𝐺(𝑉)) + 1‟dir.  

 

İddia: 𝑉‟nin basit olmayan altmodülleri sayısı sonludur. 

𝑙0 = 𝑚𝑎𝑥{ℓ: ℓ uzunluğunda altmodüllerin sayısı sonsuz} olsun. 

Açık ki , 1 ≤ 𝑙0 ≤ 𝜔(𝐺(𝑉)) dir. 𝑙𝑅(𝑉) olduğu için,  Teorem 5 [22, sayfa 19]‟dan  𝑙0 

uzunluğundaki her öz altmodülü içeren 𝑙0 + 1 uzunluğunda altmodül var olduğu 

anlamına gelir. Böylece, 𝑙0 + 1 uzunluğundaki altmodül sayısı sonludur. Böylece 
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𝑙0 + 1  uzunluğunda 𝑁 altmodülü vardır öyle ki 𝑙0  uzunluğunda sonsuz sayıda 

altmodül içerir. 𝜔(𝐺(𝑉)) < ∞ olduğu için 𝑁 nin, 𝐿 ve 𝐾 altmodülleri vardır öyle ki 

𝑙𝑅 𝐿 = 𝑙𝑅 𝐾 = 𝑙0 ve 𝐿 ∩ 𝐾 = 0‟dır. 

𝑙0 + 1 = 𝑙𝑅 𝑁 ≥ 𝑙𝑅 𝐿 + 𝐾 = 𝑙𝑅 𝐿 ⊕ 𝐾 = 𝑙𝑅 𝐿 + 𝑙𝑅 𝐾 = 2𝑙0  olduğundan 

𝑙0 = 1 elde edilir. Birbirinden farklı basit altmodüllerin kesiĢimi sıfır olduğu için, 

basit altmodüllere bir renk ve diğer tepelere yeni renk verilirse kullanılan renk sayısı 

sonlu olur. Buradan 𝜒(𝐺(𝑀)) < ∞ elde edilir. 

 

Önerme 6.6.  

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝐺(𝑉) çizgesinin boyama sayısı sonludur ancak ve ancak 

(i) 𝑉 sonlu kompozisyon serisine sahiptir. 

(ii) 𝑛 doğal sayı olmak üzere, 𝑉‟nin herhangi basit 𝑅-altmodülü 𝑆 için , 𝑉/𝑆‟nin 

altmodül sayısı 𝑛‟ye eĢit ya da daha azdır. 

(iii) 𝐺(𝑆𝑜𝑐(𝑉)) boyama sayısı sonludur.  

𝐺(𝑆𝑜𝑐(𝑉))‟nin alt çizgesi Ḡ„nin tepeleri 𝑋 ∈ {𝑋 ≤ 𝑉: 𝑋 ⊈ 𝑆𝑜𝑐(𝑉) ve 𝑆𝑜𝑐(𝑉) ⊈ 𝑋} 

olmak üzere 𝑆𝑜𝑐(𝑋)‟lerdir ve 𝑉/𝑆𝑜𝑐(𝑉)‟nin altmodüllerinin sayısı 𝑚 doğal sayısı 

olmak üzere 

𝜒(𝐺(𝑉)) ≤ 𝜒(𝐺(𝑆𝑜𝑐(𝑉))) + (𝑛 − 2) 𝜒(Ḡ) + 𝑚– 1 sağlanır. 

 

İspat:  

𝐺(𝑉) çizgesinin boyama sayısı sonsuz olsun. 

(i) 𝑉 sonlu kompozisyon serisine sahip olmasın. Böylece 𝑉‟nin altmodüllerinin 

zinciri sonsuz artan veya azalan olur. Zincirde görülen öz altmodüller 𝐺(𝑉) 

çizgesinde komĢudur ve çizgenin boyama sayısı sonsuz olur. Bu ise çeliĢkidir. 

Buradan 𝑉 sonlu kompozisyon serisine sahip olur. 

(ii) Tersini kabul edelim. Herhangi n doğal sayısı için, 𝑉/𝑆 en az 𝑛 + 1 

altmodüle sahip olsun. 𝑉‟nin 𝑆′yi içeren en az 𝑛 altmodülü vardır. Bu 𝑛 altmodül 

𝐺(𝑉)‟de komĢudur. Bu yüzden herhangi 𝑛 sayısı için 𝜒(𝐺(𝑉)) ≥ 𝑛 − 1 dir. Bu ise 

çeliĢkidir ve (𝑏)‟nin sağlandığı görülmüĢ olur. 
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(iii) 𝐺(𝑆𝑜𝑐(𝑉)), 𝐺(𝑉)‟nin alt çizgesi olup 𝐺(𝑆𝑜𝑐(𝑉))‟de komĢu iki tepe 𝐺(𝑉) 

içinde de komĢudur. Böylece 𝐺(𝑉)‟nin boyama sayısı sonlu olduğundan 

𝐺(𝑆𝑜𝑐(𝑉))‟nin de boyama sayısının sonlu olur.  

 

Teoremin son kısmı için, (𝑎) − (𝑐) koĢulları sağlansın. Bu durumda 𝑉 sonlu 

kompozisyon serisine sahiptir ve 𝑈, 𝑉‟nin sıfırdan farklı altmodülü olmak üzere 

𝑆𝑜𝑐(𝑈) = 𝑆𝑜𝑐(𝑉) ∩ 𝑈 ≠ 0 dır. 𝑃(𝑉), 𝑉‟nin özaltmodüllerinin kümesi olmak üzere; 

𝐴 = {𝑋 ∈ 𝑃(𝑉) ∶ 𝑆𝑜𝑐(𝑉) ≤ 𝑋} 

𝐵 = {𝑋 ∈ 𝑃(𝑉) ∶ 𝑋 ≤ 𝑆𝑜𝑐(𝑉), 𝑋 ≠ 𝑆𝑜𝑐 (𝑉)} 

𝐶 = 𝑃(𝑉)– (𝐴 ∪  𝐵)  

ġeklinde üç küme tanımlansın. Açıktır ki 𝑃(𝑉) = 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 dir.  

ġimdi 𝜒(𝐺(𝑉)) için bir üst sınır araĢtırılacaktır. Ġlk olarak; 𝐴‟nın herhangi iki 

elemanı 𝑋 ve 𝑌 için 𝑋 ∩ 𝑌 ≠ 0‟dır. Ayrıca 0 ≠ 𝑈 ≤ 𝑉 için 𝑆𝑜𝑐(𝑉) ∩ 𝑈 = 𝑆𝑜𝑐(𝑈) ≠

0 olduğu için, 𝐺(𝑉) çizgesini boyamak için en az  A  tane renge ihtiyaç vardır. 

Üstelik 𝐵‟nin elemanları 𝐴‟nın elemanları ile komĢu olduğu için, 𝐵‟nin tepelerini 

boyamak için; 𝐴 tepelerinden farklı renklere ihtiyaç vardır. Böylece A ∪ B‟yi 

boyalamak için en az  A  + χ(G Soc V  ) renge ihtiyaç vardır. V/Soc(V) nin alt 

modüllerinin sayısı 𝑚 olduğu için; açıktır ki |𝐴| = 𝑚 − 1 olur. 

 

İddia: χ C =  n − 2 χ(Ḡ)‟dir. 

𝐶‟nin herhangi iki elemanı 𝑌1  ve 𝑌1 olsun. 𝑆𝑜𝑐(𝑌1) ∈ 𝐵 olduğu açıktır. 𝑌1 ∩ 𝑌2  ≠ 0  

ise (𝑌1 ∩ 𝑌2)  ∩  𝑆𝑜𝑐 (𝑉) ≠ 0‟dır. Böylece 𝐺(𝑉) çizgesinde 𝑌1  ve 𝑌2 komĢudur ancak 

ve ancak 𝑆𝑜𝑐 (𝑌1) ve 𝑆𝑜𝑐(𝑌2) eĢittir ya da 𝐺(𝑆𝑜𝑐(𝑉)) çizgesinde komĢudur. 

𝐶 üzerinde ~ bir bağlantı aĢağıdaki gibi tanımlansın. 𝑌1 ~ 𝑌2‟dir ancak ve ancak 

𝑆𝑜𝑐(𝑌1) = 𝑆𝑜𝑐(𝑌2) „dir. ~  bir denklik bağlantısıdır: 

𝑌1 ~ 𝑌1 ⇔ 𝑆𝑜𝑐(𝑌1) = 𝑆𝑜𝑐(𝑌1) yansıma  

𝑌1 ~ 𝑌2 ⇔ 𝑆𝑜𝑐(𝑌1) = 𝑆𝑜𝑐(𝑌2) ⇔ 𝑆𝑜𝑐(𝑌2) = 𝑆𝑜𝑐(𝑌1)  ⇔ 𝑌2~ 𝑌1  simetri 

𝑌1 ~ 𝑌2  ⇔ Soc(𝑌1) = Soc(𝑌2) , 𝑌2 ~ 𝑌3  ⇔ Soc(𝑌2) = Soc(𝑌3) olup Soc(𝑌1) = Soc(𝑌3)  

⇔ 𝑌1  ~ 𝑌3  geçiĢme özelliklerini sağlar. 

𝑈, Ḡ çizgesinde tepe olmak üzere,  ~  denklik bağlantısına göre denklik sınıfları  

𝐶𝑈 = {𝑍 ∈ 𝐶: 𝑆𝑜𝑐 (𝑍) = 𝑈} Ģeklindedir. Ayrıca; 𝐶 bu denklik sınıflarının ayrık 

birleĢimidir. 𝐶𝑈  denklik sınıfının her elemanı 𝑈‟yu içerdiği için, (𝑏) „den  𝐶𝑈 ≤ 𝑛 −
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2 „dir. Bu nedenle; 𝐺(𝑉) çizgesinde, 𝐶𝑈  denklik sınıfının elemanları komĢudur. 

Böylece  𝜒(𝐶𝑈) = 𝑛 − 2 olur. 

Ayrıca; herhangi farklı iki denklik sınıfları 𝐶𝑈  ve 𝐶𝑈‟ nın 𝑍 ∈ 𝐶𝑈  ve 𝑍′ ∈ 𝐶𝑈 ′ 

elemanları için, 𝑍 ∩ 𝑍′ ≠  0‟dır ancak ve ancak Ḡ çizgesinde 𝑈 ve 𝑈′ komĢu 

tepelerdir. Sonuç olarak;  χ C = n − 2) χ (Ḡ) olur. 

Tersine; teoremin (𝑎)– (𝑐) koĢulları sağlansın. χ Ḡ ≤  χ(G Soc V  ) olduğu için, 

(𝑏) ve (𝑐) koĢullarından 𝜒(𝐺(𝑉)) ‟nin üst sınırı sonlu olur.  

 

Yardımcı Teorem 6.7.  

 

(E. Yaraneri, 2013) 𝐺(𝑉) çizgesi sonlu renkle boyanabilsin. V‟nin herhangi öz 𝑅-

altmodülü için , 𝐺(𝑊) sonlu renkle boyanabilir ve 𝑚, 𝑉/𝑊‟nin altmodül sayısı 

olmak üzere 𝜒(𝐺(𝑊)) + 𝑚 − 1 ≤ 𝜒(𝐺(𝑉)  sağlanır. 

 

İspat:  

𝑃(𝑉), 𝑉‟nin öz altmodüllerinin kümesi olsun. Herhangi  bir 𝑊 ∈ 𝑃(𝑉) kümesi için 

𝐺(𝑊) çizgesinin sonlu renkli boyanabildiği açıktır, çünkü 𝐺(𝑊), 𝐺(𝑉)‟nin alt 

çizgesidir. Dahası, Önerme 6.6(a) dan 𝑊‟nun basit altmodüllerini var olduğunu ve  

(𝑏)‟den 𝑉/𝑊‟nun altmodülleri sayısının sonlu olduğu anlamına gelir. 

𝐴 =  {𝑋 ∈  𝑃(𝑉) ∶  𝑊  𝑋},  

𝐵 = {𝑋 ∈  𝑃(𝑉) ∶  𝑋  𝑊, 𝑋 ≠  𝑊} Ģeklinde iki küme tanımlansın. 

Bir önceki önermeden |𝐴| + 𝜒(𝐺(𝑊)) olduğu kolayca anlaĢılır.  𝐴 = 𝑚 − 1 

olduğundan 𝐴 ⊕ 𝐵 içinde 𝐺(𝑉)‟nin tepeleri olduğu düĢünülürse en az 𝑚 − 1 +

𝜒(𝐺(𝑊)) renk gerekli olduğu görülür, ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

Uyarı 6.8. 

 

Yarıbasit Artin bir modül bağlantısızdır. 

 

İspat:  

Önerme 2.4‟ten açıktır. 
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Önerme 6.9. 

 

𝑉 Artin bir modül ve 𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı olsun. 𝑉‟nin tüm maksimal 

altmodüllerinin kesiĢimleri sıfırdan farklıdır. 

 

İspat:  

𝑉 Artin bir modül ve 𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı olsun. 𝑛 V‟nin maksimal altmodül 

sayısı olmak üzere 𝑛 üzerinde tümevarım yapılacaktır. 

𝑛 = 2 için Sonuç 2.6‟dan 𝑉1 ∩ 𝑉2 ≠ 0‟dır. 𝑘 < 𝑛 için doğru olduğu kabul 

edilsin. 𝑉‟nin maksimal altmodülleri 𝑉1,𝑉2, 𝑉3, … , 𝑉𝑛  olarak adlandırılsın. Kabulden 

𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ∩ …∩ 𝑉𝑛−1 ≠ 0‟dır. 𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ∩ …∩ 𝑉𝑛 = 0 olduğunu kabul edilsin. 

V=(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ∩ …∩ 𝑉𝑛−1) ⊕ 𝑉𝑛‟ dir. Bu 𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ∩ …∩ 𝑉𝑛−1‟in basit olduğu 

anlamına gelir. Benzer sonuçlardan 𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ …∩ 𝑉𝑛−2 ∩ 𝑉𝑛  de basittir. Yardımcı 

Teorem 1.2.50 Modülarite kuralından 𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ …∩ 𝑉𝑛−2 =  𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ …∩

𝑉𝑛−1 ⊕ (𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ …∩ 𝑉𝑛−2 ∩ 𝑉𝑛)‟dir. Yardımcı Teorem 2.3‟ten 𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ …∩

𝑉𝑛−2 bağlantısızdır. Böylece  𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ∩ …∩ 𝑉𝑛−1 = 0 olur. Bu ise çeliĢkidir. 

 

Önerme 6.10. 

 

𝑉 Artin bir modül ve 𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı olsun. 𝑉‟nin farklı maksimal 

altmodüllerinin arakesitleri birbirinden farklıdır. 

 

İspat: 

𝑉 Artin bir modül ve 𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı olsun. 𝑉1,𝑉2 ve 𝑉3; V‟nin farklı 

maksimal altmodülleri ve 𝑉1 ∩ 𝑉3 =  𝑉2 ∩ 𝑉3 olsun. 

𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2 ∩ 𝑉3 = 𝑉1 +  𝑉1 ∩ 𝑉3 = 𝑉1 olurdu. Bu ise çeliĢkidir. Böylece 𝑉‟nin 

farklı maksimal altmodüllerinin arakesitleri birbirinden farklı olur. 

 

Teorem 6.11. 

 

𝑉 Artin bir modül ve 𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı olsun. 𝑆𝑜𝑐(𝑉), 𝑉‟nin maksimal 

altmodüllerinden ve kesiĢimlerinden farklı ise 𝑛 V‟nin maksimal altmodül sayısı 

olmak üzere 𝜔(𝐺) ≥ 2𝑛  
ve 𝜒(𝐺) ≥ 2𝑛 ‟dir. 
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İspat: 

𝑉 Artin bir modül, 𝐺(𝑉) çizgesi bağlantılı ve 𝑆𝑜𝑐(𝑉), 𝑉‟nin maksimal 

altmodüllerinden ve kesiĢimlerinden farklı olsun. 𝑛 V‟nin maksimal altmodül sayısı 

olmak üzere 𝑛 üzerinde tümevarım yapılacaktır. 

𝑛 = 1 olsun. 𝑉‟nin maksimal altmodülü 𝑉1 olarak adlandırılsın. 𝑉 Artin modül 

olduğundan 𝑆𝑜𝑐(𝑉) ≤𝑒 𝑉 olur. Böylece 𝑆𝑜𝑐(𝑉) ∩ 𝑉1 ≠ 0 olur. Yani klik sayısı en az 

ikidir. 𝑆𝑜𝑐(𝑉), 𝑉1‟e farklı renkler verilmesi gerektiğinden en az iki renk 

kullanılmalıdır. 𝑛 = 1 için doğrudur. 

𝑘 < 𝑛 için doğru olduğu kabul edilsin. 𝑉‟nin maksimal altmodülleri 𝑉1,𝑉2, 𝑉3,… , 𝑉𝑛  

olarak adlandırılsın. Kabulden 𝜔(𝐺)  ≥  2𝑛−1  
ve 𝜒(𝐺) ≥ 2𝑛−1‟dir.  Önerme 6.9‟dan 

𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ∩ …∩ 𝑉𝑛 ≠ 0 olur. 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑛 ≠ 0 ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1 için olduğu 

anlamına gelir. Çizgeye yeni eklenen tepe 𝑉𝑛‟in diğer maksimaller ile mümkün olan 

bütün kesiĢmeleri sıfırdan farklı olduğundan 𝜔(𝐺)  ≥  2𝑛  
ve 𝜒(𝐺) ≥ 2𝑛 ‟dir. 

 

 

Örnek  6.12. 

 

Z24  modülünün 2 tane maksimal  altmodülü vardır. Teorem 6.11‟den  𝜔(𝐺)  ≥  22  
ve 

𝜒(𝐺) ≥ 22‟dir. Gerçekten de modülün kesiĢim çizgesi incelendiğinde 𝜔 𝐺 = 5 

ve 𝜒 𝐺 = 5 olduğu görülür. 

 

 
 

ġekil 6.2. 6 tepeli, 12 ayrıtlı G(Z24) çizgesi. 
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Teorem 6.13. 

 

𝑀 bir modül ve 𝒳(𝐺 𝑀 ) < ∞‟dur ancak ve ancak aĢağıdaki koĢullar sağlanır: 

a) 𝑀‟nin Loewy uzunluğu sonludur. 

b) 𝑛 ∈ 𝑁 olmak üzere, 𝑀‟nin her basit altmodülü 𝑆 için, 
𝑀

𝑆
‟nin altmodüllerinin sayısı 

𝑛‟den küçük yada eĢittir. 

Bu durumda 𝑚, 𝑀‟nin uzunluğu olmak üzere, 𝒳 𝐺 𝑀  < 𝑚 + 𝑛‟dir. 

 

İspat:  

 ⇒  Önerme 6.6‟dan açıktır. 

 ⇐   𝑎 𝑣𝑒  𝑏  koĢulları sağlansın ve 𝑋, 𝑀‟nin sıfırdan farklı bir alt modülü olsun.2 

durum vardır. 

1.Durum: 𝑋, 𝑀‟nin Loewy serisinde ise yani bir ∝ ordinal sayısı için 𝑋 = 𝑆𝑜𝑐∝(𝑀) 

ise, (a)‟dan 𝐺(𝑀) sonlu tane renk ile boyanır. 

2.Durum: 𝑋, 𝑀‟nin Loewy serisinde olmasın. (a)‟dan 𝑋 ∩ 𝑆𝑜𝑐(𝑀) ≠ 0 olduğundan 

𝑀‟nin basit bir altmodülü vardır, öyle ki 𝑆 ⊆ 𝑋‟dir. (b)‟den 𝑆‟yi kapsayan sonlu tane 

altmodül olduğu için 𝒳(𝐺 𝑀 ) < ∞ olur. 

 

Teorem 6.14. 

 

Zn  için 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  = 𝜔(𝐺 𝑍𝑛 )‟dir. 

 

İspat: 𝜔 𝐺 𝑍𝑛  = 𝑚 olsun. 𝐺 𝑍𝑛  çizgesinin en büyük alt çizgesinin 𝑚 tepesi 

vardır ve bunlar 𝑁1, … , 𝑁𝑚  olarak adlandırılsın. X ∈ V(𝐺 𝑍𝑛 )  olacak Ģekilde 

herhangi bir eleman alınsın.. 

Ġlk olarak 𝒳(𝐺 𝑍𝑛 ) ≥ 𝜔(𝐺 𝑍𝑛 ) olduğu gösterilecektir.  

∀𝑖 = 1,2, …𝑚 için,  

1.Durum: 𝑋 ∩ 𝑁𝑖 = 0 olsun. Bu durumda 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  = 𝑚 olur. 

2.Durum:  𝑋 ∩ 𝑁𝑖 ≠ 0 olsun. Bu durumda 𝑋‟e yeni bir renk verilir. Böylece 

𝒳(𝐺 𝑍𝑛 ) > 𝜔(𝐺 𝑍𝑛 ) elde edilir. Sonuç olarak 𝒳(𝐺 𝑍𝑛 ) ≥ 𝜔 𝐺 𝑍𝑛   olur. 

 



65 

ġimdi  𝜔(𝐺 𝑍𝑛 ) ≥ 𝒳(𝐺 𝑍𝑛 ) olduğu gösterilecektir. Eğer çizgenin boyama sayısı 

m+1 olsaydı X ∈ V(𝐺 𝑍𝑛 )  gibi herhangi bir tepe için ∀𝑖 = 1,2, . . 𝑛 için  𝑋 ∩ 𝑁𝑖 ≠ 0 

olurdu. Bu ise 𝜔 𝐺 𝑍𝑛  = 𝑚 olması ile çeliĢir.  Böylelikle ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem  6.15. 

 

n,m birer doğal sayı ve p asal sayı olmak üzere eğer  𝑛 = 𝑝𝑚  ise 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  = 𝑚 −

1‟dir. 

İspat: 

𝑛 = 𝑝𝑚  ise n‟nin 1 ve kendisinden baĢka bölenleri 𝑝, 𝑝2, … , pm−1‟dir. 

Böylece 𝐺 𝑍𝑛  çizgesi m-1 tepeli tam çizgedir ve 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  = 𝑚 − 1‟dir. 

 

Örnek 6.16.  

 

𝑍512  modülü incelensin. 𝑍512  modülünün öz idealleri 

2𝑍

512𝑍
,

4𝑍

512𝑍
,

8𝑍

512𝑍
,

16𝑍

512𝑍
,

32𝑍

512𝑍
,

64𝑍

512𝑍
,

128𝑍

512𝑍
,

256𝑍

512𝑍
'dir. KesiĢim çizgesi ġekil 6.3‟deki gibidir 

ve aĢağıdaki gibi renklendirilebilir. 

 

 
 

ġekil 6.3. 8 tepeli, 28 ayrıtlı G(Z512) çizgesi. 
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Teorem 6.17. 

 

p ve q birbirinden farklı asallar olsun. Eğer 𝑛 = 𝑝𝑞 ise 𝐺 𝑍𝑛  çizgesinin tepeleri 

izole tepedir ve 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  = 1‟dir. 

 

İspat: Eğer 𝑛 = 𝑝𝑞 ise n‟nin bölenleri p ve q olur. 𝑝𝑍 ∩ 𝑞𝑍 = 𝑝𝑞𝑍 olduğundan p ile 

q arasında bir yol yoktur. Böylece 𝐺(𝑍𝑛) çizgesinin tepeleri 𝑝 ve q izole tepedir ve 

𝒳 𝐺 𝑍𝑛  = 1‟dir. 

 

Örnek 6.18.  

 

𝑍33   modülü incelensin. 𝑍33  modülünün öz idealleri 
3𝑍

33𝑍
,

11𝑍

33𝑍
‟dir. KesiĢim çizgesi 

ġekil 6.4‟deki gibidir ve aĢağıdaki gibi renklendirilebilir. 

 

 
 

ġekil 6.4. 2 tepeli, 0 ayrıtlı 𝐺(𝑍33) çizgesi. 

 

Teorem 6.19. 

 

n karesiz bir sayıdır ancak ve ancak t, n‟nin asal bölenlerinin sayısı olmak üzere 

𝒳 𝐺 𝑍𝑛  = 2𝑡−1 − 1‟dir. 

 

İspat:  

() n karesiz bir sayı olsun. n=𝑝1𝑝2 …𝑝𝑡  Ģeklinde asal çarpanlara ayrılsın. 𝑍𝑛 ‟nin 

idealleri Ģu Ģekilde karakterize edilsin. 

𝐹1 =  pi   ;       𝑖 = 1, … , 𝑡 , 

𝐹2 =  pipj  ;     i ≠ j = 1, … , 𝑡 , 

𝐹3 =  pipjpk ;   i ≠ j ≠ k = 1, … , 𝑡 , 

. 
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𝐹t−1 =  pi1
pi2

…pit−1
  ;  pij

≠ pik
,  i1, … , it−1 =∈ {1, … , 𝑡}  olsun. 

𝑍𝑛 ‟nin tüm öz ideallerinin sayısı 2𝑡 − 2‟dir. Her i∈ {1, … , 𝑡} için  pip2 … pt  ∈ 

𝐹𝑖 ∩ 𝐹𝑡−𝑖  olduğundan 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  =
2𝑡−2

2
= 2𝑡−1 − 1‟dir.  

() 𝑝𝑖‟ler birbirinden farklı asallar ve en az bir i∈ {1, … , 𝑡} için  𝑎𝑖 > 1 olmak üzere,        

n= p1
a1 p2

a2 … pt
at ‟dir.  p1p2 … pt n‟nin bir böleni olduğu için 𝐺 𝑍𝑛  çizgesi boyama 

sayısı 2𝑡−1 − 1 olan bir alt çizgeye sahiptir. 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  > 2𝑡−1 − 1‟dir. Bu ise kabul 

ile çeliĢir. Böylece n karesiz bir sayı olmalıdır. 

 

Örnek 6.20. 

 

𝑍210   modülü incelensin. 𝑍210  modülünün öz idealleri 

2𝑍

210𝑍
,

3𝑍

210𝑍
,

5𝑍

210𝑍
,

6𝑍

210𝑍
,

7𝑍

210𝑍
,

10𝑍

210𝑍
,

14𝑍

210𝑍
,

15𝑍

210𝑍
,

21𝑍

210𝑍
,

30𝑍

210𝑍
,

35𝑍

210𝑍
,

42𝑍

210𝑍
,

70𝑍

210𝑍
,

105𝑍

210𝑍
‟dir

. KesiĢim çizgesi aĢağıdaki gibi renklendirilebilir. 

 

 
 

ġekil 6.5. 14 tepeli, 64 ayrıtlı 𝐺(𝑍210) çizgesi. 
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Teorem 6.21. 

 

a, b pozitif tamsayılar ve p, q birbirinden farklı asallar olsun. 

Eğer 𝑛 = 𝑝𝑎𝑞𝑏  ise 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  =  𝑎 + 1  𝑏 + 1 − 3 − min{𝑎 − 1, 𝑏 − 1}‟dir.  

 

İspat:  

Eğer 𝑛 = 𝑝𝑎𝑞𝑏  (p, q asal) ise  𝑍𝑛 ‟nin idealleri Ģu Ģekilde karakterize edilsin. 

𝐹1 =  𝑝𝑖   ;       𝑖 = 1, … , 𝑎  

𝐹2 =  𝑞j  ;      j = 1, … , 𝑏  

𝐹3 =  𝑝𝑎𝑞j  ;      j = 1, … , 𝑏 − 1  

𝐹4 =  𝑝𝑖𝑞𝑏   ;      𝑖 = 1, … , 𝑎 − 1  

𝐹5 =  𝑝𝑖𝑞j  ;      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎 − 1,     1 ≤ j ≤ 𝑏 − 1  

𝑍𝑛 ‟nin öz ideallerinin sayısı  𝑎 + 1  𝑏 + 1 − 2‟dir. 

𝐹1 ∩ 𝐹2 de  𝑝𝑎𝑞𝑏  „lerin sayısı 1‟dir. 

𝐹3 ∩ 𝐹4 „de 𝑝𝑎𝑞𝑏  „lerin sayısı min{𝑎 − 1, 𝑏 − 1}‟dir.  

O halde 𝒳 𝐺 𝑍𝑛  =  𝑎 + 1  𝑏 + 1 − 3 − min{𝑎 − 1, 𝑏 − 1}‟dir. 

 

Örnek 6.22. 

 

𝑍36   modülü incelensin. 𝑍36  modülünün öz idealleri 

2𝑍

36𝑍
,

3𝑍

36𝑍
,

4𝑍

36𝑍
,

6𝑍

36𝑍
,

9𝑍

36𝑍
,

12𝑍

36𝑍
,

18𝑍

36𝑍
‟dir. KesiĢim çizgesi ġekil 6.6‟daki gibidir ve 

aĢağıdaki gibi renklendirilebilir. 

 

 
 

ġekil 6.6. 7 tepeli, 17 ayrıtlı 𝐺(𝑍36) çizgesi. 
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Teorem 6.23. 

 

a, b, c pozitif tam sayılar ve p, q, r birbirinden farklı asallar olsun. Eğer 𝑛 = 𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐  

ise  𝒳 𝐺 𝑍𝑛  =  𝑎 + 1  𝑏 + 1  𝑐 + 1 − 5 − min 𝑏𝑐 − 1, 𝑎 − 1 − min 𝑎𝑐 −

1, 𝑏 − 1 − min 𝑎𝑏 − 1, 𝑐 − 1 ‟dir.  

 

İspat:  

𝑛 = 𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐   ise 𝑍𝑛 ‟nin öz ideallerinin sayısı Ģu Ģekilde karakterize edilsin. 

𝐹1 =  𝑝𝑖  ;  𝑖 = 1, … , 𝑎  

𝐹2 =  𝑞∝  ; ∝= 1, … , 𝑏  

𝐹3 =  𝑟𝑡  ;  𝑡 = 1, … , 𝑐  

𝐹4 =  𝑝𝑖𝑞∝ ;   𝑖 = 1, … , 𝑎;  ∝= 1, … , 𝑏  

𝐹5 =  𝑝𝑖𝑟𝑡  ;  𝑖 = 1, … , 𝑎;  𝑡 = 1, … , 𝑐  

𝐹6 =  𝑞∝𝑟𝑡  ;  ∝= 1, … , 𝑏;  𝑡 = 1, … , 𝑐  

𝐹7 =  𝑝𝑖𝑞∝ 𝑟𝑡  ;  𝑖 = 1, … , 𝑎 − 1;  ∝= 1, … , 𝑏 − 1;  𝑡 = 1,2, … , 𝑐 − 1  

𝐹8 =  𝑝𝑖𝑞∝ 𝑟𝑐  ;  𝑖 = 1, … , 𝑎 − 1;  ∝= 1, … , 𝑏 − 1  

𝐹9 =  𝑝𝑎𝑞∝ 𝑟𝑡  ;  ∝= 1, … , 𝑏 − 1;  𝑡 = 1, … , 𝑐 − 1  

𝐹10 =  𝑝𝑖𝑞𝑏  𝑟𝑡  ;   𝑖 = 1, … , 𝑎 − 1;  𝑡 = 1, … , 𝑐 − 1  

𝐹11 =  𝑝𝑎𝑞𝑏  𝑟𝑡  ;  𝑡 = 1, … , 𝑐 − 1  

𝐹12 =  𝑝𝑖𝑞𝑏  𝑟𝑐  ;  𝑖 = 1, … , 𝑎 − 1  

𝐹13 =  𝑝𝑎𝑞∝ 𝑟𝑐  ;  ∝= 1, … , 𝑏 − 1  

𝑍𝑛  ‟nin öz ideallerinn sayısı  𝑎 + 1  𝑏 + 1  𝑐 + 1 − 2‟dir. 

 

Karakterize ettiğimiz bu kümelerin keĢisimlerinde 𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐  elemanı aranacak ve  

sayıları belirlenecektir. Bu kesiĢimleri sıfır olan tepe sayısını verir. Bu tepelere aynı 

renk verileceğinden toplam tepe sayısından çıkarıldığında çizgenin boyama sayısı 

bulunur. 

 

𝐹1 ∩ 𝐹6 da  𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐  ‟lerin sayısı 1  

𝐹2 ∩ 𝐹5 de  𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐  ‟lerin sayısı 1  

𝐹3 ∩ 𝐹4 de  𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐  ‟lerin sayısı 1  
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𝐹4‟de 𝑝𝑎 ‟yı içeren elemanların sayısı 𝑏 − 1 tane, 

𝐹5‟de 𝑝𝑎 ‟yı içeren elemanların sayısı 𝑐 − 1 tane ve 

𝐹9‟da 𝑝𝑎 ‟yı içeren elemanların sayısı (𝑏 − 1)(𝑐 − 1) tanedir.Toplam sayı 𝑏𝑐 −

1‟dir. 

𝐹12‟de 𝑝𝑎 ‟ların eksik sayısı 𝑎 − 1‟dir. 

Bu kümelerin kesiĢiminden toplam oluĢabilecek 𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐‟lerin sayısı                     

𝑚𝑖𝑛{𝑏𝑐 − 1, 𝑎 − 1}‟dir.  Ve aralarında bir yol olmadığından aynı renk ile 

boyanabilirler.   

 

𝐹4‟de 𝑞𝑏‟yi içeren elemanların sayısı 𝑎 − 1 tane, 

𝐹6‟da 𝑞𝑏‟yi içeren elemanların sayısı 𝑐 − 1 tane ve 

𝐹10‟da 𝑞𝑏‟yi içeren elemanların sayısı (𝑎 − 1)(𝑐 − 1) tanedir. Toplam sayı 𝑎𝑐 −

1‟dir. 

𝐹13‟de 𝑞𝑏‟lerın eksik sayısı 𝑏 − 1‟dir. 

Bu kümelerin kesiĢiminden toplam oluĢabilecek 𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐‟lerin sayısı                     

𝑚𝑖𝑛{𝑎𝑐 − 1, 𝑏 − 1}‟dir.  Ve aralarında yol olmadığından aynı renk ile boyanabilirler. 

 

𝐹5‟de 𝑟𝑐‟yi içeren elemanların sayısı 𝑎 − 1 tane, 

𝐹6‟da 𝑟𝑐‟yi içeren elemanların sayısı 𝑏 − 1 tane ve 

𝐹8‟da 𝑟𝑐‟yi içeren elemanların sayısı (𝑎 − 1)(𝑏 − 1) tanedir.Toplam sayı 𝑎𝑏 −

1‟dir. 

𝐹11‟de 𝑟𝑐‟lerın eksik sayısı 𝑐 − 1‟dir. 

Bu kümelerin kesiĢiminden toplam oluĢabilecek 𝑝𝑎𝑞𝑏𝑟𝑐‟lerin sayısı                     

𝑚𝑖𝑛{𝑏𝑐 − 1, 𝑎 − 1}‟dir.  Ve aralarında yol olmadığından aynı renk ile boyanabilirler.  

𝒳 𝐺 𝑍𝑛  =  𝑎 + 1  𝑏 + 1  𝑐 + 1 − 5 − min 𝑏𝑐 − 1, 𝑎 − 1 − min 𝑎𝑐 − 1, 𝑏 −

1 − min{𝑎𝑏 − 1, 𝑐 − 1}‟dir.  

 

Örnek 6.24. 

 

𝑍150   modülü incelensin. 𝑍150  modülünün öz idealleri 

2𝑍

150𝑍
,

3𝑍

150𝑍
, ,

5𝑍

150𝑍
,

6𝑍

150𝑍
,

10𝑍

150𝑍
,

15𝑍

150𝑍
,

25𝑍

150𝑍
,

30𝑍

150𝑍
,

50𝑍

150𝑍
,

75𝑍

150𝑍
‟dir. KesiĢim çizgesi ġekil 

6.7‟deki gibidir ve aĢağıdaki gibi renklendirilebilir. 
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ġekil 6.7. 10 tepeli, 35 ayrıtlı 𝐺(𝑍150 ) çizgesi. 

 

Diğer karekterizasyonlar için elle yapmak zorlaĢtığından aĢağıdaki gibi bir algoritma 

geliĢtirilmiĢtir. Bu algoritma ile 𝑍𝑛 ‟nin idealleri karakterize edilmiĢtir. 

 

 
 

ġekil 6.8. Algoritma akıĢ diyagramı. 
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Bu algoritma  𝐶++ programına uygulandığında; aĢağıdaki kod elde edilmiĢtir. 𝐶++ 

programında boyama sayısı bulan bir kod vardır. Bu koda entegre edildiğinde bir n 

doğal sayısı için 𝒳 𝐺 𝑍𝑛   bulunmuĢ olur.   

 

#include <iostream> 

using namespace std; 

int OKEK(int sayi1, int sayi2) 

{ 
 int okek = 1; 
 for (int i = sayi1; i <= sayi1 * sayi2; i++) 
 { 
  if (i % sayi1 == 0 && i % sayi2 == 0) 
  { 
   okek = i; 
   break; 
  } 
 } 
 return okek; 
} 
int BolenSayisi(int sayi) 
{ 
 int sonuc = 0; 
 for (int i = 2; i < sayi; i++) 
 { 
  if (sayi%i == 0) 
  { 
   sonuc++; 
  } 
 } 
 return sonuc; 
} 
int main() 
{ 
 int sayi; 
 cout << "Please enter an integer value: "; 
 cin >> sayi; 
 int boyut = BolenSayisi(sayi); 
 int *bolenler = new int[boyut]; 
 int sayac = 0; 
 cout << "DIVIDERS OF " << sayi << endl; 
 for (int i = 2; i < sayi; i++) 
 { 
  if (sayi % i == 0) 
  { 
   bolenler[sayac] = i; 
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   cout << bolenler[sayac] << endl; 
   sayac++; 
  } 
 } 
 cout << endl << "MATRIX 1" << endl; 
 for (int i = 0; i < boyut; i++) 
 { 
  for (int j = 0; j < boyut; j++) 
  { 
  cout << OKEK(bolenler[i], bolenler[j]) << "\t"; 
  } 
  cout << endl; 
 } 
 cout << endl << "MATRIX 2" << endl; 
 for (int i = 0; i < boyut; i++) 
 { 
  for (int j = 0; j < boyut; j++) 
  { 
   if (OKEK(bolenler[i], bolenler[j]) == sayi) 
   { 
    cout << 0 << "\t"; 
   } 
   else 
   { 
    cout << 1 << "\t"; 
   } 
  } 
  cout << endl; 
 } 
 cout << endl << "MATRIX 3" << endl; 
 for (int i = 0; i < boyut; i++) 
 { 
  for (int j = 0; j < boyut; j++) 
  { 
   if (j>i) 
   { 
   if (OKEK(bolenler[i], bolenler[j]) == sayi) 
    { 
     cout << 0 << "\t"; 
    } 
    else 
    { 
     cout << 1 << "\t"; 
    } 
   } 
   else 
   { 
    cout << "\t"; 
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   } 
  } 
  cout << endl; 
 } 
 for (int i = 0; i < boyut; i++) 
 { 
  for (int j = 0; j < boyut; j++) 
  { 
   if (j > i) 
   { 
   if (OKEK(bolenler[i], bolenler[j]) != sayi) 
    { 
     cout << "m(" << (i + 1) << "," << (j + 1) << ")" << endl; 
    } 
   } 
  } 
 } 
 system("PAUSE"); 
 return 0; 
} 
 

Örnek 6.25. 

 

𝒳 𝐺 𝑍150   için program çalıĢtırılmıĢtır. 

 

 
 

ġekil 6.9. 𝐺(𝑍150 )‟ye göre program çıktısı. 
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ġekil 6.10. 𝐺(𝑍150 )‟ye göre program çıktısı. 

 

 
 

ġekil 6.11. 𝐺(𝑍150 )‟ye göre program çıktısı. 
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