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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

x,x' : Ayn1 anlama gelmekte olup birinci mertebeden tiirevi géstermektedir.
X,x"  : Aym anlama gelmekte olup ikinci mertebeden tiirevi gostermektedir.
A : A sayisinin kompleks eslenigidir.

A : A matrisinin genisletilmis matrisidir.

Cla, B] : [a, B] araliginda siirekli olan fonksiyonlar kiimesidir.

C,[a, B] : [a, B] araliginda siirekli olan vektor fonksiyonlar kiimesidir.
: Phi

: Alfa

: Beta

: Lambda

: Gama

: Phi

: Psi

S I S S N R o S S J= Y

: Tau
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BOLUM 1

STURM LIOUVILLE TEOREMIi VE STURM LIOUVILLE PROBLEMI
1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tanim 1.1: (X,d) bir metrik uzay ve f fonksiyonu X in kendi igine bir doniistimii
olsun. Her x,y € X i¢in d(fx, fy) < k.d(x,y),0 <k <1 kosulunu saglayan bir k

sayis1 varsa f ye bir daralma doniistimii denir.

Teorem 1.1 (Banach Sabit Nokta Teoremi): Varsayalim ki M kiimesinde tanimli bog

olmayan {(} fonksiyonlar ailesi agagidaki 6zellikleri saglasin.

1) Her ¢ fonksiyonu simrlidir (her ¢ nin kendi sabiti olmak sartiyla).Yani,|@| < M,

esitsizligi saglanir.

2) Her diizgiin yakinsak fonksiyon dizisinin limiti de aym kiimeye aittir.

3) Bu kiimenin her bir elemani aym kiimenin elemanina doniistiiren A operatorii

tanimlanmis olsun.

4) Her @4, @, € M fonksiyonu i¢in

|A(@2) — A(@)| S m.suple, —¢4|,0=m <1

olsun.

Bu durumda, @ = A(@) denkleminin M kiimesinde ancak ve ancak tek ¢oziimii

vardir.




Teorem 1.2: po ()X + p; ()X + p,(t)x = 0 ikinci mertebeden homojen diferansiyel \

denklemi verilsin. Burada p,(t), p; (t), p,(t) birinci mertebeden siirekli fonksiyonlar
olmak tiizere verilen denklemin asikar olmayan ¢oziimlerinin sifirlar1 sadedir. (Yani,

cift kath sifirlar1 yoktur.)

Ispat: Tersini farz edelim. po(t)% + p;()Xx+ p,(t)x =0 denkleminin asikar

olmayan x(t) # 0 ¢oziimiiniin ¢ift kath ¢dziimii olsun. Yani, x(ty) =0, x(ty) =0

olsun. O zaman, Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin teklik teoremine gére x(t) =0
olmasi gerekir. Bu ise farz ettigimiz duruma zittir. O halde verilen denklemin asikar

olmayan ¢dziimlerinin sifirlar1 sadedir.

Teorem 1.3 (Ostrogradski-Liouville Teoremi): po(t)X + p; ()X + p,(t)x = 0 ikinci

mertebeden homojen diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz 6zel ¢6ziimleri

x4 (t), x,(t) ise, 0 zaman

() %O -SEge

WeLx)®O = |y %0 =

esitligi dogrudur.

1.2. STURM LIOUVILLE TEOREMI

Teorem 1.4:

d d

= (p(t) a%) +q(y =0 (1.1)
d d

= (b®F)+ 0@y =0 L1y

denklemlerine bakalim. Farz edelim ki p(t),p(t),q(t), q,(t) fonksiyonlan [a, 8]

araliginda stirekli olsun ve bu aralikta

q: (D) = q(®) (1.2)



sart1 saglansin. Bu durumda, (1.1) denkleminin her bir ¢6ziimiiniin iki ardigik sifirt

arasinda (1.1)' denkleminin keyfi ¢6ziimiiniin en az bir sifir1 vardir [1].

Ispat: Farz edelim ki x(t) fonksiyonu (1.1) denkleminin t;,t, (a < t; <t, <)
noktalarinda sifira esit olan bir ¢dziimii olsun. y(t) ise (1.1)" denkleminin keyfi bir

¢6ziimii olsun. Bu durumda [, B] araliginda

d d
S (pOZD) 4 qwxw =0,

dy(t ))

S(p0ZD) + a0y0 =0

Ozdeslikleri saglanacaktir. Bu 6zdesliklerden birincisini y(t) ile, ikincisini - x(t) ile

carparsak,

yO (pO) +y(0a®x(® = 0,

—x(t)—(p( I )) — x(H)q; (DY) =0

olur. Son iki esitligi taraf tarafa toplarsak,

e RAG )p()L— x(Dp() —— Y() = (@:(® = qO)xOy(®)

Ozdesligi elde edilir. Son 6zdesligi t;-den t,-ye kadar integre edersek ve x(t;) = 0,
x(t,) = 0 oldugunu dikkate alirsak,

t2
y(t2)p(tz) X(t2) — y(t)p(ty) X(t;) = f(ch(t) — q(®)x®y(®dt (1.3)
t

esitligini buluruz. Genelligi bozmadan (t,,t,) araliginda x(t) > 0 kabul edelim. Bu
durumda x(t;) > 0,%(t;) < 0 olur.



|
|

Teoremin ispati i¢in asagidaki durumlara bakalim.

1) [ty,t;] araliginda q,(t) #Zq(t) olsun. Burada (1.2) sartina gore [ty,t,]
araliginda en az bir t € [t;,t,] vardir ki q1(t) > q(t) olur. Diger taraftan q(t), q, (t)
fonksiyonlan siirekli oldugundan t niin [tq,t,] pargasina dahil olan 6yle kiigiik
komsulugu vardir ki bu komsulukta q4(t) > q(t) esitsizligi saglanir. Gosterelim ki
bu durumda, y(t) ¢6ziimiiniin (t;,t,) aralifinda en az bir sifir1 vardir. Tersini farz
edelim. (t;,t;) araliginda y(t) ¢6ziimiiniin sifirinin olmadigini farz edelim. Genelligi
bozmadan bu aralikta y(t) > 0 kabul edelim. Bu durumda, (1.3) esitliginin sol tarafi
negatif sayi, (y(t) pargasinin uglarinda sifira esit olabilir), (1.3) esitliginin sag tarafi
ise pozitif sayidir. Bu geliski gosteriyor ki (1.1)" denkleminin y(t) ¢dziimiiniin

(t;,t;) araliginda en az bir sifir1 vardir.

2) [ty,t;] araliginda q,(t) = q(t) olsun. Bu durumda [t;,t,] aralifinda (1.1) ve
(1.1)' denklemleri ¢akigirlar. O zaman ya y(t) = cx(t) olmahdir ya da y(t)
¢oziimiiniin (t,,t,) araliginda hi¢ olmazsa bir sifin vardir. Aksi takdirde (ti,t;)
araliginda y(t) > 0 kabul edersek (1.3) esitliginden sag tarafi sifir, sol tarafi da
negatif olur. Alinan geliski gosteriyor ki (1.1)" denkleminin y(t) ¢oziimiiniin (t;, t,)

araliginda en az bir sifir1 vardur.

Sonu¢ 1.1: Farz edelim ki Sturm-Liouville teoreminin sartlar1 saglansin ve (tq,t,)
araliginda q,(t) # q(t) olsun. Bu durumda (1.1)" denkleminin y(t;) = 0 sartini

saglayan keyfi y(t) ¢ozlimiiniin (t4,t,) araliginda en az bir sifir1 vardir.
Gergekten (1.3) esitligi,

t

Y(EIP(E) X(E) = [ (0,00 - a©)x@y©d: (1.4)

£

sekline girer ve (ty,t;) araliginda x(t) > 0, y(t) > 0 oldugunu kabul edersek, (1.4)
esitliginin sol tarafi negatif veya sifir ( y(t,) = 0 olabilir), sag tarafi ise daima pozitif

olur. Alinan ¢eliski sonucun dogrulugunu gosterir.
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Sonug 1.2: (1.1) denkleminin herhangi ¢6ziimiiniin iki ardigik sifir1 arasinda, ayni

denklemin bu ¢6ziim ile lineer bagimli olmayan baska bir ¢oziimiiniin yegane sifirt

vardir.

Bu durumda diyebiliriz ki (1.1) denkleminin lineer bagimli olmayan ¢dziimlerinin
sifirlar1 birbirine karsilikli olarak siralamirlar. Yani, bir ¢6ziimiin herhangi iki sifirt
arasinda oteki ¢Oziimiin bir sifir1 vardir. Bu sonucu Sturm-Liouville teoreminde

q.(t) = q(t) alarak gostermek miimkiindiir.
Diger bir sonuca gegmeden 6nce bir tanim verelim.

Tamm 1.2: Ikinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denklemin herhangi [, ]
aralifinda verilmis ¢oziimiiniin bu parcada en az iki sifir1 var ise bu ¢dziim [a, ]

parcasinda “ziplar” seklinde adlandirilir.

Sonu¢ 1.3: Farz edelim ki [a, B] araliginda q(t) <0 olsun. Bu durumda (1.1)

denkleminin ¢oztimleri bu aralikta ziplamazlar.

Tersini farz edelim. Yani q(t) <0 olmasina ragmen (1.1) denkleminin asikar
olmayan 6yle bir ¢oztimii vardir ki bu ¢6ziimiin bakilan par¢ada en az iki sifir1 vardir.

O zaman Sturm-Liouville teoremine gore,

(PO G) =0

denkleminin keyfi ¢6ziimiiniin [t;,t,] aralifinda en az bir sifin vardir. Fakat
y = c(c # 0) olmak sartiyla bu denklemin higbir noktasinda sifira esit olmayan

¢oziimii oldugundan alinan ¢eliski sonucun dogrulugunu gosterir.




1.3. STURM LIOUVILLE PROBLEMI

Tanim 1.3:
x+{A—q)}x=0 (1.5)
denkleminin,

{au x(a) +a;, x(a) =0

b1 X(B) + by X(B) =0 (1.6)

siir deger sartlarini saglayan ¢éziimlerine bakalim.

Burada A parametre, q(t) fonksiyonu [a,B] araliginda siirekli reel degerli
fonksiyondur. a;;,a;2,byq, by, reel sayilardir ve a%; +aj, >0, b%, + b3, >

0 sartlarini saglarlar.

Asikardir ki, (1.5) — (1.6) probleminin her zaman asikar ¢dziimii vardir. Fakat A
parametresinin baz1 degerleri i¢in (1.5) — (1.6) probleminin asikar olmayan ¢dziimii
de olabilir. A parametresinin (1.5) — (1.6) probleminin asikar olmayan ¢6ziimlerinin
varligin1 saglayan degerlerine bu problemin 6zdegerleri, bu 6zdegerlere karsilik
gelen ¢oziimlerine ise (1.5) — (1.6) problemin 6zfonksiyonlar1 denir. Buna gore de,
(1.5)-(1.6) probleminin 6zdeger ve dzfonksiyonlar hakkindaki problemine “Sturm-

Liouville Problemi” denir.

Ozel durumda,

X4+ Ax=0 (1.7)
denkleminin,
x(0) =0,x(m) =0 (1.8)




sartlarini saglayan ¢6ziimlerinin bulunmasi problemine bakalim.

Sturm-Liouville Teoreminden ¢ikan Sonu¢ 1.3’e dayanarak A < 0 oldugunda,
(1.7) — (1.8) probleminin asikar olmayan ¢oziimleri yoktur. Buna gére, (1.7) —
(1.8) probleminin ancak A > 0 oldugunda asikar olmayan ¢6ziimii olabilir. Asikardir
ki, A > 0 oldugunda (1.7) denkleminin genel ¢oziimii, X = ¢; cos VAt + ¢, sin VAt

seklindedir ve (1.8) sartlarindan birincisine esasen ¢; = 0 aliriz. Demek ki, (1.7) —
(1.8) probleminin ¢bziimii, X = c,sinVAt secilmelidir. Diger taraftan, (1.8)
sartlarindan ikincisine gore c, sin VAT = 0 olmalidir. Buradan asikardir ki (1.7) —
(1.8) probleminin agikar olmayan ¢oziimiiniin varlig1 i¢in c; # 0 olmalidir ve A
parametresini 6yle segmek gerekir ki, sinvAm = 0 olsun. Bunun igin vAm = km,
k=41,42,.. olmalidir. Demek ki, A=Kk? k=12, ..

oldugunda (1.7) — (1.8) probleminin asikar olmayan ¢6ziimii vardir.

Boylelikle, A, =k?%, k=1,2,.. sayilan (1.7) — (1.8) probleminin 6zdegerleri,
xk(t) = cxsinkt ise uygun ozfonksiyonlar1 olur. Burada c, keyfi sabitlerdir.
Buradan goriildiigii gibi (1.7) — (1.8) probleminin sonsuz sayida 6zdegerleri ve
ozfonksiyonlar1 vardir. Asikardir ki, x,(t) = ¢; sint (c; # 0) 6zfonksiyonu [0, 1]
kapali araliginin ancak u¢ noktalarinda, x,(t) = c,sin2t (c, # 0) 6zfonksiyonu
[0, ] kapali pargasinda ii¢ noktada (u¢ noktalarda dahil olmak sartiyla) sifira esit
olur. Bu sekilde devam edersek, x;(t) = ¢;sinlt, (¢; # 0) 6zfonksiyonu [0, ]
araliginda 1+ 1 noktada sifira esit olur. Gostermek miimkiindir ki k# m

oldugunda,

T

ka(t) Xy, (H)dt =0, km=1,2,..
0

olur. Bu durumda (1.7) — (1.8) probleminin iki farkli 6zdegerine karsilik gelen

ozfonksiyonlar ortogonaldir.



Diger taraftan, xy(t) = cxsinkt 6zfonksiyonlarinda c, = \/% alirsak, kolaylikla

gosterebiliriz ki,

T

fxﬁ(t) dt=1, k=1.2,..
0

seklindedir. O zaman, x(t) = \/;E[- sinkt Ozfonksiyonlarina normallestirilmis

Ozfonksiyonlar1 denir.

Asikardir ki normallestirilmig \/% sint, \/% sin 2t ..., \/% sinkt,... 6zfonksiyonlari

ortogonaldirler. Boyle 6zfonksiyonlar sistemine (1.7) —(1.8) probleminin
ortonormal 6zfonksiyonlar sistemi denir. Uygun kavramlar daha genel olan, (1.5) —

(1.6) problemi i¢inde dogrudur.

Teorem 1.5: Farz edelim ki A;, A, (1.5) — (1.6) probleminin farkli 6zdegerleri,
x(t,A1), x(t,A;) ise uygun 6zfonksiyonlar1 olsun. Bu durumda,

B
f x(t,A) x(t,A,)dt =0

04

olur.
Ispat: Sarta gore [a, f] pargasinda

X(t, A1) + {Al - Q(t)}X(t,)\l) = O:
X(t22) + A — q(®x(t,A2) = 0

dzdeslikleri saglamr. Bu 6zdesliklerden birincisini x(t,2;), ikincisini —x(t,A,) ile

carpip taraf tarafa toplarsak,



X(tr }\2)X(t, x1) - X(t, A1)X(tl )\2) + (}\1 - AZ)X(tr AI)X(tl }\2) =0

ozdesligi elde edilir. Bu 6zdesligi a-dan -ya kadar integrallersek ve
x(t A%t A1) — x(£A)X(EA2) = (x(t,A)%(t, A1) — x (6, A)X(t 22))’

denklemini dikkate alirsak,

x(B, A2)%(B, A1) — x(B, A)x(B, A2) — [x(o, Ax)x(a, ) — x(o, A)x(a,25)]
B

+ (=2 f x(t,A,) x(t, A,)dt = 0 (1.9)

esitligini elde ederiz.
Sinir sartlarinin birincisine gére,

a;1x(a,2y) + ag%(0, A1) =0,
a1 x(a,2y) + ax(0,4,) =0

olur. Sarta gére a2,+a%, > 0 oldugundan, x(a, A)x(a, A;) — x(a, A)%(0, A1) = 0

alinir.

Aymi sekilde sinir sartlarinin ikincisine gore,
x(B,A2)X(B, A1) — x(B,A)X(B,Az) = 0
olur.

O zaman (1.9) esitligi,

B
A1 —2) f x(t, A1) x(t,22)dt = 0 (1.10)



seklinde elde edilir. Teoremin ispat1 gosterir ki (1.5) — (1.6) probleminin iki farkli

Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 ortogonaldir.
Teorem 1.6: (1.5) — (1.6) probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: Tersini farz edelim ki A; = u+iv,v # 0 sayis1 (1.5) — (1.6) probleminin
Ozdegeri, x(t,A;) ise uygun 6zfonksiyonu olsun. Sarta gére q(t) reel fonksiyon,

a;1,a12, by, by, reel sayilar oldugundan )\_1 = u — iv sayis1 da 6zdegerdir ve uygun
ozfonksiyonu x(t, ?\_1) =X(t,A;) olur. O zaman A; # A oldugundan (1.10)

esitliginden aliriz ki,

B B
f x(t, ) Z(t, A )dt = j Ix(t A)[2dt = 0
o o

dir. Buradan da, x(t,A;) = 0 elde edilir. Bu ise, A; sayisinin 6zdeger olmasi sartina

zittir. Alinan geligki teoremin dogrulugunu gosterir.
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BOLUM 2

SINIR DEGER PROBLEMLERI VE GREEN FONKSiYONU

2.1. SINIR DEGER PROBLEMLERI

Asikardir ki, n.(n = 1) mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii n tane
farkli sabite baglidir. Buna gére, n.mertebeden diferansiyel denklemin serbestlik

derecesi n seklinde adlandirilir.

Simdiye kadar genel ¢oziimden 6zel ¢oziimii elde etmek i¢in baslangi¢ sartlarim
kullantyorduk. Yani aranan fonksiyon ve onun tiirevleri serbest degiskenin ayni
degerinde verilirdi. Fakat birgok problemde bakilan denklemin 6yle bir ¢6ziimii
bulmak istenir ki, bu ¢6ziim serbest degiskenin farkli degerlerinde verilmis sartlar

saglasin. Bu problem sinir deger problemine bagh bir problemdir.

Tanum 2.1: Farz edelim ki,

Po(DX + p1 (DX + p,(H)x =0 (2.1)
denkleminin,
x(a) = a3, x(B) = a; (a <) (2.2)

sartlarim saglayan ¢oziimiinii bulalim. Burada o, (3, a;,a, verilmis sayilardir. Bu

probleme sinir deger problemi, (2.2) sartlarina da sinir sartlar1 denir.

Asikardir ki (2.1) — (2.2) sinir deger probleminin ¢dziimiinii bulmak, geometrik
olarak (2.1) denkleminin (a@,a,) , (f,a,) noktalarindan gecen integral egrisinin

bulunmasi demektir.
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(2.1) denklemi i¢in (2.2) den daha genel olan,

{311X(a) + apx(a) + by x(B) + byox(B) = ay, 2.3)
az1x(a) + azx(a) + by1x(B) + byox(B) = a, '
sartlarin1 da vermek miimkiindiir. Ayrica,

{3117((0() + a;2%(a) + by1x(B) + byx(B) =0, 2.3’
az1x(a) + azx(a) + byx(B) + bypx(B) =0 '

seklinde verilen (2.3)" smur sartlarina homojen sinir sartlari, (2.1) denkleminin
homojen sinir sartlarim saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine ise homojen

sinir deger problemi denir.

Basit Orneklerle gostermek miimkiindiir ki, (2.1) denkleminin katsayilar1 belirli
sartlar1 sagladiginda Cauchy probleminin tek ¢6ziimii vardir. Lakin sinir deger

probleminin ¢6ziimii her zaman olmayabilir veya bazen sonsuz sayidadir.

Ornek 2.1: %+ x = 0 denkleminin x(0) = 0, x(7) = 1 sartlarim saglayan ¢6ziimii
yoktur. Gergekten denklemin genel ¢6ziimii, x = Asint+ Bcost seklindedir.
x(0) = 0 saglayan ¢oziimleri ise x = Asint seklindedir. Bellidir ki, bu ¢oztimler
icerisinde x(m) =1 sartim saglayan ¢6ziim yoktur. Kolaylikla kontrol etmek
miimkiindiir ki, keyfi A i¢in x = Asint fonksiyonu bakilan denklemin x(0) = 0,

x(m) = 0 sartlarim1 saglayan ¢oziimiidiir. Lakin denklemin x(0) = 0, x(g) =1

sartlarini saglayan x = sint tek ¢oziimii vardir.

Asikardir ki, x4 (t), x,(t) fonksiyonlar1 (2.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziimleri

ise denklemin genel ¢oziimii
x = 1%, (t) + cyx,(t) (2.4)

seklinde olur.
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Demek ki, (2.3) sartlarim1 saglayan ¢oziimii de (eger varsa) bu ¢odziimler

igerisindedir. Burada, c;,c, keyfi sabitlerdir. Bu sabitleri dyle segelim ki (2.4)

¢ozlimii (2.3) sartlarini saglasin. O zaman ¢4, c, bilinmeyen sabitlerine gore,

{A11C1 + Aq,C, = 2y,
Azici + Agcy =2,

(2.5)

cebirsel denklem sistemini elde ederiz.

Burada, i = 1,2 olmak {izere

Aj; = aj1x4 () + ajX; (@) + by x4 (B) + biX1 (B) ,
Az = 21X () + 22Xz (@) + biy X, (B) + bixx, (B)

seklindedir.

Sadelik icin,

A=(An A12) K:(All Aqz 31)
Axi Ayy)° A1 Ay Ay

ile ifade edelim.

Cebirden bilinen Kronecker-Kapelli teoremine esasen (2.5) sisteminin uyusan olup

olmamasina bagli olarak,

1) detA # 0 ise (2.5) sisteminin tek ¢oziimii var ve (2.1) denkleminin (keyfi a4, a,
sayilar1 i¢in), (2.3) sartlarini saglayan yegane ¢6ziimii vardir. Buradan ayn1 zamanda
detA # 0 iken homojen sinir deger probleminin agikir ¢6ziimii vardir ve tersine
homojen sinir deger probleminin asikar ¢6ziimii varsa determinant1 sifirdan farklidir.

Yani (2.1) denkleminin (2.3) sartlarini saglayan yegéne ¢oziimii vardir.
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2) detA = 0 ve ay, a, sayilarindan en az biri sifirdan farkli ise A matrisinin ranki A

matrisinin rankina esit oldugunda (2.5) denklem sisteminin sonsuz sayida ¢dzimii
vardir. Yani (2.1) denkleminin (2.3) sartlarin1 saglayan sonsuz sayida ¢6ziimii vardir
demektir. A matrisinin ranki A matrisinin rankina esit olmadiginda ise (2.5) sistemi
uyusan degildir. Demek ki (2.1) denkleminin (2.3) sartlarim saglayan ¢6ziimii
yoktur.

3) detA = 0 oldugunda (2.1) denkleminin (2.3)" homojen sinir gartlarim saglayan

asikar olmayan sonsuz sayida ¢dziimii vardir.

2.2. GREEN FONKSiYONU

Homojen olmayan

Po(DX + p1 (DX + p2(Dx = (1) (2.6)
denklemine bakalim. Bu denklemin (2.3)" homojen sir sartlarimi saglayan

¢Oziimiiniin yapilmasinda Green fonksiyonunun miihim rolii vardir. Buna gore, dnce

Green fonksiyonunu tanimlayalim.

Tamim 2.2: Farz edelim ki R={a <t < B;a <t <B} karesinde tanimli G(t,T)

fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin.
1) G(t, T) fonksiyonu R karesinde siireklidir, her bir keyfi T € (o, B) i¢in (a, T), (T, B)
araliklarinda t-ye gore ikinci mertebeden siirekli tiirevleri vardir ve bu araliklarda

(2.1) denklemini sagliyordur.

2) G¢(t,T) tiirevi t = T noktasinda birinci gesit siireksizlige sahiptir ve

G(t+0,7) — Gi(t—0,7) = polm (2.7)

sartini sagliyordur.
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3) G(t,t) fonksiyonu t-ye gore (2.3)" homojen sinir deger sartlarini saglar.

Oyle ki G(t,t) fonksiyonu (2.1) — (2.3)" smir deger probleminin veya L(x) =
pPo (DX + p1 (D% + p,()x diferansiyel operatoriiniin (2.3)" sartlarini saglayan Green
Fonksiyonu denir [1,2].

Green fonksiyonun varlig1 hakkinda asagidaki teoremi ispat edelim.

Teorem 2.1: Farz edelim ki (2.1) denkleminin (2.3)" homojen simir sartlarim
saglayan ancak asikar ¢6ziimii vardir. Bu durumda (2.1) — (2.3)" probleminin bir

Green Fonksiyonu vardir [1].
Ispat: Farz edelim ki x, (t), x,(t) fonksiyonlar1 (2.1) denkleminin [a, B] parg¢asinda
lineer bagimsiz ¢dziimleridir. Green fonksiyonun tanimina gore, her bir T € (a, 3)

i¢in (a, T), (T, B) araliklarinda (2.1) denkleminin ¢6ziimii oldugundan,

_(c1x4(0) + cx,(0), t € [a,T]
6D = {0 s on®,  te o

olmalidir.

Burada ¢, 5, G;, C; simdilik bilinmeyen sabitlerdir. Sarta gore G(t,t) fonksiyonu R

karesinde siirekli oldugundan,

€1X1(T) + €222(7) = ;%4 (T) + G&3%2(7T)
olur.

Diger taraftan (2.7) sartina gore,

1
Po(T)

C1%1 (1) + &% (1) — %1 (1) — x,(0) =
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olur.

Asikardir ki, ¢ —¢c; =y, , €, —cC; =Yy, seklinde ifade edersek, sonuncu iki

esitlikten y;, y, bilinmeyenlerine gore lineer homojen olmayan

X (Dy1 +%(Dy2, =0

. , 2.8
X; (Dy, + %3 (D, = pol(T) (28)

cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sisteminin katsayilarindan
olusturulan determinant (2.1) denkleminin lineer bagimsiz x;(t), X,(t)
¢oziimlerinden olusturulan W(t) Wronski determinantimn t = t noktasindaki

degerlerine esit oldugundan, sifirdan farklidir.
Buna gore (2.8) sisteminden y,, Y, yi bulalim:

0 X5 (1) %, (7)

%@~ po(

x1(1)  %2(T)

X1(1) X3(7)

;W1=

Po(T)

%1(0) 0 x1(7)

W = X1 (1) o) " po(®

olup (2.8) sisteminin yegane y,(t) = LA 20

— Wy _ X4 (T)
w Po(DW(T)

- V2(0) = = s owe

¢oziimii vardir. O yiizden ¢; = ¢; + y1(T), € = ¢ + Y,(t) seklindedir.
Demek ki,

c X1 () + x5 (1), t € [a,T]

G(t D) = { (c1 +y1(D)x1 (D) + (cz + v2(D)x(D), t€[1,B]

olur. Tanim 2.2 ye gore G(t,t) fonksiyonu (2.3)" sinir sartlarin1 saglamalidir. Bu

sartlardan c4, c, bilinmeyenlerine gore
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Ag1¢1 + A1pcp = —[a11%5 () + a1%; (o) + by1x1(B) + by2X; (B)]ys — [a11%2 ()
+ a;2%; () + by1x2(B) + by2X(B)]y2

Azicy + Agcy = —[agxy (@) + azX; (@) + by (B) + byoXi (B)ly: — [a21%2(a)
+ a,%; () + by1x5(B) + baoxz2 (B)1y2

denklem sistemini aliriz.

Verilen teorem sartlarina gére homojen sinir deger probleminin yegane asikar
¢6zlimii vardir. Demek ki detA # 0 dir. Buna gore, sonuncu denklem sisteminden
¢, (1), c,(7) tek sekilde bulunur. Bu degerleri yukarida dikkate alirsak ¢; (t), & (T)

bilinmeyenlerini de bulabiliriz. Boylece,

_(c1x1(0) + cx,(1), t € [o, 1]
66D = {0 Dt e, tees]

fonksiyonu (2.1) — (2.3)" probleminin Green fonksiyonu olur.

Teorem 2.2: Farz edelim ki G(t,t) fonksiyonu (2.1)-(2.3)" probleminin Green

fonksiyonu ve [a, B] araliginda f (t) siirekli olsun. Bu durumda,

B
x(t) =fG(t,r)f(t)dr (2.9)

o

formiiliinden bulunan x(t) fonksiyonu (2.6) denkleminin (2.3)" sartlarim saglayan
¢o6ziimiidiir. (2.9) formiiliine Green Formiilii denir [3].

Ispat:  Green fonksiyonuyla bulunan x(t) fonksiyonunun (2.3)' sartlarmn
saglanmasi, G(t,t) fonksiyonunun ¢t degiskenine goére verilen sartlarin
saglanmasindan elde edilir. Gosterelim ki x(t) fonksiyonu aymi zamanda (2.6)

denklemini de saglar. Bunun i¢in Green formiiliini,
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t B
x(t) = j G(t, Df(t)dt + f G(t, Df(t)dt

[od t

seklinde yazarsak ve x(t), %(t) tiirevlerini hesaplarsak,

t B

x(t) = G(t, Hf(t) + f G.(t, Df(t)dt — G(t, )f(t) + f G.(t, Df(t)dt
o t
B
= f G.(t,Df(t)dT,
t B
%(t) = G(t, t— 0)f(t) + j G (t, Df(t)dt — Ge(t, t + 0)f(t) + f Gy (t, Df(t)dT
a t
B

= [Gi(t,t — 0) — G, (t, t + 0)]f(t) + f Gy (t, Df(T)dT

o

elde edilir. Buradan G (t,t—0) =G (t+0,t) ve G(tt+0) =G (t—0,t)
oldugunu dikkate alirsak, (2.7) sartina gore,

B
(6 + f G (6 DF(D)dT

(04

x(t) =

Po(D)

elde ederiz. Oyle ki, Green formiilii ile bulunan x(t) fonksiyonu igin

L[x(0)] = po(DX(1) + p1 (DX() + p2 (Dx(1)
B

=f(t) + f [Po(D)Gee(t, T) + P21 (DGe(t, D) + p2(DG(L, D]f(D)dt
esitligini aliriz.
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Sarta gore keyfi T € (a,B) igin G(t,T) fonksiyonu (o, 1), (T, ) araliklarinda (2.1)

denkleminin ¢6ziimii oldugundan, L[x(t)] = f(t) 6zdesligini elde ederiz. Boylece

teorem ispatlanmis olur.

Omek 2.2: (2t + 1% + 4tk — 4x = f(t) denkleminin x(0) — e?x(1) =0, x(0) =0

sinir sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim.

Bunun i¢in oncelikle (2t+ 1)X + 4tXx—4x =0 homojen denkleminin lineer
bagimsiz ¢oziimlerini bulalim. Denklemin bir tane 6zel ¢oziiminii x = at™ +
bt®~! + ... seklinde arayalim. Denklemde yerine yazip t nin aym dereceden
katsayilarini kiyaslayarak n =1 oldugunu buluruz. Bu durumda, 6zel ¢6zim
x =at+ b sekline doniigsiir. Coziimiin bu ifadesini denklemde yerine yazip
katsayilar1 bulursak a = 1,b = 0 oldugunu elde ederiz. Demek ki, x; (t) = t ¢dziimii

homojen denklemin bir 6zel ¢dziimiidiir.

Ayrica Ostrogradski-Liouville Teoremine goére, diger bir x,(t) 6zel ¢oziimiinii

arayalim:

t %@ _ e )

1 %0l c.e ‘zt+1 esitliginde gerekli hesaplamalar yapilirsa,
2

t.X,(t) — x,(t) = c.e”?(2t + 1)

1

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafim = ile garpip gerekli islemler yapilirsa,

1 2,2
S (t%0 —x®) =ce™ (? * 55)
(th(t)> — e 2t (_i_ + é)

2 1
x2(8) _ cJe‘Zt <_+_) dt
t t  t2

21
xz(t)=t.cfe 2t(¥+t—2)dt
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1 1
%, (t) = t.c[Zfe‘Zt.Edt+ J e‘Zt.t—zdt]

1 1 1
x,(t) = t.c [2] e‘2t.zdt = ?e‘Zt -2 f e‘Zt.th]

X,(t) = ce™

2

ozel ¢oziimii bulunur. Burada ¢ = 1 alirsak, X, (t) = e™2* 6zel ¢oziimiinii elde ederiz.

Asikardir ki x; (t) = t, x,(t) = e 2* ¢oziimleri lineer bagimsizdir. Buna gore bakilan

problemin Green fonksiyonunu,

c;t+ c e 2t 0<t<rT,
Gt+Ge™, t<t<1

Gt 1) = {

seklinde aramaliyiz.

-2t

(0 O 11 —2e72
0 X2 (1) X, () g2t
=1 1 = -
Mg | T RO @D
Xl(t) 0 Xl(t) t
W, = %, (0 1 =p0(t)=2t+1 ve po(H)=2t+1

po ()

ifadelerini yerine yazarsak,

%(0) 1
Po(OW(T)  (2T+1)% ’

_ w
€L —CG = Y1(T)=W1=_

2T

_ _ W, x@® _ te
G-= 0=y =rowe = e

Cy = Cp —

elde ederiz. Buradan ¢; = c; + olur. Bu degerleri Green

@t+1)? (2T+1)2

fonksiyonunun ifadesinde yerine yazip sinir sartlarini saglatirsak,
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c;t+ ce7?t, 0<t<r,

2T

G(t,t) = (c 1 )t+<c7_— Te

- -2t <t<1
2 (2r+1)2>e A

.[ez(r—l) 1

x(0) —e?x(1) =0, x(0) =0 simr sartlarindan c¢; —

2¢, = 0 egitlikleri elde edilir. Buradan,

TeZ(T—l) 1

- =0,
T i T i D)2
¢, —2¢c;,=0

(2Tt+1)%2  (21+1)? -

9

denklem sistemini aliriz. ¢, , ¢, bilinmeyenlerini bularak genel teorideki kural ile

TeZ(T—l) -1 TeZ(‘t—-l) =4
—_— |ttt e_Zt, 0<t<rT,

G =4\ @ 21y
) Te2(t-1) o e 2= =1\ <t<1
T+ 1) 2z )T
kurabiliriz.

O zaman Teorem 2.2 den,
1

x(t) = f G(t,)f(t)dt

0

fonksiyonu bakilan problemin ¢6ziimii olur.

2.3. LINEER OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMLERi VE GREEN

FONKSIYONU
¥ = f(t,x)
denkleminin,
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x(a) =A ,x(B) =B (2.11)

sinir  sartlarii  saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine bakalim. Burada

a,B (a < B), A, B verilmis reel sayilardir.

Bu problemin ¢6ziimii,

B-A, , BA—aB

x =yttt (2.12)
degisken degistirmesi ile

y=F(y) (2.10)’
denkleminin,

y(a) =0,y(B)=0 (2.11)

sinir sartlarini saglayan problemin ¢dziimiiniin bulunmasi problemine doniistiiriilsiin.

Burada,
B—-—A pBA-aB
y) = f(t, ¢ )
F(t,y) Y+B—a + i«
olur.

Green formiilinii kullanarak gésterelim ki, bakilan problemin ¢6ziimiiniin

bulunmasi, belli integral denkleminin probleminin ¢dziimiiniin bulunmasina denktir.

G(t, 1) = B« ’ -
] G-
T p-a o =tSP
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fonksiyonunun § = 0 denkleminin (2.11)" sinir sartlarim saglayan Green fonksiyonu

oldugunu gosterelim:

§ = 0 denkleminin y;(t) =t, y,(t) =1 lineer bagimsiz iki 6zel ¢6ziimii olmak

tizere Green fonksiyonunu,

Gt )_{c1t+c2, a<t<sT,
D= 1gt+6, t<t<p

seklinde aramaliy1z.

y1(® y2(0)
yi(® y2(0

ve po(t) = 1 ifadelerini yerine yazarsak,

_ |t - _ =y _ —n® _
_Il ol — LW = po(® 1'W2‘po(t>‘t

w %, (T)

J— _ —_ V1 __ _
&i—c=y(D)= W pooW(® 1

G-C= pm=te-_nld__ .

W T pp(mW(r)
elde ederiz. Buradan ¢;=c;+1 , ¢ =c,—1 olur. Bu degerleri Green

fonksiyonunun ifadesinde yerine yazip sinir sartlarini saglatalim.

G(t __{ cit+cy, a<t<sT,
D) = (c;+Dt+cy, -1, T<t<p

olmak tizere,

y(a) =0, y(B) =0 smir sartlarindan c; = BT B =0 (BT_;) esitlikleri elde

B—a B

edilir. ¢4 , ¢, bilinmeyenlerini Green fonksiyonun ifadesinde yerine yazarsak

_G--v .
D=1 —Bagé—t)' o
—T, TStSB
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kurabiliriz.

(2.10)" denkleminin sag tarafim1 bilinen fonksiyon gibi bakarak bu denklemin

(2.11)' sinur sartlarim saglayan ¢dziimiin bulunmasi problemi Green formiiliine gore,

B
y(0) = f G(t DF(T,y(0)dt

o

integral denkleminin ¢dziimiiniin bulunmasi problemine doniisiiyor. Elde ettigimiz
integral denkleminde (2.12) déniigimiinii dikkate alirsak (2.10) — (2.11) simr

deger probleminin ¢dziimii i¢in,

B
x(t) = @o(t) + f G(t, Df(t, x(1))dt (2.13)

o

integral denklemini aliriz. Burada,

_B-A BA-oaB
Po(t) = B—at+ B—a

olur.

Teorem 2.2 de kullanilan ispat yontemine esasen kolaylikla gosterebiliriz ki (2.13)
denkleminin her bir siirekli ¢oziimii (2.10) — (2.11) smir deger probleminin

¢cOziimiidiir.

Teorem 2.3: Farz edelim ki f(t,x) fonksiyonu D ={a <t <f;—o0 < x < +0o0}

sinirsiz bélgesinde siirekli olsun ve

a) [f(t,x) — f(t,y)| <K|x—yl,

b)K(B— )2 <8
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sartlarin1 saglasin. Bu durumda (2.10) denkleminin (2.11) sinir sartlarini saglayan

tek ¢Oziimii vardir [1].

Ispat: [a, B] aralifinda siirekli olan fonksiyonlar kiimesini C[a, 8] ile gosterelim ve

bu kiimede,

B
A(D) = 9o(®) + f G(t DT, (D)dr

[0

operatériine bakalim. Green fonksiyonu G(t,T) ve f(tx) fonksiyonlar1 siirekli

oldugundan her bir @(t) € C[a, B] fonksiyonu i¢in,

B
WO = Al®) = @ot) + j G(t, DT, o(1)de

[04

fonksiyonu [a, B] pargasinda siireklidir. O zaman, A operatorii Cla, ] kiimesinde bir

operatordiir.
Teoremin a) sartina gore keyfi iki @4 (t), @,(t) € C[a, f] uzayindan fonksiyonlar
icin,
B
14(0:09) - A0 )] <K [ 166 Dll92(0) - @1 (Dde
o

Su

B
SKaSTpSB|(P2(T)—@1(T)|f|G(t;T)|dT @2.14)

esitsizligi saglanir.

Green fonksiyonun ifadesine gore,
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(B-D(t—w)? I Gl 6)?
2(B- 2(B— )

B t B
|G(t,©)|dt = | |G(t,T)|dT + | |G(t, T)|dT =
e !

olur.

ST _ B-Ht-m?* | (t-)(B-t)* . -
Simdi, H(t) = e += e fonksiyonunun [a, ] par¢asinda en biiyiik

degerini t = %B noktasinda aldigin1 gosterelim:

_—t-0*+2B-9t-o) @ =1)? =20~ (B~-1)

H'() 2G- ¥ 26—
-0 -(t-0)?® (a+B-20)(B—0a) _ ~
=T 20 2B-wo  tPTE

olup, H'(t) = a + B — 2t = 0 esitliginden t = %@ bulunur.

Buradan,

H(a+ B) _ (B“'O%:_@)(%B_a)z +(%B_a>(8_a-58)2 _ -’
2 2(B—a) 2B—a) 8

elde edilir.

Buna gore de,

B
f|c(t,r)|drs (3—80()2'“ <t<p

olup bu esitsizligi (2.14) de dikkate alirsak,

|A(02(9) — Al )] < E2 210, (1) - @, ()] (2.15)
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olur.

Buradan, teoremin b) sartim da dikkate alirsak, A operatorii C[a, 8] uzayinda daralma
operatdriidiir. O zaman sabit nokta prensibine esasen alinz ki (2.13) integral
denkleminin C[a, B] uzayinda tek ¢6ziimii vardir. Dogal olarak (2.10) — (2.11) siir

deger probleminin de ¢oziimil tektir.

Sonug 2.1: Farz edelim ki f(t,x) fonksiyonu kapali Dg = {a <t < ;—R<x <R}

boélgesinde teorem sartini sagliyor ve

_ N2
e |(Po(t)|+¥ o fEX)I <R (2.16)

ast<f

olsun. Bu durumda, (2.10) — (2.11) sinur deger probleminin tek ¢6ziimii vardir.

Ispat: C[a,B] uzaymmda 5P |@(t)] <R sartim saglayan (t) fonksiyonlar

ast<f
kiimesini ® = {¢@(t)} ile ifade edelim ve yukarida tamimladigimiz A operatoriine @

kiimesinde bakalim.

Keyfi @(t) € & fonksiyonu igin,

B
AGP®)] < loo(®] + f 1G(t, DI ICT, @(o)ld

< oo+ 82

supf
Sa<t<p Dg (60|

esitsizligi saglanir.

Buradan (2.16) sartina gore, |A(@(t))| <R elde ederiz. Yani A operatori @

kiimesinde bir operatérdiir.

Diger taraftan teoremin a) sartina gore @(t), P(t) € @ igin (2.15) esitsizligi saglanir
ve b) sartina gore A operatorii @ kiimesinde daralma operatoriidiir. Boylelikle &
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kiimesi ve A operatorii i¢in sabit nokta prensibinin sartlar1 saglanir. Buna gére de

(2.13) integral denkleminin @ kiimesinde yegéne ¢dziimii vardir.

Not edelim ki, teorem sartlar1 saglanmadigi zaman sinir deger probleminin ¢6ziimii

olmayabilir. Bunu gostermek icin bir 6rnek yapalim.

Ornek 2.3: % =1-x x(0) =0, x(m) = 0 siur deger problemine bakalim. Bu
problemde, K =1, K(B — a)? = w2 > 8 olur. Asikardir ki, x = ¢; sint +c, cost +
1 ailesi X =1 — x denkleminin genel ¢6ziimiidiir ve bu aile igerisinde x(0) = 0,

x(m) = 0 sartlarini saglayan fonksiyon yoktur.

Simdi,

% = f(t, %, %) (2.17)
denkleminin,

x(a) =0, x(B)=0 (2.18)

siir deger sartin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine bakalim.

Yukaridaki muhakemelere dayanarak, (2.17) denkleminin (2.18) sinir deger sartinm

saglayan ¢ozliimi ayn1 zamanda,
B
x(t) = f G(t, Df(t, x(1), %(1))dT

a

denkleminin de ¢6zlimiidiir.

Burada,
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B
() = f 6.1, (T, XCE), () d

o

olduguna gore (2.17) — (2.18) sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi,

g B
01(0) = f G(t, Dt 91 (0), 02 (D))d
. * (2.19)

B
0>(0) = f Ge(t, DI, 91 (), (1)) d
k o

integral denklem sisteminin ¢6ztimiiniin bulunmasi problemine doniistiirtiliir.

Teorem 2.4: Farz edelim ki f(t, x{,%X,) fonksiyonu, m={a<t<f; -0 <x <

+00,i = 1,2 } aralifinda siirekli olsun ve

a) |f(t,x1,x2) — f(t,y1, )| < Kilxg — yal + Kalx, — yal,

—a)2 -
b) Kl(ﬁs (X) + KZ(E (X) < 1

sartlarim1 saglasin. Bu durumda, (2.17) denkleminin (2.18) sinir deger sartlarini

saglayan tek ¢ozlimii vardir [1].

Ispat: Teorem ispati igin (2.19) integral denklem sisteminin yegine stirekli
¢oziimiiniin varligim1 géstermemiz yeterlidir. Bu amagla bilesenleri [a, 3] par¢asinda
siirekli olan @(t) = (@, (t), @2 (t)) vektor fonksiyonlar kiimesini C,[a, 8] ile ifade
edelim. Her bir @(t) = (@1 (t), @,(t)) € C;[a, B] fonksiyonuna,

lloll = max{ 22, o1 (01, =% 22 @, (D1}

sayisini karsilik getirelim. Bu sayiya (t) vektér fonksiyonunun normu denir. Eger
C, [, B] kiimesinden aldigimiz {¢@"(t)} fonksiyonlar dizisi ve @(t) fonksiyonu i¢in
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limp e |l@™(t) — @(t)|] = 0 olursa, {¢@"(t)} vektér fonksiyonlar dizisi @(t) vektor

fonksiyonuna norma gére yakinsar denir. Normun tanimindan bellidir ki bu vektér
fonksiyonlar dizisinin bilesenlerine yapilmis {7 (t)}, {@3(t)} dizileri uygun olarak
@(t) fonksiyonunun bilesenlerine, @4 (t), @,(t) fonksiyonlarin, [a, ] par¢asinda
diizgiin yakinsarlar. Buna gore C,[a, ] kiimesinde norm anlaminda yakinsayan her
bir dizinin limiti de bu kiimeye dahildir. C,[a, ] kiimesinden aldigimiz her bir

@(t) = (@1(t), @, (1)) vektor fonksiyonuna bilesenleri

( B

(D) = f G(t, DT, 01(1), 92(D)dt
< « 8

P (0) = f Ge(t, D(T, 01(0), 92(0))dt
\ [0 4

formiilleri ile tammmlanan Y(t) = (Y, (t), P,(t)) vektdr fonksiyonunu karsilik
getirelim. Bu durumda C,[a, ] kiimesinden bir operatér tanimlayalim ve bu
operatdrii A ile gosterelim. Operatoriin tanimina gore C,[o, ] kiimesinden aldigimiz
@(0) = (@1(t), @2(t)) vektdr fonksiyonu aym kiimenin elemam: olan A(@(t)) =
(A((p1 (1), A( (1)) vektsr fonksiyonu karsilik getirilmistir.

Gosterelim ki bu operatér C,[a, ] kiimesinde daralma operatoriidiir. Keyfi iki

e(®) = (:1(0, 92(®) , W) = W1(1), Y2 (1)) vektdr fonksiyonlar igin,

B
A((P1(t)) - A(tbl(t)) = f G(t, ™) [f('f: @1(1), (PZ(T)) - f(T» Y1 (D), L|-'2(T))]d‘f ’

B
A((Pz (t)) - A(‘l’z(t)) = f Ge(t, 1) [f(‘f' @1(1), @, (T)) - f(T: Y1 (1), l1’2(T))]d‘f

esitlikleri saglanirsa, teoremin a) sartina gére
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|A(01(®) — A(YL(D))]

B
< [l6evlarke 2P clea® - ol

sup
a<t<p

|2 () — ‘~|12(t)|];

|A(@2() = A(W2(D)]

B
S T LS T CETAC]

sup
+ K,
ast<

|, () — w2<t)|]

B

olur.

Green fonksiyonun ifadesine gore, ffIGt(t, 7)ldt < %9-, a<t<f oldugunu

gosterelim:
G
_) e TS
Gt(tlr) T— 0o
o’ T<t<p

olur. Buradan ffl G¢(t,T)|dt integralini hesaplarsak,

_ (at—Bt Bz—a2>__ B+ a)
B_O(dr+t B_adt_((B_a)-l-Z(B_a) =—t+ 5

t B
f_(s—r) )

sonucunu elde ederiz.

Bty _ B-a

Ifadeyi biiylitmek i¢in son esitlikte t = a alirsak, —a + 5

esitligi elde
edilir. O halde,
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B
J[Gt(t,r)ldts > , a0t

o

B—a

olur. O zaman,

IA(<P1(t)) - A(¢1(t))|
- B-? [K sup

8 la<t<p

|2 () - ¢2<t)|]

l1 (D) — Y1 (D]

K
+20( B

IA((Pz(t)) - A(\pz(t))l
B—a
=2 [K1 <t< B

|, () — ¢2<t>|]

|91 (D) — Y1 (D]

+ K
2a<t<B

olur. Buradan C,[a, 3] kiimesindeki normun tanimina gore,

IA@) - A
=max{ <t<B|A((P1(t))
ORI N CAC) EVICHCY |

2
e A TN C R
R BRI ORACI
Ki(B-? sup
= et < plO O - L)
fLBZ B0 P e, — 40

2 T4 a<st<p

Ki(B—a)? Ky(B—a)
< = + 5 ]Ilcp—\bll

32




olur.

Boylelikle C,[a, B] kiimesinden aldigimiz @(t), P (t) fonksiyonlar i¢in

Ki(B—)? |, Ko(B-
1AC@) — AWl < [EE 4 2Dy — (2.20)
esitsizligi saglanir.

Burada teoremin b) sartina goére A operatérii C,[a, ] kiimesinde daralma
operatoriidiir. Demek ki (2.19) integral denklem sisteminin yegéne siirekli ¢6ziimii

vardir.

Sonug¢ 2.2: Farz edelim ki f(t,x;,%,) fonksiyonu mg = {a <t<f; —R; <x; <
R;;—R, <x, <R,} araliginda siirekli olsun. Teoremin a), b) sartlarn ve

M(B—a)2<8R; , M(B—a) <2R,, M= S;? |f(t,x,,%,)| sartlar1 saglansin. Bu

durumda (2.17) — (2.18) sinir deger probleminin tek ¢dziimii vardir.

Ispat: C,[a,B] kiimesinden bilesenleri >P @ (D) <R; , 2P l@, (0 <R,

ast<B ast<p
sartlarin1 saglayan @(t) = ((pl(t),(pz(t)) fonksiyonlar kiimesini @, ile gosterelim.
Asikardir ki, ®, kiimesinin norm anlaminda yakinsak her bir vektdr fonksiyon
dizisinin limiti de bu kiimeye aittir. Gosterelim ki, teoremin ispati esnasinda
tammlanan A operatorii @, kiimesinden @, kiimesine bir operatdr olup aym

zamanda bir daralma operat6riidiir.

Gergekten her bir @(t) € @, i¢in,

B
A0:®) = [ 66O (m e, (D)ee,

B
Alo>(®) = f Ge(t, DT, 01(0), 02 (D))d
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oldugundan,

M(B — o)?
|A(e.(®)] < fIG(t,t)Hf(r, 01 (1), @2 (1)) |dr < (BTO()'

IA(2(0)] < j 1GeCt DI, 01 (1), () < e

elde edilir.

Buradan, Sonug 2.2 de verilen sonuncu sarta gore,
actep A@1 (O <Ry, 22 1A(@2(D)] <R,

olur.

O zaman, A(@(t)) = (A(@, (1), A, (1)) vektor fonksiyonu @, kiimesine dahil
olup, yani A operatorii @, kiimesinden &, kiimesine bir operatordiir ve @,
kiimesinden aldigimiz her @(t), P(t) vektor fonksiyonlart igin (2.20) esitsizligi
dogrudur. Buna gore de A operatorii @, kiimesinde daralma operatériidiir. Sabit
nokta prensibine gére de (2.19) integral denklem sisteminin @, kiimesinde yegéane

¢Oziimii vardir. Sonug olarak, (2.17) — (2.18) sinir deger probleminin tek ¢dziimii

vardir.
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