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Giintimiizde iletisim aglari; internet, tedarik zinciri, elektrik devreleri ve bunun gibi
birgok sistemde genis bir bicimde yer alir. Bir iletisim agin1 modellerken bu agin
dayanikliliginin hesabi ag tasarimcilari igin 6nemlidir. Matematiksel olarak bir ileti-
sim ag1 graflar ile modellenir. Iletisim aginin dayanikliligim 6lgmek igin graf teoride
bircok dayaniklilik parametresi tanimlanmistir. Bu tez ¢alismasinda ilk olarak genel
graf tanimlari, son zamanlarda tanimlanmis ortalama alt bagimlilik sayis1 tanimi ve
bununla ilgili teoremler verilmistir. Daha sonra, tekerlek graf igeren graf yapilari igin
ortalama alt bagimlilik sayilar1 hesaplanmistir. Bununla beraber verilen herhangi
baglantili iki G; ve G, grafinin taglama(G; © G,) ve toplama(G; + G,) islemlerinin
ortalama alt bagimlilik degerleri elde edilmistir. Son olarak elde edilen ortalama alt

bagimlilik degerleri sonuglarinin karsilagtirilmasi verilmistir.
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tekerlek graf, taglama islemi, toplama islemi.
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Networks desribe a wide range of systems in nature and society including examples
the internet, metabolic networks, electric power grids, supply chains. The reliability of
a network is of prime importance of network designers. In mathematics a network is
described by a graph. There are a lot of parameters to find reliabilty of a given network
which is modelled by a graph. In this thesis, firstly general graph definitions, the
definition of the average lower bondage number that is defined recently and theorems
which are related to the average lower bondage numbers are given. Then the average
lower bondage number of wheel graph and wheel related graphs are calculated.
Furtermore the average lower bondage numbers of corona graphs(G, © G,) and join
graphs(G; + G,) of given any two graphs G; and G, are investigated also exact
formulas are obtained. Finally the experimental comparisons of our results with the

average lower bondage numbers are given.
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BOLUM 1

GIRIS

Graflar, kimyasal sistemler, yapay sinir aglari, sosyal sistemler veya internet ve
World Wide Web gibi farkli sistemleri modellemek i¢in kullanilmaktadir. Karmasik
aglarin incelenmesi, son yillarda fizik, matematik, biyoloji, sosyal bilimler, biligim
ve diger teorik ve uygulamali bilimleri iceren disiplinler aras1 alanda en yaygin konu-

lardan biri olmustur ve bu konu ile ilgili bir¢ok bilimsel ¢alisma yapilmustir.

Bir iletisim ag1, merkezlerden ve bu merkezleri birbirine baglayan baglanti hatlarin-
dan olugur. Bir G = (V(G), E(G)) grafi, tepeler olarak adlandirilan ve V(G) ile gos-
terilen sonlu sayida nesneden olusan bostan farkli bir kiime ile G grafinin ayrik tepe
ciftlerinin diizensiz siralanisi olan ve E(G) ile gosterilen kiimeden (bu kiime bos ola-
bilir) olusur (West, 1996). Bir iletisim agmin temelini olusturan topoloji bir graf ile
modellendiginde, grafin tepeler kiimesi agdaki merkezlere, grafin ayritlar kiimesi
agdaki baglant1 hatlarina karsilik gelir. Graf teori, bir iletisim aginin mimarisinin

tasariminda ve analizinde giiglii bir matematiksel aragtir.

Karmasik aglarin analizinde temel konu, aglarin saglamliginin ve giivenilirliginin
belirlenmesidir. Amag, her tiirlii saldir1 veya islev bozuklugu durumunda, ag sistemi-
nin davranigini ongérmek, anlamak ve miimkiinse bunu 6nceden kontrol altina al-
maktir. Iletisim aglarmin tasariminda ag topolojisinin saglamligi oldukca dnemlidir.
Bir iletisim ag1, distan gelen etkiler altinda kolayca bozulmayacak bigimde, bozul-
maya ugramast durumunda da kolayca yeniden yapilandirilabilecek bi¢imde tasar-
lanmalidir. Bu nedenle iletisim aglari tasarlanirken, veri akisinda siirekliligi sagla-
mak i¢in agin distan gelen etkilere kars1 gosterecegi direnci onemsemek gerekir. Di-
renci yiiksek olan bir model diger ag modellerine gore daha ¢ok tercih edilir. Boylece
bir sorunla karsilagilmasi durumunda agda olusabilecek hasar bastan en aza indirge-

nebilir.



Bunun i¢in dnceden teorik yaklagimlar yapilarak olusabilecek hasarlar i¢in dnlemler
alinabilir. Bu yaklagimlar zedelenebilirlik(vulnerability) adiyla graf teoride 6nemli
bir yere sahiptir. 1950’lerden beri graf teori ile ¢alisanlar pek ¢ok 6lgtim kullanmis-
lardir. Ornegin, bir ¢izgenin baglantililig1 (connectivity) énemlidir ve iletisim aginin
dayanikliliginin ilk 6l¢iimlerinden biridir (Frank ve Frisch, 1970). Ancak, baglantili-
lik sayis1, graftan tepe ya da ayrit silinmesinden sonra baglantililigin devam etmesi
i¢cin grafin dayanikliliginin sadece bir kismini yansitir. Bu parametrenin disinda zede-
lenebilirlikle ilgili graf teoride pek ¢ok 6l¢iim ¢alisilmistir. Bunlar; ayrit baglantilik
(edge-connectivity), toplam baglantilik (total-connectivity), biitiinliik (integrity), ay-
rit biitlinliik (edge-integrity), saglamlik (toughness), kararlilik (tenacity), dayaniklilik
(toughness), sagilma sayisi (scattering number), baskinlik sayist (domination
number), bagimlilik sayis1 (bondage number) vb. olarak isimlendirilmislerdir. Bu
parametrelere ek olarak bir grafin dayanikliligini hesaplamak i¢in yeni bir parametre
olan ve son zamanlarda tanimlanan ortalama alt bagimlilik sayisi1 (average lower
bondage number) tanimlanmistir. Ortalama alt bagimlilik sayis1 diger parametrelere
gore daha hassas bir 6lgtimdiir. Bununla beraber, bir grafin baskinlik ve bagimlilik
sayilarinin esit oldugu durumlarda graf dayanikliligi hakkinda bilgi edinmeyi saglar
(Turaci, 2016a).

Bu tez caligmasinda ikinci boliimiinde genel graf tanimlar1 ve teoremleri, son zaman-
larda tanimlanmig ortalama alt bagimlilik sayis1 tanimi ve bununla ilgili teoremler
verilmistir. Tezin li¢iincli boliimiinde, tekerlek graf igeren graf yapilart igin ortalama
alt bagimlilik sayilar1 hesaplanmistir. Dordiincii boliimde, verilen herhangi baglantili
iki G; ve G, grafinin taglama(G; © G,) ve toplama(G, + G,) islemlerinin sonuglari
elde edilmistir. Son olarak besinci boliimde elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi

yapilmustir.



BOLUM 2

TEMEL GRAF TANIM VE TEOREMLERI

Tammm 2.1. Bir G grafindaki herhangi bir v tepesinin ac¢ik komsulugu (open
neigborhood), v tepesine komsu olan tepelerin olusturdugu kiimedir ve N;(v) olarak
gosterilir. Benzer sekilde v tepesinin kapali komsular kiimesi ise N; (v) U {v} seklin-

de tanimlanir ve N;[v] olarak gosterilir (Chartrand ve Lesniak, 1986).

Tamim 2.2. Bir G grafinda herhangi bir v € V(G) tepesinin derecesi, o tepenin biti-

sik oldugu ayritlarin sayisidir ve d; (v) ile gosterilir (Buckley ve Harary, 1990).

Tamm 2.3. Bir G grafinin tepe derecelerinin en kii¢iigiine grafin minimum tepe de-
recesi (minimum vertex degree) denir ve 8(G) ile gosterilir (Chartrand ve Lesniak,
1986).

Tanimm 2.4. Bir G grafinin tepe derecelerinin en bilyiigine grafin maksimum tepe
derecesi (maximum vertex degree) denir ve A(G) ile gosterilir (Chartrand ve
Lesniak, 1986).

Tamim 2.5. Bir G(V(G), E(G)) grafinin baz1 ayrit ve tepelerinden V1(G) < V(G) ve
E;(G) € E(G) olmak tizere H(V1(G),E1(G)) ile tanimli grafa, G grafinin bir alt
grafi (subgraph) denir (Buckley ve Harary, 1990).

Tamim 2.6. Baglantili bir G grafin1 baglantisiz yapmak veya tek izole tepe elde et-
mek i¢in graftan g¢ikarilmasi gereken en az tepe sayisina grafin baglantililig

(connectivity) denir ve k(G) ile gosterilir (Buckley ve Harary, 1990).

Tammm 2.7. G grafinin bagimsiz ikili ayrtlar kiimesi G’de bir esleme olarak

adlandirilir, maksimum eleman sayisinda bir esleme ise maksimum (en biiytik)



esleme olarak adlandirilir. M, G grafinda bir esleme olmak tizere G’nin her tepesi
M’nin bir ayriti ile eslesiyorsa M, G’de milkemmel eslemedir (Chartrand ve Lesniak,
1986).

Tanmm 2.8. S € V(G), bir G grafinin tepeler kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. G grafinin her bir tepesi; S kiimesine ait veya S kiimesinin bir tepesine bitisik
ise bu S kiimesine bir baskin kiime denir. Bir grafin baskinlik sayisi ise baskin kiime-
ler arasinda en az elemana sahip kiimenin eleman sayisi olarak tanimlanir ve y(G) ile

gosterilir (Chartrand ve Lesniak, 1986).

Tanimm 2.9. E S E(G) olmak iizere, y(G — E') > y(G) sarti1 saglayan minimum
elemanh E' kiimesinin eleman sayisina grafin bagimlilik sayisi (bondage number)

denir ve b(G) ile gosterilir (Fink vd., 1990).

Bagka bir deyisle,
b(6) = ming cpey{ | E |:¥(G = E) > y(6)} dir.

Tanmim 2.10. Bir G(V(G),E(G)) grafinda, bir e ayritin1 igeren minimum elemanl
bagimlilik kiimesinin eleman sayisina e ayritinin alt bagimlilik degeri denir ve b, (G)
ile gosterilir. Her e € E(G) igin elde edilen ortalama alt bagimlilik degeri (average
lower bondage number)

1
oo (@) = eyt D, ba©)

eie E(G)

seklinde tanimlanir (Turaci, 2016a).

Ornek 2.1. Sekil 2.1°de gosterilen G; 4 tepeli bir cevre grafa eklenen 2 tepe ve 2

ayritin birlestirilmesiyle olusan bir graf olsun.



€

Sekil 2.1. 6 tepeli ve 6 ayrith G grafi.

Oncelikle baskinlik ve bagimlilik kiimelerini ve sayilarmni bulalim.

S1 = {v1, v,} baskin kiimedir.

S, = {v,, v3} baskin kiimedir.

S3 = {v,, 4} baskin kiimedir.

S4 = {v3, U5, v} baskin kiimedir.

Ss = {vy, v,, V3, V4 } baskin kiimedir.

Se¢ = {v1, V3, U3, 4, U5} baskin kiimedir.

57 = {171, Vp, V3, Vs, 175'176} baskin kiimedir.

S1,52,53,54, S5, Sg Ve S; kiimeleri G grafinin baskin kiimeleridir. Bu grafin baskinlik
sayis1 ise bu baskin kiimelerden minimum elemanli kiimenin eleman sayisidir. Sy, S,

ve S3 kiimeleri minimum elemanli baskin kiime olup, baskinlik sayis1 y(G) = 2’dir.

E; = {eq, e;} ayrtlart graftan silindiginde geriye kalan G — {e;, e;} grafinin mini-
mum elemanli baskin kiimesi, baskinlik sayisi tanimindan S = {v;, v, v3} olur. Boy-

lece, G — {eq, e;} grafinin baskinlik sayisi ise y(G — {e1, e;}) = 3 bulunur.

E, = {es} aynit1 graftan silindiginde geriye kalan G — {e5} grafinin minimum ele-
manli baskin kiimesi, baskinlik sayisi tanimindan S = {vy,v,,vs} olur. Boylece,

G — {eq, e;} grafinin baskinlik sayisi ise y(G — {es}) = 3 bulunur.



Diger durumlarda da baskinlik sayisinin 3 olmasi igin graftan silinen ayrit sayist 1 ya
da 1’den biiyiik bulunur. Minimum elemanli kiimenin eleman sayisi, bagimlilik sayi-

st oldugundan G grafinin bagimlilik sayis1 b(G) = 1’dir.

Cizelge 2.1' den goriildiigii gibi b,, (G) = 2,b,,(G) = 2,b3(G) = 2,b,,(G) =

_ (2424242+4141) 5

2,b5(G) = 1,b,,(G) = 1 oldugundan b, (G) = ! = 2 elde edilir.

Cizelge 2.1. Her ¢, € E(G) i¢in bagimlilik sayilari.

Aynitlar ey ayritini iceren minimum be, (6)
bagimhlik kiimesi
1 {e1, €2}, {e1, €5}, {e1, €6} 2
) {e2,e1},{e2, €5}, {€2, €6} 2
€3 {e3,e4}, {e3, €5}, {e3, €6} 2
€4 {e4, 3}, {eq, 5}, {4, €6} 2
es {es} 1
€6 {es} 1

Simdi, baskinlik sayisi, bagimlilik sayis1 ve ortalama alt bagimlilik sayilar ile ilgili

bilinen sonuglar verilecektir.

Teorem 2.1. Wy ,,, n+1 tepeli bir tekerlek graf olmak iizere V(W1,n) = 1'dir (Haynes
vd., 1998).

Teorem 2.2. G, 2n+1 tepeli bir disli graf olmak tlizere n > 4 igin y(G,) = E] +1'

dir (Aytag vd., 2011).

Teorem 2.3. f,, 2n+1 tepeli bir arkadaslik graf olmak tizere n = 3 i¢in y(f,) =1’
dir (Haynes vd., 1998).

Teorem 2.4. H,,, 2n+1 tepeli bir diimen graf olmak lizere n > 4 igin y(H,) = n’ dir
(Khalil, 2011).



Teorem 2.5. SE,, 2n+1 tepeli bir ay cicegi graf olmak lizere n = 4 i¢in y(SE,) =

[%] " dir (Turaci, 2016b).

Teorem 2.6. K, bir tam graf olmak iizere n = 2 icin b(K,) = [g] 'dir (Fink vd.,
1990).

Teorem 2.7. B, bir yol graf olmak tlizere n > 2 i¢in

2, n = 1(mod 3);

b(Pn)z{L = oS (Fink v, 1990).

Teorem 2.8. C,, bir ¢evre graf olmak ilizere n > 3 igin

b(C,) = {3, n = 1(mod 3);

2, aksi halde. (Fink vd., 1990).

Teorem 2.9. Ky ,, bir yildiz graf olmak iizere n > 3 i¢gin b(KLn) = 1’ dir (Fink vd.,
1990).

Teorem 2.10. W, ,,, n+1 tepeli bir tekerlek graf olmak tlizere n > 3 i¢in b(Wy,) =
1'dir (Aytag vd., 2011).

Teorem 2.11. G,, 2n+1 tepeli bir disli graf olmak {izere n > 4 i¢in

3,n tek;
b(G,) = {Z,n cirt (Avtagvd., 2011),

Teorem 2.12. K,, bir tam graf olmak {izere n > 2 i¢in b, (K,) = E] 'dir (Turact,

2016a).

Teorem 2.13. B, bir yol graf olmak iizere n > 2 igin

=8 n=0(mod3):
3n-3
by, (B,) = 2, n = 1(mod 3); (Turaci, 2016a).
5n-7 _
3 N= 2(mod 3).



Teorem 2.14. C, bir ¢evre graf olmak tizere n > 3 igin

_( 3, n=1(mod 3);
bay (i) _{ 2, aksi halde.

(Turaci, 2016a).
Teorem 2.15. K, ,, bir yildiz graf olmak {izere n = 3 i¢in, b, (Kl,n) = 1’ dir (Turaci,
2016a).

Teorem 2.16. n tepeli ve baglantili bir G grafi i¢in y(G) = 2 ise b(G) < A(G) +
1'dir (Fink vd., 1990).

Teorem 2.17. n tepeli ve baglantili bir G grafi i¢in b(G) < b, (G) < (b(G) +1) —

b(G) 4
[E(G)]

dir (Turaci, 2016a).

Teorem 2.18. G; n tepeli ve baglantili bir graf olsun. Eger G grafinin baskin
n-1,
IE(@)]

kiimesayisti 1 ise, b,, (G) = 2 — dir (Turaci, 2016a).



BOLUM 3

TEKERLEK GRAF ICEREN GRAFLARDA ORTALAMA ALT
BAGIMLILIK SAYILARININ BULUNMASI

Tanim 3.1.

Tekerlek graf (Wheel Graph); C, cevre grafinin tepelerinin bir merkez tepe ile bir-

lestirilmesiyle elde edilir ve W,  ile gosterilir (West, 1996).

Sekil 3.1. 6 tepeli, 10 ayrith W 5 grafi.

Tanim 3.2.

Digsli graf (Gear Graph); W, tekerlek grafinin, C, tizerindeki her ayritina birer

tepe eklenmesiyle elde edilir ve G, ile gosterilir (Aytag ve Turac1 2011).

Sekil 3.2. 11 tepeli, 15 ayrith G5 grafi.



Tanim 3.3.

Diimen graf (Helm Graph); Bir W, , tekerlek grafinin C_ ¢evre grafinin iizerindeki

her tepeye yeni bir tepe eklenmesiyle elde edilir ve H, ile gosterilir (Javaid ve

Shokat 2008).

Sekil 3.3. 11 tepeli, 15 ayritli Hs grafi.

Tanim 3.4.

Arkadagslik graf (Friendship Graph); Sabit bir noktadan n tane C, gafinin birlesme-

siyle elde edilir ve f, ile gosterilir (Aytag ve Odabas 2011).

Sekil 3.4. 11 tepeli, 15 ayrith f5 grafi.

10



Tanim 3.5.

Ay cicegi graf (Sun Flower Graph); Bir W, tekerlek grafinin ¢evre lizerindeki ardigik

tepeleri bir tepe ile birlestirmesiyle elde edilir ve Sf, ile gosterilir (Javaid ve Shokat

2008).

Sekil 3.5. 11 tepeli, 20 ayrith Sfs grafi.

Teorem 3.1. W;,, n+1 tepeli bir tekerlek graf olmak iizere n >3 i¢in

bay(Wh,) =3 dir.

Ispat: W, , grafinin tepeler kiimesi V(W ,,) olmak iizere V(W;,) = V4 U V;, olsun.

Ve bu kiimeler asagidaki sekilde olusturulsun.

Vi ={v, € V(Wy,)ldw,, (v) = n}, V4| =1,
Vy={v € V(Wl,n)ldWLn (v) =3}, |Vy| =n.

Benzer sekilde W, grafimn ayntlar kiimesi E (Wl,n) olmak
E (Wl,n) = E; U E, olsun ve bu kiimeler asagidaki sekilde olusturulsun.

Ei = {ey,, € E(Wy,) |vi €Vy, v €V, ) |El =n,

E;, = {eyn, € EWip) |vi €V, 1 €Vi}|El =n.

11

uzere



Ortalama alt bagimlilik sayis1 bulunurken baskinlik sayisini artirmak igin silinecek
ayritlar i¢in iki durum s6z konusudur. Bu durumlar ayritlarin E; ve E, kiimesinden

secilmesine gore degisir.

Durum 1: Teorem 2.1' den y(W;,) = 1 dir. Amacimiz E; kiimesinden minimum
sayida ayrit silerek baskinlik sayisini artirmaktir. Fakat E; kiimesinden herhangi bir
ayrit silindiginde baskinlik sayisinin degismeyecegi agik olarak goriiliir. Bu durumda
e; € E; ve g € E; olacak sekilde 2 aynt graftan silindiginde baskinlik sayis1 1 artar.
vy, vy €V, iki ardisik tepe ve v, € V; olsun. v, ile v, arasindaki bir ayrit (e; € E7)
Ve v, ile v, arasindaki bir ayritin (e; € E3) silinmesiyle baskinlik sayisi 1 artar. Bu-

radan E; kiimesindeki her e; ayriti igin alt bagimlilik sayilarinin 2 oldugu goriiliir.

Durum 2: V e; € E, icin 1 ayrit silerek baskinlik sayist 1 artirilir. Buradan E, kiime-
sindeki her e; ayrit1 igin alt bagimlilik sayisinin 1 oldugu agiktir.

Durum 1 ve durum 2’den

b W)= D by Wi+ D b (W)
e;€E; e;€E

n2+4nl _3n _ 3

2n 2n 2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2. G, 2n + 1 tepeli bir disli graf olmak iizere n = 4 i¢in
,n tek ise,

3
bay (Gr) = 7
3 " ciftise.

Ispat: G, grafinmn tepeler kiimesi V(G,) olmak iizere V(G,) = V; UV, U V3 olsun.

Bu kiimeler asagidaki sekilde olusturulsun.

Vi ={v; e V(GIdg, (v;) = n}, V| =1,
Vy ={v; € V(G)Idg, () =3}, |V,| =n,
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Vs = {v; € V(Gy)ldg, (v;) = 2}, |V3| = n.

Benzer sekilde G,, grafinin ayritlar kiimesi E(G,) olmak iizere E(G,) = E; U E,

olsun. Bu kiimeler asagidaki sekilde olusturulsun.

E, = {evivj € E(Gy) | v, €Vy,y €V3 },|E1| = 2n,

E, = {evivj € E(Gn)l v; € V1,Uj € Vz},|Ez| =n.

Ortalama alt bagimlilik sayis1 bulunurken n’ nin ¢ift ya da tek olmasina gore 2 durum

vardir.

Durum 1: n tek olsun. Silinecek ayritlarin E; ya da E, kiimesinden segilmesine gore

2 alt durum olusur.

Alt Durum 1: Teorem 2.2’ den y(G,) = E] + 1 oldugu asikardir(n > 4). Amaci-

miz E; kiimesinden minimum sayida ayrit silerek baskinlik sayisini artirmaktir. Fa-
kat E; kiimesinden 1 ya da 2 ayrit silindiginde baskinlik sayisi1 artirilamaz. E; kiime-
sinden silinecek 3 ayritla baskinlik sayis1 1 artirabilir. Aralarindaki uzaklik 2 olacak
sekilde ;' nin 2 tepesi v,, v, olsun. v, ile v, arasindaki 2 ayrit ve v, € V3 olacak
sekilde v, ile v, arasindaki 1 ayrit olmak iizere toplamda 3 ayrit graftan silindiginde
baskinlik sayis1 1 artar. Boylece, E; kiimesindeki her e; ayriti i¢in alt bagimlilik say1-
s1 3 elde edilir.

Alt Durum 2: Sadece E, kiimesinden ayritlarin silinmesiyle baskinlik sayisinin art-
madig1 kolayca goriiliir. Bu durumda, E; kiimesinden 3 ayrit ve E, kiimesinden 1
ayrit olmak tizere toplamda 4 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisi1 1 artar. Arala-

rindaki uzaklhik 2 olacak sekilde V' nin 2 tepesi v, v, olsun. Bununla beraber,

v, € V3 ve v, € V; olacak sekilde 4 tepeyi ele alalim. v, ile v, arasindaki 2 ayrit,
v, ile v, arasindaki 1 ayrit ve v, ile v, arasindaki 1 ayrit silinerek baskinlik sayisi 1
artacagl kolayca goriiliir. Buradan E, kiimesindeki her e; ayrit1 i¢in alt bagimlilik

sayis1 4 elde edilir.
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Alt durum 1 ve alt durum 2’ den

bav@) = D b G+ ) bo(Gy)
e,€EEq e;€Ey
__2n3+n4d 10_n _ E
© 3 3n 3

elde edilir.

Durum 2: n ¢ift olsun. Silinecek ayritlarin E; ya da E, kiimesinden secilmesine gore

2 alt durum olusur.

Alt Durum 1: Teorem 2.2’ den y(G,) = E] + 1 dir. E; kiimesinden 1 ayrit silerek

baskinlik sayisi artirillamaz. Bu durumda E; kiimesinden silinecek 2 ayritla baskinlik
sayist 1 artirilir. Aralarindaki uzaklik 2 olacak sekilde V" nin 2 tepesi vy, v), olsun.
v, ile v, arasindaki 2 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisi 1 artar. Boylece, E;

kiimesindeki her e; ayrit1 i¢in alt bagimlilik sayis1 2 elde edilir.

Alt Durum 2: Sadece E, kiimesinden segilecek ayritlarin silinmesiyle baskinlik sa-
yist artiritlamaz. E; kiimesinden 2 ayrit ve E, kiimesinden 1 ayrit olmak {izere top-
lamda 3 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayis1 1 artar. Aralarindaki uzaklik 2 olan
V' nin 2 tepesi vy, v, ve v, € V4 olsun. v, ile v, arasindaki 2 ayrt ve, v, ile v,
arasindaki 1 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisinin 1 artacagi kolayca gortiliir.
Boylece E, kiimesindeki her e; ayriti i¢in alt bagimlilik sayis1 3 elde edilir.

Alt durum 1 ve alt durum 2’ den

bav(@) = ) be G+ ) b (G)
e, €EEq e;€Ey

_2n24n3 _7n _ 7

3n 3n 3

elde edilir.

Durum 1 ve durum 2 ‘den ispat tamamlanmaistir.
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Teorem 3.3. f,, 2n+1 tepeli bir arkadashk graf olmak {lizere n >3 ig¢in

bay () = 3 tiir.

Ispat: f, grafinin tepeler kiimesi V(f,) olmak iizere V(f,) = V; UV, olarak asagi-
daki sekilde yazilsin.

Vi ={v; e V(IIdg, (v) = 2n}, |V4| = 1,
Vy ={v; e V(f)ldg, (v) = 23}, |V,| = 2n.

Benzer sekilde f,, grafinin ayritlar kiimesi E (f,,) olmak tizere E(f,,) = E; U E, ola-
rak asagidaki sekilde yazilsin.

Ey = {ey, € E(f) |vi e V1,1 €V, ) IE | = 2n,

E; ={eyy, € E(fy) |vi € Vo, v €V} |E| =n.

Ortalama alt bagimlilik sayis1 bulunurken silinecek ayritlarin E; ya da E;, kiimesin-

den se¢imine gore 2 durum vardir.

Durum 1: Teorem 2.3' ten y(f,,) = 1 dir. E; kiimesindeki her e; ayrit1 i¢in v, € V;
ve v, €V, olacak sekilde 2 tepe segilip bu tepeler arasindaki 1 ayrit silindiginde
baskinlik sayisi 1 artar. Buradan E; kiimesindeki her e; ayriti i¢in alt bagimlilik sayi-

siin 1 oldugu acgiktir.

Durum 2: E, kiimesindeki ayritlarin tek basina silinmesi baskinlik sayisini artirmak
icin yeterli degildir. Fakat E; kiimesinden 1 ayrit ve E, kiimesinden 1 ayrit olmak
lizere toplamda 2 ayrit silerek baskinlik sayisim artirabiliriz. vy, v, € V, olacak se-
kilde 2 ardisik tepe ve v, € V; olacak sekilde 1 tepe, v, ile v, komsu tepeler olacak
sekilde secilsin. v, ile v, arasindaki 1 ayrit ve v, ile v, arasindaki 1 ayrit graftan
silindiginde baskinlik sayis1 1 artar. Buradan E, kiimesindeki her e; ayriti i¢in alt

bagimlilik sayis1 2 elde edilir.
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Durum 1 ve durum 2’den

b (F) = D be(f)+ ) be(f)

e,€EEq e, €L,
_2nl42n _4n _ 4
3n  3n 3

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4. H,, 2n+1 tepeli bir diimen graf olmak f{izere n >4 icin

10 ..
b,,(H,) = 3 tur.

Ispat: H, grafinin tepeler kiimesi V(H,) olsun. V(H,) = V; UV, U V3 olarak asa-

gidaki sekilde yazilsin.

Vi ={v; € V(H)|dy, (v;) = n}, [V4] =1,
Vy = {v; € V(H)I|dy, (v;) = 4}, V2| =n,
Vi ={v; € V(H,)|dy, (v;) = 13}, |V3] = n.

Benzer sekilde H, grafinin ayntlar kiimesi E(H,) olmak
E(H,) = E; U E, U Ej3 olsun ve bu kiimeler asagidaki sekilde yazilsin.

Ey = {ey, € E(Hy) | v; € V1,1 €V, ) |E] =n,

E;, = {eyn, € E(H,) |v; € Vy, v €V, |Es| =1,

E3 = {e,, € E(H,) |v; € V3,1 €V3},|Es| = n.

uzere

Ortalama alt bagimlilik sayis1 bulunurken silinecek ayritlarin Ey, E, ya da E3 kiime-

sinden se¢imesine gore 3 durum vardir.

Durum 1: Teorem 2.4' ten y(H,,) = n dir. Sadece E; kiimesinden silinecek ayritlarla

baskinlik sayis1 artirllamaz. Fakat, E; kiimesinden 1 ayrit, E, kiimesinden 2 ayrit ve

E5 kiimesinden 1 ayrit olmak lizere toplamda 4 ayrit graftan silindiginde baskinlik
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sayisi en az 1 artirilabilir. v, € V', olacak sekilde bir v, tepesi se¢ilsin. Bu v, tepesi-
ne bitisik tiim ayritlar silindiginde baskinlik sayis1 1 artar. Buradan E; kiimesindeki

her e; ayrit1 i¢in alt bagimlilik sayis1 4 elde edilir.

Durum 2: Yalnizca E;, kiimesinden silinecek ayritlarla baskinlik sayisi artirilamaz.
Bu durumda E, kiimesinden 2 ayrit ve E5 kiimesinden 1 ayrit olmak iizere toplamda
3 aynt silindiginde baskinlik sayisi1 1 arttirilabilir. vy, v, v, € V, olacak sekilde ardi-
sik 3 tepe ve v, € V3 olacak sekilde 1 tepe, v, ile v, tepeleri komsu tepeler olacak

sekilde almsin. v, ile v, arasindaki 1 ayrit, v ile v, arasindaki 1 ayrit ve v, ile vy
arasindaki 1 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisinin 1 artacag: kolayca goriiliir.

Boylece, E, kiimesindeki her e; ayriti igin alt bagimlilik sayis1 3 elde edilir.

Durum 3: : Yalnizca E3 kiimesinden silinecek ayritlarla baskinlik sayis1 artirilamaz.
Bu durumda E, kiimesinden 2 ayrit ve E3 kiimesinden layrit olmak iizere toplamda 3
ayrit silindiginde baskinlik sayisi 1 artar. v, v, v, € V;, olacak sekilde ardigik 3 tepe
ve v, € V3 olacak sekilde 1 tepe alinsin. Burada v, tepesi ile vy tepesi komsu tepe-
ler olmak lizere v, ile v, arasmdaki 1 aynt, v, ile v, arasindaki 1 ayrit ve v, ile v
arasindaki 1 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayis1 1 artirlabilir. Boylece, E3 Kii-
mesindeki her e; ayrit1 i¢in alt bagimlilik sayis1 3 elde edilir.

Durum 1, durum 2 ve durum 3’ten

bao(H) = ) be(H)+ D b () + ) by (Hy)
eiEEl eiEEz eiEE3

_n4+n3+n3 _ 10n _ 10
3n "3 3

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.5. SE,, 2n + 1 tepeli bir ay ¢igegi graf olmak iizere n = 4 i¢in

,ntek ise;
bav(sﬁl) =
,neiftise.
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Ispat: Sf, grafinin tepeler kiimesi V(Sf,) ve V(Sf,) = V; UV, U V3 olmak iizere

bu kiimeler asagidaki sekilde yazilsin.

Vi ={v; € V(Sf)ldss, (v) = n}, [V4| =1,
Vo = {v; € V(SH)Idss, (V) = 5}, |V,| =n,
Vi ={v; € V(Sf)ldss, (Vi) = 2}, |V3| = n.

Benzer sekilde Sf, grafinin ayntlar kiimesi E(Sf,) olmak iizere

E(Sf,) = E; U E, U E3 olacak sekilde bu kiimeler asagidaki sekilde yazilsin.

E1 = {eyy, €ESH) |vie Vi,y €V} IE ] =n,
E; ={eyy, €E(SH) | v EVy,y eV, }IE| =n,

E5 = {ey,; € E(Sfn) |vi €Vy, v €V3})|Es| =2n.

Ortalama alt bagimlilik sayis1 bulunurken n ’nin ¢ift ya da tek olmasina gore 2 durum

s0z konusudur.

Durum 1: n tek olsun. Silinecek ayritlarin E;, E, ya da E5; kiimesinden segilmesine

gore 3 alt durum olusur.

Alt Durum 1: Teorem 2.5' ten y(Sf,) = E] dir. Sadece E; kiimesinden silinecek

ayritlarla baskinlik sayisi artirilamaz. Bu durumda, E; kiimesinden 1 ayrit ve E3 Kii-
mesinden 3 ayrit olmak iizere toplamda 4 ayrit silindiginde baskinlik sayis1 1 artirila-
bilir.i =2k +1 (i = 1,3, ...,2n — 5) olmak tizere {e;, e;,2, €;44} € E3 olacak sekilde
herhangi 3 aynit veya i = 2k(i = 2,4, ...,2n — 6) olmak tizere {e;, €;;2,€;14} € E3
olacak sekilde herhangi 3 ayrit ve bu ayritlara ek olarak E; kiimesinden herhangi bir
ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisi 1 artirilabilir. Boylece, E; kiimesindeki her

e; ayrit1 i¢in alt bagimlilik sayis1 4 elde edilir.

Alt Durum 2: Sadece E, kiimesinden silecegimiz ayritlarla baskinlik sayis1 artirila-

maz. Fakat, E, kiimesinden 1 ayrit ve E5 kiimesinden 3 ayrit olmak tizere toplamda 4
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ayrit graftan silindiginde baskinlik sayist en az 1 artirilabilir. i =2k+1 (i =
1,3, ...,2n — 5) olmak tizere {e;, €;47, €;14} € E3 olacak sekilde herhangi 3 ayrit veya
i =2k (i =24,..,2n — 6) olmak lizere {e;, e;,, €;+4} € E3 olacak sekilde herhangi
3 ayrit ve bu ayritlara ek olarak E, kiimesinden herhangi bir ayrit graftan silindiginde
baskinlik sayis1 1 artar. Boylece, E; kiimesindeki her e; ayriti i¢in alt bagimlilik sayi-

s14 olur.

Alt Durum 3: E; kiimesinden 3 ayrit silindiginde baskinlik sayis1 1 artirilabilir.

i=2k+1(=13,..,2n — 5) olmak tizere {e;, €;,2, €;14} € E3 olacak sekilde her-
hangi 3 aynt veya i = 2k (i = 2,4, ...,2n — 6) olmak tizere {e;, €;4,,€;14} € E3 Ola-
cak sekilde herhangi 3 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisi1 1 artirilabilir. Boy-

lece, E; kiimesindeki her e; ayriti igin alt bagimlilik sayis1 3 elde edilir.

Alt durum 1, alt durum 2 ve alt durum 3’ten

bav(SH)= D be(Sf)+ D be(Sf)+ D b (Sh)
€€ Ey eEEy e€ Es

__n4+n4+32n _ 14n _ 7

4n 4n E

elde edilir.

Durum 2: n ¢ift olsun. Silinecek ayritlarin Ey, E, ya da E3 kiimesinden segilmesine

gore 3 alt durum olusur.

Alt Durum 1: Amacimiz E; kiimesinden minimum sayida ayrit silerek baskinlik
sayisini 1 artirmaktir. Sadece E; kiimesinden silinecek ayritlarla baskinlik sayis1 arti-
rilamaz. Fakat, E; kiimesinden 1 ayrit ve E3 kiimesinden 2 ayrit olmak iizere toplam-
da 3 ayrnit graftan silindiginde baskinlik sayis1 1 artirilabilir. v, € V3 olacak sekilde
herhangi bir v, tepesi secilsin. Bu v, tepesine bitisik 2 ayrit ve E; kiimesindeki her-
hangi bir ayrit graftan sildiginde baskinlik sayis1 1 artar. Buradan E; kiimesindeki her

e; ayriti i¢in alt bagimlilik sayis1 3 elde edilir.
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Alt Durum 2: Sadece E, kiimesinden silinecek ayritlarla baskinlik sayisi artmaz.
Ancak, E, kiimesinden 1 ayrit ve E; kiimesinden 2 ayrit olmak iizere toplamda 3
ayrit graftan silindiginde baskinlik sayis1 1 artirilabilir. v, € V3 olacak sekilde her-
hangi bir v, tepesi secilsin. Bu v, tepesine bitisik 2 ayrit ve E, kiimesindeki herhangi
bir ayrit graftan silindiginde baskinlik sayis1 1 artar. Boylece, E, kiimesindeki her e;

ayriti i¢in alt bagimlilik sayis1 3 elde edilir.

Alt Durum 3: E5 kiimesinden 2 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayis1 1 artirilabi-
lir. v, € V3 olacak sekilde herhangi bir v, tepesi segilsin. Bu v, tepesine bitigik 2
ayrit graftan silindiginde baskinlik sayist 1 artirilabilir. Boylece, E3 kiimesindeki her

e; ayriti i¢in alt bagimlilik sayis1 2 elde edilir.

Alt durum 1, alt durum 2 ve alt durum 3’ ten

bav(SH) = D be(Sf)+ D be(Sf)+ D b (Sh)

eiEEl eiEEz eiEE3

__n3+n.3+22n _ 10n _ 5

4n 4n E

elde edilir.

Boylece, Durum 1 ve durum 2’ den ispat tamamlanmuistir.
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BOLUM 4

GRAF ISLEMLERINDE ORTALAMA ALT BAGIMLILIK SAYILARININ
BULUNMASI

Tanmm 4.1. G; © G, seklinde gosterilen taglama islemi G, grafinin kopyalarinin Gy
grafindaki her tepeyle ve G,grafinin i. kopyasindaki her tepesinin G; grafinin i.tepesi

ile birlestirilmesi ile elde edilir. i=1,2,...,|G1| (Chartrand ve Lesniak 2004).
G n tepeli, s ayrith ve G, m tepeli, k ayrith iki baglantili graf olsun.

G; © G, grafinin tepeler kiimesi V(G © G;) olsun ve V(G; © G,) = V; UV, olarak
yazilsin. V; kiimesi G; grafinin ve V, kiimesi G; grafinin her bir tepesine bagl

G, graflarinin tepeler kiimesi olsun.

Benzer sekilde G; © G, grafinin ayntlar kiimesi E(G; © G;) olmak {izere

E(G1 © G,) = E{ U E, U E3 olacak sekilde bu kiimeler asagidaki sekilde yazilsin.

Ei = {eyy, € E(Gy 0 Gp) |v; € Viy € Vi}IE] =s,
Ez = {evivj € E(Gl OGz) | v; € Vl,vj € VZ},lEzl =n.m,
Es = {ey, € E(G10Gy)| v € Vo, €V, ) 1Es| =n.k.

Buradan y(G; © G,) = n dir (Haynes vd., 1998).
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Sekil 4.1. 16 tepeli, 24 ayrith C, © P; grafi.

Teorem 4.1. G; n tepeli, s ayrith ve G, m tepeli, k ayritl: iki baglantili graf olsun.

2.s+nm+2.nk, .
— " 'dir.
s+n.m+n.k

Eger )/(Gz) =2 ise bav (Gl 9 Gz) =

Ispat: Ortalama alt bagimlilik sayis1 bulunurken silinecek ayritlarin E;, E, ya da E;

kiimesinden secilmesine gore 3 durum olusur.

Durum 1: e; € E; olsun. Baskinlik sayisini en az 1 artirmak i¢in E; kiimesinden
minimum sayida ayrit silinmesi gerekir. Sadece E; kiimesinden silinecek ayritlarla
baskinlik sayis1 artirilamaz. Fakat, E; kiimesinden 1 ayrit ve E, kiimesinden 1 ayrit
olmak tizere toplamda 2 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisi 1 artirilabilir.
vy, vy € Vy iki ardisik tepe ,v, € V, olsun. v, ile v, arasindaki 1 ayrit ve v, ile v,
arasindaki 1 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisi 1 artar. Ciinkii y(G,) = 2’ dir.

Buradan E; kiimesindeki her e; ayriti i¢in alt bagimlilik sayilarinin 2 oldugu goriiliir.

Durum 2:e; € E, olsun. E; kiimesinden secilen 1 ayrit graftan silindiginde
Y(G2) = 2 oldugundan baskinlik sayisi 1 artar. v, € Vy ve v, € V; olacak sekilde
iki tepe segilsin. v, ile v), arasindaki 1 ayrt graftan silindiginde baskinlik sayisi 1
artar. Buradan E, kiimesindeki her e; ayrit1 i¢in alt bagimlilik sayilariin 1 oldugu

aciktir.
Durum 3: e; € E;5 olsun. Sadece E3 kiimesinden silinecek ayritlarla baskinlik sayisi

artirllamaz. Fakat, E;, kiimesinden 1 ayrit ve E3 kiimesinden 1 ayrit olmak iizere top-

lamda 2 ayrit graftan silindiginde baskinlik sayisi 1 artirilabilir.v,, v, € V, ,v, € V4

22



olsun. v, ile v, arasindaki 1 ayrit ve v, ile v, arasindaki 1 ayrit graftan silindiginde
baskinlik sayisi 1 artar. Buradan E5 kiimesindeki her e; ayriti i¢in alt bagimlilik sayi-

larinin 2 oldugu goriiliir.

Durum 1,durum 2 ve durum 3’ten

bay(G1 © Gy) = Z b, (G1©Gy) + Z b, (G1 © Gy) + Z b, (Gy © Gy)
e,€EEq e, €L, e,€EE3
_ 2s5+nm.l+n.k.2
T s+nm4nk
_ 2s+nm+2nk
T s+nm+nk

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonuc 4.1. B, ve P, sirasiyla n ve m tepeli yol graflar, C, ve C,, sirasiyla n ve m
tepeli gevre graflar, K, ; n tepeli tam graf, K; ,, ; n+1 tepeli yildiz graf ve W, ,, ; n+1
tepeli tam graf olmak iizere asagidaki tabloda Teorem 4.1’in 6zel graflar i¢in sonug-

lart verilmistir. (m > 4).

Cizelge 4.1. Teorem 4.1 i¢in sonuglar.

Graflar Ortalama alt bagimhlik degerleri
P op 3nm—2
n m sz)nm _ %
nm
oP -z
Cn © B . an3 2 :
nm+ 3m —
Ki,©P _—
Ln m 22nm +2m
K, 0P, 2(n® + 3nm — 3n)

n% + 4nm — 3n
3nm+3m+2n—-2

Win © B 2n§n+irr§+n2—1
nm+ 2n —
Py 0 G 2nm+n—1
Cr © G 32nn1:ln-|:|-2:
3m(n+1)+2n
Kin © Cm W
ke
W1,n o Cm 3nm+3m+4n

2(n+nm+m)
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Teorem 4.2. Gq; n tepeli, s ayrith ve G, m tepeli, k ayrith iki baglantili graf ve
y(G,) = 1olsun. t, G, grafindaki (n-1) dereceli tepeleri gostermek lizere;
t tek ise:

(F) ] H(rm =)

s+n.m+n.k

S
bav(Gl © GZ) =

t ¢ift ise:

(e (€rom-C ) erm—(wrnm-(3))F)

s+n.m+n.k

ba,(Gy © Gy) = " dir.

Ispat: Ortalama alt bagimlilik sayis1 bulunurken t’nin tek ya da ¢ift olmasina gore 2

durum olusur.

Durum 1: t tek olsun.
Jv; € V; olmak lizere, taglama islemi tanimindan dolay1 v; tepesi taglama isleminin
yapildig1 G; grafinin tiim tepeleriyle baglantilidir. Buradan goriiliir ki v; tepesi ve (n-

1) dereceli t tane tepe kendi aralarinda K, alt tam grafini olusturur. t+1 ¢ift say1

oldugundan b(K;,,) = %’dir (Fink vd., 1990). K,,; alt grafindan bir miikemmel

esleme ¢ikarildiginda K, alt grafinin tiim tepe dereceleri 1 azalir. Boylece G; +
{v;} alt grafinin baskinlik sayis1 1 artar, bununla beraber G;,G, grafinin baskinlik

sayist 1 artmus olur.

|E(Kiyq)| = (Hzl)'t = (thrl) oldugu agiktir ve X = (thrl) olsun.

el el’,...,el” G;+{v;} grafindaki K,,; grafimin ayritlar olsun. Ayrica D kiimesi

G10G, grafindaki tim eji*ayrltlarlm icersin, i € {1,2,...,n}vej € {1,2,...,x}.

Boylece her eji* € D aynti i¢in b i+ (K;11) = % elde edilir. Ayrica E(G; © G,)\D’
J

nin her ayrit1 igin alt bagimlilik sayisi % elde edilir.
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Buradan;

n X
1
bav(GloGﬁ=m(ZZbejg*(GloGz)+ > b(GioGy)
i=1j=1 e€ E(G1,G2)\D

_ n.((t“gl).(%))+n.(k+m—(Hz'l)).(#)+s.(?)

s+n.m+n.k

() [ (k-5 (ED)]

- s+n.m+n.k

elde edilir.

Durum 2: t ¢ift olsun.
Jv; € V; i¢in v; tepesinin taglama islemi yapilan G; grafiyla olusturulan G; + {v;} alt

grafi , v; tepesi ile (n-1) dereceli t tane tepe K, alt tam grafini olusturur. t+1 degeri

t+

tek say1 oldugundan b(K;y 1) = Tz’dir (Fink vd, 1990). K,, alt grafindan bir en

biiyiik esleme ¢ikarilirsa K, 1 alt grafinda t dereceli sadece 1 tepe kalir. Bu en biiyiik
eslemeyle birlikte t dereceli tepeye bitigik herhangi bir aynt G; + {v;} alt grafindan
¢ikarilirsa bu grafin baskinlik sayisi 1 artar. Agiktir Ki G; © G, grafinin baskinlik sa-

yis1 1 artmis olur.

B* kiimesi G; + {v;} grafindaki K,,, alt grafina bitisik ayritlart gostersin ve

eji* € E(K;y1) UB™olsun, i € {1,2,...,n} vej € {1,2,..., ((t + 1).m) — x}.

Durum I’den X = (thrl) oldugu biliniyor. Diger taraftan D kiimesi G1,G, grafindaki

tim e']-i* ayritlarini igersin, i € {1,2,...,n}vej € {1,2, ..., ((t + 1).m) — x}.

Boylece her eji* € D ayntii¢in b i+ (Ky41) = %’ dir. Ayrica E(Gy © G,)\D' nin her
]

ayrit i¢in alt bagimlilik sayis1 % "dir.
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Buradan;

1 n X
bar (61 62) = fpeaop Q. ) b (GroG) + ) b (61962)

i=1 =1 e€ E(G10G2)\D

_ rf(enme ) femeesnm (1))

s+n.m+n.k

) m{(eromCENE{(em-(er0m- PN

s+n.m+n.k

elde edilir.

Durum 1 ve durum 2’den ispat tamamlanir.

Sonug 4.2. B, ve B, sirastyla n ve m tepeli yol graflar, C, ve C,, sirastyla n ve m

tepeli ¢evre graflar, K, ve K, sirastyla n ve m tepeli tam graflar, K, ,, ve K ,,, siras1y-

la n+1 ve m+1 tepeli y1ldiz graflar ve Wy ,, ve W ,, sirasiyla n+1 ve m+1 tepeli teker-

lek graflar olmak iizere asagidaki tabloda Teorem 4.2°in 6zel graflar i¢cin sonuglar

verilmistir.

y(G,) = 1 olacagindan P, i¢cin m=2, m=3 ve (,, i¢in m=3 olmahdwr. K;,, K,

W1 1¢in m = 4 olmalidir.

Cizelge 4.2. Teorem 4.2 i¢in sonuglar.

Graflar Ortalama alt bagimhlik degerleri
A 3nm+3n—-3
m=2 ise —
Pn © Pm —n s Anm-—n-2
m=3 ise ————
6nm—3n—3 2nm =1
P,oC, —fnm +3n_12
nm+3n—
Pn © Kl’m 2nm +2n_—1
m tek ise:
(n—1)_(#)4_71_[(t-gl)_(%)_l_((m.(ﬂzl—1).+m_(t42—1)).(#)>]
m.(m-1)
n-D4+n.m+n———
B, oK s 2
OO mgift ise:
=0 (5 (e D= (1) (5 (25720 m (e Dm= (1)) ()
(n—-1) +nm+nmemD
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6nm+3n—2

o bbbttt
Pn Wl,m 3nm42n—1
. 3nm+3n
m=2 ise —
Cn © Pm . dnm-—n
m=3 ise
6 3n o
nm —
Cn © Cm 4an +3n
nm+3n
Cn © Kl,m 2nm +2?l
m tek ise:
t+3 t+1\ [t+1 m.(m—-1) t+1 t+3
"'(T)+"'[( 2 )-(T)Jf((f”"—( 2 ))'(T)>]
n+n.m+n.%_1)
C,°K,
m ¢ift ise:
(59 (@ D= (99) () # (2572 4 m = (4 D= () (59)
n+n.m+n ==
6nmn +3n
Cn ° Wl'm 3nm+2n
—A . 3nm+3n+3m
m=2 ise 2nm+2m-—1
Kl,n © Pm —n i Anm+4m-—n-3
m=3 is¢ —m8M8M8M8M8—
T i
nm —3n—
Ki,© _—
Ln Cm . 2nm;—27r£1}+n T
nm+3n+4m+
o kbl ™"
Kl'n Kl'm 2nm +2m+2n+1
m tek ise:
3 1 (m—1 3
a ()| (2GR
m.(m—1)
Kln o Km o n+(n+1).m—i—(n—i—l).i2
' m ¢ift ise:
n (5 + G (@ D= () () # (252 m= (@4 D= () (59)
n+m+1).m+ (n+1).@
6nm+3n+6m+1
o -
Kln Wl'm 3nm +2n+23m+1
. —(nz—n)+3nm
m=2 ise nz(n?
———=+2nm-—-n
K oP 2
n m =3 n?+4nm—4n
M=3 15€ 20D L onm —n
2
%n.(n—1)+6nm —6n
K, o C, %_1)+2nm
n2+4nm
Kn © Kl,m %_1)+2m+n
m tek ise
n.(n-1) [t+3 t+1y (t+1 m.(m-1) t+1 t+3
K oKk T-(T)Jf”-[( 2 )-(T)Jf((f*“m—( 2 ))-(T)>]
n m 1), m(m—1)
tn.m+n. >
m ¢ift ise
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2 (5 n (s D= () () # (252 (s D= () ()

n.(n-1)
2

+nm+nm—(m 1

Kn o Wl,m

n2+6nm

@-{-Bnm +n

3nm+6n+3m

2nm+n+2m—1
4nm+n+4m-3

m=3 ise
2nm+4n+2m—1

m=2 ise

6nm+6m—6
2nm+42n+2m

Wl,n o Kl,m

4nm+5n+4m+1
2nm+3n+2m+1

m tek ise:

on (o[ =m019) ()|

m.(m—1)
2

2n+(n+1).m+(n+1).
m ¢ift ise:

on (29 + 0. [(r D= () () # (2524 m— (o m- (1))

m(m 1)

2n+ m+1).m+ (n+1).

6nm+5n+6m+1
3nm+4+3n+3m+1

Tanimm 4.2. G; GVve G,graflarinin toplanmasiyla elde edilen G; + G, grafi olsun ve

(V(Gl) E (Gl)) ve G, = (V(Gz) E (Gz)) ile gosterilsin. G grafinin tepeleri ve
ayritlart sirasiyla V(G) = V(G;) UV(G,) ve E(G) = E(G) UE(Gy) U{eylu€
V(Gy1),v € V(G;)} seklinde gosterilir (Chartrand ve Lesniak 2004).

Sekil 4.2. 7 tepeli, 18 ayrith C4 + P53 grafi.

G n tepeli, s ayritl ve G, m tepeli, k ayrith iki baglantili graf olsun.
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Gy + G, grafinin tepeler kiimesi V/(G; + G, ) olsun ve V(G; + G, ) =V, UV, ola-

rak yazilsin.V; kiimesi G; grafinin ve V', kiimesi G, grafinin tepeler kiimesi olsun.

Benzer sekilde G + G, grafinin ayntlar kiimesi E(Gy + G, ) olmak iizere
E(Gy + G, ) = E; U E, U Ej5 olacak sekilde bu kiimeler asagidaki sekilde yazilsin.

E1 ={evivj EE(Gl+Gz) |’l7i EVl,vj EVl},lEll =S,
E, ={evivj EE(Gl+GZ) |vi € Vi, EVZ},IEZI =n.m,

E3 = {e,n, EE(G1+Gy) | v, €Vy,yp €V} B3] = k.

Ayrica Gy grafindaki (n-1) dereceli tepelerin sayist t, G, grafindaki (m-1) dereceli

tepelerin sayis1 w olsun.

Teorem 4.3. Gq; n tepeli, s ayrith ve G, m tepeli, k ayritli iki baglantili graf olsun. Gy

grafindaki (n-1) dereceli tepelerin sayisi t, G, grafindaki (m-1) dereceli tepelerin sa-

n+m-1 , dir

yis1woolsun. (t+w)=1ise by, (Gy + G2) = 2 — ——

Ispat: t+w=1 olmas1 icin y(G;) =1 ve y(G,) = 2 veya y(G,) =1 ve y(G,) = 2
olmalidir. y(G;) = 1 oldugundan y(G; + G;) = 1 oldugu aciktir ve t=1 oldugundan

G + G, grafinin baskin kiime sayist da 1 olur.

Teorem 2.18’den baskin kiime sayist 1 olan n tepeli bir baglantili grafta b, (G) =

2- |;(_Gl)| dir. Ayrica [V(Gy + G)| =n+mve |[E(Gy + Gy)| =s + nm + k' dur.

O halde G; + G, baglantili grafi i¢in (t+w)=1 oldugundan b, (G; + G;) =2 —
n+m_1 ~ .. IR K .

prw— oldugu agikca goriiliir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.4. Gq; n tepeli, s ayrith ve G, m tepeli, k ayrith iki baglantili graf olsun.
y(Gy) = 1,y(G,) = 2 veya y(G,) = 1vey(Gy) = 2 olsun. (t+w) >2 igin;
t+w cift ise:

()4 onam )~ (5 (222)

s+n.m+k

bav(Gl + GZ) =

)
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t+w tek ise:

A=((t+w).(n+m)— (tzw) olmak iizere

t+w+1

A.
bav(Gl + GZ) = ( 2

t+w+3

) dir.

)+[(s+n.m+k)—A].(
s+n.m+k

Ispat: (t+w)’nin ¢ift ya da tek olmasina gére iki durum olusur.

Durum 1: (t+w) gift ise:

G, grafindaki (n-1) dereceli t tane tepe ve G, grafindaki (m-1) dereceli w tane tepe
K, alt grafini olusturur. (t+w) ¢ift oldugundan b(K;,,, ) = HTW’dir (Fink vd, 1990).

K., alt grafindan bir miikemmel esleme ¢ikarilirsa her tepe derecesi (t+w-2) olup
Gy + G, grafinda y(G; + G,) = 2 olur. K,,, alt grafindaki herhangi bir e ayritim
iceren bir miikemmel esleme ¢ikarildiginda G; + G, grafinin baskinlik sayisinin arta-

cag1 acikca goriiliir.

K;,,, alt grafinin ayrit sayisi E(KHW):w: (Héw) olup K,,, alt

grafindaki her e aynti i¢in b(K;,,,) = HTW' dir. Ayrica E(G; + G,)\E (K;4,)' nin

, .. - +w+2
tiim ayritlar i¢in alt bagimlilik sayisi d MZ/ olur.
Boylece;
oy (G + Gy) = > b GG+ > b, (Gy + G,)
av 1 2) — |E(Gl + Gz)l e 1 2 e 1 2
e EE(Keqw) e € E(G1+G)\E (K 4w)

(U)o~ L)

s+n.m+k

bav(Gl + GZ) =

oldugu gortiliir.

Durum 2: (t+w) tek ise:

G, grafindaki (n-1) dereceli t tane tepe ve G, grafindaki (m-1) dereceli w tane tepe

t+w+1
2

K., alt grafimi olusturur. (t+w) tek oldugundan b(K,,, ) = oldugu
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tir. K;,,, alt grafindan bir en biiyiik esleme ¢ikarilirsa K, alt grafinda t+w-1 dere-
celi 1 tepe kalir. Bu en biiyiik esleme ile birlikte t+w-1 dereceli tepeye bitisik 1 ayrit
¢ikarildiginda G; + G, i¢in y(G; + G;) = 2 olur. Gy + G’ nin baskinlik sayisi 1

artar.

B, K:;, alt grafinin ayritlarina komsu ayritlart igeren bir kiime olsun. |B| =

(t+w).(n+m)— (Héw) elde edilir. Boylece E (K;4,, U B) kiimesindeki her e ayriti
t+w+1
2

t+w+3
2

icin b(Kyy) = olur. E(Gy + G3)(E(K¢4+,) UB)" nin tim ayntlar1 igin alt

bagimlilik sayisi olur. Buradan;

1

e 6 = 5 G+ )

b, (G; + G;) + b, (G + G)
e EE(Krw UB) ¢ € (B(G1+C(E (K 11)UB)

3 |BI.(SE0) +(s+nm+k)—|BIL(F22)

s+n.m+k

A=(t+w).(n+m)— (t;‘”) olmak tizere,

bay (Gy + Ga) = A (HV2VH> +[(s +n.m+k)—A] (HVzHB)

s+nm+k

elde edilir.
Durum 1 ve durum 2’den ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.3. G; n tepeli, s ayrith ve G, m tepeli, k ayrith iki baglantili graf olsun.

y(G1) = 1,¥(G,) = 1 olsun. Teorem 4.4 i¢in 3 durum s6z konusudur.

Durum 1. t=w=1 ise (t+w)=2 olacagindan

()4 onam )~ (5 (222)

s+n.m+k

bav(Gl + GZ) =

elde edilir.
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Durum 2. tw>2 ise (t+w) >2 olacagindan

(t-;W)_(HTW)+[(s+n.m+k)_(tzw)]'($)

s+n.m+k

t+wtek ise A = (t +w).(n+m)— (“}") olup

t+w ¢ift ise by, (G + G2) =

)

A.
bav (Gl + GZ) =

(t+w +1
2

)+[(s+n.m+k)—A].(
s+n.m+k

t+w +3)
2

elde edilir.

Durum 3. t=1,w >2 ise(t+w) >2 olup;
CEO(E) Hs+nm+i0—(5")].(2522)
s+n.m+k

t+wtek ise 4 = (t+w).(n+m) — (“3") olup,

t+w gift ise by, (G + G,) =

)

A.
bav (Gl + GZ) a

(t+W+l

> )+[(s+n.m+k)—A].(

s+n.m+k

t+W+3)
2

elde edilir.

Teorem 4.5. Gy; n tepeli, s ayrith ve G, m tepeli, k ayrith iki baglantili graf olsun.
Y(Gy) = 2,¥(Gy) = 2 ise;

i) b(G; + Gy) <max{4(G,) + m, A(G,) + n} + 1,

i) bay (Gy + G2) < 2+ max{ 4(Gy) +m, A(G,) + n} — 282 g

ispat:
i) 2.16. teoreminden y(G) = 2 ise b(G) < A(G) + 1 oldugu agikga goriiliir. Boylece
herhangi bir G; + G, grafii¢in y(G;) = 2 ve y(G;) = 2 ise:

b(G;+G,) <A(G;+Gy) +1

olur.
Ayrica A(G; + G,) = max{4(G,) + m, A(G,) + n}' dir.
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Buradan,

b(Gl + Gz) < maX{A(Gl) + m,A(Gz) + Tl} +1

elde edilir.

ii) Herhangi bir baglantili G grafinda y(G) = 2 ise b(G) < A(G) + 1 oldugu agik¢a

goriiliir. Boylece herhangi bir G grafi igin:

b(G)
|E(G)]

by (G) < (b(G) +1) -

elde edilir.

Ayrica herhangi iki baglantili graf i¢in y(G;) = 2ve y(Gy) = 2 ise y(G; + G) = 2
oldugu aciktir.

Bu durumda,

b(G) <A(G) +1
b(G)+1=<4(G)+2

b(G) b(G)
b(G)+1- EG)] <AG)+2 - EG)|
elde edilir.

Buradan;

b,, (G) <b(G)+1—ﬁ

wreT |E(G)]
b(G)

by, (G) <A(G) + 2 — )|

bulunur.
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G = Gy + G, oldugundan

bao (G1 + G2) < A(Gy + ) + 2 — 1+ G2)
b(Gy + G;)
by, (G + G;) <2+ max{ A(Gy) + m, A(G,) + n} — m

elde edilir.
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BOLUM 5
SONUC VE ONERI

Bu tez calismasinda, son zamanlarda tanimlanan ortalama alt bagimlilik sayisinin
tekerlek graf igeren graflar ve verilen herhangi iki baglantili grafin taglama ve topla-

ma islemleri altinda degerleri hesaplanmistir.

Tekerlek graf iceren graflarda W, 5, ve Sf, graflarinin tepe sayilarmin esit oldugu
kolayca goriiliir. Bu iki grafin ortalama alt bagimlilik degerlerine baktigimizda
Daw(Wizn) =32 Ve by (Sf,) = (n tek ise), by (Sf) =2 (n cift ise) oldugundan
ortalama alt bagimlilik sayis1 bakimindan, Sf, grafinin W 5, grafindan daha saglam
oldugu goriiliir. Bununla beraber f,,G,,H, graflarinin ayrit sayilar1 esittir. Bu ii¢

grafi ortalama alt bagimlilik degerlerine gore karsilastirdigimizda, H,, grafinin daha

dayanikli oldugu gortiliir.

Taglama ve toplama islemlerinin ortalama alt bagimlilik sayis1 bakimindan karsilasti-

rilmasi i¢in asagidaki tablo verilmistir.

Cizelge 5.1. 6 farkli graf i¢in alt bagimlilik ve ortalama alt bagimlilik degerleri.

Gy G b(Gy© G2) | bay(Gy ©G2) | b(Gy +Ga) | bay(Gy + G2)
Ky Ce 1 1534 1 1,800
Ke Pry 1 1534 3 3,820
K« Wi s 1 1,940 1 1,080
P, Wy g 1 1,961 1 1,831
Co P, 1 1,833 1 1714
Ce K, 3 3,09 2 2,833
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Cizelge 5.1° deki sonuglar1 kontrol ettigimizde asagidaki sonuclar elde edilir. Elde
edilen bu Sonu(;lardan b(C10 o P3) = b(Clo + P3) =1 ) baU(CIO o P3) = 1,833
ve by, (Cig + P3) = 1,714 degerlerini ele alalim.

Buradan ortalama alt bagimlilik sayisinin, bagimlilik sayisina gére daha hassas bir

Olgim oldugu kolayca goriiliir. Teorem 2.17’den biliyoruz ki b(G) < b, (G) <

(b(6) + 1) — X927 dir. Cizelge 5.1' den kolayca gorilliir ki b(Kys + Wis) =1 ve
E(G) . :

b, (K1,5 + W1,5) = 1,980’ dir. Teorem 2.17’den ortalama alt bagimlilik degeri tist
siira ne kadar yakinsa graf o kadar dayaniklidir. (K1,5 + W1'5) grafi i¢in bunu ko-
layca gorebiliriz. Ust smira yakin olmasinin anlami baskinlik sayismi 1 ayrit silerek
artirmak i¢in, gereken ayrit sayisinin ¢ok az olmasidir. Buda ortalama alt bagimlilik
sayisinin daha hassas bir 6l¢iim oldugunu gosterir. Bununla beraber G; + G, grafinin
G, © G, grafina gore ortalama alt bagimlilik sayis1 bakimindan daha dayanikli oldugu
goriilmustiir. Diger bir sonug olarak, G; © G, grafindan G, grafinin baskinlik sayis1 1
ise Gy © G, grafinin ortalama alt bagimlilik sayis1 bakimindan daha dayanikli oldugu
goriilmistiir. Bununla beraber, ileri ¢alismalar igin ¢evre graf igeren graflarin ortala-
ma alt bagimlilik sayilarinin bulunmas ilgi ¢ekici olabilir. Bununla beraber, farklhi

graf islemleri i¢in ortalama alt bagimlilik degerleri bulunabilir.
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