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Günümüzde iletiĢim ağları; internet, tedarik zinciri, elektrik devreleri ve bunun gibi 

birçok sistemde geniĢ bir biçimde yer alır. Bir iletiĢim ağını modellerken bu ağın 

dayanıklılığının hesabı ağ tasarımcıları için önemlidir. Matematiksel olarak bir ileti-

Ģim ağı graflar ile modellenir. ĠletiĢim ağının dayanıklılığını ölçmek için graf teoride 

birçok dayanıklılık parametresi tanımlanmıĢtır. Bu tez çalıĢmasında ilk olarak genel 

graf tanımları, son zamanlarda tanımlanmıĢ ortalama alt bağımlılık sayısı tanımı ve 

bununla ilgili teoremler verilmiĢtir. Daha sonra, tekerlek graf içeren graf yapıları için 

ortalama alt bağımlılık sayıları hesaplanmıĢtır. Bununla beraber verilen herhangi 

bağlantılı iki 𝐺1 ve 𝐺2 grafının taçlama 𝐺1 ○ 𝐺2  ve toplama(𝐺1 + 𝐺2) iĢlemlerinin 

ortalama alt bağımlılık değerleri elde edilmiĢtir. Son olarak elde edilen ortalama alt 

bağımlılık değerleri sonuçlarının karĢılaĢtırılması verilmiĢtir. 
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Networks desribe a wide range of systems in nature and society including examples 

the ınternet, metabolic networks, electric power grids, supply chains. The reliability of 

a network is of prime importance of network designers. In mathematics a network is 

described by a graph. There are a lot of parameters to find reliabilty of a given network 

which is modelled by a graph. In this thesis, firstly general graph definitions, the 

definition of the average lower bondage number that is defined recently and theorems 

which are related to the average lower bondage numbers are given. Then the average 

lower bondage number of wheel graph and wheel related graphs are calculated. 

Furtermore the average lower bondage numbers of corona graphs 𝐺1 ○ 𝐺2   and join 

graphs(𝐺1 + 𝐺2) of given any two graphs 𝐺1 and 𝐺2 are investigated also exact 

formulas are obtained. Finally the experimental comparisons of our results with the 

average lower bondage numbers are given. 
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SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

 

SĠMGELER 

 

𝑁𝐺(𝑣) : tepenin açık komĢuluğu 

𝑁𝐺[𝑣]
 
   : tepenin kapalı komĢuluğu 

Ѵ 𝐺  : tepeler kümesi 

𝐸(𝐺) : ayrıtlar kümesi 

𝑑𝐺(𝑣) : v tepesinin derecesi 

δ 𝐺  : minimum tepe derecesi 

𝛥 𝐺  : maksimum tepe derecesi 

𝑘 𝐺  : bağlantılılık değeri 

𝛾 𝐺  : baskınlık sayısı 

𝑏 𝐺  : bağımlılık sayısı 

𝑏𝑒 𝐺     : e ayrıtını içeren alt bağımlılık sayısı 

𝑏𝑎𝑣 𝐺    : ortalama alt bağımlılık sayısı 

𝐺1 ○ 𝐺2  : 𝐺1 ve 𝐺2 graflarının taçlama iĢlemi 

𝐺1 + 𝐺2 : 𝐺1 ve 𝐺2 graflarının toplama iĢlemi 

𝑃𝑛  : yol graf 

𝐶𝑛  : çevre graf 

𝑊𝑛  : tekerlek graf 

𝐾𝑛  : tam graf 

𝐾1,𝑛  : yıldız graf 

𝑊1,𝑛        : tekerlek graf 

𝐺𝑛    : diĢli graf 

𝐻𝑛    : dümen graf 

𝑓𝑛    : arkadaĢlık graf 

𝑆𝐹𝑛    : ayçiçeği graf 
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BÖLÜM 1 

 

GĠRĠġ 

 

Graflar, kimyasal sistemler, yapay sinir ağları, sosyal sistemler veya internet ve 

World Wide Web gibi farklı sistemleri modellemek için kullanılmaktadır. KarmaĢık 

ağların incelenmesi, son yıllarda fizik, matematik, biyoloji, sosyal bilimler, biliĢim 

ve diğer teorik ve uygulamalı bilimleri içeren disiplinler arası alanda en yaygın konu-

lardan biri olmuĢtur ve bu konu ile ilgili birçok bilimsel çalıĢma yapılmıĢtır. 

 

Bir iletiĢim ağı, merkezlerden ve bu merkezleri birbirine bağlayan bağlantı hatların-

dan oluĢur. Bir 𝐺 = (Ѵ 𝐺 , 𝐸 𝐺 ) grafı, tepeler olarak adlandırılan ve Ѵ(𝐺) ile gös-

terilen sonlu sayıda nesneden oluĢan boĢtan farklı bir küme ile G grafının ayrık tepe 

çiftlerinin düzensiz sıralanıĢı olan ve 𝐸(𝐺) ile gösterilen kümeden (bu küme boĢ ola-

bilir) oluĢur (West, 1996). Bir iletiĢim ağının temelini oluĢturan topoloji bir graf ile 

modellendiğinde, grafın tepeler kümesi ağdaki merkezlere, grafın ayrıtlar kümesi 

ağdaki bağlantı hatlarına karĢılık gelir. Graf teori, bir iletiĢim ağının mimarisinin 

tasarımında ve analizinde güçlü bir matematiksel araçtır. 

 

KarmaĢık ağların analizinde temel konu, ağların sağlamlığının ve güvenilirliğinin 

belirlenmesidir. Amaç, her türlü saldırı veya iĢlev bozukluğu durumunda, ağ sistemi-

nin davranıĢını öngörmek, anlamak ve mümkünse bunu önceden kontrol altına al-

maktır. ĠletiĢim ağlarının tasarımında ağ topolojisinin sağlamlığı oldukça önemlidir. 

Bir iletiĢim ağı, dıĢtan gelen etkiler altında kolayca bozulmayacak biçimde, bozul-

maya uğraması durumunda da kolayca yeniden yapılandırılabilecek biçimde tasar-

lanmalıdır. Bu nedenle iletiĢim ağları tasarlanırken, veri akıĢında sürekliliği sağla-

mak için ağın dıĢtan gelen etkilere karĢı göstereceği direnci önemsemek gerekir. Di-

renci yüksek olan bir model diğer ağ modellerine göre daha çok tercih edilir. Böylece 

bir sorunla karĢılaĢılması durumunda ağda oluĢabilecek hasar baĢtan en aza indirge-

nebilir.
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Bunun için önceden teorik yaklaĢımlar yapılarak oluĢabilecek hasarlar için önlemler 

alınabilir. Bu yaklaĢımlar zedelenebilirlik(vulnerability) adıyla graf teoride önemli 

bir yere sahiptir. 1950‟lerden beri graf teori ile çalıĢanlar pek çok ölçüm kullanmıĢ-

lardır. Örneğin, bir çizgenin bağlantılılığı (connectivity) önemlidir ve iletiĢim ağının 

dayanıklılığının ilk ölçümlerinden biridir (Frank ve Frisch, 1970). Ancak, bağlantılı-

lık sayısı,  graftan tepe ya da ayrıt silinmesinden sonra bağlantılılığın devam etmesi 

için grafın dayanıklılığının sadece bir kısmını yansıtır. Bu parametrenin dıĢında zede-

lenebilirlikle ilgili graf teoride pek çok ölçüm çalıĢılmıĢtır. Bunlar; ayrıt bağlantılık 

(edge-connectivity), toplam bağlantılık (total-connectivity), bütünlük (integrity), ay-

rıt bütünlük (edge-integrity), sağlamlık (toughness), kararlılık (tenacity), dayanıklılık 

(toughness), saçılma sayısı (scattering number), baskınlık sayısı (domination 

number), bağımlılık sayısı (bondage number) vb. olarak isimlendirilmiĢlerdir. Bu 

parametrelere ek olarak bir grafın dayanıklılığını hesaplamak için yeni bir parametre 

olan ve son zamanlarda tanımlanan ortalama alt bağımlılık sayısı (average lower 

bondage number) tanımlanmıĢtır. Ortalama alt bağımlılık sayısı diğer parametrelere 

göre daha hassas bir ölçümdür. Bununla beraber, bir grafın baskınlık ve bağımlılık 

sayılarının eĢit olduğu durumlarda graf dayanıklılığı hakkında bilgi edinmeyi sağlar 

(Turacı, 2016a).  

 

Bu tez çalıĢmasında ikinci bölümünde genel graf tanımları ve teoremleri, son zaman-

larda tanımlanmıĢ ortalama alt bağımlılık sayısı tanımı ve bununla ilgili teoremler 

verilmiĢtir. Tezin üçüncü bölümünde, tekerlek graf içeren graf yapıları için ortalama 

alt bağımlılık sayıları hesaplanmıĢtır. Dördüncü bölümde, verilen herhangi bağlantılı 

iki 𝐺1 ve 𝐺2 grafının taçlama 𝐺1 ○ 𝐺2  ve toplama(𝐺1 + 𝐺2) iĢlemlerinin sonuçları 

elde edilmiĢtir. Son olarak beĢinci bölümde elde edilen sonuçların karĢılaĢtırılması 

yapılmıĢtır. 
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BÖLÜM 2 

 

TEMEL GRAF TANIM VE TEOREMLERĠ 

 

Tanım 2.1. Bir G grafındaki herhangi bir v tepesinin açık komĢuluğu (open 

neigborhood), v tepesine komĢu olan tepelerin oluĢturduğu kümedir ve 𝑁𝐺(𝑣)
 
olarak 

gösterilir. Benzer Ģekilde v tepesinin kapalı komĢular kümesi ise 𝑁𝐺 𝑣 ∪ {𝑣} Ģeklin-

de tanımlanır ve 𝑁𝐺[𝑣]
 
  olarak gösterilir (Chartrand ve Lesniak, 1986). 

 

Tanım 2.2. Bir G grafında herhangi bir 𝑣 ∈ Ѵ 𝐺  tepesinin derecesi, o tepenin biti-

Ģik olduğu ayrıtların sayısıdır ve 𝑑𝐺(𝑣)
 
ile gösterilir (Buckley ve Harary, 1990). 

 

Tanım 2.3.  Bir G grafının tepe derecelerinin en küçüğüne grafın minimum tepe de-

recesi (minimum vertex degree) denir ve δ 𝐺   ile gösterilir (Chartrand ve Lesniak, 

1986). 

 

Tanım 2.4. Bir G grafının tepe derecelerinin en büyüğüne grafın maksimum tepe 

derecesi (maximum vertex degree) denir ve 𝛥 𝐺  ile gösterilir (Chartrand ve 

Lesniak, 1986). 

 

Tanım 2.5. Bir 𝐺 Ѵ 𝐺 , 𝐸(𝐺)  grafının bazı ayrıt ve tepelerinden Ѵ1 𝐺 ⊂ Ѵ(𝐺) ve 

𝐸1(𝐺) ⊂ 𝐸(𝐺) olmak üzere 𝐻 Ѵ1 𝐺 , 𝐸1(𝐺)  ile tanımlı grafa, G grafının bir alt 

grafı (subgraph) denir (Buckley ve Harary, 1990). 

  

Tanım 2.6. Bağlantılı bir G grafını bağlantısız yapmak veya tek izole tepe elde et-

mek için graftan çıkarılması gereken en az tepe sayısına grafın bağlantılılığı 

(connectivity) denir ve  𝑘 𝐺  ile gösterilir (Buckley ve Harary, 1990). 

 

Tanım 2.7. G grafının bağımsız ikili ayrıtlar kümesi G‟de bir eĢleme olarak 

adlandırılır, maksimum eleman sayısında bir eĢleme ise maksimum (en büyük) 
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eĢleme olarak adlandırılır. M, G grafında bir eĢleme olmak üzere G‟nin her tepesi 

M‟nin bir ayrıtı ile eĢleĢiyorsa M, G‟de mükemmel eĢlemedir (Chartrand ve Lesniak, 

1986). 

 

Tanım 2.8.  𝑆 ⊆ Ѵ 𝐺 ,  bir G grafının tepeler kümesinin boĢ olmayan bir alt kümesi 

olsun. G grafının her bir tepesi; S kümesine ait veya S kümesinin bir tepesine bitiĢik 

ise bu S kümesine bir baskın küme denir. Bir grafın baskınlık sayısı ise baskın küme-

ler arasında en az elemana sahip kümenin eleman sayısı olarak tanımlanır ve 𝛾 𝐺  ile 

gösterilir (Chartrand ve Lesniak, 1986). 

 

Tanım 2.9.  𝐸′ ⊆ 𝐸 𝐺  olmak üzere, 𝛾 𝐺 − 𝐸′ > 𝛾(𝐺) Ģartını sağlayan minimum 

elemanlı 𝐸′  kümesinin eleman sayısına grafın bağımlılık sayısı (bondage number) 

denir ve 𝑏 𝐺  ile gösterilir (Fink vd., 1990). 

 

BaĢka bir deyiĢle, 

𝑏 𝐺 = min𝐸′ ⊆𝐸 𝐺 { | 𝐸′  : 𝛾 𝐺 − 𝐸′ > 𝛾 𝐺  ′ dir. 

 

Tanım 2.10. Bir 𝐺 Ѵ 𝐺 , 𝐸(𝐺)  grafında, bir e ayrıtını içeren minimum elemanlı 

bağımlılık kümesinin eleman sayısına e ayrıtının alt bağımlılık değeri denir ve 𝑏𝑒 𝐺  

ile gösterilir. Her 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) için elde edilen ortalama alt bağımlılık değeri (average 

lower bondage number) 

𝑏𝑎𝑣 𝐺 =
1

|𝐸 𝐺 |
 𝑏𝑒𝑖

 𝐺 

𝑒𝑖∈ 𝐸(𝐺)

 

Ģeklinde tanımlanır (Turacı, 2016a). 

 

Örnek 2.1. ġekil 2.1‟de gösterilen G; 4 tepeli bir çevre grafa eklenen 2 tepe ve 2 

ayrıtın birleĢtirilmesiyle oluĢan bir graf olsun. 
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Öncelikle baskınlık ve bağımlılık kümelerini ve sayılarını bulalım. 

 

𝑆1 = {𝑣1, 𝑣2} baskın kümedir. 

𝑆2 = {𝑣2, 𝑣3} baskın kümedir. 

𝑆3 = {𝑣2, 𝑣4} baskın kümedir. 

𝑆4 = {𝑣3, 𝑣5 , 𝑣6} baskın kümedir. 

𝑆5 =  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4  baskın kümedir. 

𝑆6 = {𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} baskın kümedir. 

𝑆7 = {𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5,𝑣6} baskın kümedir. 

 

𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4, 𝑆5, 𝑆6 ve 𝑆7 kümeleri G grafının baskın kümeleridir. Bu grafın baskınlık 

sayısı ise bu baskın kümelerden minimum elemanlı kümenin eleman sayısıdır. 𝑆1, 𝑆2 

ve 𝑆3 kümeleri minimum elemanlı baskın küme olup,  baskınlık sayısı 𝛾 𝐺 = 2‟dir. 

 

𝐸1 = {𝑒1, 𝑒2} ayrıtları graftan silindiğinde geriye kalan 𝐺 − {𝑒1, 𝑒2} grafının mini-

mum elemanlı baskın kümesi, baskınlık sayısı tanımından 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3} olur. Böy-

lece, 𝐺 − {𝑒1, 𝑒2} grafının baskınlık sayısı ise 𝛾 𝐺 −  𝑒1, 𝑒2  = 3 bulunur. 

 

𝐸2 = {𝑒5} ayrıtı graftan silindiğinde geriye kalan 𝐺 − {𝑒5} grafının minimum ele-

manlı baskın kümesi, baskınlık sayısı tanımından 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2 , 𝑣5} olur. Böylece, 

𝐺 − {𝑒1, 𝑒2} grafının baskınlık sayısı ise 𝛾 𝐺 −  𝑒5  = 3 bulunur. 

 

     ġekil 2.1. 6 tepeli ve 6 ayrıtlı G grafı. 
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Diğer durumlarda da baskınlık sayısının 3 olması için graftan silinen ayrıt sayısı 1 ya 

da 1‟den büyük bulunur. Minimum elemanlı kümenin eleman sayısı, bağımlılık sayı-

sı olduğundan G grafının bağımlılık sayısı 𝑏 𝐺 = 1‟dir. 

 

Çizelge 2.1' den görüldüğü gibi 𝑏𝑒1
 𝐺 = 2 , 𝑏𝑒2

 𝐺 = 2 , 𝑏3 𝐺 = 2 , 𝑏𝑒4
 𝐺 =

2, 𝑏5 𝐺 = 1, 𝑏𝑒6
 𝐺 = 1 olduğundan 𝑏𝑎𝑣 𝐺 =

(2+2+2+2+1+1)

6
=

5

3
 elde edilir. 

 

Çizelge 2.1. Her 𝑒𝑘 ∈ 𝐸(𝐺) için bağımlılık sayıları. 

 

Ayrıtlar 
𝒆𝒌 ayrıtını içeren minimum 

bağımlılık kümesi 
𝒃𝒆𝒌

(𝑮) 

𝑒1  𝑒1, 𝑒2 ,  𝑒1, 𝑒5 , {𝑒1, 𝑒6} 2 

𝑒2  𝑒2, 𝑒1 ,  𝑒2, 𝑒5 , {𝑒2, 𝑒6} 2 

𝑒3  𝑒3, 𝑒4 ,  𝑒3, 𝑒5 , {𝑒3, 𝑒6} 2 

𝑒4  𝑒4, 𝑒3 ,  𝑒4, 𝑒5 , {𝑒4, 𝑒6} 2 

𝑒5 {𝑒5} 1 

𝑒6 {𝑒6} 1 

 

 

ġimdi, baskınlık sayısı, bağımlılık sayısı ve ortalama alt bağımlılık sayıları ile ilgili 

bilinen sonuçlar verilecektir. 

 

Teorem 2.1. 𝑊1,𝑛 , n+1 tepeli bir tekerlek graf olmak üzere 𝛾 𝑊1,𝑛 = 1' dir (Haynes 

vd., 1998). 

 

Teorem 2.2. 𝐺𝑛 , 2n+1 tepeli bir diĢli graf olmak üzere 𝑛 ≥ 4 için  𝛾(𝐺𝑛) =  
n

2
 + 1′ 

dir (Aytaç vd., 2011). 

 

Teorem 2.3.  𝑓𝑛 , 2n+1 tepeli bir arkadaĢlık graf olmak üzere 𝑛 ≥ 3 için  𝛾(𝑓𝑛) = 1′ 

dir (Haynes vd., 1998).  

 

Teorem 2.4. 𝐻𝑛 , 2n+1 tepeli bir dümen graf olmak üzere 𝑛 ≥ 4 için  𝛾 𝐻𝑛 = 𝑛′ dir 

(Khalil, 2011).  
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Teorem 2.5. 𝑆𝐹𝑛 , 2n+1 tepeli bir ay çiçeği graf olmak üzere 𝑛 ≥ 4 için  𝛾 𝑆𝐹𝑛 =

 
𝑛

2
 ′ dir (Turacı, 2016b). 

 

Teorem 2.6.  𝐾𝑛  bir tam graf olmak üzere 𝑛 ≥ 2 için 𝑏 𝐾𝑛 =  
𝑛

2
 ′dir (Fink vd., 

1990). 

 

Teorem 2.7. 𝑃𝑛  bir yol graf olmak üzere 𝑛 ≥ 2 için  

𝑏 𝑃𝑛 =  
  2,     𝑛 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 ;

1,         𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑑𝑒.
     (Fink vd., 1990). 

 

Teorem 2.8. 𝐶𝑛  bir çevre graf olmak üzere 𝑛 ≥ 3 için  

𝑏 𝐶𝑛 =  
3,   𝑛 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 ;
2,         𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑑𝑒.

     (Fink vd., 1990). 

 

Teorem 2.9. 𝐾1,𝑛  bir yıldız graf olmak üzere 𝑛 ≥ 3 için 𝑏 𝐾1,𝑛 = 1′ dir (Fink vd., 

1990). 

 

Teorem 2.10. 𝑊1,𝑛 , n+1 tepeli bir tekerlek graf olmak üzere 𝑛 ≥ 3 için  𝑏(𝑊1,𝑛) =

1' dir (Aytaç vd.,  2011).  

 

Teorem 2.11. 𝐺𝑛 , 2n+1 tepeli bir diĢli graf olmak üzere 𝑛 ≥ 4 için 

𝑏(𝐺𝑛) =  
3 , 𝑛 𝑡𝑒𝑘;
2, 𝑛 ç𝑖𝑓𝑡.

     (Aytaç vd., 2011). 

 

Teorem 2.12. 𝐾𝑛  bir tam graf olmak üzere 𝑛 ≥ 2 için 𝑏𝑎𝑣 𝐾𝑛 =  
𝑛

2
 ′dir (Turacı, 

2016a).  

 

Teorem 2.13. 𝑃𝑛  bir yol graf olmak üzere 𝑛 ≥ 2 için  

𝑏𝑎𝑣 𝑃𝑛 =  

4𝑛−6

3𝑛−3
 ,       𝑛 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 ;

    2,          𝑛 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 ;
5𝑛−7

3𝑛−3
 ,      𝑛 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 .

  (Turacı, 2016a). 

 

 



8 

Teorem 2.14. 𝐶𝑛  bir çevre graf olmak üzere 𝑛 ≥ 3 için  

𝑏𝑎𝑣 𝐶𝑛 =  
   3,   𝑛 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 ;

2,      𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑑𝑒.
       (Turacı, 2016a). 

 

Teorem 2.15. 𝐾1,𝑛  bir yıldız graf olmak üzere 𝑛 ≥ 3 için, 𝑏𝑎𝑣 𝐾1,𝑛 = 1′ dir (Turacı, 

2016a). 

 

Teorem 2.16. n tepeli ve bağlantılı bir G grafı için 𝛾 𝐺 = 2 ise 𝑏 𝐺 ≤ 𝛥 𝐺 +

1′dir (Fink vd., 1990). 

 

Teorem 2.17. n tepeli ve bağlantılı bir G grafı için 𝑏 𝐺 ≤ 𝑏𝑎𝑣 𝐺 ≤  𝑏 𝐺 + 1 −

𝑏(𝐺)

|𝐸 𝐺 |
′dir (Turacı, 2016a). 

 

Teorem 2.18. G; n tepeli ve bağlantılı bir graf olsun. Eğer G grafının baskın 

kümesayısı 1 ise, 𝑏𝑎𝑣 𝐺 = 2 −
𝑛−1

|𝐸 𝐺 |
′dir (Turacı, 2016a). 
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BÖLÜM 3 

 

TEKERLEK GRAF ĠÇEREN GRAFLARDA ORTALAMA ALT  

BAĞIMLILIK SAYILARININ BULUNMASI 

 

Tanım 3.1. 

Tekerlek  graf (Wheel Graph); nC  çevre grafının tepelerinin bir merkez tepe ile bir-

leĢtirilmesiyle elde edilir ve 1,nW  ile gösterilir (West, 1996). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      ġekil 3.1. 6 tepeli,10 ayrıtlı 𝑊1,5 grafı. 

 

Tanım 3.2. 

Dişli graf (Gear Graph); 1,nW  tekerlek grafının, nC   üzerindeki her ayrıtına birer 

tepe eklenmesiyle elde edilir ve nG  ile gösterilir (Aytaç ve Turacı 2011). 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                    ġekil 3.2. 11 tepeli, 15 ayrıtlı 𝐺5 grafı.
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Tanım 3.3. 

Dümen graf (Helm Graph); Bir 1,nW  tekerlek grafının nC  çevre grafının üzerindeki 

her tepeye yeni bir tepe eklenmesiyle elde edilir ve nH  ile gösterilir (Javaid ve 

Shokat 2008). 

 

 
 

                                    ġekil 3.3. 11 tepeli, 15 ayrıtlı 𝐻5 grafı. 

 

Tanım 3.4. 

Arkadaşlık graf (Friendship Graph); Sabit bir noktadan n  tane 3C  gafının birleĢme-

siyle elde edilir ve nf  ile gösterilir (Aytaç ve OdabaĢ 2011). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                    ġekil 3.4. 11 tepeli, 15 ayrıtlı 𝑓5 grafı. 
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Tanım 3.5. 

Ay çiçeği graf (Sun Flower Graph); Bir nW  tekerlek grafının çevre üzerindeki ardıĢık 

tepeleri bir tepe ile birleĢtirmesiyle elde edilir ve nSf  ile gösterilir (Javaid ve Shokat 

2008). 

 

 
 

                                      ġekil 3.5. 11 tepeli, 20 ayrıtlı 𝑆𝑓5 grafı. 

 

Teorem 3.1. 𝑊1,𝑛 , 𝑛 + 1 tepeli bir tekerlek graf olmak üzere 𝑛 > 3 için 

𝑏𝑎𝑣 𝑊1,𝑛 =
3

2
  dir. 

 

Ġspat: 𝑊1,𝑛  grafının tepeler kümesi  Ѵ(𝑊1,𝑛) olmak üzere Ѵ(𝑊1,𝑛) = Ѵ1 ∪ Ѵ2 olsun. 

Ve bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde oluĢturulsun. 

 

Ѵ1 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝑊1,𝑛 |𝑑𝑊1,𝑛
 𝑣𝑖 = 𝑛},  Ѵ1 = 1, 

Ѵ2 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝑊1,𝑛 |𝑑𝑊1,𝑛
 𝑣𝑖 = 3},  Ѵ2 = 𝑛. 

 

Benzer Ģekilde 𝑊1,𝑛  grafının ayrıtlar kümesi 𝐸 𝑊1,𝑛   olmak üzere              

 𝐸 𝑊1,𝑛 = 𝐸1 ∪  𝐸2  olsun ve  bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde oluĢturulsun. 

 

𝐸1 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝑊1,𝑛    𝑣𝑖 ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸1 = 𝑛 , 

𝐸2 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝑊1,𝑛    𝑣𝑖 ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ1  ,  𝐸2 = 𝑛 . 
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Ortalama alt bağımlılık sayısı bulunurken baskınlık sayısını artırmak için silinecek 

ayrıtlar için iki durum söz konusudur. Bu durumlar ayrıtların 𝐸1 ve 𝐸2 kümesinden 

seçilmesine göre değiĢir. 

 

Durum 1: Teorem 2.1' den  𝛾(𝑊1,𝑛) = 1 dir. Amacımız 𝐸1 kümesinden minimum 

sayıda ayrıt silerek baskınlık sayısını artırmaktır. Fakat 𝐸1 kümesinden herhangi bir 

ayrıt silindiğinde baskınlık sayısının değiĢmeyeceği açık olarak görülür. Bu durumda 

𝑒𝑖 ∈ 𝐸1 ve 𝑒𝑗 ∈ 𝐸2 olacak Ģekilde 2 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. 

𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 ∈ 𝑉2 iki ardıĢık tepe ve 𝑣𝑧 ∈ 𝑉1 olsun. 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki bir ayrıt  (𝑒𝑖 ∈ 𝐸1) 

ve 𝑣𝑧  ile 𝑣𝑥  arasındaki bir ayrıtın (𝑒𝑗 ∈ 𝐸2) silinmesiyle baskınlık sayısı 1 artar. Bu-

radan 𝐸1 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayılarının 2 olduğu görülür. 

 

Durum 2: ∀ 𝑒𝑖 ∈ 𝐸2 için 1 ayrıt silerek baskınlık sayısı 1 artırılır. Buradan 𝐸2 küme-

sindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısının 1 olduğu açıktır. 

Durum 1 ve durum 2‟den  

 

𝑏𝑎𝑣(𝑊1,𝑛) =   𝑏𝑒𝑖
(𝑊1,𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸1

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝑊1,𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸2

) 

                 =
𝑛 .2+𝑛 .1

2𝑛
=

3𝑛

2𝑛
=

3

2
     

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.2. 𝐺𝑛 , 2𝑛 + 1 tepeli bir diĢli graf olmak üzere 𝑛 ≥ 4 için              

𝑏𝑎𝑣(𝐺𝑛) =  

10

3
   , 𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑠𝑒,

  
7

 3
     , 𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒.

  

 

Ġspat: 𝐺𝑛  grafının tepeler kümesi  Ѵ(𝐺𝑛) olmak üzere Ѵ(𝐺𝑛) = Ѵ1 ∪ Ѵ2 ∪ Ѵ3 olsun. 

Bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde oluĢturulsun. 

 

Ѵ1 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝐺𝑛 |𝑑𝐺𝑛
 𝑣𝑖 = 𝑛},  Ѵ1 = 1, 

Ѵ2 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝐺𝑛 |𝑑𝐺𝑛
 𝑣𝑖 = 3},  Ѵ2 = 𝑛, 
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Ѵ3 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝐺𝑛 |𝑑𝐺𝑛
 𝑣𝑖 = 2},  Ѵ3 = 𝑛. 

 

Benzer Ģekilde 𝐺𝑛  grafının ayrıtlar kümesi 𝐸(𝐺𝑛) olmak üzere 𝐸(𝐺𝑛) = 𝐸1 ∪  𝐸2 

olsun. Bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde oluĢturulsun. 

 

𝐸1 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝐺𝑛    𝑣𝑖 ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ3  ,  𝐸1 = 2𝑛, 

𝐸2 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝐺𝑛     𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸2 = 𝑛. 

 

Ortalama alt bağımlılık sayısı bulunurken n‟ nin çift ya da tek olmasına göre 2 durum 

vardır. 

 

Durum 1: n tek olsun. Silinecek ayrıtların 𝐸1 ya da 𝐸2 kümesinden seçilmesine göre 

2 alt durum oluĢur. 

 

Alt Durum 1: Teorem 2.2‟ den  𝛾(𝐺𝑛) =  
n

2
 + 1 olduğu aĢikardır(𝑛 ≥ 4). Amacı-

mız 𝐸1  kümesinden minimum sayıda ayrıt silerek baskınlık sayısını artırmaktır. Fa-

kat 𝐸1 kümesinden 1 ya da 2 ayrıt silindiğinde baskınlık sayısı artırılamaz. 𝐸1 küme-

sinden silinecek 3 ayrıtla baskınlık sayısı 1 artırabilir. Aralarındaki uzaklık 2 olacak 

Ģekilde Ѵ2′ nin 2 tepesi 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  olsun. 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki 2 ayrıt ve 𝑣𝑧 ∈ Ѵ3 olacak 

Ģekilde 𝑣𝑧  ile 𝑣𝑥  arasındaki 1 ayrıt olmak üzere toplamda 3 ayrıt graftan silindiğinde 

baskınlık sayısı 1 artar. Böylece, 𝐸1 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayı-

sı 3 elde edilir. 

 

Alt Durum 2: Sadece 𝐸2 kümesinden ayrıtların silinmesiyle baskınlık sayısının art-

madığı kolayca görülür. Bu durumda, 𝐸1 kümesinden 3 ayrıt ve 𝐸2 kümesinden 1 

ayrıt olmak üzere toplamda 4 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. Arala-

rındaki uzaklık 2 olacak Ģekilde Ѵ2 ' nin 2 tepesi 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  olsun. Bununla beraber,  

𝑣𝑧 ∈ Ѵ3 ve 𝑣𝑚 ∈ Ѵ1 olacak Ģekilde 4 tepeyi ele alalım. 𝑣𝑥  ile  𝑣𝑦  arasındaki 2 ayrıt, 

𝑣𝑦  ile 𝑣𝑧  arasındaki 1 ayrıt ve 𝑣𝑦  ile 𝑣𝑚  arasındaki 1 ayrıt silinerek baskınlık sayısı 1 

artacağı kolayca görülür. Buradan 𝐸2 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık 

sayısı 4 elde edilir. 
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Alt durum 1 ve alt durum 2‟ den  

𝑏𝑎𝑣(𝐺𝑛) =   𝑏𝑒𝑖
(𝐺𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸1

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝐺𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸2

) 

              =
2𝑛 .3+𝑛 .4

3𝑛
=

10𝑛

3𝑛
=

10

3
 

 

elde edilir. 

 

Durum 2: n çift olsun. Silinecek ayrıtların 𝐸1 ya da 𝐸2 kümesinden seçilmesine göre 

2 alt durum oluĢur. 

 

Alt Durum 1: Teorem 2.2‟ den  𝛾(𝐺𝑛) =  
n

2
 + 1 dir. 𝐸1 kümesinden 1 ayrıt silerek 

baskınlık sayısı artırılamaz. Bu durumda 𝐸1 kümesinden silinecek 2 ayrıtla baskınlık 

sayısı 1 artırılır. Aralarındaki uzaklık 2 olacak Ģekilde Ѵ2′ nin 2 tepesi 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  olsun. 

𝑣𝑥  ile  𝑣𝑦  arasındaki 2 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. Böylece, 𝐸1 

kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 2 elde edilir. 

 

Alt Durum 2: Sadece 𝐸2 kümesinden seçilecek ayrıtların silinmesiyle baskınlık sa-

yısı artırılamaz. 𝐸1 kümesinden 2 ayrıt ve 𝐸2 kümesinden 1 ayrıt olmak üzere top-

lamda 3 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. Aralarındaki uzaklık 2 olan 

Ѵ2′ nin 2 tepesi 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  ve  𝑣𝑧 ∈ Ѵ1 olsun.  𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki 2 ayrıt ve, 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑧  

arasındaki 1 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısının 1 artacağı kolayca görülür. 

Böylece 𝐸2 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 3 elde edilir. 

Alt durum 1 ve alt durum 2‟ den  

 

𝑏𝑎𝑣(𝐺𝑛) =   𝑏𝑒𝑖
(𝐺𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸1

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝐺𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸2

) 

              =
2𝑛 .2+𝑛 .3

3𝑛
=

7𝑛

3𝑛
=

7

3
 

 

elde edilir. 

 

Durum 1 ve durum 2 „den ispat tamamlanmıĢtır. 
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Teorem 3.3. 𝑓𝑛 , 2𝑛 + 1 tepeli bir arkadaĢlık graf olmak üzere  𝑛 > 3 için    

𝑏𝑎𝑣 𝑓𝑛 =
4

3
  tür. 

 

Ġspat: 𝑓𝑛  grafının tepeler kümesi Ѵ(𝑓𝑛) olmak üzere Ѵ 𝑓𝑛 = Ѵ1 ∪ Ѵ2 olarak aĢağı-

daki Ģekilde yazılsın. 

 

Ѵ1 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝑓𝑛 |𝑑𝑓𝑛
 𝑣𝑖 = 2𝑛},  Ѵ1 = 1, 

Ѵ2 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝑓𝑛 |𝑑𝑓𝑛
 𝑣𝑖 = 2},  Ѵ2 = 2𝑛. 

 

Benzer Ģekilde 𝑓𝑛  grafının ayrıtlar kümesi 𝐸(𝑓𝑛) olmak üzere 𝐸(𝑓𝑛) = 𝐸1 ∪  𝐸2 ola-

rak aĢağıdaki Ģekilde yazılsın. 

 

𝐸1 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝑓𝑛    𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸1 = 2𝑛, 

𝐸2 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝑓𝑛    𝑣𝑖 ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸2 = 𝑛. 

 

Ortalama alt bağımlılık sayısı bulunurken silinecek ayrıtların 𝐸1 ya da 𝐸2 kümesin-

den seçimine göre 2 durum vardır. 

 

Durum 1: Teorem 2.3' ten 𝛾(𝑓𝑛) = 1 dir. 𝐸1 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için 𝑣𝑥  ∈ Ѵ1 

ve  𝑣𝑦  ∈ Ѵ2 olacak Ģekilde 2 tepe seçilip bu tepeler arasındaki 1 ayrıt silindiğinde 

baskınlık sayısı 1 artar. Buradan 𝐸1 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayı-

sının 1 olduğu açıktır. 

 

Durum 2: 𝐸2 kümesindeki ayrıtların tek baĢına silinmesi baskınlık sayısını artırmak 

için yeterli değildir. Fakat  𝐸1 kümesinden 1 ayrıt ve 𝐸2 kümesinden 1 ayrıt olmak 

üzere toplamda 2 ayrıt silerek baskınlık sayısını artırabiliriz. 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 ∈ Ѵ2 olacak Ģe-

kilde 2 ardıĢık tepe ve 𝑣𝑧 ∈ Ѵ1 olacak Ģekilde 1 tepe, 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑧  komĢu tepeler olacak 

Ģekilde seçilsin. 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki 1 ayrıt ve 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑧  arasındaki 1 ayrıt graftan 

silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. Buradan 𝐸2 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt 

bağımlılık sayısı 2 elde edilir. 
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Durum 1 ve durum 2‟den  

 

𝑏𝑎𝑣(𝑓𝑛) =   𝑏𝑒𝑖
(𝑓𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸1

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝑓𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸2

) 

             = 
2𝑛 .1+2.𝑛

3𝑛
=

4𝑛

3𝑛
=

4

3
  

 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.  

 

Teorem 3.4. 𝐻𝑛 , 2𝑛 + 1 tepeli bir dümen graf olmak üzere  𝑛 > 4 için         

𝑏𝑎𝑣 𝐻𝑛 =
10

3
 tür. 

 

Ġspat: 𝐻𝑛  grafının tepeler kümesi  Ѵ(𝐻𝑛) olsun. Ѵ(𝐻𝑛) = Ѵ1 ∪ Ѵ2 ∪ Ѵ3 olarak aĢa-

ğıdaki Ģekilde yazılsın. 

 

Ѵ1 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝐻𝑛 |𝑑𝐻𝑛
 𝑣𝑖 = 𝑛},  Ѵ1 = 1, 

Ѵ2 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝐻𝑛 |𝑑𝐻𝑛
 𝑣𝑖 = 4},  Ѵ2 = 𝑛, 

Ѵ3 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝐻𝑛 |𝑑𝐻𝑛
 𝑣𝑖 = 1},  Ѵ3 = 𝑛. 

 

Benzer Ģekilde 𝐻𝑛  grafının ayrıtlar kümesi 𝐸(𝐻𝑛) olmak üzere                      

𝐸(𝐻𝑛) = 𝐸1 ∪  𝐸2 ∪  𝐸3 olsun ve bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde yazılsın. 

 

𝐸1 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝐻𝑛    𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸1 = 𝑛, 

𝐸2 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝐻𝑛    𝑣𝑖 ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸2 = 𝑛, 

𝐸3 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝐻𝑛    𝑣𝑖 ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ3  ,  𝐸3 = 𝑛. 

 

Ortalama alt bağımlılık sayısı bulunurken silinecek ayrıtların 𝐸1, 𝐸2 ya da 𝐸3 küme-

sinden seçimesine göre 3 durum vardır. 

 

Durum 1: Teorem 2.4' ten 𝛾(𝐻𝑛) = 𝑛 dir. Sadece 𝐸1 kümesinden silinecek ayrıtlarla 

baskınlık sayısı artırılamaz. Fakat, 𝐸1 kümesinden 1 ayrıt, 𝐸2 kümesinden 2 ayrıt ve 

𝐸3 kümesinden 1 ayrıt olmak üzere toplamda 4 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık 
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sayısı en az 1 artırılabilir. 𝑣𝑥 ∈ Ѵ2 olacak Ģekilde bir 𝑣𝑥  tepesi seçilsin. Bu 𝑣𝑥  tepesi-

ne bitiĢik tüm ayrıtlar silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. Buradan 𝐸1 kümesindeki 

her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 4 elde edilir. 

 

Durum 2: Yalnızca 𝐸2 kümesinden silinecek ayrıtlarla baskınlık sayısı artırılamaz. 

Bu durumda 𝐸2 kümesinden 2 ayrıt ve 𝐸3 kümesinden 1 ayrıt olmak üzere toplamda 

3 ayrıt silindiğinde baskınlık sayısı 1 arttırılabilir. 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 ,𝑣𝑧 ∈ Ѵ2 olacak Ģekilde ardı-

Ģık 3 tepe ve 𝑣𝑘 ∈ Ѵ3 olacak Ģekilde 1 tepe, 𝑣𝑦  ile 𝑣𝑘  tepeleri komĢu tepeler olacak 

Ģekilde alınsın. 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki 1 ayrıt, 𝑣𝑦  ile 𝑣𝑧  arasındaki 1 ayrıt ve 𝑣𝑦  ile 𝑣𝑘  

arasındaki 1 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısının 1 artacağı kolayca görülür. 

Böylece, 𝐸2 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 3 elde edilir. 

 

Durum 3: : Yalnızca 𝐸3 kümesinden silinecek ayrıtlarla baskınlık sayısı artırılamaz. 

Bu durumda 𝐸2 kümesinden 2 ayrıt ve 𝐸3 kümesinden 1ayrıt olmak üzere toplamda 3 

ayrıt silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 ,𝑣𝑧 ∈ Ѵ2 olacak Ģekilde ardıĢık 3 tepe 

ve 𝑣𝑘 ∈ Ѵ3 olacak Ģekilde 1 tepe alınsın. Burada  𝑣𝑦  tepesi ile 𝑣𝑘  tepesi komĢu tepe-

ler olmak üzere 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki 1 ayrıt, 𝑣𝑦  ile 𝑣𝑧  arasındaki 1 ayrıt ve 𝑣𝑦  ile 𝑣𝑘  

arasındaki 1 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir. Böylece, 𝐸3 kü-

mesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 3 elde edilir. 

Durum 1, durum 2 ve durum 3‟ten  

 

𝑏𝑎𝑣(𝐻𝑛) =   𝑏𝑒𝑖
(𝐻𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸1

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝐻𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸2

) +  𝑏𝑒𝑖
(𝐻𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸3

) 

               =
𝑛 .4+𝑛 .3+𝑛 .3

3𝑛
=

10𝑛

3𝑛
=

10

3
  

 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.5. 𝑆𝐹𝑛 , 2𝑛 + 1 tepeli bir ay çiçeği graf olmak üzere  𝑛 ≥ 4 için 

𝑏𝑎𝑣 𝑆𝑓𝑛 =  

7

2
   , 𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑠𝑒;

5

2
    , 𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒.
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Ġspat: 𝑆𝑓𝑛  grafının tepeler kümesi  Ѵ(𝑆𝑓𝑛) ve  Ѵ(𝑆𝑓𝑛) = Ѵ1 ∪ Ѵ2 ∪ Ѵ3 olmak üzere 

bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde yazılsın. 

 

Ѵ1 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝑆𝑓𝑛 |𝑑𝑆𝑓𝑛
 𝑣𝑖 = 𝑛},  Ѵ1 = 1, 

Ѵ2 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝑆𝑓𝑛 |𝑑𝑆𝑓𝑛
 𝑣𝑖 = 5},  Ѵ2 = 𝑛, 

Ѵ3 =  𝑣𝑖 ∈ Ѵ(𝑆𝑓𝑛 |𝑑𝑆𝑓𝑛
 𝑣𝑖 = 2},  Ѵ3 = 𝑛. 

 

Benzer Ģekilde 𝑆𝑓𝑛  grafının ayrıtlar kümesi 𝐸(𝑆𝑓𝑛) olmak üzere                    

𝐸(𝑆𝑓𝑛) = 𝐸1 ∪  𝐸2 ∪  𝐸3 olacak Ģekilde bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde yazılsın.  

 

𝐸1 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝑆𝑓𝑛    𝑣𝑖 ∈  Ѵ1 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸1 = 𝑛,  

𝐸2 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝑆𝑓𝑛    𝑣𝑖  ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸2 = 𝑛, 

𝐸3 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸 𝑆𝑓𝑛    𝑣𝑖  ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ3  ,  𝐸3 = 2𝑛. 

 

Ortalama alt bağımlılık sayısı bulunurken n ‟nin çift ya da tek olmasına göre 2 durum 

söz konusudur.  

 

Durum 1: n tek olsun. Silinecek ayrıtların 𝐸1, 𝐸2 ya da 𝐸3 kümesinden seçilmesine 

göre 3 alt durum oluĢur. 

 

Alt Durum 1: Teorem 2.5' ten 𝛾 𝑆𝑓𝑛 =  
𝑛

2
  dir. Sadece 𝐸1 kümesinden silinecek 

ayrıtlarla baskınlık sayısı artırılamaz. Bu durumda, 𝐸1 kümesinden 1 ayrıt ve 𝐸3 kü-

mesinden 3 ayrıt olmak üzere toplamda 4 ayrıt silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırıla-

bilir. 𝑖 = 2𝑘 + 1 (𝑖 = 1,3, … ,2𝑛 − 5) olmak üzere  𝑒𝑖 , 𝑒𝑖+2, 𝑒𝑖+4 ∈ 𝐸3 olacak Ģekilde 

herhangi 3 ayrıt veya 𝑖 = 2𝑘(𝑖 = 2,4, … ,2𝑛 − 6)  olmak üzere  𝑒𝑖 , 𝑒𝑖+2, 𝑒𝑖+4 ∈ 𝐸3 

olacak Ģekilde herhangi 3 ayrıt ve bu ayrıtlara ek olarak 𝐸1 kümesinden herhangi bir 

ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir. Böylece, 𝐸1 kümesindeki her 

𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 4 elde edilir. 

 

Alt Durum 2: Sadece 𝐸2 kümesinden sileceğimiz ayrıtlarla baskınlık sayısı artırıla-

maz. Fakat, 𝐸2 kümesinden 1 ayrıt ve 𝐸3 kümesinden 3 ayrıt olmak üzere toplamda 4 
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ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı en az 1 artırılabilir. 𝑖 = 2𝑘 + 1 (𝑖 =

1,3, … ,2𝑛 − 5) olmak üzere  𝑒𝑖 , 𝑒𝑖+2, 𝑒𝑖+4 ∈ 𝐸3 olacak Ģekilde herhangi 3 ayrıt veya 

𝑖 = 2𝑘 (𝑖 = 2,4, … ,2𝑛 − 6) olmak üzere  𝑒𝑖 , 𝑒𝑖+2, 𝑒𝑖+4 ∈ 𝐸3 olacak Ģekilde herhangi 

3 ayrıt ve bu ayrıtlara ek olarak 𝐸2 kümesinden herhangi bir ayrıt graftan silindiğinde 

baskınlık sayısı 1 artar. Böylece, 𝐸2 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayı-

sı 4 olur. 

 

Alt Durum 3: 𝐸3 kümesinden 3 ayrıt silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir. 

𝑖 = 2𝑘 + 1 (𝑖 = 1,3, … ,2𝑛 − 5) olmak üzere  𝑒𝑖 , 𝑒𝑖+2, 𝑒𝑖+4 ∈ 𝐸3 olacak Ģekilde her-

hangi 3 ayrıt veya 𝑖 = 2𝑘 (𝑖 = 2,4, … ,2𝑛 − 6) olmak üzere  𝑒𝑖 , 𝑒𝑖+2, 𝑒𝑖+4 ∈ 𝐸3 ola-

cak Ģekilde herhangi 3 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir.  Böy-

lece,  𝐸3 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 3 elde edilir. 

 

Alt durum 1, alt durum 2 ve alt durum 3‟ten  

 

𝑏𝑎𝑣(𝑆𝑓𝑛) =   𝑏𝑒𝑖
(𝑆𝑓𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸1

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝑆𝑓𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸2

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝑆𝑓𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸3

) 

              =
𝑛 .4+𝑛 .4+3.2𝑛

4𝑛
=

14𝑛

4𝑛
=

7

2
 

 

elde edilir.  

 

Durum 2: n çift olsun. Silinecek ayrıtların 𝐸1, 𝐸2 ya da 𝐸3 kümesinden seçilmesine 

göre 3 alt durum oluĢur. 

 

Alt Durum 1: Amacımız 𝐸1 kümesinden minimum sayıda ayrıt silerek baskınlık 

sayısını 1 artırmaktır. Sadece 𝐸1 kümesinden silinecek ayrıtlarla baskınlık sayısı artı-

rılamaz. Fakat, 𝐸1 kümesinden 1 ayrıt ve 𝐸3 kümesinden 2 ayrıt olmak üzere toplam-

da 3 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir. 𝑣𝑥 ∈ Ѵ3 olacak Ģekilde 

herhangi bir 𝑣𝑥  tepesi seçilsin. Bu 𝑣𝑥  tepesine bitiĢik 2 ayrıt ve 𝐸1 kümesindeki her-

hangi bir ayrıt graftan sildiğinde baskınlık sayısı 1 artar. Buradan 𝐸1 kümesindeki her 

𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 3 elde edilir. 
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Alt Durum 2: Sadece 𝐸2 kümesinden silinecek ayrıtlarla baskınlık sayısı artmaz. 

Ancak, 𝐸2 kümesinden 1 ayrıt ve 𝐸3 kümesinden 2 ayrıt olmak üzere toplamda 3 

ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir. 𝑣𝑥 ∈ Ѵ3  olacak Ģekilde her-

hangi bir 𝑣𝑥  tepesi seçilsin. Bu 𝑣𝑥  tepesine bitiĢik 2 ayrıt ve 𝐸2 kümesindeki herhangi 

bir ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. Böylece, 𝐸2 kümesindeki her 𝑒𝑖  

ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 3 elde edilir. 

 

Alt Durum 3: 𝐸3 kümesinden 2 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabi-

lir. 𝑣𝑥 ∈ Ѵ3 olacak Ģekilde herhangi bir 𝑣𝑥  tepesi seçilsin. Bu 𝑣𝑥  tepesine bitiĢik 2 

ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir. Böylece, 𝐸3 kümesindeki her 

𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 2 elde edilir. 

 

Alt durum 1, alt durum 2 ve alt durum 3‟ ten  

 

𝑏𝑎𝑣(𝑆𝑓𝑛) =   𝑏𝑒𝑖
(𝑆𝑓𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸1

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝑆𝑓𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸2

) +   𝑏𝑒𝑖
(𝑆𝑓𝑛

𝑒𝑖∈ 𝐸3

) 

              =
𝑛 .3+𝑛 .3+2.2𝑛

4𝑛
=

10𝑛

4𝑛
=

5

2
 

 

elde edilir. 

 

Böylece, Durum 1 ve durum 2‟ den ispat tamamlanmıĢtır. 
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BÖLÜM 4 

 

GRAF ĠġLEMLERĠNDE ORTALAMA ALT BAĞIMLILIK SAYILARININ 

BULUNMASI 

 

Tanım 4.1. 𝐺1 ○ 𝐺2 Ģeklinde gösterilen taçlama iĢlemi 𝐺2 grafının kopyalarının 𝐺1 

grafındaki her tepeyle ve 𝐺2grafının i. kopyasındaki her tepesinin 𝐺1 grafının i.tepesi 

ile birleĢtirilmesi ile elde edilir. i=1,2,…,|𝐺1| (Chartrand ve Lesniak 2004). 

 

𝐺1 n tepeli, s ayrıtlı ve 𝐺2 m tepeli, k ayrıtlı iki bağlantılı graf olsun. 

 

𝐺1 ○ 𝐺2 grafının tepeler kümesi Ѵ(𝐺1 ○ 𝐺2) olsun ve  Ѵ(𝐺1 ○ 𝐺2) = Ѵ1 ∪ Ѵ2 olarak 

yazılsın. Ѵ1 kümesi  𝐺1 grafının ve Ѵ2 kümesi 𝐺1 grafının her bir tepesine bağlı 

𝐺2  graflarının tepeler kümesi olsun.  

 

Benzer Ģekilde 𝐺1 ○ 𝐺2 grafının ayrıtlar kümesi 𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2) olmak üzere                    

𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2) = 𝐸1 ∪  𝐸2 ∪  𝐸3 olacak Ģekilde bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde yazılsın.  

 

𝐸1 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈  𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2)   𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ1  ,  𝐸1 = 𝑠,  

𝐸2 =  𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈  𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2   𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸2 = 𝑛. 𝑚, 

𝐸3 =  𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈  𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2   𝑣𝑖 ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸3 = 𝑛. 𝑘. 

Buradan 𝛾(𝐺1 ○ 𝐺2) = 𝑛 dir (Haynes vd., 1998). 
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                                   ġekil 4.1. 16 tepeli, 24 ayrıtlı 𝐶4 ○ 𝑃3  grafı. 

 

Teorem 4.1. 𝐺1 n tepeli, s ayrıtlı ve 𝐺2 m tepeli, k ayrıtlı iki bağlantılı graf olsun.  

 

Eğer 𝛾(𝐺2) ≥ 2 ise  𝑏𝑎𝑣 𝐺1 ○ 𝐺2 =
2.𝑠+𝑛 .𝑚+2.𝑛 .𝑘

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
′ dir. 

 

Ġspat: Ortalama alt bağımlılık sayısı bulunurken silinecek ayrıtların 𝐸1, 𝐸2 ya da 𝐸3 

kümesinden seçilmesine göre 3 durum oluĢur. 

 

Durum 1: 𝑒𝑖 ∈ 𝐸1 olsun. Baskınlık sayısını en az 1 artırmak için 𝐸1  kümesinden 

minimum sayıda ayrıt silinmesi gerekir. Sadece 𝐸1 kümesinden silinecek ayrıtlarla 

baskınlık sayısı artırılamaz. Fakat, 𝐸1 kümesinden 1 ayrıt ve 𝐸2 kümesinden 1 ayrıt 

olmak üzere toplamda 2 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir. 

𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 ∈ Ѵ1 iki ardıĢık tepe ,𝑣𝑧 ∈ Ѵ2 olsun. 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki 1 ayrıt ve 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑧  

arasındaki 1 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artar. Çünkü 𝛾(𝐺2) ≥ 2′ dir. 

Buradan 𝐸1 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayılarının 2 olduğu görülür. 

 

Durum 2: 𝑒𝑖 ∈ 𝐸2 olsun.  𝐸2 kümesinden seçilen 1 ayrıt graftan silindiğinde 

𝛾(𝐺2) ≥ 2 olduğundan baskınlık sayısı 1 artar. 𝑣𝑥 ∈ Ѵ1 ve  𝑣𝑦 ∈ Ѵ2 olacak Ģekilde 

iki tepe seçilsin. 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki 1 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 

artar. Buradan 𝐸2 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayılarının 1 olduğu 

açıktır. 

 

Durum 3: 𝑒𝑖 ∈ 𝐸3 olsun. Sadece 𝐸3 kümesinden silinecek ayrıtlarla baskınlık sayısı 

artırılamaz. Fakat, 𝐸2 kümesinden 1 ayrıt ve 𝐸3 kümesinden 1 ayrıt olmak üzere top-

lamda 2 ayrıt graftan silindiğinde baskınlık sayısı 1 artırılabilir.𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 ∈ Ѵ2 ,𝑣𝑧 ∈ Ѵ1 
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olsun. 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑦  arasındaki 1 ayrıt ve 𝑣𝑥  ile 𝑣𝑧  arasındaki 1 ayrıt graftan silindiğinde 

baskınlık sayısı 1 artar. Buradan 𝐸3 kümesindeki her 𝑒𝑖  ayrıtı için alt bağımlılık sayı-

larının 2 olduğu görülür. 

 

Durum 1,durum 2 ve durum 3‟ten  

 

𝑏𝑎𝑣(𝐺1 ○ 𝐺2) =   𝑏𝑒𝑖
(

𝑒𝑖∈ 𝐸1

𝐺1 ○ 𝐺2) +   𝑏𝑒𝑖
(𝐺1 ○ 𝐺2

𝑒𝑖∈ 𝐸2

) +  𝑏𝑒𝑖
(

𝑒𝑖∈ 𝐸3

𝐺1 ○ 𝐺2) 

               = 
2.𝑠+𝑛 .𝑚 .1+𝑛 .𝑘 .2

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
 

               =
2.𝑠+𝑛 .𝑚+2.𝑛 .𝑘

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
  

 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.1.  𝑃𝑛  ve 𝑃𝑚  sırasıyla n ve m tepeli yol graflar, 𝐶𝑛  ve 𝐶𝑚  sırasıyla n ve m 

tepeli çevre graflar, 𝐾𝑛  ; n tepeli tam graf, 𝐾1,𝑛  ; n+1 tepeli yıldız graf ve 𝑊1,𝑛  ; n+1 

tepeli tam graf olmak üzere aĢağıdaki tabloda Teorem 4.1‟in özel graflar için sonuç-

ları verilmiĢtir. (𝑚 ≥ 4). 

 

Çizelge 4.1. Teorem 4.1 için sonuçlar. 

 

Graflar Ortalama alt bağımlılık değerleri 

𝑃𝑛 ○ 𝑃𝑚  
3𝑛𝑚 − 2

2𝑛𝑚 − 1
 

𝐶𝑛 ○ 𝑃𝑚  
3𝑛𝑚

2𝑛𝑚
=

3

2
 

𝐾1,𝑛 ○ 𝑃𝑚  
3𝑛𝑚 + 3𝑚 − 2

2𝑛𝑚 + 2𝑚
 

𝐾𝑛 ○ 𝑃𝑚  
2(𝑛2 + 3𝑛𝑚 − 3𝑛)

𝑛2 + 4𝑛𝑚 − 3𝑛
 

𝑊1,𝑛 ○ 𝑃𝑚  
3𝑛𝑚 + 3𝑚 + 2𝑛 − 2

2𝑛𝑚 + 2𝑚 + 𝑛 − 1
 

𝑃𝑛 ○ 𝐶𝑚  
3𝑛𝑚 + 2𝑛 − 2

2𝑛𝑚 + 𝑛 − 1
 

𝐶𝑛 ○ 𝐶𝑚  
3𝑛𝑚 + 2𝑛

2𝑛𝑚 + 𝑛
 

𝐾1,𝑛 ○ 𝐶𝑚  
3𝑚 𝑛 + 1 + 2𝑛

2𝑚 𝑛 + 1 + 𝑛
 

𝐾𝑛 ○ 𝐶𝑚  
2(𝑛2 + 3𝑛𝑚 − 𝑛)

𝑛2 + 4𝑛𝑚 − 𝑛
 

𝑊1,𝑛 ○ 𝐶𝑚  
3𝑛𝑚 + 3𝑚 + 4𝑛

2(𝑛 + 𝑛𝑚 + 𝑚)
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Teorem 4.2. 𝐺1; n tepeli, s ayrıtlı ve 𝐺2 m tepeli, k ayrıtlı iki bağlantılı graf  ve 

𝛾(𝐺2) = 1 olsun. t, 𝐺2 grafındaki (n-1) dereceli tepeleri göstermek üzere; 

t tek ise: 

 

𝑏𝑎𝑣(𝐺1 ○ 𝐺2) =  
𝑠. 

𝑡+3

2
 +𝑛 .  𝑡+1

2  . 
𝑡+1

2
 +  𝑘+𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+3

2
   

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
  

t çift ise: 

 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 ○ 𝐺2 =  
𝑠. 

𝑡+4

2
 +𝑛 .   𝑡+1 .𝑚− 𝑡+1

2    
𝑡+2

2
 +  𝑘+𝑚−  𝑡+1 .𝑚− 𝑡+1

2    . 
𝑡+4

2
   

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
′ dir. 

 

Ġspat:  Ortalama alt bağımlılık sayısı bulunurken t‟nin tek ya da çift olmasına göre 2 

durum oluĢur. 

 

Durum 1: t tek olsun. 

∃𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 olmak üzere, taçlama iĢlemi tanımından dolayı 𝑣𝑖  tepesi taçlama iĢleminin 

yapıldığı 𝐺𝑖  grafının tüm tepeleriyle bağlantılıdır. Buradan görülür ki 𝑣𝑖  tepesi ve (n-

1) dereceli t tane tepe kendi aralarında 𝐾𝑡+1 alt tam grafını oluĢturur. t+1 çift sayı 

olduğundan 𝑏 𝐾𝑡+1 =
𝑡+1

2
‟dir (Fink vd., 1990). 𝐾𝑡+1 alt grafından bir mükemmel 

eĢleme çıkarıldığında 𝐾𝑡+1 alt grafının tüm tepe dereceleri 1 azalır. Böylece 𝐺𝑖 +

{𝑣𝑖}  alt grafının baskınlık sayısı 1 artar, bununla beraber  𝐺1ₒ𝐺2 grafının baskınlık 

sayısı 1 artmıĢ olur. 

 

|𝐸(𝐾𝑡+1)| =
 𝑡+1 .𝑡

2
=  𝑡+1

2
  olduğu açıktır ve 𝑋 =  𝑡+1

2
  olsun. 

 

𝑒1
𝑖∗ , 𝑒2

𝑖∗ , … , 𝑒𝑥
𝑖∗  𝐺𝑖 + {𝑣𝑖}  grafındaki 𝐾𝑡+1 grafının ayrıtları olsun. Ayrıca D kümesi 

𝐺1ₒ𝐺2 grafındaki tüm 𝑒𝑗
𝑖∗ayrıtlarını içersin, 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} ve 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑥}. 

 

Böylece her 𝑒𝑗
𝑖∗ ∈ 𝐷 ayrıtı için 𝑏

𝑒𝑗
𝑖∗ 𝐾𝑡+1 =

𝑡+1

2
  elde edilir. Ayrıca 𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2)\𝐷′ 

nin her ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 
𝑡+3

2
 elde edilir. 
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Buradan; 

 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 ○ 𝐺2 =
1

 𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2 |
(  𝑏

𝑒𝑗
𝑖∗(

𝑥

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝐺1 ○ 𝐺2) +  𝑏𝑒

𝑒∈ 𝐸(𝐺1ₒ𝐺2)\𝐷

(𝐺1 ○ 𝐺2)) 

                   =
𝑛 .  𝑡+1

2  . 
𝑡+1

2
  +𝑛 . 𝑘+𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+3

2
 +𝑠. 

𝑡+3

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
  

                   =
𝑠. 

𝑡+3

2
 +𝑛 .  𝑡+1

2  . 
𝑡+1

2
 +  𝑘+𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+3

2
   

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
   

 

elde edilir. 

 

Durum 2: t çift olsun. 

∃𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 için 𝑣𝑖  tepesinin taçlama iĢlemi yapılan 𝐺𝑖  grafıyla oluĢturulan 𝐺𝑖 + {𝑣𝑖} alt 

grafı , 𝑣𝑖  tepesi ile (n-1) dereceli t tane tepe 𝐾𝑡+1 alt tam grafını oluĢturur. t+1 değeri 

tek sayı olduğundan 𝑏 𝐾𝑡+1 =
𝑡+2

2
′dir (Fink vd, 1990). 𝐾𝑡+1 alt grafından bir en 

büyük eĢleme çıkarılırsa 𝐾𝑡+1 alt grafında t dereceli sadece 1 tepe kalır. Bu en büyük 

eĢlemeyle birlikte t dereceli tepeye bitiĢik herhangi bir ayrıt 𝐺𝑖 + {𝑣𝑖} alt grafından 

çıkarılırsa bu grafın baskınlık sayısı 1 artar. Açıktır ki 𝐺1 ○ 𝐺2 grafının baskınlık sa-

yısı 1 artmıĢ olur. 

 

𝐵∗ kümesi 𝐺𝑖 + {𝑣𝑖}  grafındaki 𝐾𝑡+1 alt grafına bitiĢik ayrıtları göstersin ve 

𝑒𝑗   
𝑖∗ ∈ 𝐸(𝐾𝑡+1) ∪ 𝐵∗ olsun, 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} ve 𝑗 ∈ {1,2, … , ( 𝑡 + 1 . 𝑚) − 𝑥}. 

 

Durum 1‟den 𝑋 =  𝑡+1
2

  olduğu biliniyor. Diğer taraftan D kümesi 𝐺1ₒ𝐺2 grafındaki 

tüm 𝑒𝑗   
𝑖∗  ayrıtlarını içersin, 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} ve 𝑗 ∈ {1,2, … , ( 𝑡 + 1 . 𝑚) − 𝑥}. 

 

Böylece her  𝑒𝑗   
𝑖∗ ∈ 𝐷 ayrıtı için 𝑏

𝑒𝑗
𝑖∗ 𝐾𝑡+1 =

𝑡+2

2
′ dir. Ayrıca 𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2)\𝐷′ nin her 

ayrıtı için alt bağımlılık sayısı 
𝑡+4

2
′ dir. 
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Buradan; 

 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 ○ 𝐺2 =
1

 𝐸(𝐺1 ○ 𝐺2 |
(  𝑏

𝑒𝑗
𝑖∗(

𝑥

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝐺1ₒ𝐺2) +  𝑏𝑒

𝑒∈ 𝐸(𝐺1○𝐺2)\𝐷

(𝐺1 ○ 𝐺2)) 

                    =
𝑛 .   𝑡+1 .𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+2

2
  +𝑛 . 𝑘+𝑚− 𝑡+1 .𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+4

2
 +𝑠. 

𝑡+4

2
  

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
  

                     =  
𝑠. 

𝑡+4

2
 +𝑛 .   𝑡+1 .𝑚− 𝑡+1

2    
𝑡+2

2
 +  𝑘+𝑚−  𝑡+1 .𝑚− 𝑡+1

2    . 
𝑡+4

2
   

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑛 .𝑘
   

 

elde edilir.  

 

Durum 1 ve durum 2‟den ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.2. 𝑃𝑛  ve 𝑃𝑚  sırasıyla n ve m tepeli yol graflar, 𝐶𝑛  ve 𝐶𝑚  sırasıyla n ve m 

tepeli çevre graflar, 𝐾𝑛  ve 𝐾𝑚  sırasıyla n ve m tepeli tam graflar, 𝐾1,𝑛  ve 𝐾1,𝑚sırasıy-

la n+1 ve m+1 tepeli yıldız graflar ve 𝑊1,𝑛  ve 𝑊1,𝑚  sırasıyla n+1 ve m+1 tepeli teker-

lek graflar olmak üzere aĢağıdaki tabloda Teorem 4.2‟in özel graflar için sonuçları 

verilmiĢtir. 

 

𝛾(𝐺2) = 1 olacağından  𝑃𝑚  için m=2, m=3 ve 𝐶𝑚  için m=3 olmalıdır. 𝐾1,𝑚  ,𝐾𝑚  

,𝑊1,𝑚  için 𝑚 ≥ 4 olmalıdır. 

 

Çizelge 4.2. Teorem 4.2 için sonuçlar. 

Graflar Ortalama alt bağımlılık değerleri 

𝑃𝑛 ○ 𝑃𝑚  
m=2 ise 

3𝑛𝑚 +3𝑛−3

2𝑛𝑚−1
 

m=3 ise 
4𝑛𝑚 −𝑛−2

2𝑛𝑚 −1
 

𝑃𝑛 ○ 𝐶𝑚  
6𝑛𝑚−3𝑛−3

2𝑛𝑚 +𝑛−1 
  

𝑃𝑛 ○ 𝐾1,𝑚  
4𝑛𝑚 +3𝑛−2

2𝑛𝑚 +2𝑛−1
  

𝑃𝑛 ○ 𝐾𝑚  

m  tek ise: 

 
(𝑛−1). 

𝑡+3

2
 +𝑛 .  𝑡+1

2  . 
𝑡+1

2
 +  

𝑚 .(𝑚−1)

2
.+𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+3

2
   

(𝑛−1)+𝑛 .𝑚+𝑛 .
𝑚 .(𝑚−1)

2

  

m çift ise: 

(𝑛 − 1).  
𝑡+4

2
 + 𝑛.    𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   

𝑡+2

2
 +   

𝑚 .(𝑚−1)

2
+ 𝑚 −   𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   .  

𝑡+4

2
   

(𝑛 − 1) + 𝑛. 𝑚 + 𝑛.
𝑚 .(𝑚−1)

2
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𝑃𝑛 ○ 𝑊1,𝑚  
6𝑛𝑚 +3𝑛−2

3𝑛𝑚 +2𝑛−1
  

𝐶𝑛 ○ 𝑃𝑚  
m=2 ise 

3𝑛𝑚 +3𝑛

2𝑛𝑚
 

m=3 ise 
4𝑛𝑚−𝑛

2𝑛𝑚
 

𝐶𝑛 ○ 𝐶𝑚  
6𝑛𝑚−3𝑛

2𝑛𝑚 +𝑛
  

𝐶𝑛 ○ 𝐾1,𝑚  
4𝑛𝑚 +3𝑛

2𝑛𝑚 +2𝑛
  

𝐶𝑛 ○ 𝐾𝑚  

m tek ise: 

𝑛 . 
𝑡+3

2
 +𝑛 .  𝑡+1

2  . 
𝑡+1

2
 +  

𝑚 .(𝑚−1)

2
+𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+3

2
   

𝑛+𝑛 .𝑚+𝑛 .
𝑚 .(𝑚−1)

2

  

 

 

m çift ise: 

𝑛.  
𝑡+4

2
 + 𝑛.    𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   

𝑡+2

2
 +   

𝑚 .(𝑚−1)

2
+ 𝑚 −   𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   .  

𝑡+4

2
   

𝑛 + 𝑛. 𝑚 + 𝑛.
𝑚 .(𝑚−1)

2

 

𝐶𝑛 ○ 𝑊1,𝑚  
6𝑛𝑚𝑛 +3𝑛

3𝑛𝑚 +2𝑛
  

𝐾1,𝑛 ○ 𝑃𝑚  
m=2 ise 

3𝑛𝑚 +3𝑛+3𝑚

2𝑛𝑚 +2𝑚−1
 

m=3 ise 
4𝑛𝑚 +4𝑚−𝑛−3

2𝑛𝑚 +2𝑛−1
 

𝐾1,𝑛 ○ 𝐶𝑚  
6𝑛𝑚 +6𝑚−3𝑛−6

2𝑛𝑚 +2𝑚+𝑛
  

𝐾1,𝑛 ○ 𝐾1,𝑚  
4𝑛𝑚 +3𝑛+4𝑚+1

2𝑛𝑚 +2𝑚+2𝑛+1
  

𝐾1,𝑛 ○ 𝐾𝑚  

m tek ise: 

𝑛 . 
𝑡+3

2
 +(𝑛+1).  𝑡+1

2  . 
𝑡+1

2
 +  

𝑚 .(𝑚−1)

2
+𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+3

2
   

𝑛+ 𝑛+1 .𝑚+(𝑛+1).
𝑚 .(𝑚−1)

2

  

m çift ise: 

𝑛.  
𝑡+4

2
 + (𝑛 + 1).    𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   

𝑡+2

2
 +   

𝑚 .(𝑚−1)

2
+ 𝑚 −   𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   .  

𝑡+4

2
   

𝑛 +  𝑛 + 1 . 𝑚 + (𝑛 + 1).
𝑚 .(𝑚−1)

2

 

𝐾1,𝑛 ○ 𝑊1,𝑚  
6𝑛𝑚 +3𝑛+6𝑚+1

3𝑛𝑚 +2𝑛+2𝑚+1
  

𝐾𝑛 ○ 𝑃𝑚  

m=2 ise 

3

2
 𝑛2−𝑛 +3𝑛𝑚

𝑛 .(𝑛−1)

2
+2𝑛𝑚−𝑛

 

m=3 ise 
𝑛2+4𝑛𝑚−4𝑛

𝑛 .(𝑛−1)

2
+2𝑛𝑚−𝑛

 

 

𝐾𝑛 ○ 𝐶𝑚  

3

2
𝑛 . 𝑛−1 +6𝑛𝑚−6𝑛

𝑛 .(𝑛−1)

2
+2𝑛𝑚

  

𝐾𝑛 ○ 𝐾1,𝑚   
𝑛2+4𝑛𝑚

𝑛 .(𝑛−1)

2
+2𝑚+𝑛

  

𝐾𝑛 ○ 𝐾𝑚  

m tek ise 
𝑛 .(𝑛−1)

2
. 

𝑡+3

2
 +𝑛 .  𝑡+1

2  . 
𝑡+1

2
 +  

𝑚 .(𝑚−1)

2
+𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+3

2
   

𝑛 .(𝑛−1)

2
+𝑛 .𝑚+𝑛 .

𝑚 .(𝑚−1)

2

  

m çift ise 
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𝑛 .(𝑛−1)

2
.  

𝑡+4

2
 + 𝑛.    𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   

𝑡+2

2
 +   

𝑚 .(𝑚−1)

2
+ 𝑚 −   𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   .  

𝑡+4

2
   

𝑛 .(𝑛−1)

2
+ 𝑛. 𝑚 + 𝑛.

𝑚 .(𝑚−1)

2

 

𝐾𝑛 ○ 𝑊1,𝑚  
𝑛2+6𝑛𝑚

𝑛 .(𝑛−1)

2
+3𝑛𝑚 +𝑛

  

𝑊1,𝑛 ○ 𝑃𝑚  
m=2 ise 

3𝑛𝑚 +6𝑛+3𝑚

2𝑛𝑚 +𝑛+2𝑚−1
 

m=3 ise 
4𝑛𝑚 +𝑛+4𝑚−3

2𝑛𝑚 +𝑛+2𝑚−1
 

𝑊1,𝑛 ○ 𝐶𝑚  
6𝑛𝑚 +6𝑚−6

2𝑛𝑚 +2𝑛+2𝑚
  

𝑊1,𝑛 ○ 𝐾1,𝑚  
4𝑛𝑚 +5𝑛+4𝑚+1

2𝑛𝑚 +3𝑛+2𝑚+1
  

𝑊1,𝑛 ○ 𝐾𝑚  

m tek ise: 

2𝑛 . 
𝑡+3

2
 +(𝑛+1).  𝑡+1

2  . 
𝑡+1

2
 +  

𝑚 .(𝑚−1)

2
+𝑚− 𝑡+1

2   . 
𝑡+3

2
   

2𝑛+ 𝑛+1 .𝑚+(𝑛+1).
𝑚 .(𝑚−1)

2

  

m çift ise: 

2𝑛.  
𝑡+4

2
 + (𝑛 + 1).    𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   

𝑡+2

2
 +   

𝑚 .(𝑚−1)

2
+ 𝑚 −   𝑡 + 1 . 𝑚 −  𝑡+1

2
   .  

𝑡+4

2
   

2𝑛 +  𝑛 + 1 . 𝑚 + (𝑛 + 1).
𝑚 .(𝑚−1)

2

 

𝑊1,𝑛 ○ 𝑊1,𝑚  
6𝑛𝑚 +5𝑛+6𝑚+1

3𝑛𝑚 +3𝑛+3𝑚+1
   

 

Tanım 4.2. G; 𝐺1ve 𝐺2graflarının toplanmasıyla elde edilen 𝐺1 + 𝐺2 grafı olsun ve 

𝐺1 =  Ѵ 𝐺1 , 𝐸 𝐺1   ve 𝐺2 =  Ѵ 𝐺2 , 𝐸 𝐺2    ile gösterilsin. G grafının tepeleri ve 

ayrıtları sırasıyla Ѵ 𝐺 = Ѵ(𝐺1) ∪ Ѵ(𝐺2) ve 𝐸 𝐺 = 𝐸 𝐺1 ∪ 𝐸 𝐺2 ∪  𝑒𝑢𝑣  𝑢 ∈

Ѵ 𝐺1 , 𝑣 ∈  Ѵ(𝐺2)} Ģeklinde gösterilir (Chartrand ve Lesniak 2004). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                    ġekil 4.2. 7 tepeli, 18 ayrıtlı 𝐶4 + 𝑃3 grafı. 

 

𝐺1 n tepeli, s ayrıtlı ve 𝐺2 m tepeli, k ayrıtlı iki bağlantılı graf olsun. 

 



29 

𝐺1 + 𝐺2 grafının tepeler kümesi Ѵ(𝐺1 + 𝐺2 ) olsun ve Ѵ(𝐺1 + 𝐺2 )  = Ѵ1 ∪ Ѵ2 ola-

rak yazılsın.Ѵ1 kümesi  𝐺1 grafının ve Ѵ2 kümesi 𝐺2 grafının tepeler kümesi olsun. 

 

Benzer Ģekilde 𝐺1 + 𝐺2 grafının ayrıtlar kümesi 𝐸(𝐺1 + 𝐺2 ) olmak üzere                    

𝐸(𝐺1 + 𝐺2 ) = 𝐸1 ∪  𝐸2 ∪  𝐸3 olacak Ģekilde bu kümeler aĢağıdaki Ģekilde yazılsın.  

 

𝐸1 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸(𝐺1 + 𝐺2 )    𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ1  ,  𝐸1 = 𝑠,  

𝐸2 =  𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸(𝐺1 + 𝐺2     𝑣𝑖 ∈ Ѵ1 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸2 = 𝑛. 𝑚,  

𝐸3 = {𝑒𝑣𝑖𝑣𝑗
∈ 𝐸(𝐺1 + 𝐺2 )    𝑣𝑖  ∈ Ѵ2 , 𝑣𝑗  ∈ Ѵ2  ,  𝐸3 = 𝑘.  

 

Ayrıca 𝐺1 grafındaki (n-1) dereceli tepelerin sayısı t, 𝐺2 grafındaki (m-1) dereceli 

tepelerin sayısı w olsun. 

 

Teorem 4.3. 𝐺1; n tepeli, s ayrıtlı ve 𝐺2 m tepeli, k ayrıtlı iki bağlantılı graf olsun. 𝐺1 

grafındaki (n-1) dereceli tepelerin sayısı t, 𝐺2 grafındaki (m-1) dereceli tepelerin sa-

yısı w olsun. (t+w)=1 ise  𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 = 2 −
𝑛+𝑚−1

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
′ dir. 

 

Ġspat: t+w=1 olması için  𝛾(𝐺1) = 1 ve 𝛾(𝐺2) ≥ 2 veya 𝛾(𝐺2) = 1 ve 𝛾(𝐺1) ≥ 2 

olmalıdır. 𝛾(𝐺1) = 1 olduğundan 𝛾(𝐺1 + 𝐺2) = 1 olduğu açıktır ve t=1 olduğundan 

𝐺1 + 𝐺2 grafının baskın küme sayısı da 1 olur.   

 

Teorem 2.18‟den baskın küme sayısı 1 olan n tepeli bir bağlantılı grafta 𝑏𝑎𝑣 𝐺 =

2 −
𝑛−1

|𝐸 𝐺 |
 ‟dir. Ayrıca  Ѵ 𝐺1 + 𝐺2  = 𝑛 + 𝑚 ve |𝐸(𝐺1 + 𝐺2)| = 𝑠 + 𝑛𝑚 + 𝑘′ dır. 

O halde 𝐺1 + 𝐺2 bağlantılı grafı için (t+w)=1 olduğundan 𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 = 2 −

𝑛+𝑚−1

𝑠+𝑛𝑚 +𝑘
  olduğu açıkça görülür ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.4. 𝐺1; n tepeli, s ayrıtlı ve 𝐺2 m tepeli, k ayrıtlı iki bağlantılı graf olsun. 

𝛾(𝐺1) = 1, 𝛾(𝐺2) ≥ 2  veya  𝛾(𝐺2) = 1 ve 𝛾(𝐺1) ≥ 2 olsun. (t+w) ≥2 için; 

t+w çift ise: 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
 𝑡+𝑤

2  . 
𝑡+𝑤

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 − 𝑡+𝑤

2   . 
𝑡+𝑤+2

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
,  
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t+w tek ise: 

 

𝐴 =  𝑡 + 𝑤 .  𝑛 + 𝑚 −  𝑡+𝑤
2

  olmak üzere 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
𝐴. 

𝑡+𝑤+1

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 −𝐴 . 

𝑡+𝑤+3

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
 dir.  

 

Ġspat: (t+w)‟nin çift ya da tek olmasına göre iki durum oluĢur. 

 

Durum 1: (t+w) çift ise: 

𝐺1 grafındaki (n-1) dereceli t tane tepe ve 𝐺2 grafındaki (m-1) dereceli w tane tepe 

𝐾𝑡+𝑤  alt grafını oluĢturur. (t+w) çift olduğundan 𝑏(𝐾𝑡+𝑤) =
𝑡+𝑤

2
‟dir (Fink vd, 1990). 

𝐾𝑡+𝑤  alt grafından bir mükemmel eĢleme çıkarılırsa her tepe derecesi (t+w-2) olup 

𝐺1 + 𝐺2 grafında 𝛾(𝐺1 + 𝐺2) = 2 olur. 𝐾𝑡+𝑤  alt grafındaki herhangi bir e ayrıtını 

içeren bir mükemmel eĢleme çıkarıldığında 𝐺1 + 𝐺2 grafının baskınlık sayısının arta-

cağı açıkça görülür. 

 

𝐾𝑡+𝑤  alt grafının ayrıt sayısı 𝐸(𝐾𝑡+𝑤) =
 𝑡+𝑤 .(𝑡+𝑤−1)

2
=  𝑡+𝑤

2
  olup 𝐾𝑡+𝑤  alt 

grafındaki her e ayrıtı için 𝑏 𝐾𝑡+𝑤 =
𝑡+𝑤

2
′ dir. Ayrıca 𝐸 𝐺1 + 𝐺2 \𝐸(𝐾𝑡+𝑤)′ nin 

tüm ayrıtları için alt bağımlılık sayısı 
𝑡+𝑤+2

2
 olur. 

 

Böylece; 

𝑏𝑎𝑣  𝐺1 + 𝐺2 =
1

 𝐸 𝐺1 + 𝐺2  
  𝑏𝑒

𝑒  ∈ 𝐸(𝐾𝑡+𝑤 )

 𝐺1 + 𝐺2 +  𝑏𝑒

𝑒  ∈ 𝐸 𝐺1+𝐺2 \𝐸 𝐾𝑡+𝑤  

 𝐺1 + 𝐺2    

 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
 𝑡+𝑤

2  . 
𝑡+𝑤

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 − 𝑡+𝑤

2   . 
𝑡+𝑤+2

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
  

 

olduğu görülür. 

 

Durum 2: (t+w) tek ise: 

𝐺1 grafındaki (n-1) dereceli t tane tepe ve 𝐺2 grafındaki (m-1) dereceli w tane tepe 

𝐾𝑡+𝑤  alt grafını oluĢturur. (t+w) tek olduğundan 𝑏(𝐾𝑡+𝑤) =
𝑡+𝑤+1

2
 olduğu 
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tır. 𝐾𝑡+𝑤  alt grafından bir en büyük eĢleme çıkarılırsa  𝐾𝑡+𝑤  alt grafında t+w-1 dere-

celi 1 tepe kalır. Bu en büyük eĢleme ile birlikte t+w-1 dereceli tepeye bitiĢik 1 ayrıt 

çıkarıldığında  𝐺1 + 𝐺2 için 𝛾(𝐺1 + 𝐺2) = 2 olur. 𝐺1 + 𝐺2′ nin baskınlık sayısı 1 

artar. 

 

B, 𝐾𝑡+𝑤  alt grafının ayrıtlarına komĢu ayrıtları içeren bir küme olsun.  𝐵 =

 𝑡 + 𝑤 .  𝑛 + 𝑚 −  𝑡+𝑤
2

  elde edilir. Böylece 𝐸(𝐾𝑡+𝑤 ∪ 𝐵) kümesindeki her e ayrıtı 

için 𝑏(𝐾𝑡+𝑤) =
𝑡+𝑤+1

2
 olur. 𝐸 𝐺1 + 𝐺2 (𝐸 𝐾𝑡+𝑤 ∪ 𝐵)′ nin tüm ayrıtları için alt 

bağımlılık sayısı 
𝑡+𝑤+3

2
 olur. Buradan; 

 

𝑏𝑎𝑣  𝐺1 + 𝐺2 =
1

 𝐸 𝐺1 + 𝐺2  
  𝑏𝑒

𝑒  ∈(𝐸( 𝐾𝑡+𝑤  ∪𝐵)

 𝐺1 + 𝐺2 +  𝑏𝑒

𝑒  ∈ (𝐸 𝐺1+𝐺2 (𝐸 𝐾𝑡+𝑤  ∪𝐵)

 𝐺1 + 𝐺2    

=
 𝐵 . 

𝑡+𝑤+1

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 − 𝐵  . 

𝑡+𝑤+3

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
  

𝐴 =  𝑡 + 𝑤 .  𝑛 + 𝑚 −  𝑡+𝑤
2

   olmak üzere, 

 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
𝐴.  

𝑡+𝑤+1

2
 +   𝑠 + 𝑛. 𝑚 + 𝑘 − 𝐴 .  

𝑡+𝑤+3

2
 

𝑠 + 𝑛. 𝑚 + 𝑘
   

 

elde edilir. 

 

Durum 1 ve durum 2‟den ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.3. 𝐺1 n tepeli, s ayrıtlı ve 𝐺2 m tepeli, k ayrıtlı iki bağlantılı graf olsun. 

𝛾(𝐺1) = 1, 𝛾(𝐺2) = 1 olsun. Teorem 4.4 için 3 durum söz konusudur. 

 

Durum 1. t=w=1 ise (t+w)=2 olacağından 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
 𝑡+𝑤

2  . 
𝑡+𝑤

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 − 𝑡+𝑤

2   . 
𝑡+𝑤+2

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
  

elde edilir. 
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Durum 2. t,w≥2 ise (t+w) ≥2 olacağından 

t+w çift ise 𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
 𝑡+𝑤

2  . 
𝑡+𝑤

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 − 𝑡+𝑤

2   . 
𝑡+𝑤+2

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
, 

t+w tek ise  𝐴 =  𝑡 + 𝑤 .  𝑛 + 𝑚 −  𝑡+𝑤
2

   olup 

 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
𝐴. 

𝑡+𝑤+1

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 −𝐴 . 

𝑡+𝑤+3

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
  

 

elde edilir. 

 

Durum 3. t=1,w ≥2 ise(t+w) ≥2 olup; 

t+w çift ise 𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
 𝑡+𝑤

2  . 
𝑡+𝑤

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 − 𝑡+𝑤

2   . 
𝑡+𝑤+2

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
, 

t+w tek ise  𝐴 =  𝑡 + 𝑤 .  𝑛 + 𝑚 −  𝑡+𝑤
2

   olup, 

 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 =
𝐴. 

𝑡+𝑤+1

2
 +  𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘 −𝐴 . 

𝑡+𝑤+3

2
 

𝑠+𝑛 .𝑚+𝑘
   

 

elde edilir. 

 

Teorem 4.5. 𝐺1; n tepeli, s ayrıtlı ve 𝐺2 m tepeli, k ayrıtlı iki bağlantılı graf olsun. 

𝛾(𝐺1) ≥ 2, 𝛾(𝐺2) ≥ 2 ise; 

𝒊) 𝑏 𝐺1 + 𝐺2 ≤ max 𝛥 𝐺1 + 𝑚, 𝛥 𝐺2 + 𝑛 + 1,  

ii) 𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 ≤ 2 + max  𝛥 𝐺1 + 𝑚, 𝛥 𝐺2 + 𝑛 −
𝑏 𝐺1+𝐺2 

𝑠+𝑛𝑚 +𝑘
′ dir. 

 

Ġspat: 

 i) 2.16. teoreminden 𝛾(𝐺) = 2 ise 𝑏 𝐺 ≤ 𝛥 𝐺 + 1 olduğu açıkça görülür. Böylece 

herhangi bir 𝐺1 + 𝐺2 grafı için 𝛾(𝐺1) ≥ 2 ve  𝛾(𝐺2) ≥ 2 ise:  

 

𝑏 𝐺1 + 𝐺2 ≤ 𝛥 𝐺1 + 𝐺2 + 1 

 

olur. 

Ayrıca 𝛥(𝐺1 + 𝐺2) = max 𝛥 𝐺1 + 𝑚, 𝛥 𝐺2 + 𝑛 ′ dir. 
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Buradan,  

 

𝑏 𝐺1 + 𝐺2 ≤ max 𝛥 𝐺1 + 𝑚, 𝛥 𝐺2 + 𝑛 + 1 

 

elde edilir. 

 

ii) Herhangi bir bağlantılı G grafında 𝛾(𝐺) = 2 ise 𝑏 𝐺 ≤ 𝛥 𝐺 + 1 olduğu açıkça 

görülür. Böylece herhangi bir G grafı için: 

 

𝑏𝑎𝑣 𝐺 ≤  𝑏 𝐺 + 1 −
𝑏(𝐺)

|𝐸 𝐺 |
 

 

elde edilir.  

 

Ayrıca herhangi iki bağlantılı graf için 𝛾(𝐺1) ≥ 2 ve  𝛾(𝐺2) ≥ 2 ise 𝛾(𝐺1 + 𝐺2) = 2 

olduğu açıktır. 

Bu durumda, 

 

𝑏 𝐺 ≤ 𝛥 𝐺 + 1 

𝑏 𝐺 + 1 ≤ 𝛥 𝐺 + 2 

𝑏 𝐺 + 1 −
𝑏(𝐺)

|𝐸 𝐺 |
≤ 𝛥 𝐺 + 2 −

𝑏(𝐺)

|𝐸 𝐺 |
 

 

elde edilir. 

 

Buradan; 

𝑏𝑎𝑣 𝐺 ≤ 𝑏 𝐺 + 1 −
𝑏(𝐺)

|𝐸 𝐺 |
 

𝑏𝑎𝑣 𝐺 ≤ 𝛥 𝐺 + 2 −
𝑏(𝐺)

|𝐸 𝐺 |
 

 

bulunur. 
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𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2 olduğundan 

𝑏𝑎𝑣(𝐺1 + 𝐺2) ≤  𝛥 𝐺1 + 𝐺2 + 2 −
𝑏(𝐺1 + 𝐺2)

|𝐸 𝐺1 + 𝐺2 |
 

𝑏𝑎𝑣 𝐺1 + 𝐺2 ≤ 2 + max  𝛥 𝐺1 + 𝑚, 𝛥 𝐺2 + 𝑛 −
𝑏 𝐺1 + 𝐺2 

𝑠 + 𝑛𝑚 + 𝑘
 

 

elde edilir. 
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BÖLÜM 5 

 

SONUÇ VE ÖNERĠ 

 

Bu tez çalıĢmasında, son zamanlarda tanımlanan ortalama alt bağımlılık sayısının 

tekerlek graf içeren graflar ve verilen herhangi iki bağlantılı grafın taçlama ve topla-

ma iĢlemleri altında değerleri hesaplanmıĢtır. 

 

Tekerlek graf içeren graflarda 𝑊1,2𝑛  ve 𝑆𝑓𝑛  graflarının tepe sayılarının eĢit olduğu 

kolayca görülür. Bu iki grafın ortalama alt bağımlılık değerlerine baktığımızda 

𝑏𝑎𝑣 𝑊1,2𝑛 =
3

2
  ve 𝑏𝑎𝑣 𝑆𝑓𝑛 =

7

2
 (n tek ise), 𝑏𝑎𝑣 𝑆𝑓𝑛 =

5

2
 (n çift ise) olduğundan 

ortalama alt bağımlılık sayısı bakımından, 𝑆𝑓𝑛  grafının 𝑊1,2𝑛  grafından daha sağlam 

olduğu görülür. Bununla beraber 𝑓𝑛 ,𝐺𝑛 ,𝐻𝑛  graflarının ayrıt sayıları eĢittir. Bu üç 

grafı ortalama alt bağımlılık değerlerine göre karĢılaĢtırdığımızda, 𝐻𝑛  grafının daha 

dayanıklı olduğu görülür. 

 

Taçlama ve toplama iĢlemlerinin ortalama alt bağımlılık sayısı bakımından karĢılaĢtı-

rılması için aĢağıdaki tablo verilmiĢtir. 

 

Çizelge 5.1. 6 farklı graf için alt bağımlılık ve ortalama alt bağımlılık değerleri. 

 

𝐺1 𝐺2 𝑏(𝐺1 ○ 𝐺2) 𝑏𝑎𝑣(𝐺1 ○ 𝐺2) 𝑏(𝐺1 + 𝐺2) 𝑏𝑎𝑣(𝐺1 + 𝐺2) 

𝐾1,9 𝐶6 1 1,534 1 1,800 

𝐾6 𝑃10  1 1,534 3 3,820 

𝐾1,5 𝑊1,5 1 1,940 1 1,980 

𝑃8 𝑊1,8 1 1,961 1 1,831 

𝐶10  𝑃3 1 1,833 1 1,714 

𝐶6 𝐾4 3 3,09 2 2,833 
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Çizelge 5.1‟ deki sonuçları kontrol ettiğimizde aĢağıdaki sonuçlar elde edilir. Elde 

edilen bu sonuçlardan  𝑏(𝐶10  ○  𝑃3) = 𝑏(𝐶10 +  𝑃3) = 1 , 𝑏𝑎𝑣 𝐶10  ○  𝑃3 = 1,833  

ve  𝑏𝑎𝑣 𝐶10 +  𝑃3 = 1,714 değerlerini ele alalım. 

 

Buradan ortalama alt bağımlılık sayısının, bağımlılık sayısına göre daha hassas bir 

ölçüm olduğu kolayca görülür. Teorem 2.17‟den biliyoruz ki 𝑏 𝐺 ≤ 𝑏𝑎𝑣 𝐺 ≤

 𝑏 𝐺 + 1 −
𝑏(𝐺)

𝐸(𝐺)
′ dir. Çizelge 5.1' den kolayca görülür ki  𝑏(𝐾1,5 +  𝑊1,5) = 1 ve 

𝑏𝑎𝑣 𝐾1,5 + 𝑊1,5 = 1,980′ dir. Teorem 2.17‟den ortalama alt bağımlılık değeri üst 

sınıra ne kadar yakınsa graf o kadar dayanıklıdır.  𝐾1,5 +  𝑊1,5  grafı için bunu ko-

layca görebiliriz. Üst sınıra yakın olmasının anlamı baskınlık sayısını 1 ayrıt silerek 

artırmak için, gereken ayrıt sayısının çok az olmasıdır. Buda ortalama alt bağımlılık 

sayısının daha hassas bir ölçüm olduğunu gösterir. Bununla beraber 𝐺1 + 𝐺2 grafının 

𝐺1 ○ 𝐺2 grafına göre ortalama alt bağımlılık sayısı bakımından daha dayanıklı olduğu 

görülmüĢtür. Diğer bir sonuç olarak,  𝐺1 ○ 𝐺2 grafından 𝐺2 grafının baskınlık sayısı 1 

ise  𝐺1 ○ 𝐺2 grafının ortalama alt bağımlılık sayısı bakımından daha dayanıklı olduğu 

görülmüĢtür. Bununla beraber, ileri çalıĢmalar için çevre graf içeren grafların ortala-

ma alt bağımlılık sayılarının bulunması ilgi çekici olabilir. Bununla beraber, farklı 

graf iĢlemleri için ortalama alt bağımlılık değerleri bulunabilir. 
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