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ÖZET 

 

 

Bu tez çalõşmasõnda kompleks değişkenli sürekli fonksiyonlarõn polinomlarla 

en iyi düzgün yaklaşõmõ ele alõnmõştõr. 

Reel Analizden fonksiyonlarõn en iyi düzgün yaklaşõmõ üzerine bilinen 

Chebyshev ve Kolmogorov teoremlerinin benzerleri kompleks düzlemde verilmiştir. 

Ayrõca, çalõşmada Kolmogorov-tipli karakterizasyon öğrenilmiştir. En iyi 

düzgün yaklaşõmõn tekliği ve kuvvetli tekliği üzerine teoremler verilmiş ve 

ispatlanmõştõr. Çalõşmada en iyi düzgün yaklaşõm polinomlarõnõn davranõşlarõ üzerine 

bilgiler verilir. En iyi düzgün yaklaşõm üzerine klasik çalõşmalardan farklõ olarak en 

iyi düzgün kõsõtlõ aralõk yaklaşõmõ da verilmiştir.   

 

2006, 50 Sayfa 

 

Anahtar Kelimeler: En iyi düzgün yaklaşõm, Karakterizasyon, Haar uzayõ, 

Genelleştirilmiş polinom, Banach uzayõ  
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ABSTRACT 

 

 
 In this thesis, best uniform approximation to complex-valued continuous 

functions with polynomials is studied.  

 The similar version of  Chebyshev and Kolmogorov theorems that are known 

from Real Analysis is given in complex plane. 

 Furthermore, the kolmogorov-type characterization is learned. Theorems 

about the uniqueness and strongly uniqueness of best uniform approximation are 

given and the theorems are proven. In this study, information about the behaviors of 

best uniform  approximation polynomials is proposed. Apart from classical studies 

on best uniform  restricted interval approximation is also given. 

 

2006, 50 Pages 

 

Key words: Best uniform approximation, characterization, generalized polynomial, 

Haar space, Banach space 
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GİRİŞ 
 

 Matematikte fonksiyonlarõn yaklaşõm teorisi geniş uygulama alanõ olan bir 

teoridir. Operatör denklemlerin yaklaşõk çözümü [1], analitik fonksiyonlar için 

periodik Riemann sõnõr değer probleminin yaklaşõk çözümü [2], singüler integral 

denklemlerin yaklaşõk çözümü [3] ve diğer bu türden problemlerin çözümünde 

fonksiyonlarõn yaklaşõmõ kullanõlmaktadõr. Bu sebepten fonksiyonlara yaklaşõm ve en 

iyi yaklaşõm günümüzde de önem taşõmaktadõr. 

Yaklaşõm teorisi Chebyshev�in klasik teoremlerinden başlayarak günümüzde 

de önemli ilgi alanõ olmaktadõr. Öyle ki, yaklaşõm teorisi önce reel fonksiyonlar için 

reel sayõ ekseninin aralõklarõnda tanõmlõ fonksiyonlar için öğrenilmiş, daha sonra bu 

teori kompleks düzleme taşõnmõştõr [4]. Günümüz matematiğinde n boyutlu 

uzaylarda [5�10] fonksiyonlarõn en iyi yaklaşõmõ öğrenilmektedir. 

En iyi düzgün yaklaşõm, farklõ kümelerde sürekli fonksiyonlarõn en iyi 

düzgün yaklaşõmõ, eğri üzerinde fonksiyonlara yaklaşõm, sonlu elemanlõ kümelerde 

yaklaşõm, kompakt kümelerde yaklaşõm gibi farklõ yönlerde ele alõnabilir. 

Bu tez çalõşmasõnda kompleks değişkenli sürekli fonksiyonlarõn en iyi düzgün 

yaklaşõmõ ele alõnmõştõr. 

Öncelikle yaklaşõm üzerine klasik çalõşmalar incelenmiş. Daha sonra 

kompleks düzlemde ve çok boyutlu uzaylarda en iyi düzgün yaklaşõm verilmiştir. En 

iyi yaklaşõmõn hõzõ, yani üstten değerlendirilmesi farklõ sõnõf fonksiyonlar için 

bulunmuştur. 

Ayrõca, kompleks düzlemde kapalõ diskte analitik fonksiyonlara derecesi n�yi 

aşmayan kompleks polinomlarla en iyi düzgün yaklaşõmõn davranõşõ öğrenilmiştir. 

En iyi yaklaşõm için üsten değerlendirmeler bulunmuş ve hõz belirlenmiştir. 

Bunlarõn yanõ sõra kompleks düzlemde sürekli fonksiyonlara genelleştirilmiş 

polinomlarla en iyi düzgün kõsõtlõ aralõk yaklaşõmõna bakõlmõştõr. 

Ele alõnan durumlarõn hepsinde en iyi düzgün yaklaşõm için bilinen klasik 

teoremlerin benzerleri ispatlanmõştõr. 

En iyi yaklaşõmõn Kolmogorov-tipli karakterizasyonu öğrenilmiş. Bunlara ek 

olarak en iyi düzgün yaklaşõmõn çeşitli uygulamalarõ verilmiştir.  

 Son yõllardaki çalõşmalar incelenerek sonuçlarõ verilmiştir. 
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1. ÖN BİLGİLER 

 

Bu bölümde ilerleyen konularda geçen tanõmlar ve teoremler verilecektir. 

Tanõm 1.1: L lineer normlu bir uzay Lyx ∈,  olsun. 

L
yxyx −=),(ρ  

büyüklüğüne x ile y arasõndaki uzaklõk  denir. 

L lineer uzayõnõn M alt uzayõ için 

{ }MxxyMy ∈−= :inf),(ρ  

büyüklüğüne y� den M� ye olan uzaklõk diyeceğiz.  

Çalõşma boyunca nM  ile P  reel ya da kompleks sayõ cismi üzerindeki 1+n  boyutlu 

lineer uzay alõnacaktõr. 

 Aksi belirtilmedikçe,  

Lnn yEMy )(),( =ρ  

(ya da kõsaca )(yEn ) ifadesine y� nin nM  alt uzayõ yardõmõyla en iyi yaklaşõmõ 

diyeceğiz. 

 

Tanõm 1.2:  Eğer, 

),(),( *
nMyxy ρρ =  

koşulunu sağlayan nMx ∈∃ *  elemanõ varsa, *x � a nM � de y� ye en iyi yaklaşõm (ya 

da y� den en az sapan) elemanõ denir. 

 Çalõşma boyunca bir D kümesinde sürekli fonksiyonlarõ )(DC  ile gösterecek 

ve bu kümede normu 

{ }Dzzfff
DCC

∈== :)(sup
)(

 

şeklinde vereceğiz. 

 

Teorem 1.1 (En iyi yaklaşan elemanõn varlõğõ üzerine Borel Teoremi): 

 

[ ]baxf ,   )(  aralõğõ üzerinde sürekli herhangi bir fonksiyon ve nM   
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∑
=

−=
n

j

jn
jn xaxP

0

)(  

şekilli )(xPn  polinomlarõnõn alt uzayõ olsun. Herhangi !∈n  için )(xf � e nM �de en 

iyi yaklaşan polinom vardõr. 

 

İspat: Teoremin ispatõ için )(xPn  polinomunun katsayõlarõnõn 1+n  değişkenli  

fonksiyonu olan reel değerli 

"" →++−= +1
010 :)...()(),...,,( n

Cn
n

n axaxfaaaϕ                         (1.1) 

fonksiyonunun )1( +n  boyutlu 1+n"  Euclid uzayõnda bir 1**
1

*
0 ),...,,( +∈ n

naaa "  

noktasõnda minimum değerini aldõğõnõ göstermek yeterlidir. Çünkü, 
1

10 ),...,,( +∈∀ n
naaa "  için  

),...,,()()()(),...,,( 10
0

**
1

*
0 nCn

C

n

j

jn
in aaaxPxfxaxfaaa ϕϕ =−≤−= ∑

=

−∗  

eşitsizliği sağlanõr.  

 Şimdi (1.1) fonksiyonunun 1+n"  � de bir ),...,,( **
1

*
0 naaa  noktasõnda minimum 

değerini aldõğõnõ gösterelim. 

[ ]
( ){ }njaaaxmaksmaks

aaaaaaaaa

n
j

bax

nnn

,...,1,0:...        

),...,,(),...,,(

10,

101100

=∆++∆+∆≤

−∆+∆++=∆

∈

ϕϕϕ
 

eşitsizliğinden, { }njamaks j ,...,1,0: =∆=σ  olmak üzere,  

0lim
0

=∆
→

ϕ
σ

 

olduğu görülür.  

Dolayõsõyla, ),...,,( 10 naaaϕ  1+n"  � de sürekli fonksiyondur. 

 Benzer şekilde, 

"" →++= +1
010 :...),...,,( n

Cn
n

n axaaaaψ                             (1.2) 

fonksiyonunun 1+n" � de sürekli olduğu gösterilir. 

),...,,( 10 naaaψ  fonksiyonu 

1...10 =+++ naaa                                             (1.3) 
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koşulunu sağlayan kapalõ ve sõnõrlõ bir 1+⊂ nM "  kümesinde minimum değerini 

alacaktõr. 

 ),...,,( 10 naaaψ  fonksiyonunun minimum değerini aldõğõ nokta  

Maaa n ∈),...,,( 10  ve  

Cn
n

Cn
n

n

axa

axaaaa

++≤

++===

...                                             

...),...,,(min

0

010 µψψ
                             (1.4) 

olsun.  

0>µ  olacaktõr. Çünkü { }nxxx ,...,,,1 2  lineer bağõmsõz bir sistemdir. 

 Katsayõlarõ 

Cn xfaaa )(2...10 µ
α >=+++  

koşulunu sağlayan   

∑
=

−=
n

k

kn
kn xaxP

0
)(  

polinomu için (1.1) ve (1.4) � den  

CCC

C

CCn
nn

Cn

ffxf

f

xfaxaxaxPxf

=−>

≥

−+++≥− −

)(2.                         

-.                         

)(...)()( 1
10

µα  

elde edilir. 

 Buradan ),...,,( 10 naaaϕ fonksiyonunun minimum değerini  

Cn xfaaa )(2...10 µ
≤+++                                     (1.5) 

koşulunu sağlayan ),...,,( 10 naaa noktalarõnda alacağõ görülür. 

 )(xf  ],[ ba  aralõğõnda sürekli fonksiyon olduğundan, ),...,,( 10 naaaϕ  

fonksiyonunun minimum değeri aldõğõ küme kapalõ ve sõnõrlõ kümedir.  

Böylece, ),...,,( 10 naaaϕ  kapalõ ve sõnõrlõ bir kümede sürekli olduğundan 

(Weierstrass teoremi gereğince) minimum değerini alõr.  

 Dolayõsõyla,  1**
1

*
0 ),...,,( +∈∃ n

naaa "  noktasõ vardõr öyleki, 

),...,,(),...,,( min **
1

*
010 nn aaaaaa ϕϕ =  
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dõr. Bu demek oluyor ki, 

∑
=

−=∃
n

k

kn
kn xaxP

0

** )(  

vardõr. Öyle ki, 

CnCnP
xPxfxPxf

n

)()()()(inf *−=−  

olur. 

 Bununla teoremin ispatõ tamamdõr. 

 π2  periyotlu sürekli fonksiyonlar için benzer teorem aşağõda verilmiştir. 

 

Teorem 11. ′ : π2  periyotlu ve sürekli herhangi bir )(tf  fonksiyonu ve 

,...2,1,0=∀ n için en iyi yaklaşan )(* tTn  trigonometrik polinomu vardõr. 

 Teorem 1.1 herhangi normlu lineer uzayda aşağõdaki şekilde (N.İ. Ahiyezer ) 

ifade edilir. 

 

Teorem 11. ′′ : E  herhangi normlu lineer uzay ve { }nggg ,...,, 10  E � de lineer 

bağõmsõz bir sistem olsun. O halde Ex ∈∀  elemanõna  

∑
=

=
n

k
kkn gcgcP

0
);(  

şekilli polinomlardan en iyi yaklaşan 

∑
=

∗=∃
n

k
kkn gcgcP

0

* );(  

elemanõ vardõr. Yani, 

C

n

k
kk

n

k
kkc

gcxgcx
k

∑∑
==

−=−
0

*

0

inf  

olacaktõr. 

 

Tanõm 1.3: [ ]baCf ,∈  ve )(xPn  n. dereceden cebirsel polinom olsun.  

)()()( xrxPxf nn =−  

alalõm.  

1. )(xrn  bu noktalarda ard-arda işaret değiştirir. 
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2. )(xrn  modülce en büyük değerini bu noktalarda alõr, yani, 

Cnnn
n

nn xrxrxrxr )()()1(...)()( 2
1

21 ±=−==−= +
+  

oluyorsa, 

bxxxa n ≤≤≤≤≤ +221 ...  

koşulunu sağlayan [ ] 2,...,2,1,, +=∈ nibaxi    noktalarõna, ya da { } 2
1
+n

ix  sistemine 

Chebyshev alternansõ denir. 

 

Tanõm 1.4:  

[ ]{ }
Cnnn xPxfbaxxPxfmaksxPxf )()(,:)()()()( 00 −=∈−=−            (1.7) 

koşulunu sağlayan [ ]bax ,0 ∈  noktasõna )()( xPxf n−  farkõ için (ya da )(xPn  için) e-

noktasõ (ya da )( nPe noktasõ ) denir. 

Ayrõca, eğer, 

[ ]{ }baxxPxfmaksxPxf nn ,:)()()()( 00 ∈−=−                              (1.8) 

oluyorsa (+) nokta, eğer, 

[ ]{ }baxxPxfmaksxPxf nn ,:)()()()( 00 ∈−−=−                             (1.9) 

oluyorsa (-) nokta olarak adlandõrõlõr. 

 

Teorem 1.2 (P.L. Chebyshev): )(xf  fonksiyonu [ ]ba,  aralõğõ üzerinde sürekli bir 

fonksiyon olsun. Derecesi n �yi aşmayan )(xPn  polinomunun )(xf � e en iyi 

yaklaşan polinom olmasõ için gerekli ve yeterli koşul  [ ]ba,  aralõğõnda en azõndan bir 

tane  { } 2
1
+n

ix  Chebyshev alternansõnõn var olmasõdõr. 

 

Tanõm 1.5: Herhangi M metrik uzayõnda  

)(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ                                            (1.10) 

sürekli fonksiyonlarõ verilsin. 

Eğer,  

∑
=

=
n

k
kkn xcxP

0
)()( ϕ                                          (1.11) 
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şekilli her polinomun M� de en fazla n kökü varsa (1.10) sistemine Chebyshev ya da 

T-sistemi denir.  

 

Not: (1.10) sistemi bir M  metrik uzayõnda Chebyshev sistemiyse bu uzayõn en 

azõndan n+1 tane noktasõnõ içeren altkümesi de bir Chebyshev sistemidir. 

Chebyshev sistemleri için örnekler: 

 

Örnek 1.1: Her ∈n ≤ için 

{ }nzzz ,...,,,1 2                                                (1.12) 

sistemi kompleks düzlemde bir Chebyshev sistemidir. 

 

Örnek 1.2: Her ∈n ≤ için 

{ }inzinziziz eezee −− ,,,...,,,1                                     (1.13) 

ve dolayõsõyla, 

)sin(),cos(,...,sin,cos,1 nznzzz                              (1.14) 

sistemi "∈α  olmak üzere, παα 2Re +<≤ z  kümesinde bir Chebyshev sistemidir. 

 

Örnek 1.3: Eğer, { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  M � de bir Chebyshev sistemi ise,  herhangi 

)(xp  pozitif fonksiyonu için )().(),...,().(),().( 10 xxpxxpxxp nϕϕϕ  sitemi de M � de 

bir Chebyshev sistemidir. 

 

Örnek 1.4: 3
10 )(,1)( xxx == ϕϕ  fonksiyonlarõnõn { }3,1 x  sistemi " � de bir 

Chebyshev sistemidir. 

 

Örnek 1.5: { }3,1 −x  sistemi ),0( +∞ � da bir Chebyshev sistemidir. 

 

Örnek 1.6: { }1,, 222 ++− xxxxx  sistemi " � de bir Chebyshev sistemidir. 
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Tanõm 1.6: Eğer, { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  sisteminin herhangi { })(),...,(),( 10 xxx mϕϕϕ  

nm <<0  alt sistemi Chebyshev sistemi ise { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ sistemine 

Markov sistemi denir. 

 

Teorem 1.2: Herhangi  bir M  kümesinde verilen { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ sisteminin 

bir Chebyshev sistemi olmasõ için gerekli ve yeterli şart, farklõ herhangi { } Mx n
j ⊂

0
 

için 

 

0

)()()(

)()()(
)()()(

);(

10

11101

01000

1

1

0

0 ≠=







=

nnnn

n

n

n

n

xxx

xxx
xxx

xxx
DxD

ϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕ

K

MOMM

K

K

K

K
            (1.15) 

 

olmasõdõr. 

 

Önerme 1.1: Eğer, { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  ],[ ba  aralõğõnda bir Chebyshev sistemi 

ise, 

{ } 0,...,1,0,:min >≥=− cnkjxx kj  

koşulunu sağlayan [ ] njbax j ,...,1,0,, =∈  noktalarõ için 

0);(
1

1

0

0 >≥







= r

xxx
DxD

n

nϕϕϕ
ϕ

K

K
 

 

dõr. 

 

Teorem 1.3: M  metrik uzayõnõn herhangi kümesinde { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  

Chebyshev sistemi verilsin. O halde, aralarõnda farklõ herhangi ,njMx j 0, =∈    ve 

herhangi ,njy j 0=  ,  noktalarõ için  

jjn yxP =)(                                                         (1.16)        
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koşullarõnõ sağlayan bir tek )(xPn  polinomu vardõr. 

 Bu polinom 

)()()(

)()()(
)()()(

)()()(

)()()(
)()()(0

)(

10

11101

01000

10

11101

01000

0

nnnn

n

n

nnnn

n

n

n
n

xxx

xxx
xxx

xxx

xxx
xxx

y

y

xP

ϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕϕ
ϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕϕ

K

MOMM

K

K

K

MOMM

K

K

M

=                                     (1.17) 

şeklinde tanõmlanõr ve enterpolasyon polinomu olarak adlandõrõlõr. 

 

Tanõm 1.7: { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  reel fonksiyonlarõ ],[ ba  aralõğõnda bir 

Chebyshev sistemi ve )(xPn  bu sistemin polinomu (yani, ∑
=

=
n

k
kkn xcxP

0
)()( ϕ ) olsun. 

 Eğer, bir ),(0 bax ∈ için 0)( 0 =xPn ve 0)0(sgn).0(sgn 00 <+− xPxP nn  ise 

(yani, )(xPn polinomu 0x  kökünden geçerken işaret değiştiriyorsa) 0x � a )(xPn  

polinomunun tek kökü, eğer,  

0)0(sgn).0(sgn 00 >+− xPxP nn  

ise (yani, )(xPn polinomu 0x  kökünden geçerken işaretini koruyorsa) 0x � a )(xPn  

polinomunun çift kökü denir. 

Eğer, polinomun kökü ],[ ba  aralõğõnõn herhangi ucu ile çakõşõrsa bu köke tek 

kök diyeceğiz. 

Teorem 1.4: { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ , ],[ ba  aralõğõnda bir Chebyshev sistemi olsun. 

O halde, aralarõnda çakõşmayan herhangi { } [ ] { } ),(    ve,
11 baybax p

j
k

i ⊂⊂ , 

,...2,1,0  ,2)2( ==+− rrpkn  

koşulunu sağlayan, noktalar için )(xPn  polinomu vardõr ve )(xPn polinomunun 

kökleri kixi ,1  , =  �lar ve çift kökleri de pjy j ,1  , =  � dir. 
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Teorem 1.5: { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ , ],[ ba  aralõğõnda bir Chebyshev sistemi ve 

)(xf , ],[ ba  aralõğõnda sürekli bir fonksiyon olsun. O halde, )(* xPn  polinomunun 

{ })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ sisteminin diğer polinomlarõna göre )(xf �e en iyi yaklaşan 

polinom olmasõ için gerekli ve yeterli koşul ],[ ba  aralõğõnda  

)()()( ** xrxPxf nn =−  

farkõ 

1. Peş-peşe işaret değiştiren, 

2.  
Cnnn

n
nn xrxrxrxr )()()1(...)()( *

2
*1

2
*

1
* ±=−==−= +

+  

olacak şekilde en azõndan bir tane 

bxxxa n ≤<<<≤ +221 ...  

{ } 2
1
+
=

n
iix  Chebyshev alternasõnõn olmasõdõr. 

 

Teorem 1.6: Herhangi { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  Chebyshev sistemi ve [ ]baCf ,∈∀  

için tek bir )(* xPn en iyi yaklaşõm polinomu vardõr. 

 

Teorem 1.7 (Haar, A.N. Kolmogorov): En azõndan n+1 tane nokta bulunduran 

kapalõ sõnõrlõ nM "⊂  kümesinde reel ya da kompleks { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ sistemi 

verilsin. O halde, )(MCf ∈∀ fonksiyonu için 

∑
=

∗=
n

k
kkn xcxP

0

* )()( ϕ                                              (1.18) 

şekilli tek bir en iyi yaklaşõm polinomunun var olmasõ için gerekli ve yeterli koşul 

{ } n

jj x
0

)(
=

ϕ  sisteminin Chebyshev sistemi olmasõdõr. 

 

Teorem 1.8 (Valle-Poisson): Eğer, ],[ ba  aralõğõ üzerinde sürekli bir )(xf  

fonksiyonu ve { })(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  Chebyshev sistemi üzre )(xPn  polinomu için  

bxxxa n ≤<<<≤ +221 ...  

koşullarõnõ sağlayan 2,1  , += njx j  noktalarõnda 
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{ } { })()(sgn)()(sgn 11 ++ −−=− jnjjnj xPxfxPxf  

oluyorsa, 

{ }2,1:)()(min)( +=−≥ njxPxffE jnjn                                    (1.19) 

dir. 
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2. KOMPLEKS DEĞİŞKENLİ SÜREKLİ FONKSİYONLARIN EN İYİ   

    DÜZGÜN YAKLAŞIMI ÜZERİNE 

 

Bu bölümde reel değişkenli sürekli fonksiyonlarõn en iyi yaklaşõmõndan elde 

edilen sonuçlarõn kompleks düzlemde sõnõrlõ, kapalõ ℜ  kümesinde verilmiş kompleks 

değerli sürekli fonksiyonlar için genelleştirildiğini göreceğiz. Verilmiş bir )(zf  

fonksiyonunun en iyi yaklaşõmõnõn varlõğõ ''1.1  teoremine göre bulunduğundan ve 

böyle polinomun yegane olmasõ ise 1.7 teoremi gereğince çözüldüğüne göre ilk önce 

A.N. Kolmogorov teoreminin benzerini kompleks düzlemde ispat edelim. Çünkü bu 

teorem, Chebyshevin 1.5 teoremine benzer olarak )(zPn
∗  polinomunun ℜ  

kümesindeki )(zf  fonksiyonunun n. dereceden en iyi yaklaşõmõ için gerekli ve 

yeterli şartlar verir. 

 Bundan sonra kõsaca aşağõdaki problemler üzerinde duracağõz. 

1. Verilen bir fonksiyonun verilen dereceden polinomlarla ile en iyi 

yaklaşõmõnõn değerlendirilmesi, 

2. Hangi minimal ℜ⊂0E  küme altõnda en iyi düzgün yaklaşõmõn değerinin, 

tüm ℜ  kümesindeki en iyi yaklaşõma eşit olmasõ,  

3. Kompleks değişkenli fonksiyonun yaklaşõmõ durumunda hangi işaretlerin 

farkõnõn yani )()( zPzf n−  işaretlerin ardõşõk değişimi kuralõna benzerdir. 

(Chebyshev teoremleri v.b) 

4. Konveks kümelerin elemanlarõnõn yardõmõyla soyut fonksiyonlarõn 

yaklaşõmõ hakkõnda 

 

Tanõm 2.1: Eğer kapalõ sõnõrlõ ℜ  kümesinde sürekli )(zf  fonksiyonu ve )(zPn  

polinomu (genellikle genelleştirilmiş) verilmişse o zaman istenen ℜ∈0z  noktasõnda  

Cnn zPzfzPzf )()()()( 00 −=−  

geçerli ise ℜ∈0z  noktasõna )( nPee =  noktasõ denir ( nPf −  nin farkõ diye 

adlandõrõlõr). 
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Teorem 2.1 (A.N Kolmogorov): Kapalõ sõnõrlõ ℜ  kümesinde 1+n  tane sürekli 

fonksiyonlarõn, yani; 

)(),...(),( 10 zzz nϕϕϕ                                              (2.1) 

verildiğini ve )(zf  sürekli fonksiyonunu ),;()( zcPzP kknn ϕ=  genelleştirilmiş 

polinomlarõ ile  

∑
=

=
n

k
kkn zczP

0
)()( ϕ                                               (2.2) 

yaklaştõrõlmasõ gerektiğini varsayalõm. ∑
=

∗∗ =
n

k
kkn zczP

0
)()( ϕ  polinomunu )(zf  

fonksiyonunun en iyi düzgün yaklaşõm polinomunun  

CnPCn zPzfzPzf
n

)()(inf)()( −=− ∗ , 

anlamõnda en iyi yaklaşõmõ için gerekli ve yeterli şart , ℜ  de )( ∗= nPee  noktalarõnõ 

)( ∗= nPEE  kümesinde istenilen (2.2) formundaki )(zPn  polinomu için  

[ ]{ } 0)()()(Remin ≤− ∗

∈
zPzfzP nnEz

                             (2.3) 

eşitsizliğinin gerçekleşmesidir. 

 

İspat: Gereklilik: )(zPn
∗  polinomu )(zf  fonksiyonunun en iyi yaklaşõmõ olsun. 

İspatõ olmayana ergi yöntemiyle yapalõm. Herhangi )(zPn  polinomu için (2.3) 

eşitsizliğinin tersinin sağlandõğõnõ yani; 

[ ]{ } 0)()()(Remin >>− ∗

∈
czPzfzP nnEz

                           (2.4) 

olduğunu varsayalõm. Bu durumda E kümesi kapalõ ve sõnõrlõ olduğundan dolayõ (2.4) 

eşitsizliği herhangi 0>δ  için EE ⊃δ  kümesinde, E kümesinden δ  dan küçük 

mesafede olan ℜ  kümesinde bütün noktalarda sağlanacaktõr. Bu taktirde ℜ \ δE  

kümesinin kapalõ olacağõ açõktõr. 

;)()(max nnz
EzPzf =− ∗

ℜ∈
  '

/
)()(max nnEz

EzPzf =− ∗

ℜ∈ δ

 ; 

;' hEE nn =−                                                       (2.5) 

;)(max MzPnz
=

ℜ∈
   λ=









M
h

M
c

2
;min 2  
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burada h  ve λ  sayõlarõnõn pozitif olduklarõnõn altõnõ çizelim. Şimdi  

)()()( zPzPzQ nnn λ+= ∗                                                  (2.6) 

polinomunu oluşturalõm ve bu polinomun )(zf  fonksiyonunun )(zPn
∗  polinomuna 

göre daha iyi yaklaştõğõnõ göreceğiz. Bu ise çelişkidir. Gerçekten de (2.4) ve (2.5) 

ifadelerini ve istenilen 0w  kompleks sayõsõ için  

000 Re2 www =+  

olduğunu dikkate alõrsak, istenen δEz ∈  için  

[ ]{ }
222

2
2

222

2

2

)()()()(Re2)()(

)()()(.)()()()()(

nnn

nnnn

nnnnn

EcEM
M

ccE

zPzPzfzPzPzf

zPzPzfzPzPzfzQzf

<−=+−≤

≤+−−−=

=−−−−=−

∗∗

∗∗

λλλ

λλ

λλ

 

elde edilir. Eğer, ℜ∈z \ δE  ise o zaman (2.6) ve (2.5) e göre 

.
22

)()()()()(

'
nnn

nnn

EhEM
M
hE

zPzPzfzQzf

<−=+≤

≤+−≤− ∗ λ
 

olur. Buna göre tüm ℜ∈z  için 

,)()(max)()( zPzfEzQzf nznn
∗

ℜ∈
−=<−  

elde edilir. Bu ise )(zPn
∗  polinomunun tanõmõna çelişki teşkil eder. 

Yeterlilik: )(zPn
∗ , (2.2) şekilli ve (2.3) koşulunu sağlayan bir polinom olsun. )(zPn

∗  

polinomunun  )(zf  fonksiyonuna en iyi yaklaştõğõnõ ispatlayalõm. Gerçekten eğer 

)(zQn  (2.2) şeklinde herhangi bir polinom ve 0z   

[ ][ ]{ } 0)()()()(Re 0000 ≤−− ∗∗ zPzfzPzQ nnn  

eşitsizliğini sağlayan E kümesinden olan bir eleman ise (Burada )(zPn  rolünü 

)()( zPzQ nn
∗−  polinomu oynayacaktõr) bu noktada 
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[ ]
[ ][ ]{ }

,)()(max)()(

)()()()(Re2)()(

)()()()()()(

22

00

0000

2

00

2

0000
2

00

zQzfzPzQ

zPzfzPzQzPzf

zPzQzPzfzQzf

nznn

nnnn

nnnn

−≥−+

−−−−=

−−−=−

ℜ∈

∗

∗∗∗

∗∗

  

olacaktõr. Bu ise )(zPn
∗  polinomunun )(zf  fonksiyonunun en iyi yaklaşõmõ 

olduğunu gösterir. Böylece Teorem 2.1 ispatlanmõş olur. 

 

Teorem 2.1 in uygulamalarõ: 

 

Örnek 1. 1≤z  birim dairede verilen nzzf =)(  fonksiyonu için 1−n . dereceden 

Chebyshev çok terimliler içerisinden en iyi yaklaşõmõ 0)(1 =∗
− zPn  polinomudur. 

 Gerçekten bu durumda E kümesi { }1: == zzE  olacaktõr. İstenilen çok 

terimli 1−n . dereceden )(1 zPn−  çok terimlisi için 

[ ] n
nnn zzPzPzfzP ).()()()( 111 −

∗
−− =−                               (2.7) 

çarpõmõ öyle bir özelliğe sahiptir ki E birim dairesindeki z  noktasõ ile pozitif yönde 

döndüğünde nz  teriminin argümanõ ise π)1.(2 −n  değerinden çok olmayacak 

şekilde artacaktõr (çünkü E nin içerisinde )(1 zPn−  in 1−n  den fazla kökü yoktur). 

Böylece (2.7) çarpõmõnõn argümanõ en azõndan π2  kadar azalacaktõr. Buradan, 

süreklilikten dolayõ (2.7) çarpõmõnõn Reel kõsmõ en azõndan bir Ez ∈0  noktasõnda 

pozitif olmayacaktõr (Bu (2.7) çarpõmõnõn argümanõnõn ππ k2+ , ...1,1,0 −=k  

olduğunu ya da 0z  noktalarõnda  ya da çarpõmõn sõfõra eşit olacağõ noktalarda yer 

alacaktõr.).  

 

Örnek 2. (S.Y. Alper). 1≤z  birim dairede verilmiş  

az
zf

−
= 1)( ,   1>a  

fonksiyonu için n. dereceden bir )(zPn
∗  çok terimlisi ve nγ  sayõsõ seçelim. Öyle ki 
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az
zza

az
zPaz

zP
az

n

n
n

n −
−=

−
−−

=−
−

∗
∗ )1()()(1

)(1 γ  ,                    (2.8) 

eşitliği sağlanmõş olsun ve böyle kurulmuş )(zPn
∗  çok terimlinin 

az −
1  

fonksiyonunun en iyi yaklaşõmõ olan çok terimli olduğunu ispat edelim. Aynõ 

zamanda n. dereceden istenilen )(zPn çok terimlisi için  

   0)1()(Remin)(1)(Remin ≤
























−
−=





















−

− ∈

∗

∈ az
zzazPzP

az
zP

n

nnEznnEz
γ ,        (2.9) 

eşitsizliğinin sağlandõğõnõ gösterelim. Burada, E 1≤z  noktalar kümesidir ve 

)(1 zP
az n

∗−
−

  modülce 1≤z  kümesinde en büyük değerini alõr.         

az
za

−
−1  fonksiyonu 1<z  birim çemberini ve onun 1=z  sõnõrõnõ kendilerine 

yansõttõğõ için (2.8) ifadesi kendi modülünün nγ  ye eşit olan değerini 1=z  de alõr. 

Burada E kümesinin rolünü yine 1=z  birim çemberi üstlenir. Birim E çemberi 

pozitif yönde döndüğünde 
az

zza n

−
− )1(  terimin argümanõ π)1(2 +n  kadar azalacaktõr. 

Çünkü nzza )1( −  çarpõmõnõn tüm 1+n  kökleri birim çemberin içinde, az −  farkõnõn 

kökü ise dõşõnda olur. )(zPn  çok terimlinin argümanõn ise πn2  den büyük 

olmadõğõnõ dikkate alõrsak (2.9) daki küme parantezi içerisinde olan ifadenin 

argümanõnõn o zaman an azõndan π2  kadar azaldoğõ sonucuna varõrõz. Bundan sonra 

1. örnekteki gibi düşünürsek (2.9) eşitsizliğinin geçerli olduğunu görürüz.  

az →  limitine geçerken (2.8) eşitliğinin  her tarafõnõ az −  ile çarptõktan 

sonra [ ] 121(
−

−= aa n
nγ  elde ettiğimizden 

az −
1  fonksiyonunun  en iyi düzgün 

yaklaşõm değerinin  

)1(
1)(1maxmin1

21 −
==−

−
=







− ≤ aa

zP
azaz

E nnnzPn
n

γ  .            (2.10) 

olduğunu elde ederiz. 
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Örnek 3. Teorem 1.2  (P.L. Chebyshev)�nin Teorem1.1� den  kolayca elde 

edilebileceğini gösterelim. 

 

Gereklilik: Chebyshev teoreminin ispatõnda kullanõlan işaretleri kullanarak [a,b] 

aralõğõnda en azõndan 2+n  farklõ e noktalarõnõn kx  noktalarõndan oluşan bir 

sistemde mevcut olduğunu gösterelim. 

 Bu noktalarda işaretlerin sõrayla değişme şartõ  

)()1(...)()( 2
1

21 +
+−==−= nn

n
nn xrxrxr  

sağlanõr. 

 Gerçekten, eğer işaretlerin değişimi e-noktalarõnõn (yani E de olan noktalarõn) 

maksimal sayõsõ 1+m � e eşit olmasõ durumunda (burada )21 +<+ nm  )(xPm  1≥m  

için (1.13) formülü ile tanõmlanarak ve 0=m  için 1)(0 =xP  veya -1 kabul ederek n  

den büyük olmayan dereceden, bir çok terimli elde edilebilir ki tüm Ex ∈  

noktalarõnda )()( xPxf n
∗−  farkõnõn işareti alõnõrdõ ve buna göre  

[ ]{ } [ ]{ } 0)()()(min)()()(Remin >−=− ∗

∈

∗

∈
xPxfxPxPxfxP nmExnmEx

 , 

sağlanõrdõ. Böylece çelişki elde edilir. 

Yeterlilik: )(xPn
∗  çok terimlisi öyle olsun ki )()( xPxf n

∗−  farkõ [a,b] aralõğõnda 

modülce en büyük değerini alsõn. Bu fark ],[ baxk ∈  noktalarõnda 2+n  tane noktada 

sõrasõyla işaret değiştirsin. İstenilen n. dereceden 0)( ≠xPn  çok terimli [a,b] 

aralõğõnda  1+n �den büyük olmayan kx  noktalarõnda sõrasõyla işaret değiştiğini 

dikkate alõrsak,    

 

[ ]{ } [ ]{ } 0)()()(min)()()(Remin ≤−≤− ∗∗

∈ knkkkknnEx
xPxfxPxPxfxP  

elde edilir. Buradan, )(xPn
∗  õn )(xf  fonksiyonunun en iyi düzgün yaklaşõmõ olan 

çok terimli olduğu görülür. Bununla 1.2 Chebyshev teoremi ispatlanmõş olur. 

 Eğer, Teorem 2.3 ve bundan çõkan sonuç kullanõlõrsa, benzer şekilde 

Kolmogorov teoreminden de 1.2 Chebyshev teoremi çõkartõlabilir.     
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Gösterelim ki, Teorem 2.1�in (Kolmogorov Teoremi) yeterliliğinin ispatõna 

benzer muhakemeyle Teorem 1.8�in (Valle-Poisson Teoreminin) benzeri 

ispatlanabilir. 

 

Teorem 2.2: )(zf  fonksiyonu ← kümesinde sürekli kompleks değerli fonksiyon 

olsun. (2.6)  şekilli bir ( )zQn  ve herhangi ( )znΡ  polinomlarõ için ⊂Ε ← alt 

kümesinde  

                                ( ) ( ) ( )[ ]{ } 0Remin ≤−Ρ
Ε∈

zQzfz nnz
                                             (2.11) 

koşulu sağlanõyorsa, )(zf  fonksiyonunun ← kümesinde n. dereceli polinomlarla en 

iyi yaklaşõmõ nΕ  için  

                   ( ) ( ) ( ) ( )zQzfzzfmaks nznmzn
n

−≥Ρ−=Ε
Ε∈∈Ρ

minmin                                (2.12) 

değerlendirmesi doğrudur. 

 

İspat : ⊂Ε ← olsun. 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0Re 000 ≤−−Ρ∗ zQzfzQz nnn  

koşulunu sağlayan Ε∈0z  noktasõnõ alalõm. Burada, ( )zn
∗Ρ  polinomu )(zf  

fonksiyonunun ← kümesinde en iyi yaklaşõm polinomudur. 

( ) ( ) ( ) ( )00min zzfzzfmaks nnmzn
n

∗

∈Ρ
Ρ−≥Ρ−=Ε  

olacağõndan, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
00

2

00
2

00

2

000000
2

00

2

0000

2

00
2

Re2

zQzfzQzzQzf

zQzzQzfzQzzQzf

zQzzQzfzzf

nnnn

nnnnnn

nnnnn

−≥−Ρ+−≥

≥−Ρ+−−Ρ−−=

=−Ρ−−=Ρ−≥Ε

∗

∗∗

∗∗

 

elde edilir. 

Buna göre, 

( ) ( )00 zQzf nn −≥Ε  

dir. Buradan, istenen 

( ) ( )zQzf nzn −≥Ε
Ε∈

min  
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eşitsizliği çõkar. 

Bununla ispat tamamdõr. 

Çalõşmanõn başõnda sorulan 2. ve 3. soruya aşağõda ispatsõz vereceğimiz 

teoremler cevap verir. 

     Bu teoremlerde ←⊂ξ  kümesi kapalõ ve sõnõrlõ kümedir (yani kompakt 

kümedir). 

  

Tanõm 2.2: )(zf  ←� de tanõmlõ kompleks değerli fonksiyon olsun. Ayrõca )(zf  

fonksiyonu  ← kümesinde sürekli ( ){ } n
k z 0ϕ  , n=0,1,2,�. sisteminin polinomu 

değildir. 

Eğer, 

1) )(zf  fonksiyonunun ⊂Ε0 ← kümesi üzere  

( ) ( )∑
=

=Ρ
n

k
kkn zcz

0
ϕ  

şekilli polinomlar yardõmõyla en iyi düzgün yaklaşõmõ, ← kümesi üzere en iyi düzgün 

yaklaşõma eşitse, 

2) 0Ε �õn herhangi Ε⊂Ε′0  özalt kümesinde )(zf �nin en iyi düzgün 

yaklaşõmõ 0Ε �daki en iyi düzgün yaklaşõmdan küçükse, 

( )n00 Ε=Ε  kümesine f(z) fonksiyonunun n. dereceden karakteristik 

kümesi denir. 

Not : ←⊂ξ  kümesinde sürekli herhangi )(zf  fonksiyonu için en azõndan bir tane 

karakteristik kümenin var olmasõ, aşağõdaki teoremlerin ispatõ zamanõ görülecektir. 

 

Teorem 2.3 (Karakteristik Kümenin Varlõğõ Üzerine Valle-Poisson Teoremi): 

∈n ≤ sayõsõ ve en az 2+n noktadan oluşan ←⊂ξ  kümesi verilsin. ← kümesinde 

1+n  sayõda sürekli  fonksiyonlar sistemi ( ){ } n
k z 0ϕ  olsun.  

Eğer, ← kümesinde sürekli )(zf  fonksiyonu  

( )∑
=

n

k
kk zc

0
ϕ  
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şekilli derecesi n�yi aşmayan polinomlardan farklõ bir fonksiyonsa, 

1) En az bir tane n dereceli  ( )n00 Ε=Ε  karakteristik küme vardõr; 

2) Eğer, ( ){ } n
k z 0ϕ  sistemi Chebyshev sistemi ise her n dereceli 0Ε  karakteristik 

küme  

3) 322 +≤≤+ nmn                                                                                        (2.13) 

koşullarõnõ sağlayan ( )0Ε=mm  tane noktadan oluşur. 

Eğer, ( ){ } n
k z 0ϕ  Chebyshev sistemi değilse, 0Ε  karakteristik kümesinin eleman 

sayõsõ m  

                                                 321 +≤≤ nm                                                      (2. 31 ′ ) 

koşulunu sağlar. 

 

İspat : Teoremi, önemli bildiğimiz ( ){ } n
k z 0ϕ  Chebyshev sistemi için ispatlayacağõz. 

Teoremin ispatõ için ispatsõz vereceğimiz aşağõdaki teoremden yararlanacağõz. 

 

Teorem 2.4 (Konveks Kümelerin Kesişimi Üzerine Helli Teoremi) : ∈m ≤ ve mL  m 

boyutlu reel lineer normlu uzay olsun. K, mL �de en az m+1 tane konveks kapalõ 

küme bulunduran kümeler ailesi olsun. Eğer, K�da kesişimleri sõnõrlõ olan en az bir 

tane Κ∈Ω i , i=1,2,�,n sistemi var ve K�nõn her m+1 tane kümesinin en az bir ortak 

noktasõ varsa, bu kümelerin tamamõna ait olan bir nokta var. 

Teorem 2.3�ün ispatõna geçmeden önce şunu belirtelim: 

iα  ve iβ  reel sayõlar olmak üzere,                                                                     

                          ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

+=Ρ=Ρ
n

k
kkknn zizz

0
; ϕβαϕ                                           (2.14) 

şekilli polinomlar 

                ( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

+=Ρ
n

k

n

k
kkkkn zzz

0 0
ψβϕα  ,  ( ) ( )ziz kk ϕψ =                             (2. 41 ′ ) 

biçiminde gösterilebilir. 

 O halde, (2.14) şekilli bütün mümkün polinomlar kümesine  

( ){ ∈Ρ=Ρ zzmaks nn : ← }  
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normu ile 22 += nm  boyutlu reel lineer normlu uzay olarak bakabiliriz. Bu uzay 

( ) ( ) ( ) ( )zzzz nn ψψϕϕ ,...,,,..., 00  fonksiyonlar sisteminin gerdiği uzay (yani, 

{ }nnospan ψψϕϕ ,...,,,..., 0 )�dir. 

 Şimdi teoremin ispatõna geçelim. 

 Teoremin ispatõnõ olmayana ergi yöntemiyle yapacağõz. 

 Teorem 2.3�ün bütün varsayõmlarõ sağlanõyor olsun. )(zf  ←�de sürekli, 

Teorem 2.3�ün bütün varsayõmlarõnõ sağlayan fonksiyon olsun. 32 +n �den fazla 

sayõda eleman bulundurmayan hiçbir { } ⊂pzzz ,...,, 21 ← kümesi )(zf �nin 

karakteristik kümesi değildir. 

 Her ∈pzz ,...,1 ← için 

( ) ( ) ( ){ }pjzzfmakszzf jnjpn
n

,1:inf,...,; 1
0 =Ρ−=Ε

Ρ
; 

                               ( ){ ∈Ε jpn zzzf :,...,;sup 1
0 ←, }pj ,1=                                (2.15) 

alalõm. 

    32 +≤ np  olduğundan, varsayõm gereğince  

            ( ) ( ) ( ) ( ){ ∈Ρ−=Ε<Ε
Ρ

zzzfmaksfzzf nnpn
n

:min,...,; 1
0 ← }                  (2.16) 

olacaktõr. 

 Öte yandan, ( )pn zzf ,...,; 1
0Ε  fonksiyonlarõ ← p  kümesinde sürekli 

olacağõndan, bir ( )∈∗∗
pzz ,...,1 ← p  noktasõnda en büyük değerini alacaktõr. Buna göre, 

( ) ( )ff jnjn
∗

+
∗ Ε≤Ε 1,,  , j=1,2,�,2n+2 , 

                                ( ) ( ) ( )fzzff nnnnn Ε<Ε=Ε ∗
+

∗∗
+ 321

0
32, ,...,,                               (2.17) 

olacaktõr. 

 Herhangi  ∈ξ ← noktasõnda ( )ξf �den en fazla ∗
+Ε 32, nn  kadar sapan ( )ϕ;znΡ  

polinomlarõn kümesi ( )ξΩ  olsun. Yani, 

                        ( ) ( ) ( ) ( ){ }∗
+Ε≤Ρ−Ρ=Ω 32,;:; nnnn fz ϕξξϕξ                                   (2.18) 

alalõm. 

 ( )ξΩ  kümesinin boş olmadõğõ, kapalõ ve konveks olduğu kolaylõkla gösterilir. 

Ayrõca, (2.15)�den ( ) ∈Ω ii ξξ , ←, i=1,2,�,2n+3 kümelerinin kesişimi en azõndan  
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( ) ( ){ } ( )321
00 ,.....,;32,....,1: +Ε=+=Ρ− nnjnj fnjfmaks ξξξξ  

koşulunu sağlayan ( )zn
0Ρ  polinomunu bulundurduğu görülür. ( )zn

0Ρ �in varlõğõ Borel 

teoreminden görülür. 

 (2.14)- (2. 41 ′ ) şekilli polinomlarõn reel 2n+2 boyutlu lineer uzayõnda ( )ξΩ  

konveks kümesine Helli teoremini uygulayacağõz. Bunun için, kesişimi sõnõrlõ olan 

en azõndan bir tane sonlu ( )ξΩ  sisteminin var olduğunu gösterelim.  

 ←�den farklõ herhangi 0
1

0
1 ,..., +nξξ  noktalarõ alalõm. 

( ) ( ) ( )0
1

0
2

0
1

0 ... +Ω∩∩Ω∩Ω=Ω nξξξ  

olsun. 0Ω  kümesinin sõnõrlõ olduğunu gösterelim. 

    Her ( ) 0; Ω∈Ρ ϕzn  için, (2.18)�den 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ffff njjjnjn +Ε<+−Ρ≤Ρ 0000 ;; ξξϕξϕξ  

elde edilir. Buradan, 0Ω �õn sõnõrlõ olduğu görülür. 

 Buna göre, Helli teoremi gereğince ( )ξΩ , ∈ξ ← kümelerinin hepsine ait 

olan ve  

( ) ( ) ( )ff nnnn Ε<Ε≤Ρ− ∗
+

∗
32,;ϕξξ  

koşulunu sağlayan en azõndan bir tane ( )ϕ;zn
∗Ρ  vardõr. Bu ise bir çelişkidir. 

 Bu çelişki 2n+3�ten fazla eleman bulundurmayan karakteristik kümenin 

varlõğõnõ ispatlar. 

 

Örnek 4 : ←= { ∈z ξ : }1≤z  olsun. ( ) 4zzf =  fonksiyonuna ←�de 3. dereceden 

( )z3Ρ  cebirsel polinomlarõyla yaklaşõm zamanõ karakteristik küme 8 elemanlõ 









==Ε 7,...,1,0:4
0 ke

ki
π

 kümesi olabilir. Ayrõca, ( ) 4zzf =  fonksiyonu için ← ve 

⊂Ε0 ← kümelerinde 3. dereceden en iyi yaklaşan polinom ( ) 03 =Ρ∗ z �dõr. 

 Öyle ki, 
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( )
( ){ ∈Ρ−

Ρ
zzzmaks

z
:inf 3

4

3

← } =

( ) 17,...,1,0,4
3

4

4
3

4 =












=







Ρ−








=Ρ−= ∗∗ keemakszzmaks

ikik

z

ππ

 

dir. 

 Doğrudan da  

( ) ( ) 133 <Ρ− ∗zf  

koşulunu sağlayan bir 3. dereceden ( ) 0≠Ρ∗ zn  polinomlar olsaydõ 

( ) 11 4
3

4
3

4

4 <







Ρ−−=








Ρ−







 ∗∗ ik

k

iik

k
emakseemaks
πππ

 

olacaktõ. Buna göre, 

( ) ( ) 0Re 33 ≠Ρ= ∗∗ itetT  

trigonometrik polinomu  

  ( ) ,1
4

sgn 3
kkT −=






∗ π     7,...,1,0=k  

koşullarõnõ sağlar. O halde, trigonometrik polinomun sõfõrlarõnõn sayõsõ hakkõnda 

teoreme göre 3. dereceli ( )tT ∗
3  polinomunun [ )π2,0  aralõğõnda en azõndan yedi tane 

kökü vardõr. Bu ise ( ) ( ) 0Re 33 ≠Ρ= ∗∗ itetT  ile çelişir. Dolayõsõyla, ← dairesinde 

( ) 4zzf =  fonksiyonuna en iyi yaklaşan 3. dereceden polinom sõfõr polinomudur. 
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3. KOMPLEKS DEĞİŞKENLİ SÜREKLİ FONKSİYONLARA KISITLI 

      ARALIKTA GENELLEŞTİRİLMİŞ POLİNOMLARLA EN İYİ DÜZGÜN 

      YAKLAŞIM  

 

  Çalõşmanõn bu kõsmõnda aşağõdaki gibi formüle edilebilen kõsõtlamalõ 

durumunda reel değişkenli ile benzeyen, kompleks değişkenli sürekli fonksiyonlarõn 

kõsõtlõ aralõkta en iyi düzgün yaklaşõmõ problemini göz önüne alõndõ. C ( )Q , bir 

kompakt Q  kümesi üzerinde tanõmlanan kompleks değişkenli sürekli fonksiyon 

uzay, ⊂Ρ C ( )Q  sonlu boyutlu alt uzay ve { }Qtt ∈Ω=Ω  ξ�de kapalõ kümeler ve boş 

olmayan konveks bir sistem olsun. Verilen bir ∈f C ( )Q  fonksiyon kümesi için, 

( ) pffE
PP

−=
Ω∈

inf , 

iken, 

( ){ }QttpPpP ∈∀Ω∈∈=Ω ,: . 

Burada  düzgün normu temsil eder. 

Yukarõdaki problemde infimum şartõ Ω
∗ ∈ Pp  elemanlarõnõn özelliklerini 

dikkatle incelemek içindir. Kabul edilir ki, bu problem kõsõtlayõcõ bir genel sõnõf için 

oldukça zordur. 

 

3.1 TEMEL TANIMLAR, NOTASYONLAR VE GERÇEKLER 

 

Q , ξ kompleks düzlemde en azõndan n+1 tane nokta içeren bir kompakt 

küme olsun. Q  üzerinde tanõmlanan bütün kompleks değişkenli sürekli 

fonksiyonlarõn ( )tfmaksf
Qt∈

=  normu ile Banach Uzayõnõ C ( )Q  ile gösterelim. 

( )fM  kümesi; 

( ) { }ftfQtfM =∈= )(:  

olsun. 
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Bir { }nϕϕϕ ,...,, 21  tabanõ ile bir n-boyutlu ⊂Ρ C ( )Q  alt uzayõnõ göz önüne 

alalõm. Pp ∈  elemanlarõ ∈vc ξ, nv ,...,2,1=  iken ∑
=

=
n

v
vvcp

1
.ϕ  şeklindedir. Biz 

onlarõ { }nϕϕϕ ,...,, 21  sistemine göre genelleştirilmiş polinomlar olarak veya kõsaca 

tam polinomlar olarak adlandõracağõz. Pp ∈  kümesi için, 

( ) ( ){ }0=∈= tpQtpZ  

dir. 

 

Tanõm 3.1.1: Bir n- boyutlu ⊂Ρ C ( )Q  alt uzayõ verilsin. P \ { }0  kümesinin en fazla  

n-1 tane sõfõra sahip elemanlarõndan oluşan uzaya Haar Uzayõ denir.  

∈u  C ( )Q  ve ∈r  C ( )Q  sabit fonksiyonlar olsun, ayrõca tüm Qt ∈  için 

( ) 0>tr  olduğunu kabul edelim. Her Qt ∈  noktasõ için aşağõdakiler gösterilir: 

{ ∈=Ω zt ξ ( ) ( )}trtuz ≤−:  

{ ∈=Ω ztint ξ ( ) ( )}trtuz <−:  

{ ∈=Ω∂ zt ξ ( ) ( )}trtuz =−:  

 

Hipotez 3.1.1 : Bu çalõşma süresince, bazõ Pp ∈0  için ( ) Ω∈ int0 tp  durumunun 

tüm Qt ∈  için geçerli olduğu kabul edilecektir.  

Bütün Pp ∈  kümesi için, 

( ) ( ){ } .ttpQtpB Ω∂∈∈=  

 u, r, p fonksiyonlarõnõn sürekliliğinden ( )pB  kompakttõr. ΩΩΩ ==⊂ PPPPQB Q,, ,, φ  

iken ( ){ }BttpPpPB ∈∀Ω∈∈=Ω ,,  notasyonunu ele alalõm. Bir kapalõ B kümesi için 

P�de Ω,BP kümesi kapalõ iken, her QB ⊂  kümesi için Ω,BP  kümesinin konveks 

olduğuna dikkat edelim. BB ⊂′  kapsamasõ açõkça Ω′Ω ⊂ ,, BB PP � yõ ifade eder. 

QBQA ⊂⊂ ,  ve ≠A η iken ←, (A;B) sõralõ ikililer kümesi olsun. AA ⊂′  

ve BB ⊂′  ise ( ) ( )BABA ;; ⊂′′  yazarõz. O zaman ( ) ( )BABA ;; ⊂′′  kapsamasõ tam 



 26

olarak adlandõrõlõr, eğer AA ⊂′  ve BB ⊂′  kapsamalarõndan en azõndan biri tam ise 

∈f C ( )Q  ve (A;B)∈←  ikili kümesi için, 

( ) ( ) ( )tptfPfE
AtPpBA

B

−=
∈∈Ω

Ω

supinf;
,

,  

dõr. 

Açõkça, QBA ==  için, 

( ) ( ) ( )fEPfEPfE QQQ == ΩΩ ;; ,  

dir. 

Her (A;B)∈←  ikilisi için özellikle ( ) ( )fEPfE BA ≤Ω,;  için sonuçlanan 

( ) ( )ΩΩ′′ ≤ ,, ;; BABA PfEPfE  eşitsizliği ( ) ( )BABA ;; ⊂′′  kapsamasõnõ ifade ettiği 

kolaylõkla görülür. 

 

Tanõm 3.1.2 : Ω∈ ,BPq  bir polinom, 

( ) ( ) ( )Ω
∈

=− ,;sup BA
At

PfEtqtf  

eşitliğini sağlayan Ω,BP �den A üzerinde f için ��en iyi kõsõtlõ aralõklar yaklaşõmõ�� 

olarak adlandõrõlõr. 

( )fEpf =− ∗ �yi sağlayan ΩP �den Q  üzerinde f için en iyi kõsõtlõ aralõklar 

yaklaşõmõ veya Ω
∗ ∈ Pp  polinomu, ΩP �den f �e kõsaca en iyi kõsõtlõ aralõklar 

yaklaşõmõ olarak adlandõrõlõr. 

 

Teorem 3.1.1 : Eğer A ve B, ≠AQ( η)�nun kompakt alt kümeleri ise o zaman her 

∈f C ( )Q  fonksiyonu için Ω,BP �den A üzerinde f  �e bir en iyi kõsõtlõ aralõklar 

yaklaşõmõ vardõr. 

 

Sonuç 3.1.1 : Her ∈f C ( )Q  fonksiyonu için ΩP �den  f�e en iyi yaklaşõm vardõr. 
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Teorem 3.1.2 (Lineer Eşitsizlik Üzerine) : U, ξ n �in bir kompakt alt kümesi olsun. 

O zaman ξ n �in orijini U�nun konveks kabuğuna ait değilse bütün Uu ∈  için öyle 

( ) 0, >uzR �da bir ∈z ξ n  noktasõ vardõr. 

Burada ( ),  ξ�de skaler çarpõmdõr. 

 

Teorem 3.1.3 (Caratheodory ): A, n-boyutlu kompleks uzayõn bir alt kümesi olsun. 

A�nõn konveks kabuğunun her noktasõ, A�nõn 2n+1 elemanlarõnõn bir konveks lineer 

kombinasyonu formunda ifade edilebilir. 

 

Tanõm 3.1.3: ( )QCf ∈  olsun. ( ) ( )fEPfE BA =Ω,;  şartõnõ sağlayan ΩP  ile ilgili 

olarak bir f fonksiyonu için ( )BA; ∈  ← sõralõ ikililerine kabul edilebilir çift 

(admissible pair (a.p)) denir. 

 

Tanõm 3.1.4: ( ) ( )
00

;; , BABA PfEPfE <Ω  eşitsizliğini sağlayan ( ) ( )00 ;; BABA ⊂  için, 

ΩP  ile ilgili olarak bir f  fonksiyonu için ( )00 ; BA  sõralõ ikilisine minimal kabul 

edilebilir çift (minimal admissible pair (m.a.p)) denir. 

 

Sonuç 3.1.2 : Q ��nun sonlu alt kümeleri A ve B�de  bir f  fonksiyonu için her ( )BA;  

kabul edilebilir çifti (a.p),  f  için en azõndan bir minimal kabul edilebilir çift (m.a.p) 

içerir. 

  

Teorem 3.1.4 : ( )∈00 ; BA ←, ΩP  ile ilgili ( )QCf ∈  için bir minimal kabul edilebilir 

çift (m.a.p) olsun ve Ω
∗ ∈ Pp , ΩP �da  f �e en iyi bir yaklaşõm olsun. O zaman, aynõ 

zamanda aşağõdaki kapsamalar geçerlidir: 

( )∗−⊂ pfMA0 ,  ( )∗⊂ pBB0 . 

 

Teorem 3.1.5 : Her ( )QCf ∈  fonksiyonu için ΩP  ile ilgili  f  için aşağõdaki gibi en 

azõndan bir ( )00 ; BA  minimal kabul edilebilir çift (m.a.p) vardõr 

1200 +≤∪ nBA . 
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Teorem 3.1.6 : P  bir Haar uzayõ ve ( )QCf a∈ \ ΩP  olsun. O zaman, ΩP  ile ilgili  f  

fonksiyonu için her ( )00 ; BA  minimal kabul edilebilir çifti (m.a.p) aşağõdaki durumu 

sağlar 

.100 +≥∪ nBA  

 

Tanõm 3.1.5 : ΩP �da  f �e en iyi bir yaklaşõmõn Ω
∗ ∈ Pp  olduğunda, aşağõdaki iki 

durumdan en azõndan ikisi sağlanõrsa bir  ( )QCf ∈  fonksiyonu kabul edilebilir 

olarak adlandõrõlõr. 

      1)  ,)( ttf Ω∈    Qt ∈∀  

      2)  ( ) ( ) =∩− ∗∗ pBpfM η 

 

Bütün kabul edilebilir fonksiyonlar kümesi ( )QCa  ile gösterilir. 

 

3.2 EN İYİ YAKLAŞIM KARAKTERİSTİĞİ 

 

∈f C ( )Q , Ω
∗ ∈ Pp  olsun. Küme, 

( ) ( ) ( ),1 tptft ∗−=σ   ( )∗−∈ pfMt  

( ) ( ) ( ),2 tptut ∗−=σ   ( )∗∈ pBt . 

dir. 

 

Teorem 3.2.1  (Kolmogorov Şekilli Karakteristik) : Bir Ω
∗ ∈ Pp  polinomu, 

ΩP �dan bir ∈f C ( )Q  fonksiyonu için bir en iyi yaklaşõm olmasõ için gerek ve yeter 

şart her Pp ∈  için aşağõdaki eşitsizliğin geçerli olmasõdõr. 

           ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0Remin,Reminmin 21 ≤






∗∗ ∈−∈
ttpttp

pBtpfMt
σσ                    (3.2.1) 
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İspat : ⇒  ΩPf , �de olduğu durumda tüm Qt ∈  için ( ) ( ) ( ),1 tptft ∗−=σ  elde edilir 

ve böylece (3.2.1) doğrudur. ∈f C ( )Q \ ΩP  olsun. Tersini kabul edelim. Farzedelim 

ki bazõ Ω∈ Pq  polinomu için (3.2.1) geçerli değildir, yani aşağõdaki eşitsizlikler elde 

edilir: 

                                 ( ) ( )( ) ,0Re 1 >ttq σ   ( )∗−∈ pfMt                                       (3.2.2) 

( ) ( )( ) 0Re 2 >ttq σ ,  ( )∗∈ pBt  

Teorem 3.1.5� den dolayõ f  için öyle bir minimal kabul edilebilir çift vardõr 

ki 1200 +≤∪ nBA �dir. Ayrõca Teorem 3.1.4�den dolayõ 

( ) ( )∗∗ ⊂−⊂ pBBpfMA 00 ,  kapsamalarõ elde edilir, (3.2.2) eşitsizlikleri ile beraber 

süresince,                                  

                                              ( ) ( )( ) ,0Re 1 >ttq σ   0At ∈                                      (3.2.3) 

 ( ) ( )( ) 0Re 2 >ttq σ ,  0Bt ∈  

Sonlu 0A  ve 0B  kümelerinin her ikisi hesaba katõlõrsa, 0λ  sabiti elde edilir. 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( ) 











=
∈ 2

2
2

1
0

Re2
min,

Re2
minmin

00 tq

ttq

tq

ttq
BtteA

σσλ  

(3.2.3)�den dolayõ 00 >λ  olduğuna dikkat edelim. Buradan sabit bir 

( )0,0 λλ ∈  ve keyfi bir 0Bt ∈  noktasõ için, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )tr
tq

ttq
tqtr

tqttqtptutqtptu

2
2

222

22
2

22

Re2

Re2

<













−+=

=+−−=−− ∗∗

σλλ

λσλλ

 

elde edilir. 

Bundan dolayõ Ω
∗ ∈+ ,0BPqp λ �dõr. Her 0At ∈  noktasõ ve aynõ ( )0,0 λλ ∈  

noktasõ için aşağõdaki eşitsizliğin geçerli olduğu benzer bir yolla gösterilebilir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fEpftptftqtptf 2222
=−=−<−− ∗∗∗ λ  

Sonunda, minimal kabul edilebilir ( )00 , BA  çifti  için mümkün olmayan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )fEtqtptfPfE
AtBA <−−≤ ∗

∈Ω λ
0

00
max; ,  
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bulunur. 

:⇐  Her Pp ∈  polinomu için (3.2.1) durumunun geçerli olduğunu 

farzedelim. 

Keyfi bir Ω∈ Pq  polinomu tespit edelim ve keyfi ( )1,0∈λ  için 0p  Hipotez 

3.1.1�deki polinom olduğunda, ( ) 01 pqq λλλ +−= �õ belirleyelim. O zaman açõkça 

tüm Qt ∈  noktalarõ için (özellikle, ( )∗∈ pBt  için) tq Ω∈ intλ  kapsamasõ elde edilir, 

burada mutlak eşitsizlik ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0,, ∈∈−=<− ∗∗ λλ pBttptutrtqtu  

geçerlidir, en önemli basit dönüştürmelerden sonra tüm ( )∗∈ pBt  ve ( )1,0∈λ  için, 

( ) ( )( ) ( )( ) 0Re 2 >− ∗ ttptq σλ  

dõr. 

Fakat, o zaman (3.2.1)�den dolayõ ∗− pqλ  polinomu için öyle bir 

( )∗−∈ pfMtλ  noktasõ vardõr ki, 

( ) ( )( ) ( )( ) 0Re 1 ≤− ∗
λλλλ σ ttptq  

dõr. 

Bundan sonra devam edilirse, aşağõdaki eşitsizlikler zinciri elde edilir: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ∗∗

∗∗∗

−−≤−−≤

≤−≤−=−=−

pfqftptftqtf

ttqtfttptftptfpf

..

ReRe 11

22

λλλλλλ

λλλλλλλλ σσ
 

Böylece her ( )1,0∈λ  için, 

λqfpf −≤− ∗  

elde edilir. 

0+→λ  iken son eşitsizlikte limite geçersek, 

qfpf −≤− ∗  

(tüm Ω∈ Pq  için) elde edilir. 

Böylece ∗p  , ΩP �den f  için en iyi bir yaklaşõmdõr. 

Her ∈f C ( )Q  fonksiyonu ve Ω
∗ ∈ Pp  için aşağõdaki kümeleri göz önüne 

alalõm: 

♥ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }∗∗ ∈=∪−∈== pBtttttcpfMtttttb nn 2111 ,...,,..., σϕϕσϕϕ  
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Q �da ( )∗pB  ve ( )∗− pfM  kümelerinin kompaktlõğõndan dolayõ ξ n �de ♥  

kümesinin kompakt olduğuna dikkat edelim. 

 

Teorem 3.2.2 (��Konveks Kabukta Sõfõr�� Karakteristiği) : ξ n  uzayõnõn orijininin  

♥  konveks kabuğuna ait olmasõ için gerek ve yeter şart ∈f C ( )Q \ ΩP  fonksiyonu 

için bir Ω
∗ ∈ Pp  polinomunun en iyi bir yaklaşõm olmasõdõr. 

 

Teorem 3.2.3: Bir Ω
∗ ∈ Pp  polinomunun ΩP �da ∈f C ( )Q \ ΩP  e  en iyi bir yaklaşõm 

olmasõ için gerek ve yeter şart (4.17) şartõnõ sağlayan her Pp ∈  polinomu için öyle 

{ } ( ) { } ( )∗∗ ⊂′′′=−⊂= pBtttBpfMtttA mk ,...,,,,...,, 210210  ( )12,1 +≤+≥ nmkk  

kümeleri ve mk λλλλλλ ′′′ ,...,,,,...,, 2121  pozitif sabitlerinin var olmasõdõr. 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) 0
1

2
1

1 =′′′+∑∑
==

m

s
sss

k

ttpttp σλσλ
l

lll                                      (3.2.4) 

 

İspat : ⇒  ∗p  , ΩP �de f �e en iyi bir yaklaşõm olsun. Teorem 3.2.2�ye göre bir ♥  

konveks kabuğu ξ n  uzayõnõn orijinine aittir. Caratheodory teoreminden dolayõ öyle k 

vektörler ( )∈ltb ♥ , ( ) ( ),,....,2,1, kpfMt =−∈ ∗ ll  m vektörler ( )∈′stc ♥ , 

( ) ( )mspBts ,....2,1, =∈′ ∗  ve ( ) ( )msk s ,...,2,1,,...,2,1 =′= λλ ll  pozitif sayõlar 

bulanabilir ki, 

1
11

=′+∑∑
==

m

s
s

k

λλ
l

l  

                                       ( ) ( ) 0
11

=′′+∑∑
==

m

s
ss

k

tctb λλ
l

ll                                              (3.2.5) 

12 +≤+ nmk  

dir. 

(3.2.4)�yi elde etmek için (3.2.5) eşitliğinin ikincisini keyfi bir 

( )∈= nccct ,...,, 21 ξ n  vektörü ve ∑
=

=
n

v
vvcp

1
ϕ  kümesi ile çarpalõm. Gerçekten, 
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Hipotez 3.1.1�den 0p  polinomu için aşağõdaki durumun geçerli olduğuna dikkat 

edelim: 

( ) ( )( ) ( )( ) ,0Re 20 >′′−′ ∗
sss ttptp σ   ms ,...,2,1=  

O zaman, 

( ) ( )( ) ( )( ) ,0Re
1

20 >′′−′∑
=

∗
′

m

s
ssss ttptp σλ  

veya 

( ) ( )( ) ( )∑
=

∗ ≠′′−′′
m

s
ssss ttptp

1
20 0σλ  

dõr. 

:⇐  Bazõ { } ( ) { } ( )∗∗ ⊂′′′−⊂ pBtttpfMttt mk ,...,,,,...,, 2121  kümeleri ve 

( )k,...,2,1=llλ , ( )mss ,...,2,1=′λ  pozitif sabitleri ve keyfi Pp ∈  için (3.2.4)�nin 

geçerli olduğunu farz edelim. Bu hemen aşağõdaki eşitliği gerektirir 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )∑∑
+=

=′′′+
m

s
sss

s

ttpttp
1

2
1

1 0ReRe σλσ
l

ll  

Böylece ( ) ( )( )ll ttp 1Re σ  ( )k,...,2,1=l  ve ( ) ( )( )ss ttp ′′ 2Re σ  ( )ms ,...,2,1=  

sayõlarõndan en az biri pozitif değildir. O zaman (3.2.1) şartõnõn geçerli olduğu açõktõr 

ve Teorem 3.2.1 den ∗p , ΩP �de  f� e en iyi bir yaklaşõmdõr. 

 

Sonuç 3.2.1 : Teorem 3.2.3 şartlarõ altõnda, 

0000 12 BAnBA ∩−+≤∪  

dõr. 

 

Sonuç 3.2.2 : P bir Haar uzayõ ve ∈f C ( )Q \ ΩP  ise, Teorem 3.2.3�deki 0A  ve 0B  

kümeleri ek olarak  

100 +≥∪ nBA  

şartõnõ da sağlar. 

Gerçekten, Teorem 3.2.3�deki 0A , 0B  kümeleri için ( )00 ; BA  sõralõ ikilileri 

sonlu kümelerin bir ��kabul edilebilir çifti�� olduğu kolaylõkla gösterilir. Sonuç 
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3.1.2�den dolayõ f  için ( )00 ; BA ′′  minimal kabul edilebilir çiftlerden en azõndan birini 

içerir. Teorem 3.1.6� õ hesaba katõlõrsa , 

10000 +≥′∪′≥∪ nBABA  

elde edilir. 

 

Sonuç 3.2.3 : Bu çalõşmadaki tüm sonuçlar aşağõdaki gibi tanõmlanabilen bazõ Ω  

kõsõtlamalarõn zayõf sistemi için geçerli kalõr. X, Q �nun açõk alt kümesi olsun. O 

zaman, 





∈
∈≤−∈

=Ω
XtC

XQttrtuzCz
t ,

}/),()(:{
 

dõr. Ayrõca u ve r fonksiyonlarõ Q \X üzerinde süreklidir. Ayrõca r fonksiyonu  Q \X 

üzerinde pozitiftir. 

O zaman X Q=  alarak (kõsõtlama yok) sõnõrsõz yaklaşõm için en iyi yaklaşõmõn 

karakteristiğini aşağõdaki teoremlerle verelim. 

 

Teorem 3.2.3 : Bir Pp ∈∗  polinomunun ∈f C ( )Q  fonksiyonuna  en iyi yaklaşõm 

olmasõ için gerek ve yeter şart her Pp ∈  için aşağõdaki eşitsizliğin geçerli olmasõdõr 

( ) ( ) ( )( ) 0Remin 1 ≤
∗−∈

ttp
pfMt

σ . 

 

Teorem 3.2.4 : Bir Pp ∈∗  polinomunun P�de ∈f C ( )Q \P fonksiyonuna en iyi bir 

yaklaşõm olmasõ için gerek ve yeter şart her Pp ∈  için aşağõdaki eşitliği sağlayan 

öyle { } ( )∗−⊂= pfMtttA k,...,, 210  ( )121 +≤≤ nk  kümeleri ve kλλλ ,...,, 21  pozitif 

sabitleri var olmasõdõr 

( ) ( )∑
=

=
k

ttp
1

1 0
l

lll σλ . 
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 3.3  EN İYİ YAKLAŞIMIN TEKLİĞİ VE KUVVETLİ TEKLİĞİ 

 

Bu kõsõm boyunca P� yi bir Haar uzayõ olarak alacağõz.  

 

Teorem 3.3.1 (Teklik Teoremi) : Her ( )QCf a∈  fonksiyonu ΩP �da tek bir en iyi 

yaklaşõma sahiptir. 

 

İspat : Eğer Ω∈ Pf  ise, teoremin ifadesi açõktõr. ( )QCf a∈ \ ΩP  olsun. f  �in ΩP �de 

en iyi iki yaklaşõmõnõn 1p  ve 2p  olduğunu farz edelim. O zaman 1p  ve 2p  bilindiği 

için ( ) Ω
∗ ∈+= Pppp 212

1  polinomuda f  için en iyi bir yaklaşõmdõr. Uygun 

teknikleri kullanarak aşağõdaki kapsamalar elde edilir:    

                       

( ) ( ) ( ) ( )2121 ppZpfMpfMpfM −⊂−∩−⊂− ∗                          (3.3.1) 

( ) ( ) ( ) ( )2121 ppZpBpBpB −⊂∩⊂∗  

Şimdi f fonksiyonu için bir keyfi ( )00 ; BA  minimal kabul edilebilir çifti göz 

önüne alalõm. Teorem 3.1.4 ve 3.1.6�dan dolayõ  

                                     ( )∗−⊂ pfMA0 , ( )∗⊂ pBB0                                         (3.2.2) 

ve  

                                               100 +≥∪ nBA                                                     (3.3.3) 

vardõr. 

(3.3.1) ve (3.2.2) kapsamalarõ ile beraber (3.3.3) eşitsizliğinden aşağõdaki 

tahmin yapõlõr 

( ) ( ) ( ) 10021 +≥∪≥∪−≥− ∗∗ nBApBpfMppZ  

Tanõm 3.1.1�den dolayõ 21 pp =  olur. Böylece ispat tamamdõr. 

∈f C ( )Q \ )(QCa  fonksiyonlarõ için Teorem 3.1.1�in genelde doğru 

olmadõğõnõ gösterelim: 
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Örnek : [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1,0,
2
3

2
1,,1,

2
1,0,1,0 21 ∈+====== t

t
tfttttrtuQ φφ  olsun. 

Her Ω∈ Pp , t=1 için, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
111111Re =≤−=≤ ruppp  

olduğuna dikkat edelim. Bunu kullanarak, 

( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
2
31Re1infmaxinf

1,0
≥−≥−=

ΩΩ ∈∈∈
pftptffE

PptPp
 

elde edelir. 

Fonksiyonlar için ΩΩ ∈=∈= PpPp 2211 2
1, φφ  iken  

 

2
3

21 =−=− pfpf  

elde edilir. 

Bundan dolayõ ( )
2
3=fE  ve f , ΩP �da 1p  ve 2p  iki en iyi yaklaşõmõna 

sahiptir. Ayrõca 21 pp ≠ �dir. 

 

Teorem 3.3.2 (Kuvvetli Teklik Teoremi) :  Ω
∗ ∈ Pp , ΩP �dan bir ( )QCf a∈   

fonksiyonu için en iyi yaklaşõm olsun. O zaman, 

                                      
222 pppfpf −+−≥− ∗∗ γ                                   (3.3.4) 

eşitsizliğini sağlayan ( ) 0>= fγγ  sabiti vardõr. 

 

İspat : Eğer Ω∈ Pf  ise o zaman (3.3.4) eşitsizliği 1≤γ  için anlamsõzdõr. 

( )QCf a∈ \ ΩP  olsun. O zaman Teorem 3.2.3 ve Sonuç 3.2.2�den dolayõ öyle 

{ } ( )∗−⊂= pfMtttA k,...,, 210 , { } ( )∗⊂′′′= pBtttB m,...,, 210  ( )100 +≥∪ nBA  

kümeleri ve ( )k,...,2,1=llλ , ( )mss ,...,2,1=′λ  pozitif sabitleri vardõr ki her Pp ∈  

polinomu için (3.2.4) geçerlidir. Aksi kabul edilmediği sürece     

                                                          ∑
=

=
k

1
1

l
lλ                                                      (3.3.5) 
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olduğu kabul edilebilir. 

Her Pp ∈  kümesi için  

( ) ( ) ( )
2

1

1

2

1

2
2 : 







 ′+=Λ ∑∑
==

m

s
ss

k

tptpp λλ
l

ll  

dir. 

( )⋅Λ 2 �nin P üzerinde bir norm olduğunu incelemek kolaydõr. Bundan dolayõ, 

öyle bir 0>γ  sabiti vardõr ki aşağõdaki eşitsizlik geçerlidir: 

                                                 ( ) ( )22
2 pp γ≥Λ                                                    (3.3.6) 

 

(3.2.4), (3.3.5) ve (3.3.6)�yõ göz önüne alõnõrsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 222
2

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1
1

1

2

1

2

1

2

1

22

Re2

Re2

pppfpppftptu

tptpttptp

tptutptp

ttptptptf

trtptutptfpf

m

s
sss

m

s
sss

m

s
ssss

m

s
sss

k

kk

m

s
ss

m

s
sss

k

−+−≥−Λ+−=′−′′−

−′−′′+′′−′′+

+′−′′+−+

+−+−=

=′′−′−′′+−≥−

∗∗∗

=

∗

=

∗

=

∗

=

∗

=

∗

+

∗

=

∗

===

∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑∑

γλ

λσλ

λλ

σλλ

λλλ

l
lll

l
llll

l
lll

l
lll

 

elde edilir. 
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4. EN İYİ DÜZGÜN YAKLAŞIM POLİNOMLARIN DAVRANIŞLARI 

 

K tümleyeni bağlantõlõ olmak üzere sonsuz noktadan oluşan ξ�nin kompakt 

bir kümesi olsun. K nõn 0K  iç noktalarõ kümesinde analitik olan fonksiyonlarõn 

kümesini ( )KA  ile göstereceğiz. { }1: ≤== zzUK  kapalõ birim disk olduğunda , 

( )KA  klasik disk cebiri A~  dõr. nΠ , Z�de derecesi n� yi aşmayan polinomlarõn bir 

kümesi olsun, bu durumda 

Knn fPfE )(inf −=  

nΠ � de f� nin en iyi düzgün yakõnsamasõnda olan hatadõr. Tek en iyi yaklaşõmõ (diğer 

bir ifadeyle, nPf −  değerini minimize eden tek nnP Π∈  polinomu) ),( zfPn  ile 

gösterilir. Burada ve bundan sonraki kõsõmda 
K

.. =  her zaman supremum normunu 

ifade edecektir. 

 Mergelyan�õn temel bir sonucundan )(KAf ∈∀  için ∞→n  iken 0)( →fEn  

dõr. Dahasõ K üzerinde daha zayõf şartlar altõnda { } ∞0)( fEn  nin sõfõra yaklaşmasõ için 

gerek ve yeter şart f� nin K üzerinde analitik olmasõdõr. Burada temel olarak 

normalleştirilmiş hatanõn davranõşõyla ilgilenilir. 

( ) )(/),()(),( fEzfPzfzfQ nnn −= ,                                   (4.1) 

 Verilen bir n için 0)( =fEn  oluyorsa, diğer bir ifadeyle  f  derecesi n�yi 

aşmayan bir polinom ise, bu durumda 0),( ≡zfQn  olarak alõnõr. Açõkça, Kz ∈  ve 

{ } ∞0)( fQn  için 1),( ≤zfQn , 0K  üzerinde normal bir sõnõf teşkil eder. Sõfõr kapasiteli 

bir kümedeki olasõ noktalar hariç K∂  sõnõr bölgesi üzerindeki her nokta, n. dereceden 

en iyi polinom yaklaşõmõnõn ekstremum noktalarõndan oluşan 

                                        { }1),(:)( =∈= zfQKzfH nn                                       (4.2) 

kümesinin bir limit noktasõdõr. 

 Böylece, K �nõn sõnõrõnda ),( zfQn � nin küçük olmasõ beklenemez (büyük n 

ler için), fakat kompakt kümelerde K nõn 0K   iç bölgesinde ),( zfPn  ile verilen 

yaklaşõm , K nõn üzerinde olan yaklaşõmdan daha iyi olabilir ki bu da K nõn iç 
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bölgesinde { } ∞0)( fQn  �nõn sõfõra yakõnsadõğõ anlamõna gelir. Bununla beraber, bu çok 

istisnai bir durumdur ve bu çalõşmanõn amaçlarõndan biri de ),( zfQn  hata 

fonksiyonlarõnõn ve )( fH n  ekstremal kümelerinin olasõ limit davranõşõnõ 

tanõmlamaktõr. 

 Genel kompakt kümeler üzerinde en iyi yaklaşõmõn davranõşõnõ araştõrmaya 

olan ilginin ötesinde bu çalõşmada birkaç durum daha var. Bunlardan ilki K nõn 

üzerinde mümkün olabileceklerden daha iyi yaklaşõmlar olmak üzere (bkz. teorem 

4.2 ve 4.4) �en iyiden daha iyi� yaklaşõmlarõ kurmaktõr. 

Eğer, [ ]1,1−∈ kCf  parçalõ analitik ise, bu durumda 

[ ]
1

1,1
−−

−
≤− k

nn cPf  

olacak şekilde nnP Π∈  n=1,2,.. polinomlarõ olduğunu ve f �in [-1,1] � in analitik 

olduğunu her noktada  

     1)()(lim
1
<−

∞→
n

nn
xPxf                                                 (4.3) 

olduğunu doğruladõk. Ayrõca, f analitik olmak üzere [-1,1] � in kompakt 

altkümelerinde (4.3) düzgün olarak sağlanõr. (f�in singüler olduğu bir noktanõn 

komşuluğunda (4.3) eşitsizliği mümkün değildir). (4.3)� ün sol tarafõ için en iyi üst 

sõnõr belirlenir. 

 İkinci durum, özel bir durumda eğer, w U üzerinde pozitif olan U  kapalõ 

birim disk üzerinde herhangi sürekli ağõrlõk fonksiyonu ise (aksi takdirde w U∂  

sõnõrõ üzerinde sõfõr değeri alabilir), ve nwn fP Π∈)(,  

( ) ( ) wnUnPUwn fEPfwfPfw
nn

)(.inf)(. , =−
∏

=−
∈

 

yukardaki eşitliği sağlõyorsa  bu durumda )(UAf ∈  için U∂  üzerindeki her nokta, 

aşağõdaki kümenin bir limit noktasõdõr. 

{ }.)(),()()(:)( , wnwnwn fEzfPzfzwUzfH =−∈= . 

Eğer, örneğin, wn fH )(   (n+2) tane noktadan oluşuyorsa (en azõndan bu kadar 

çok noktayõ içermelidir) bu durumda (tamsayõlarõn bir alt dizisi için) 

),()()( , zfPzfzw wn− �nin tüm ekstremumlarõ U∂ � nun yakõnõnda olur. Bu w �nõn 
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analitik değil de, sürekli olmasõnõn kabul edilmesi gerçeği açõsõndan biraz şaşõrtõcõdõr. 

Bu olay için ikna edici açõklamalardan biri en iyi yaklaşõmõn K üzerindense 0K  da 

daha iyi yaklaşõmõ olabilir. Bununla beraber, aşağõda göreceğiz ki, hata 1≡w  için 

bile durum bu değildir (teorem 4.1 ve 4.5). 

 Diğer durum, Kadec� in bir aralõk üzerinde reel polinom yaklaşõmlarõnda 

kümelerin maksimal değişiminin dağõlõmõnõ ele alan önemli sonucudur. Bu sonucu 

makul bir şekilde genelleştirirsek, eğer, )( fH n  (bkz. (4.2)) n+2 tane noktadan 

oluşuyorsa , bu durumda doğal sayõlarõn bazõ { }kn  alt dizileri için, )( fH
kn  kümeleri 

K nõn denge dağõlõmlarõna (limitte) benzer dağõtõlmõştõr. Bununla beraber,  

{ } ∞0)( fH n dizisinin bu limit dağõlõmõna sahip olmasõ gerekmez, bu da diğer muhtemel 

limit dağõlõmlarõ sorusuna yol açar (teorem 4.6). 

 Son olarak, son durum, bazõ güncel çalõşmalarda gözlemlenen ve vurgulanan 

),( KfQn ∂  eğrisinin görüntüsünün �çembere benzerlik� özelliğinden kaynaklanõyor. 

Bir başka ifadeyle, bazõ özel durumlarda gözlenmiştir ki, UK =  için 

{ }π20:),( ≤≤ tefQ it
n  eğrisi n+1 sayõda dönüyor ve bir çembere benziyor. Bu 

sonuçlara göre bu �çembere benzerlik� özelliği çok istisnaidir, yani, bir çok 

fonksiyon için bu olay gerçekleşmez ( teorem 4.1 ve 4.5).  

 

Temel Sonuçlar 

 

 Tekrar hatõrlatõrsak K burada her zaman bağlantõlõ tümleyeni olan sonsuz 

kompakt bir küme olarak alõnacaktõr. 0K  K nõn içini ve A(K)  da )(KCf ∈  ve 0K   

da analitik olan kompleks değerli fonksiyonlarõn kümesini belirtecektir. Son olarak, 

nn zfP Π∈),(  en iyi yaklaşõm polinomlarõ olmak üzere f � in  n. polinom 

yaklaşõmõnõn �normalleştirilmiş hatasõ� olarak aşağõdaki ifade alõnõr 

                        ( ) )(/),()(),( fEzfPzfzfQ nnn −= ,   Kz ∈ .                      (4.4) 

Genel olarak sonuç K nõn hiçbir noktasõnda { } ∞0),( zfQn  dizisinin sõfõra 

yakõnsamadõğõnõ ifade eder. 
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Teorem 4.1 : )(KAf ∈  olmak üzere  

1
)(

),()(
minlim <

−
∈∞→ fE

zfPzf

n

n

Kzn
 

yukardaki limiti sağlayan fonksiyonlarõn S kümesi A(K)� da ilk kategoridendir. 

 Bu teoremden aşağõdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1 : Kz ∈  için  

1
)(

),()(
lim =

−
∞→ fE

zfPzf

k

k

n

n

k
  

yukarõdaki limit düzgün yakõnsamak üzere bir )(KAf ∈  fonksiyonu ve doğal 

sayõlarõn bir  { }kn  altdizisi vardõr.  

Teorem 4.1 ve sonuç 4.1 aşağõdaki sürpriz sayõlabilecek bir gerçeğe işaret 

eder; birçok )(KAf ∈  fonksiyonu (kategori anlamõnda), ,..., 21 nnn =  için 

),()( zfPzf n− � nin K� da hiçbir sõfõrõ olmayacak şekilde bir { }kn  dizisi vardõr. 

Dikkat edersek bu ifade reel bir aralõk üzerinde reel değerli bir fonksiyona en iyi 

yaklaşõm için, hatanõn her bir n=0,1,2,� için en az n+1 tane sõfõra sahip olmasõ 

gerektiğini ifade eden, Chebyshev� in dengeli salõnõm teoremi ile çelişmez. Aslõnda , 

bir K aralõğõ üzerinde reel değerli fonksiyonlarõn sõnõfõ )(KA � nõn sadece ilk 

kategoriden bir alt kümesidir. 

 Sonuç 4.1 � in gösterdiği gibi, genel olarak en iyi yaklaşõmlar 0K  üzerinde, K 

nõn üzerinde olan yaklaşõmdan daha iyi bir yaklaşõm vermezler. Bunun için �en iyiye 

yakõn� yaklaşõmlar için ne denilebilir? 

Aşağõdaki üç sonuç bu yöndedir. 

 

Teorem 4.2 : Kabul edelim ki K nõn tümleyeni K nõn içi kümesinde olduğu gibi 

bağlantõlõ ve )(KAf ∈  olsun, bu durumda 0K � õn kompakt altkümelerinde  

2
)(

lim ≤
−

∞→ fE
Pf

n

n

n
                                                         (4.5) 

0
)(

)()(lim =−
∞→ fE

zPzf

n

n

n
                                                  (4.6) 



 41

yukarõdaki limitler düzgün yakõnsayacak şekilde ,...2,1, =Π∈ nP nn  polinomlarõ 

vardõr. 

Bu sonucun 0K � õn bağlantõlõ olmadõğõ zaman da geçerli olunduğunu 

bilinmiyor. Bununla beraber, ilerideki sonuçlar gösterecek ki, (4.5) �deki 2 sabiti 

bunun için en iyi olasõlõktõr. 

 

Teorem 4.3 : K nõn içinin boş olmadõğõnõ kabul edelim. Bu durumda bir )(KAf ∈  

fonksiyonu vardõr, öyle ki, eğer ,...2,1, =Π∈ nP nn  polinomlarõ 

                           0
)(

)()(lim =−
∞→ fE

zPzf

n

n

n
                                                    (4.7) 

limiti kompakt altkümelerinde düzgün yakõnsama özelliğine sahip ise, bu durumda  

              2
)(

lim ≥
−

∞→ fE
Pf

n

Kn

n
                                                       (4.8)  

dir. 

 İspat gösteriyor ki, )(KA � daki bir çok fonksiyon için (ilk kategoriden olanlar 

hariç) eğer, (4.7)  en azõndan 0K  �õn bir noktasõnda bazõ ,...2,1, =Π∈ nP nn  

polinomlarõ için sağlanõyorsa bu durumda (4.8) sağlanõr. 

 Eğer, K nõn analitik bir sõnõrõ var ise bu durumda (4.6) yakõnsamasõ geometrik 

yakõnsama ile yer değiştirebilir. 

 

Teorem 4.4 : Kabul edelim ki, K basit kapalõ analitik bir eğri ile sõnõrlõdõr. Bu 

durumda, bir c sabiti vardõr, öyle ki,  her )(KAf ∈  için )(. fEcPf nKn ≤−  

eşitsizliğini sağlayan ve 1
)(

)()(
lim

/1

<






 −
∞→

n

n

n

n fE
zPzf

 limiti 0K  �õn kompakt 

altkümelerinde düzgün yakõnsamak üzere,  ,...2,1, =Π∈ nP nn   polinomlarõ vardõr. 

 Bu sonuçlar Mergelyan�õn yakõnsama teoreminin en son halinin bir 

iyileştirmesi olan aşağõdaki ifadeye işaret eder; Eğer, K bağlantõlõ bir tümleyene 

sahip ve )(KAf ∈  ise bu durumda ,...2,1, =Π∈ nP nn  polinomlarõ vardõr, öyle ki, 

∞→n  iken 0→−
KnPf  dõr ve ( ) 1)()(lim /1 <−

∞→

n
nn

zPzf  limiti 0K  �õn kompakt 
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altkümelerinde düzgün yakõnsar.  Buradan, ne zaman geometrik yakõnsamaya izin 

verilirse bu durumda tam olarak sonuca ulaşõlabileceği kanõsõna varõlabilir.  

 { } ∞=0),( nn zfQ  dizisinin 0K  üzerinde normal bir sõnõf oluşturacağõndan 

bahsedilmişti ve dolayõsõyla, { } ∞=0),( nn zfQ � dan yakõnsak bir altdizi seçilebilir. 

Teorem 4.1 genel olarak gösteriyorki, özdeş olarak sõfõr fonksiyonu olmayan bir 

fonksiyona yakõnsayan böyle bir yakõnsak altdizi vardõr.  Bu şu soruyu akla getiriyor; 

{ } ∞=0),( nn zfQ  dizisinden hangi olasõ limitler elde edilebilinir? f   bir polinom 

olmadõğõ zaman { } ∞=0),( nn zfQ  dizisinin hiçbir altdizisinin K üzerinde düzgün 

yakõnsamayacağõ kolaylõkla görülebilir. Aslõnda, eğer, )(),(lim zgzfQ
knk

=
∞→

 düzgün 

yakõnsõyorsa bu durumda )(KAg ∈  dõr ve bazõ polinomlar için 10 <−
K

Pg  dir.  

Fakat bu, 

)())()(( 0 fEPfEfPf
kkk nKnn <+−  

olduğu anlamõna gelir ve aynõ zamanda 0derPnk >  için 
kkk nnn PfEfP Π∈+ 0)()(  

olduğu anlamõna gelir ki, bu 
knΠ � da )( fE

kn � den daha iyi bir yaklaşõm elde 

edilebileceği gerçeği ile çelişir. Böylece, bir Kz ∂∈0  noktasõnõn küçük bir 

komşuluğu hariç en fazla ümit edebileceğimiz şey düzgün yakõnsamadõr. 0z  

noktasõnõn 0K � õn bir izole noktasõ olmayacağõ da açõktõr. Dolayõsõyla, gösterildi ki, 

1<
K

g  olmak üzere,  her  )(KAg ∈  { } ∞=0),( nn zfQ  dizisinin bir altdizisinin limiti 

olduğu takdirde bu anlamda )(KA � daki bir çok f fonksiyonu evrenseldir (çünkü n∀  

için 1)( =
Kn fQ dir, ve diğer limit fonksiyonlarõ bu değere ulaşamaz) 

 Sonucu ifade etmek için  

{ }ρρ <−= 00 ::)( zzzzU  

0z   merkezli ρ  yarõçaplõ açõk bir disk olsun. 

Teorem 4.5 : 1S  kümesi, )(KAf ∈ � nõn aşağõdaki şartõ sağlayan kümesi olsun; eğer, 

)(KAg ∈ , 1<
K

g  , Kz ∂∈0  K nõn izole olmayan bir noktasõ  ve ε , ρ  keyfi 

pozitif sayõlar ise bu durumda bir n sayõsõ vardõr,  öyle ki, )(/ 0zUKz ρ∈  ise 
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ε<







−

−
)(

)(
),()(

zg
fE

zfPzf

n

n  

dir. Bu durumda 1S  rezidel bir kümedir ve )(KA � daki tümleyeni ilk kategoridendir. 

 

Sonuç 4.2 : Eğer, )(KAg ∈ , 1<
K

g keyfi  ve Kz ∂∈0  K nõn izole olmayan bir 

noktasõ ise bu durumda Kz ∈∀  için, 

)(
)(

),()(lim zg
fE

zfPzf

n

n

n
=−

∞→
 

olmak üzere, doğal sayõlarõn bir altdizisi olduğu takdirde bu özellikleri sağlayan bir 

)(KAf ∈  fonksiyonu vardõr ve  0z  noktasõnõ içermeyen K nõn herhangi bir kapalõ 

altkümesinde bu yakõnsama düzgündür. 
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5. KOMPLEKS DEĞİŞKENLİ SÜREKLİ FONKSİYONLAR UZAYINDA  EN 

İYİ DÜZGÜN KISITLI ARALIK YAKLAŞIMI 

   

( )tff
Qt∈

=max ,   ( )QCf ∈∀  düzgün normu ile ifade edilen bir kompakt Q  

Hausdorff uzayõnda bütün kompleks değişkenli sürekli fonksiyonlarõn Banach uzayõ 

( )QC  olsun. 

Önceki çalõşmalar reel değişkenli sürekli fonksiyon uzayõnda en iyi kõsõtlõ 

aralõk yaklaşõmõ üzerineydi. G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov , bir kompleks 

değişkenli sürekli fonksiyon uzayõnda en iyi kõsõtlõ aralõklar yaklaşõm problemini 

açõkladõ ve formülüze etti. Durum aşağõdaki gibidir. P, ( )QC �nun sonlu boyutlu alt 

uzayõ olsun ve { }Qtt ∈Ω=Ω : , ξ kompleks düzleminde boş olmayan konveks 

kapalõ kümeler sistemi olsun. Küme, 

( ){ }QttpPpP t ∈∀Ω∈∈=Ω ,:  

dõr. 

ΩP �da ( )QCf ∈ �ya en iyi bir yaklaşõm olarak adlandõrõlan bir Pp ∈∗  

elemanõnõ bulmak için  

pfpf
Pp

−=−
Ω∈

∗ inf  

problemi göz önüne alõnõr. 

G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov� un çalõşmalarõnda kõsõtlamalarõn bir genel 

sõnõfõ için bu problemi çözmek oldukça zordur. Bununla beraber, Ω , her Qt ∈  için 

0)( >tr  yarõçaplõ ve )(tu  merkezli kapalõ diskler sistemi olarak kabul edilir, yani 

)(, QCru ∈ �da,  

{ ∈=Ω zt ξ: })()( trtuz ≤− , Qt ∈∀  

dir. Bunun üzerine, yazarlar en iyi kõsõtlama aralõklar yaklaşõmõnõn varlõk, 

karakteristik, teklik ve kuvvetli tekliği üzerine sonuçlar verdiler. Son zamanlarda, bu 

sonuçlar G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov tarafõndan Ω  genel kõsõtlama sistemine 

genişletildi öyle ki buradaki her tΩ , kapalõ, ��düzgün�� sõnõrlõ ve içi boştan farklõ 

kesin konveks bir kümedir. 



 45

Bu kõsõmda, aynõ problem daha fazla kõsõtlamalar sõnõfõ için ele alõndõ. Daha 

kesin bir ifadeyle, Qt ∈∀  için tΩ  sadece içi boş olmayan kümeler için alõndõ. 

Ayrõca, Qt ∈  için  tΩ �nin sürekli dönüşümlere sahip olmasõ gerekir. Bununla 

beraber her kapalõ konveks alt küme, konveks bir fonksiyonun bir seviye kümesi 

olarak ifade edilebilir. Aslõnda, herhangi Qt ∈  için, ξ üzerinde bir ( )tF ,⋅  reel 

konveks fonksiyonu vardõr öyleki, 

                             { ∈=Ω∂ zt ξ: ( ) }0, =tzF   ,Qt ∈∀                                         (5.1)       

                      { ∈=Ω ztint ξ: ( ) }0, <tzF   ,Qt ∈∀                                        (5.2) 

dir. Burada Ω∂  ve tΩint  sõrasõyla tΩ �nin sõnõr ve iç noktalarõnõ belirtiyor. Böylece, 

kabul edilebilir ki Ω  için  gereken süreklilik, ( )⋅⋅,F  fonksiyonunun ξ× Q  çarpõm 

uzayõnda sürekli olmasõdõr. Bu durumda kuvvetli teklik, teklik ve karakteristik 

üzerinde G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov � un çalõşmalarõna benzer fakat daha genel 

sonuçlar elde edildi. 

G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov� un kõsõtlamasõyla karşõlaştõrõldõğõnda, bu 

çalõşmadaki kõsõtlamanõn daha genel olduğunu açõktõr. Çünkü; Qt ∈∀  için tΩ  kapalõ 

konveks kümesinin sadece içinin boştan farklõ olmasõ gerekir ki buda aslõnda, 

sõnõrsõzlõk olarak kabul edilebilir.  
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6. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Çalõşmada Kolmogorov-tipli karakterizasyon öğrenilmiş, en iyi düzgün 

yaklaşõmõn tekliği ve kuvvetli tekliği üzerine teoremler verilmiş ve ispatlanmõştõr. En 

iyi düzgün yaklaşõm polinomlarõnõn davranõşlarõ üzerine bilgiler verilir.  

Ayrõca, tez çalõşmasõnda en iyi düzgün yaklaşõm üzerine klasik çalõşmalardan 

farklõ olarak en iyi düzgün kõsõtlõ aralõk yaklaşõmõ incelenmiş ve bunlarõn 

uygulamalarõ verilmiştir. 
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7. SONUÇ 

 

 Tez çalõşmasõnda en iyi düzgün yaklaşõm üzerine klasik teoremler kompleks 

düzleme taşõnmõştõr. Ayrõca, klasik çalõşmalardan farklõ olarak en iyi düzgün kõsõtlõ 

aralõk yaklaşõmõ öğrenilmiştir. En iyi düzgün yaklaşõmõn tekliği ve kuvvetli tekliği 

incelenmiştir. 
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