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OZET

Bu tez caligmasinda kompleks degiskenli siirekli fonksiyonlarin polinomlarla
en iyi diizglin yaklasimi ele alinmistir.

Reel Analizden fonksiyonlarin en iyi diizgiin yaklasimi {izerine bilinen
Chebyshev ve Kolmogorov teoremlerinin benzerleri kompleks diizlemde verilmistir.

Ayrica, calismada Kolmogorov-tipli karakterizasyon ogrenilmistir. En iyi
diizgiin yaklasimin tekligi ve kuvvetli tekligi {izerine teoremler verilmis ve
ispatlanmistir. Calismada en iyi diizgiin yaklagim polinomlarmin davraniglar {izerine
bilgiler verilir. En iyi diizgiin yaklasim {izerine klasik ¢aliymalardan farkli olarak en

iyi diizgiin kisith aralik yaklagimi da verilmistir.

2006, 50 Sayfa

Anahtar Kelimeler: En iyi diizgiin yaklasim, Karakterizasyon, Haar uzayi,

Genellestirilmis polinom, Banach uzay1



ABSTRACT

In this thesis, best uniform approximation to complex-valued continuous
functions with polynomials is studied.

The similar version of Chebyshev and Kolmogorov theorems that are known
from Real Analysis is given in complex plane.

Furthermore, the kolmogorov-type characterization is learned. Theorems
about the uniqueness and strongly uniqueness of best uniform approximation are
given and the theorems are proven. In this study, information about the behaviors of
best uniform approximation polynomials is proposed. Apart from classical studies

on best uniform restricted interval approximation is also given.

2006, 50 Pages

Key words: Best uniform approximation, characterization, generalized polynomial,

Haar space, Banach space
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SIMGELER DiZiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

0] Herhangi
& Kompleks Sayilar
U Enaz

” ” Normlu uzayda norm

E (f) /> eeniyi yaklagim

Re f(z2) f(2)’ nin Reel kism1

f(2) f(2)’ nin kompleks eslenigi

|40 B| A0 B’ nin 8lgiimii

6((9)] Q’ da siirekli fonksiyonlar kiimesi

A(K) K’ da analitik fonksiyonlar kiimesi

lima, (a,) dizisinin tist limiti

c®(0) 0 ’da k. mertebeden siirekli fonksiyonlar kiimesi
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GIRiS

Matematikte fonksiyonlarin yaklasim teorisi genis uygulama alani olan bir
teoridir. Operatdr denklemlerin yaklasik ¢oziimii [1], analitik fonksiyonlar icin
periodik Riemann sinir deger probleminin yaklagik ¢oziimii [2], singiiler integral
denklemlerin yaklasik ¢oziimii [3] ve diger bu tiirden problemlerin ¢oziimiinde
fonksiyonlarin yaklasimi kullanilmaktadir. Bu sebepten fonksiyonlara yaklasim ve en
iyi yaklagim giiniimiizde de 6nem tasimaktadir.

Yaklasim teorisi Chebyshev’in klasik teoremlerinden baglayarak giiniimiizde
de 6nemli ilgi alan1 olmaktadir. Oyle ki, yaklasim teorisi dnce reel fonksiyonlar igin
reel say1 ekseninin araliklarinda tanimli fonksiyonlar i¢in 6grenilmis, daha sonra bu
teori kompleks diizleme tasmmistir [4]. Giliniimiiz matematiginde »n boyutlu
uzaylarda [5—10] fonksiyonlarin en iyi yaklagimi 6grenilmektedir.

En iyi diizglin yaklasim, farkli kiimelerde siirekli fonksiyonlarn en iyi
diizgiin yaklasimi, egri lizerinde fonksiyonlara yaklasim, sonlu elemanli kiimelerde
yaklasim, kompakt kiimelerde yaklasim gibi farkli yonlerde ele alinabilir.

Bu tez ¢aligmasinda kompleks degiskenli siirekli fonksiyonlarin en iyi diizgiin
yaklagimi ele alinmustir.

Oncelikle yaklasim iizerine klasik calismalar incelenmis. Daha sonra
kompleks diizlemde ve ¢ok boyutlu uzaylarda en iyi diizgiin yaklasim verilmistir. En
iyl yaklasimm hizi, yani istten degerlendirilmesi farkli smif fonksiyonlar i¢in
bulunmustur.

Ayrica, kompleks diizlemde kapali diskte analitik fonksiyonlara derecesi n’yi
agsmayan kompleks polinomlarla en iyi diizglin yaklasimin davranigi 6grenilmistir.
En iyi yaklasim i¢in listen degerlendirmeler bulunmus ve hiz belirlenmistir.

Bunlarin yani sira kompleks diizlemde stirekli fonksiyonlara genellestirilmis
polinomlarla en iyi diizgiin kisith aralik yaklagimina bakilmigtir.

Ele alman durumlarin hepsinde en iyi diizgiin yaklasim i¢in bilinen klasik
teoremlerin benzerleri ispatlanmigtir.

En iyi yaklagimin Kolmogorov-tipli karakterizasyonu 6grenilmis. Bunlara ek
olarak en 1yi diizgiin yaklasimin ¢esitli uygulamalar1 verilmistir.

Son yillardaki ¢aligmalar incelenerek sonuglar1 verilmistir.



1. ON BILGILER

Bu boliimde ilerleyen konularda gecen tanimlar ve teoremler verilecektir.
Tanim 1.1: L lineer normlu bir uzay x,y L olsun.
pCx,y) =[x =),
biiyiikliigiine x ile y arasindaki uzaklik denir.

L lineer uzaymin M alt uzay1 i¢in
p(y,M)= inf{“y —x|| iX DM}
biiyiikliigiine y* den M’ ye olan uzaklik diyecegiz.
Calisma boyunca M, ile P reel ya da kompleks say1 cismi lizerindeki n +1 boyutlu

lineer uzay alinacaktir.

Aksi belirtilmedikge,
Io(y’Mn) = En(y)L
(ya da kisaca E, (y)) ifadesine )’ nin M, alt uzayr yardimiyla en iyi yaklasim

diyecegiz.

Tamm 1.2: Eger,
p(y.x") = p(y,M,)
kosulunu saglayan (k" M, elemani varsa, x> a M, de )’ ye en iyi yaklasim (ya

da y’ den en az sapan) elemam denir.

Calisma boyunca bir D kiimesinde siirekli fonksiyonlar1 C(D) ile gdsterecek

ve bu kiimede normu
I71e =171, =sup{r(): 200}

seklinde verecegiz.
Teorem 1.1 (En iyi yaklasan elemanin varhg iizerine Borel Teoremi):

f(x) [a,b] aralig1 lizerinde siirekli herhangi bir fonksiyon ve M



P (x)= Zajx”_-/
J=0

sekilli P, (x) polinomlarinin alt uzay: olsun. Herhangi n 0@ i¢in f(x)’ e M, ’de en

iyi yaklasan polinom vardir.

Ispat: Teoremin ispat1 icin P (x) polinomunun katsayilarmin n+1 degiskenli
fonksiyonu olan reel degerli

¢(a,,a,,....a,) = Hf(x) —(ayx" +...+a,)

. ntl -
RIS (1.1)

n+l

fonksiyonunun (n+1) boyutlu = Euclid uzaymda bir (a,,a,,...,a, )"

n+l
noktasinda ~minimum  degerini aldigin1  gdstermek  yeterlidir.  Ciinkdi,

1 . .
O(ay,a, ».na,) 0= " icin

<|f@-P,W). = pa.a....a,)

C

¢(a;,af,...,a:) =

S(x)- Z’i: alin_j

esitsizligi saglanir.
Simdi (1.1) fonksiyonunun = "*' ¢ de bir (ag,a, ,...,a,) noktasida minimum
degerini aldigin1 gdsterelim.
|A¢| = |¢(a0 +a,,a, +Da,,..,a, +Da,)—@(a,,a,,..,a,)
x-/‘QAaO| +|Aa1| +...+|Aa”|): j= 0,1,...,n}

< maks Mflk
xOla,b

esitsizliginden, o = maks{JAa_/‘ Dj = 0,1,...,n} olmak tizere,
il =

oldugu goriiliir.
Dolayisiyla, ¢(a,,a,,....a,) =" * de siirekli fonksiyondur.

Benzer sekilde,

Y(a,,a,....a,) =Ha0x” +...+anHC e . (1.2)

fonksiyonunun = "*'* de siirekli oldugu gosterilir.

Y(a,,a,,..,a,) fonksiyonu

lao| +|ay| + ... +]a,| =1 (1.3)



kosulunu saglayan kapali ve sl bir M O="" kiimesinde minimum degerini
alacaktir.

Y(a,,a,,..,a,) fonksiyonunun minimum degerini aldif1  nokta
(ay,a,,...,a,) 0M ve

ming = (@,,a,,...a,) = 4 = |ax" +..+a,|

(1.4)
< Haox” +..+a, ‘C
olsun.
M >0 olacaktir. Ciinkii {l,x,x2 ,...,x”} lineer bagimsiz bir sistemdir.
Katsayilar1
2
@] +|as[ +-+a,| = a> 2] G0
kosulunu saglayan
P (x)= Zn:akx”_k
k=0
polinomu i¢in (1.1) ve (1.4) ‘ den
||f(x) -P (x)||C > Haox” +ax"" +..+a, . —||f(x)||c
zapu-|f].
>2{/ . =l =71
elde edilir.
Buradan ¢(a,,qa,,...,a,) fonksiyonunun minimum degerini
2
o +laf .4l <20, (19

kosulunu saglayan (a,,aq,,...,a, ) noktalarinda alacag: goriiliir.

f(x) [a,b] araliginda siirekli fonksiyon oldugundan, ¢(a,,q,,...,a,)
fonksiyonunun minimum degeri aldig1 kiime kapali ve sinirli kiimedir.

Boylece, #(a,,a,,...,a,) kapali ve smirli bir kiimede siirekli oldugundan
(Weierstrass teoremi geregince) minimum degerini alir.

Dolayisiyla, [(a; , af ,...,a:) = " noktasi vardir 8yleki,

min ¢(a,,a,,...,a,) = ¢(a;,af,...,a:)



dir. Bu demek oluyor ki,
B (=Y e
k=0
vardir. Oyle ki,
e ORAC IS ORI A

olur.
Bununla teoremin ispati tamamdr.

271 periyotlu siirekli fonksiyonlar i¢in benzer teorem asagida verilmistir.

Teorem 1.1': 271 periyotlu ve siirekli herhangi bir f(¢#) fonksiyonu ve
On =0,1,2,...igin en iyi yaklasan T, (¢) trigonometrik polinomu vardir.

Teorem 1.1 herhangi normlu lineer uzayda asagidaki sekilde (N.I. Ahiyezer )
ifade edilir.

Teorem 1.1": E herhangi normlu lineer uzay ve {go, gireees gn} E °© de lineer

bagimsiz bir sistem olsun. O halde [Ix [] £ elemanina
P, (;8) =D ¢,8
k=0
sekilli polinomlardan en iyi yaklasan

|:Pn*(c;g-) :zckmgk

k=0

elemani vardr. Yani,

inf =

Ck

n
X _chgk
k=0

n
.
X _chgk
k=0

C

olacaktir.

Tanmm 1.3: f DC[a,b] ve P (x) n. dereceden cebirsel polinom olsun.

S(x)=P,(x) =r,(x)
alalim.

1. r,(x) bunoktalarda ard-arda isaret degistirir.



2. r,(x) modiilce en biiyiik degerini bu noktalarda alir, yani,

r, @)

rn(xl) = _rn(‘xz) == (_1)n+lrn(‘xn+2) ==
oluyorsa,

as<x <x,<..<x,,<b

kosulunu saglayan x, D[a,b], i =12,..,n+2 noktalarmna, ya da {xi} "2 sistemine

1

Chebysheyv alternansi denir.

Tanim 1.4:

|/ (x0) = P,(xy)| = maks{ f (x) = P,(x)| : x Ola, b} =| £ () = B, (x)].. (1.7)
kosulunu saglayan x, [l [a,b] noktasma f(x) — P, (x) farki i¢in (ya da P, (x) i¢in) e-
noktasi (ya da e(P,)noktasi ) denir.

Ayrica, eger,

f(x) = P, (x,) = maks{| f (x) = P, (x)|: x O[a, b} (1.8)
oluyorsa (+) nokta, eger,
f(x) = P, (x,) = =maks{| f (x) = P, (x)| : x O[a, b} (1.9)

oluyorsa (-) nokta olarak adlandirilir.

Teorem 1.2 (P.L. Chebyshev): f(x) fonksiyonu [a,b] arahig: iizerinde siirekli bir
fonksiyon olsun. Derecesi n ‘yi asmayan P (x) polinomunun f(x)’ e en iyi

yaklasan polinom olmasi igin gerekli ve yeterli kosul [a,b] araliginda en azindan bir

tane {xi} ; *? Chebyshev alternansinm var olmasidr.

Tamm 1.5: Herhangi M metrik uzayinda

By (x), &, (x),....0, (x) (1.10)
stirekli fonksiyonlar1 verilsin.
Eger,
P,(x) = X ¢, (x) (1.11)
k=0



sekilli her polinomun M’ de en fazla n kokii varsa (1.10) sistemine Chebyshev ya da

T-sistemi denir.

Not: (1.10) sistemi bir M metrik uzayinda Chebyshev sistemiyse bu uzayin en
azindan n+/ tane noktasini igeren altkiimesi de bir Chebyshev sistemidir.

Chebyshev sistemleri i¢in Ornekler:

Ornek 1.1: Her n 0< i¢in
{2,222} (1.12)

sistemi kompleks diizlemde bir Chebyshev sistemidir.

Ornek 1.2: Her n 0< i¢in
{Lem.e ..z, e} (1.13)
ve dolayisiyla,
1,cos z,sin z,...,cos(nz),sin(nz) (1.14)

sistemi a [J= olmak iizere, @ < Rez < a + 271 kiimesinde bir Chebyshev sistemidir.

Ornek 1.3: Eger, {¢0 (x), @, (x),.... P, (x)} M © de bir Chebyshev sistemi ise, herhangi
p(x) pozitif fonksiyonu igin p(x).9,(x), p(x).9,(x),..., p(x).¢, (x) sitemi de M * de

bir Chebyshev sistemidir.

Ornek 1.4: ¢ (x)=1,9,(x) = x’ fonksiyonlarinin {1,x3} sistemi =’ de bir

Chebyshev sistemidir.
Ornek 1.5: {l,x“} sistemi (0,+00)” da bir Chebyshev sistemidir.

Ornek 1.6: {x2 -x, x> +x,x* +]} sistemi = * de bir Chebyshev sistemidir.



Tamim 1.6: Eger, {¢0 (x), @, (x),..., P, (x)} sisteminin herhangi{¢0 (x),9,(x),....0,, (x)}
O<m<n alt sistemi Chebyshev sistemi ise {¢0 (x), @, (x),.... P, (x)} sistemine

Markov sistemi denir.

Teorem 1.2: Herhangi bir M kiimesinde verilen {¢0 (x), @, (x),.... P, (x)} sisteminin

bir Chebyshev sistemi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart, farkli herhangi {xj}g UM

icin
¢0(x0) ¢0(x1) ¢0(‘xn)
D(¢;x)=D(¢O [/ ¢nj:¢1(_xo) ¢1§x1) - ¢1(_X,,)¢0 (L15)
X, X, ... X, : : . :
g,(x) ¢,(x) ... ¢,(x)
olmasidir.

Onerme 1.1: Eger, {¢0 (x), @, (x),.... P, (x)} [a,b] araliginda bir Chebyshev sistemi
ise,
minﬂxj —xk‘ Dk = 0,1,...,n}2 c>0

kosulunu saglayan x; [J [a,b], j =0,1,...,n noktalar1 i¢in

¢ P - ¢nJ

Xy X ... X

=>2r>0

n

D(¢;x) = ‘D(

drr.

Teorem 1.3: M metrik uzayinin herhangi kiimesinde {¢0 (%), @, (x),.... P, (x)}
Chebyshev sistemi verilsin. O halde, aralarinda farkl herhangi x, UM, j =0,n ve

herhangi y ., j =0,n noktalar1 icin

P(x;)=y, (1.16)



kosullarini saglayan bir tek P, (x) polinomu vardur.

Bu polinom
0 @y(xy) @o(x) ... Py(x,)
Vo 0(x)) o(x) ... #(x,)
PH(X): yn ¢n(‘x0) ¢n(xl) ¢n(xn) (117)

Po(x)) Po(x)) ... @y(x,)
$(x)) A(x) ... #(x,)
$,(x)) ¢,(x) ... §,(x,)

seklinde tanimlanir ve enterpolasyon polinomu olarak adlandirilir.

Tanim 1.7: {¢0(x),¢1(x),...,¢n(x)} reel fonksiyonlar1 [a,b] araliginda bir

Chebyshev sistemi ve P, (x) bu sistemin polinomu (yani, P,(x) = z ¢, ¢, (x)) olsun.
k=0

Eger, bir x,(a,b)i¢cin P (x,) =0ve sgnP (x, —0).sgn P, (x, +0)<0 ise
(yani, P (x)polinomu x, kokiinden gegerken isaret degistiriyorsa) x,” a P, (x)
polinomunun tek kokii, eger,
sgn P (x, —0).sgn P, (x, +0)>0
ise (yani, P (x)polinomu x, kokiinden gegerken isaretini koruyorsa) x,” a P, (x)

polinomunun ¢ift kokii denir.

Eger, polinomun kokii [a,b] araliginin herhangi ucu ile ¢akisirsa bu koke tek
kok diyecegiz.
Teorem 1.4: {¢0 (%), @, (x),...., 0, (x)} , [a,b] arahiginda bir Chebyshev sistemi olsun.
O halde, aralarinda ¢akigsmayan herhangi {xi}f U [a,b] ve {J’_/}f U (a,b),
n—(k+2p)=2r, r=0,1,2,...
kosulunu saglayan, noktalar icin P (x) polinomu vardir ve P, (x)polinomunun

kokleri x,, i =1,k “lar ve gift kokleride y,, j=1,p *dir.



Teorem 1.5: {¢0(x),¢1 (X),..0r @, (x)}, [a,b] araliginda bir Chebyshev sistemi ve
f(x), [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. O halde, P, (x) polinomunun
{¢0 (%), @, (x),...., 0, (x)} sisteminin diger polinomlarina gore f(x)’e en iyi yaklasan
polinom olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul [a,b] araliginda
f@) =P (x)=r, (x)
fark1
1. Pes-pese isaret degistiren,

2 () = () == (D) (x,0) = ()
olacak sekilde en azindan bir tane
asx <x,<..<x,,<b

{xi} "*? Chebyshev alternasinin olmasidir.

Teorem 1.6: Herhangi {¢0 (%), @, (x),...., 0, (x)} Chebyshev sistemi ve [f DC[a,b]

igin tek bir P (x)en iyi yaklagim polinomu vardir.

Teorem 1.7 (Haar, A.N. Kolmogorov): En azindan n+1 tane nokta bulunduran
kapali smirli M =" kiimesinde reel ya da kompleks {¢0 (%), @, (x),...., 0, (x)} sistemi
verilsin. O halde, [Jf JC(M) fonksiyonu i¢in

BI(x) = Y8, () (118)

sekilli tek bir en 1yi yaklasim polinomunun var olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

{¢_ ; (x)} r/':o sisteminin Chebyshev sistemi olmasidir.

Teorem 1.8 (Valle-Poisson): Eger, [a,b] araligi lizerinde siirekli bir f(x)
fonksiyonu ve {¢0 (%), 9, (x),.... 0, (x)} Chebyshev sistemi tizre P, (x) polinomu i¢in
<b

n+2 —

asx <x,<..<Xx

kosullarini saglayan x,, j=1,n+2 noktalarinda

10



sgnf(x,) = P, (x,)f = =sgn{f(x.)) = P, (x )}

oluyorsa,

E,(f) 2 min{f(x,)) = P,(x))|: j=Ln+2| (1.19)
dir.

11



2. KOMPLEKS DEGISKENLIi SUREKLI FONKSIYONLARIN EN iYi
DUZGUN YAKLASIMI UZERINE

Bu boliimde reel degiskenli siirekli fonksiyonlarin en iyi yaklasimindan elde
edilen sonuglarm kompleks diizlemde sinirly, kapali [J kiimesinde verilmis kompleks
degerli siirekli fonksiyonlar i¢cin genellestirildigini gorecegiz. Verilmis bir f(z)
fonksiyonunun en iyi yaklasimmm varhigi 1.1° teoremine gore bulundugundan ve
bdyle polinomun yegane olmasi ise 1.7 teoremi geregince ¢oziildiigline gore ilk dnce
A.N. Kolmogorov teoreminin benzerini kompleks diizlemde ispat edelim. Ciinkii bu
teorem, Chebyshevin 1.5 teoremine benzer olarak P(z) polinomunun [
kiimesindeki f(z) fonksiyonunun n. dereceden en iyi yaklagimi i¢in gerekli ve
yeterli sartlar verir.

Bundan sonra kisaca asagidaki problemler iizerinde duracagiz.

1. Verilen bir fonksiyonun verilen dereceden polinomlarla ile en 1iyi
yaklagimmin degerlendirilmesi,

2. Hangi minimal £, U U kiime altinda en 1iyi diizgiin yaklasimimn degerinin,
tim [J kiimesindeki en iyi yaklasima esit olmasi,

3. Kompleks degiskenli fonksiyonun yaklasimi durumunda hangi isaretlerin
farkinin yani f(z) — P, (z) isaretlerin ardisik degisimi kuralmna benzerdir.
(Chebyshev teoremleri v.b)

4. Konveks kiimelerin elemanlarinin  yardimiyla soyut fonksiyonlarin

yaklagimi hakkinda

Tanmm 2.1: Eger kapali smirh [0 kiimesinde siirekli f(z) fonksiyonu ve P, (z)

polinomu (genellikle genellestirilmis) verilmisse o zaman istenen z, U noktasinda

[ (z0) = P.(z0)| = £ (2) = B, (2),
gecerli ise z, U noktasna e=e(P,) noktast denir (f —P, nin farki diye
adlandirilir).
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Teorem 2.1 (A.N Kolmogorov): Kapali sinirli [0 kiimesinde n+1 tane siirekli

fonksiyonlarin, yani;
9,(2).9,(2)...9,(2) 2.1)
verildigini ve f(z) siirekli fonksiyonunu P (z)=P (@,;c,,z) genellestirilmis

polinomlar1 ile

P)=Y () 2)

yaklastirilmas1  gerektigini varsayalim. P(z) 22cf¢k (z) polinomunu f(z)

k=0

fonksiyonunun en iyi diizgiin yaklasim polinomunun

HOMAC I HORAC

C b
anlaminda en iyi yaklagimi igin gerekli ve yeterli sart , 0 de e =e(P’) noktalarini
E = E(P]) kiimesinde istenilen (2.2) formundaki P, (z) polinomu igin

minRe{?, ()] (2) - P2(2)]f<0 2.3)

esitsizliginin gerceklesmesidir.

Ispat: Gereklilik: P"(z) polinomu f(z) fonksiyonunun en iyi yaklagimi olsun.
Ispati olmayana ergi yontemiyle yapalim. Herhangi P, (z) polinomu igin (2.3)
esitsizliginin tersinin saglandigini yani;

minRe{?, ()] (2) - EC@)]f > ¢ > 0 2.4)

oldugunu varsayalim. Bu durumda E kiimesi kapali ve sinirli oldugundan dolayi (2.4)

esitsizligi herhangi 0 >0 i¢in E; [l E kiimesinde, E kiimesinden J dan kiigiik
mesafede olan [ kiimesinde biitiin noktalarda saglanacaktir. Bu taktirde O\Ej

kiimesinin kapal1 olacagi agiktir.
—poyN=F - _piyN=F -
max|f(z) = P(2)| = E,; max|f(z) =P (2| =E, :

E -E =h; (2.5)

maX|Pn(z)|=M; min %,L =A
200 M= 2M
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burada /4 ve A sayilarinin pozitif olduklarinmm altini ¢izelim. Simdi
0,(2) =P, (2) + AP, (2) (2.6)
polinomunu olusturalim ve bu polinomun f(z) fonksiyonunun P,(z) polinomuna
gore daha iyi yaklagtigin1 gorecegiz. Bu ise ¢eliskidir. Gergekten de (2.4) ve (2.5)
ifadelerini ve istenilen w, kompleks sayis1 i¢in
w, + w_0 =2Rew,

oldugunu dikkate alirsak, istenen z U E; igin

f(2)=0,) =|f(2)= P2) = AP,(2)|f (2) = PA(2) = AP, (2)
=| /)~ P2 -24 Re{P,, (z)[f(z) - Pf(z>} +X|P,(2) <

]\;2 M?>=E’-)Ac<E’

<SE-2Ac+)

elde edilir. Eger, zOO\E; ise o zaman (2.6) ve (2.5) e gore

/@)-0,@)|s|f@) - B+ AP (=)

<E, LAY =K, —ﬁ<En.
2M 2

olur. Buna gore tiim z [0 i¢in

/(2)=0,(2)| < E, =max|f(2) - P,}(2)

b

elde edilir. Bu ise P”(z) polinomunun tanimina geliski teskil eder.
Yeterlilik: P™(z), (2.2) sekilli ve (2.3) kosulunu saglayan bir polinom olsun. P,’(z)
polinomunun f(z) fonksiyonuna en iyi yaklastigini ispatlayalim. Gergekten eger

0, (z) (2.2) seklinde herhangi bir polinom ve z,

LT CRENESEN) ITENEVAEN] B
esitsizligini saglayan £ kiimesinden olan bir eleman ise (Burada P, (z) roliinii

Q,(z) = P"(z) polinomu oynayacaktir) bu noktada
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£z =0, =[£(z) - Bz - [0, (z0) - PG|
2 L

=) -2 2RO, ()~ P2 PG - )

0,(z)= Pz 2maxl/(2)-0, (),

}

+

olacaktir. Bu ise P(z) polinomunun f(z) fonksiyonunun en iyi yaklagimi

oldugunu gosterir. Boylece Teorem 2.1 ispatlanmis olur.
Teorem 2.1 in uygulamalar:

Ornek 1. |2/ <1 birim dairede verilen f(z)=z" fonksiyonu i¢in n—1. dereceden
Chebyshev ok terimliler igerisinden en iyi yaklasimi P’ (z) =0 polinomudur.

Gergekten bu durumda E kiimesi E ={z:|z| =]} olacaktir. Istenilen ¢ok
terimli »—1. dereceden P,_ (z) ¢ok terimlisi i¢in

PLG|f@-PL@)|= P22 @.7)

carpimi Oyle bir 6zellige sahiptir ki £ birim dairesindeki z noktasi ile pozitif yonde
dondiigiinde 2" teriminin arglimani ise 2.(n—1)71 degerinden c¢ok olmayacak
sekilde artacaktir (¢linkii £ nin igerisinde P,_(z) in n—1 den fazla kokii yoktur).

Boylece (2.7) ¢arpiminin argiimani en azindan 271 kadar azalacaktir. Buradan,

stireklilikten dolay1 (2.7) ¢arpimimnin Reel kismi en azindan bir z, JE noktasinda
pozitif olmayacaktir (Bu (2.7) ¢arpmminin argiimanmnin 77+2k7n, k=0,1,-1...
oldugunu ya da z, noktalarinda ya da ¢arpimmn sifira esit olacagi noktalarda yer

alacaktir.).

Ornek 2. (S.Y. Alper). |z <1 birim dairede verilmis

f(z):L, la| >1
zZ—d

fonksiyonu igin 7. dereceden bir P(z) ¢ok terimlisi ve y, sayisi segelim. Oyle ki
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1-(z=a)P, -az)z"
Lpin="ETORE ) @ 8)
z—a z—a z—a
esitligi saglanms olsun ve bdyle kurulmus P(z) ¢ok terimlinin
z—a

fonksiyonunun en iyi yaklasimi olan ¢ok terimli oldugunu ispat edelim. Ayni

zamanda n. dereceden istenilen P, (z) ¢ok terimlisi i¢in

min Re{PH (z){ L Pf(z)} = min Re{PH (z)lZyn ﬂ:l} <0, (2.9)
zOF z—a zOF z—a

esitsizliginin saglandigini1 gosterelim. Burada, E |z| <1 noktalar kiimesidir ve

1

zZ—a

- P’(z) modiilce |z| <1 kiimesinde en biiyiik degerini alr.

l1-az

fonksiyonu |z| <1 birim ¢emberini ve onun |z| =1 siirmi kendilerine
z—a

yansittig1 i¢in (2.8) ifadesi kendi modiiliiniin ), ye esit olan degerini |z| =1 de alur.

Burada E kiimesinin roliinii yine |z| =1 birim ¢emberi iistlenir. Birim £ ¢emberi

. 1-az)z" ..
pozitif yonde dondiiglinde (-az)z" terimin argliman1 2(n +1)71 kadar azalacaktir.
z—a

Ciinkii (1-az)z" carpiminin tiim n +1 kokleri birim ¢emberin i¢inde, z —a farkinin
kokii ise disinda olur. P (z) ¢ok terimlinin argiimanin ise 2n71 den biiyiik
olmadign1 dikkate alirsak (2.9) daki kiime parantezi igerisinde olan ifadenin
arglimaninin o zaman an azindan 271 kadar azaldog1 sonucuna variriz. Bundan sonra
1. 6rnekteki gibi diisiiniirsek (2.9) esitsizliginin gegerli oldugunu goriiriiz.

z —» a limitine gecerken (2.8) esitliginin her tarafin1 z—a ile carptiktan

-1
sonra ), =[a”(l—|a|2] elde ettigimizden fonksiyonunun en iyi diizgiin

z—a
yaklasim degerinin
1

|a (a| -1)

En[ ! JIminmax ! -P (2)=
a

Fodst|z -

¢

oldugunu elde ederiz.
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Ornek 3. Teorem 1.2 (P.L. Chebyshev)’'nin Teoreml.l’ den kolayca elde

edilebilecegini gosterelim.

Gereklilik: Chebyshev teoreminin ispatinda kullanilan isaretleri kullanarak [a,b]

araliginda en azmdan n+2 farkli e noktalarmm x, noktalarindan olusan bir

sistemde mevcut oldugunu gosterelim.

Bu noktalarda isaretlerin sirayla degisme sart1
r(x)=-r(x,)=...=(=1)""r(x,.,)
saglanir.
Gergekten, eger isaretlerin degisimi e-noktalarinin (yani £ de olan noktalarin)

maksimal sayis1 m +1’ e esit olmas1 durumunda (burada m+1<n+2) P (x) m=1
i¢in (1.13) formiilii ile tanimlanarak ve m =0 i¢in F,(x) =1 veya -1 kabul ederek n
den biiylik olmayan dereceden, bir cok terimli elde edilebilir ki tim xOF

noktalarinda f(x)— P (x) farkinim isareti alinird1 ve buna gore

minRe{P, (0] () = B ()} = minf, (o)1) - PP} >0 .
saglanirdi. Boylece ¢eliski elde edilir.
Yeterlilik: P(x) ¢ok terimlisi dyle olsun ki f(x)— P (x) farki [a,b] araliginda
modiilce en biiyiik degerini alsin. Bu fark x, U[a,b] noktalarinda » +2 tane noktada
sirastyla isaret degistirsin. Istenilen n. dereceden P, (x)#0 ¢ok terimli [a,b]

araliginda n+1’den biiylik olmayan x, noktalarinda sirasiyla isaret degistigini

dikkate alirsak,

minRe{P, (0] () = 220} < min{, ()] e) ~ P2 O} <0
elde edilir. Buradan, P(x) m f(x) fonksiyonunun en iyi diizgiin yaklagimi olan

cok terimli oldugu goriiliir. Bununla 1.2 Chebyshev teoremi ispatlanmis olur.
Eger, Teorem 2.3 ve bundan ¢ikan sonu¢ kullanilirsa, benzer sekilde

Kolmogorov teoreminden de 1.2 Chebyshev teoremi ¢ikartilabilir.
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Gosterelim ki, Teorem 2.1’in (Kolmogorov Teoremi) yeterliliginin ispatina
benzer muhakemeyle Teorem 1.8’in (Valle-Poisson Teoreminin) benzeri

ispatlanabilir.

Teorem 2.2: f(z) fonksiyonu ~ kiimesinde siirekli kompleks degerli fonksiyon
olsun. (2.6) sekilli bir Q, (z) ve herhangi P, (z) polinomlart icin E[0 « alt
kiimesinde

minRefP, (2)| /() -0, (=)} < 0 2.11)
kosulu saglaniyorsa, f(z) fonksiyonunun — kiimesinde n. dereceli polinomlarla en
iy1 yaklasimi E i¢in
£(2)=P,(z) 2 min /(z)-0,(z) (2.12)

zOE

E, = mln maks

z0Om

degerlendirmesi dogrudur.

Ispat : EO « olsun.

Re[PnD(zo ) -0, (zo )]lf‘z ) -0, izo )J <0
kosulunu saglayan z,[JE noktasmi alalim. Burada, PD(z) polinomu f(z)

n

fonksiyonunun  kiimesinde en iyi yaklaslm polinomudur

E —m1nmaks| 1()=P.(2) 2|/ (z,)-Pz,)
olacagindan,
E2 2[/(z,)- P ) =[f(a)-0, () - [P) -0, 1\2—
=1/(e)-0, () - 2refP(z,) -0, () ][m}
211(z0)- 0, ) +[Pe) -0, () 21/() -0, ()

elde edilir.

ZO)‘Z =

Buna gore,

dir. Buradan, istenen

E, 2 min|/(z)- 0, (z)

zOE
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esitsizligi ¢ikar.

Bununla ispat tamamdir.

Calismanmn basinda sorulan 2. ve 3. soruya asagida ispatsiz verecegimiz
teoremler cevap verir.

Bu teoremlerde ~ [§ kiimesi kapali ve smirli kiimedir (yani kompakt

kiimedir).

Tamm 2.2: f(z) ~’ de tamimli kompleks degerli fonksiyon olsun. Ayrica f(z)
fonksiyonu  ~ kiimesinde siirekli {¢k(z}g , n=0,1,2,.... sisteminin polinomu
degildir.

Eger,

1) f(z) fonksiyonunun E, [ — kiimesi lizere

P, (Z) = kz:;ck¢k (Z)

sekilli polinomlar yardimiyla en iyi diizgiin yaklagimi, — kiimesi iizere en iyi diizgiin
yaklasima esitse,

2) E,’mn herhangi E, OE o6zalt kiimesinde f(z)’nin en iyi diizgiin
yaklasimi E;’daki en 1yi diizgiin yaklasimdan kiiciikse,

E, =E, (n) kiimesine f(z) fonksiyonunun n. dereceden karakteristik

kiimesi denir.
Not : — [ kiimesinde siirekli herhangi f(z) fonksiyonu i¢in en azindan bir tane

karakteristik kiimenin var olmasi, agagidaki teoremlerin ispati zamamn goriilecektir.

Teorem 2.3 (Karakteristik Kiimenin Varligi Uzerine Valle-Poisson Teoremi):

nJ< sayist ve en az n +2noktadan olusan ~ [ kiimesi verilsin. — kiimesinde
n+1 sayida siirekli fonksiyonlar sistemi {g, (2} olsun.

Eger, — kiimesinde siirekli f(z) fonksiyonu

gck¢k(z)
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sekilli derecesi n’yi agmayan polinomlardan farkl bir fonksiyonsa,
1) En az bir tane n dereceli E; =E, (n) karakteristik kiime vardir;
2) Eger, {¢k (z}g sistemi Chebyshev sistemi ise her n dereceli E, karakteristik
kiime
3) n+2<m<2n+3 (2.13)
kosullarini saglayan m = m(EO) tane noktadan olusur.
Eger, {¢k (z}g Chebyshev sistemi degilse, E, karakteristik kiimesinin eleman

sayis1 m
1<Sm<2n+3 (2.13")

kosulunu saglar.

Ispat : Teoremi, 6nemli bildigimiz {¢k (z}g Chebyshev sistemi i¢in ispatlayacagiz.

Teoremin ispat1 i¢in ispatsiz verecegimiz asagidaki teoremden yararlanacagiz.

Teorem 2.4 (Konveks Kiimelerin Kesisimi Uzerine Helli Teoremi) : m < ve L, m
boyutlu reel lineer normlu uzay olsun. K, L, ’de en az m+1 tane konveks kapali

kiime bulunduran kiimeler ailesi olsun. Eger, K’da kesigimleri smnirli olan en az bir

tane Q. UK, i=1,2,...,n sistemi var ve K’nin her m+1 tane kiimesinin en az bir ortak

noktasi varsa, bu kiimelerin tamamina ait olan bir nokta var.
Teorem 2.3’1in ispatina gegmeden 6nce sunu belirtelim:
a, ve [, reel sayilar olmak iizere,
P.(2)=P.(z0)=3 (o, +iB)e. (2) (2.14)
k=0

sekilli polinomlar
P()=Y @)+ Y Au) . w.(2)=id() 214)

biciminde gosterilebilir.
O halde, (2.14) sekilli biitiin miimkiin polinomlar kiimesine
= maksﬂPn (z)| cz0 e }

Pl’l
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normu ile m =2n+2 boyutlu reel lineer normlu uzay olarak bakabiliriz. Bu uzay
?, (z),...,¢n (z),l/lo (z),...,l//” (z) fonksiyonlar sisteminin gerdigi uzay (yani,
Span{¢0,...,¢n,l/lo,...,l/ln} )’dir.

Simdi teoremin ispatina gecelim.

Teoremin ispatin1 olmayana ergi yontemiyle yapacagiz.

Teorem 2.3’lin biitiin varsayimlar1 saglaniyor olsun. f(z) ’de siirekli,
Teorem 2.3’iin biitiin varsayimlarmni saglayan fonksiyon olsun. 2n +3’den fazla
sayida eleman bulundurmayan higbir {zl,zz,...,z p} 0« kiimesi f(z)’nin
karakteristik kiimesi degildir.

Her z,,...,z, [ « i¢in

Ez (f;zl,...,zp)Ii%f maks{Jf(zj)— P, (Z./‘X i =l,p};

sup{Ez(f;zl,.‘.,zp):zjD«—,j =1p } (2.15)

alalim.

p < 2n+3 oldugundan, varsayim geregince
E(f:22,)<E, (f) = minmaks{ 1 () - P, (=) : 20 -} (2.16)

olacaktir.
Ote yandan, E! (f;zl,...,zp) fonksiyonlart « ”  kiimesinde siirekli

olacagindan, bir (ZID,..., ZE)D ~ ” noktasinda en biiyilik degerini alacaktir. Buna gore,

EV,(f)<ED (/). j=1.2....2n042

EC (/) =EL/ 2 25 )<E, (/) (2.17)
olacaktir.

Herhangi ¢ U ~ noktasinda f (5 ) ’den en fazla E,,,,, kadar sapan P, (z;¢)

polinomlarm kiimesi Q(E ) olsun. Yani,

Q) ={p,(z:9):|7(&)-P,(&:4) <EY,.} (2.18)

alalim.

Q(E ) kiimesinin bos olmadigi, kapali ve konveks oldugu kolaylikla gosterilir.
Ayrica, (2.15)’den Q(f, ),g‘l 0, 1=1,2,...,2n+3 kiimelerinin kesisimi en azindan
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kosulunu saglayan P’ (z) polinomunu bulundurdugu gériiliir. P° (z)’in varlig1 Borel
teoreminden goriiliir.

(2.14)- (2.14") sekilli polinomlarin reel 2n+2 boyutlu lineer uzayinda Q(E)
konveks kiimesine Helli teoremini uygulayacagiz. Bunun i¢in, kesisimi sinirli olan

en azindan bir tane sonlu Q(E ) sisteminin var oldugunu gdsterelim.

« ’den farkli herhangi Elo,..., 0 noktalar1 alalim.

n+l
Q° =Q(g‘1°)m Q(g‘zo)m e Q( ,,OH)
olsun. Q" kiimesinin sinirli oldugunu gosterelim.
Her P, (z;¢)D Q° icin, (2.18)’den
P e:0) <. (er:0)-rle)) | rler) <. () 1]

elde edilir. Buradan, Q°’mn smirh oldugu goriiliir.

Buna gore, Helli teoremi geregince Q(E), ¢ [0 « kiimelerinin hepsine ait

olan ve
7(€)-P(&p) <E,.. <E (1)

kosulunu saglayan en azindan bir tane PHD(2;¢) vardir. Bu ise bir ¢eliskidir.

Bu c¢eligki 2n+3’ten fazla eleman bulundurmayan karakteristik kiimenin

varligini ispatlar.

Ornek 4 : —={z0& : |z/<1} olsun. f(z)=z* fonksiyonuna - ’de 3. dereceden

P3(z) cebirsel polinomlariyla yaklasim zamani karakteristik kiime 8 elemanl
i
E, Z{e“ :k:O,l,...,7} kiimesi olabilir. Ayrica, f(z)=z* fonksiyonu igin — ve

E, U « kiimelerinde 3. dereceden en 1yi yaklasan polinom Pf(z) =0 dr.

Oyle ki,
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infmaksﬂz4 —P3(Z)‘ rzU- }:

Pz
Vs 4 Vs
—ik —ik
= maks‘z4 - PE(ZX = maks (64 j - Pf(e“ j,k =0,1,..,7;=1

dir.
Dogrudan da
7(2)-PiG) <1

kosulunu saglayan bir 3. dereceden P7(z)# 0 polinomlar olsayd

n 4 n n
Zik Zi i
mc}gks (e“ j - F’E(e“ j = mc}gks (— l)k - Pf(e“ j

olacakt1. Buna gore,
() = ReP(e") 2 0

<l

trigonometrik polinomu
sgn Tf[%k} = (— l)k , k=0,1,...7

kosullarin1 saglar. O halde, trigonometrik polinomun sifirlarinin sayist hakkinda

teoreme gore 3. dereceli 7)(¢) polinomunun [0,277) araliginda en azindan yedi tane
kokii vardir. Bu ise 7,°(f)=Re Pf(e”)io ile geligir. Dolayisiyla, — dairesinde

f (z) = z* fonksiyonuna en iyi yaklasan 3. dereceden polinom sifir polinomudur.
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3. KOMPLEKS DEGISKENLi SUREKLi FONKSIiYONLARA KISITLI
ARALIKTA GENELLESTIRILMIiS POLINOMLARLA EN iYi DUZGUN
YAKLASIM

Calismanin bu kisminda asagidaki gibi formiile edilebilen kisitlamali
durumunda reel degigkenli ile benzeyen, kompleks degiskenli siirekli fonksiyonlarin

kisitlt aralikta en iyi diizgiin yaklasimi problemini géz Oniine alindi. C (Q), bir
kompakt O kiimesi lizerinde tanimlanan kompleks degiskenli siirekli fonksiyon

uzay, POC (Q) sonlu boyutlu alt uzay ve Q = {Q[|t N Q} &’de kapali kiimeler ve bos

olmayan konveks bir sistem olsun. Verilen bir f C (Q) fonksiyon kiimesi i¢in,

E(f)=inflf - p

iken,
P, ={p0OP:plr)oQ,:0g .
Burada || || diizgiin normu temsil eder.

Yukaridaki problemde infimum sarti p”P, elemanlarinin &zelliklerini

dikkatle incelemek i¢indir. Kabul edilir ki, bu problem kisitlayic1 bir genel smif i¢in

olduk¢a zordur.
3.1 TEMEL TANIMLAR, NOTASYONLAR VE GERCEKLER

0, ¢ kompleks diizlemde en azindan n+1 tane nokta igeren bir kompakt
kiime olsun. Q izerinde tanimlanan biitin kompleks degiskenli siirekli
fonksiyonlarin || S || =mggks| f (t)| normu ile Banach Uzaymi C (Q) ile gosterelim.
M(f) kiimesi;

m(r)=froo:rol=|s}

olsun.
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Bir {¢1,¢2,...,¢n} tabani ile bir n-boyutlu PUC (Q) alt uzayni géz Oniine

alalm. pOP elemanlar1 ¢, 0§, v=12,..,n iken p=2cv.¢v seklindedir. Biz

v=1
onlar1 {¢1,¢2,...,¢n} sistemine gore genellestirilmis polinomlar olarak veya kisaca

tam polinomlar olarak adlandiracagiz. p [J P kiimesi i¢in,

z(p)={rogp(r)=¢
dir.

Tamm 3.1.1: Bir n- boyutlu PUOC (Q) alt uzay1 verilsin. P\{O} kiimesinin en fazla

n-1 tane sifira sahip elemanlarindan olusan uzaya Haar Uzay1 denir.

ull C (Q) ve ri C (Q) sabit fonksiyonlar olsun, ayrica tim [JQ ig¢in

r(t) >0 oldugunu kabul edelim. Her ¢ J O noktasi i¢in asagidakiler gosterilir:
Q, ={z 0¢: |z —u(t] < r(t)}
intQ, ={z 0¢: |z —u(t] < r(t)}

0Q, ={z 0¢: |z —u(t] = r(t)}

Hipotez 3.1.1 : Bu ¢alisma siiresince, baz1 p, UP icin p, (t)DintQ durumunun
tim 7 1 Q icin gecerli oldugu kabul edilecektir.

Biitiin p [0 P kiimesi i¢in,

B(p)={D0lp()D00).

u, r, p fonksiyonlarinin siirekliliginden B(p) kompakttir. BOQ,P,, =P,F,, =P,
iken Py, = {p 0 P| p(t 0Q, O B} notasyonunu ele alalim. Bir kapali B kiimesi i¢in
P’de P, kiimesi kapali iken, her B U Q kiimesi i¢in P, kiimesinin konveks
olduguna dikkat edelim. B' [J B kapsamasi agikca Py, 0 Py’ y1ifade eder.

AOQ,BOQ ve A#n iken —, (A;B) siral ikililer kiimesi olsun. 4" [0 4

ve B'0B ise (A';B') O (A;B) yazariz. O zaman (A';B') O (A;B) kapsamasi tam
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olarak adlandirilir, eger 4' 0 4 ve B' [0 B kapsamalarindan en azindan biri tam ise

£0¢(Q) ve (4;B)0-  ikili kiimesi igin,
E,(fiP,q)= inf sup| /() = p(t)

POP; o 4004

dir.
Acikca, A =B =( igin,

EQ(f;PQ,Q):EQ(f;PQ):E(f)
dir.
Her (4;B)[L ikilisi i¢in Ozellikle FE, ( f; PB,Q)S E ( f ) icin sonuclanan
E, (f; PB.,Q)S E, (f; PB,Q) esitsizligi (A';B') O (A;B) kapsamasini ifade ettigi

kolaylikla goriiliir.

Tamm 3.1.2 : ¢ [0 P, , bir polinom,
supl (1) g(1) = £, (17, 0)
esitligini saglayan P, den A lizerinde f igin “’en iyi kisith araliklar yaklagimi’’
olarak adlandirilir.
” f- pDH =F ( f ) ’yi saglayan P, ’den Q iizerinde f i¢in en iyi kisitl araliklar

yaklagimi veya p" [P, polinomu, P,’den f’e kisaca en iyi kisith araliklar

yaklagimi olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.1 : Eger A ve B, O(A # 1) nun kompakt alt kiimeleri ise o zaman her
f DC(Q) fonksiyonu i¢in P, den A4 lzerinde f ’e bir en iyi kisith araliklar

yaklagimi vardir.

Sonug¢ 3.1.1 : Her f[IC (Q) fonksiyonu i¢in P, ’den f’e en iyi yaklagim vardur.
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Teorem 3.1.2 (Lineer Esitsizlik Uzerine) : U, " ’in bir kompakt alt kiimesi olsun.
O zaman ¢ " ’in orijini U’nun konveks kabuguna ait degilse biitiin ¥ U igin dyle

R(z,u) >(’da bir z[O&" noktas1 vardir.

Burada (,) &’de skaler ¢arpimdir.

Teorem 3.1.3 (Caratheodory ): A4, n-boyutlu kompleks uzaym bir alt kiimesi olsun.
A’nin konveks kabugunun her noktasi, 4’nin 2n+1 elemanlarmin bir konveks lineer

kombinasyonu formunda ifade edilebilir.

Tanimm 3.1.3: fDC(Q) olsun. E, (f;PB,Q)IE(f) sartin1 saglayan P, ile ilgili

olarak bir f fonksiyonu ig¢in (A;B)D ~ swral ikililerine kabul edilebilir ¢ift

(admissible pair (a.p)) denir.

Tanmm 3.1.4: £, (f; Pyq ) <E, (f;PBO) esitsizligini saglayan (A;B) U (AO;BO) icin,
P, ile ilgili olarak bir f fonksiyonu i¢in (AO;BO) swralr ikilisine minimal kabul

edilebilir ¢ift (minimal admissible pair (m.a.p)) denir.

Sonug 3.1.2 : Q’nun sonlu alt kiimeleri 4 ve B’de bir f fonksiyonu icin her (4;B)

kabul edilebilir ¢ifti (a.p), f i¢cin en azindan bir minimal kabul edilebilir ¢ift (m.a.p)

icerir.
Teorem 3.1.4 : (4,;B,)0 —, P, ileilgili £ 0C(Q) igin bir minimal kabul edilebilir

¢ift (m.a.p) olsun ve p"OP,, P,’da f ‘e en iyi bir yaklagim olsun. O zaman, ayni

zamanda agagidaki kapsamalar gecerlidir:

4, 0M(r-p%), B, 0B(p").

Teorem 3.1.5 : Her / 1 C(Q) fonksiyonu igin P, ile ilgili f igin asagidaki gibi en
azindan bir (AO;BO) minimal kabul edilebilir ¢ift (m.a.p) vardir

|4, O By|<2n+1.

27



Teorem 3.1.6 : P bir Haar uzayi ve fUC, (Q)\PQ olsun. O zaman, P, ile ilgili f
fonksiyonu i¢in her (AO;BO) minimal kabul edilebilir ¢ifti (m.a.p) asagidaki durumu
saglar

|4, O By|2n+1.

Tamm 3.1.5 : P,’da f ‘e en iyi bir yaklagimmn p” 0 P, oldugunda, asagidaki iki
durumdan en azindan ikisi saglanirsa bir  f DC(Q) fonksiyonu kabul edilebilir

olarak adlandirilir.

) f(H0Q,, tOQ

2) M(f-p)n B(p7)=n
Biitiin kabul edilebilir fonksiyonlar kiimesi C,(Q) ile gosterilir.

3.2 EN iYi YAKLASIM KARAKTERISTIGi

£0c¢(Q), pP0OP, olsun. Kiime,
0,(0)=1()-p°(). r0m{s-p)
o, () =ult)- p"(). t0B(p").

dir.

Teorem 3.2.1 (Kolmogorov Sekilli Karakteristik) : Bir p”0P, polinomu,
P,’dan bir f0C (Q) fonksiyonu i¢in bir en iyi yaklagim olmasi i¢in gerek ve yeter

sart her p I P i¢in agsagidaki esitsizligin gegerli olmasidir.

min{ in Re(p(t)m),lélgglu)Re(p(t)E(;))}SO (3.2.1)

o (r-p7)
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ispat : = £,P, de oldugu durumda tim 00 i¢in o,(t)= f(t)- p7(¢c). elde edilir
ve boylece (3.2.1) dogrudur. f OC(Q)\P, olsun. Tersini kabul edelim. Farzedelim
ki baz1 ¢ U P, polinomu i¢in (3.2.1) gecerli degildir, yani asagidaki esitsizlikler elde
edilir:
Relg(t)o, () >0, toMm(r - p") (3.2.2)
Relg()or,1)>0. 0 B(p")
Teorem 3.1.5” den dolay1 f i¢in Oyle bir minimal kabul edilebilir ¢ift vardir
ki |4, O B,| < 2n +1°dir. Ayrica Teorem 3.1.4’den dolay1
A, UM (f - pD), B, U B(p D) kapsamalari elde edilir, (3.2.2) esitsizlikleri ile beraber
siiresince,
Relg(t)o, (1)) > 0. 104, (3.2.3)
Relg()o,@))>0, tOB,
Sonlu 4, ve B, kiimelerinin her ikisi hesaba katilirsa, A, sabiti elde edilir.
A = mln{r}gjn 2Relglt)o, 1) (q (t)za_l(;)) , min 2Relglt)o, 1) (q (t )20_2(;))}
C el Jalo)
(3.2.3)’den dolayr A, >0 olduguna dikkat edelim. Buradan sabit bir

A0(0,1,) ve keyfi bir # 0 B, noktas igin,
ule)- p°0) - Aq(e)” =[ult)- P} 22 Relg (), )+ 2lal0)” =

- l”z(l‘)+/]|q(ty{ 2Re(q((:))|?_2(_))} (l‘)

Q

elde edilir.
Bundan dolayr p”+Agq 0 Py o dir. Her ¢4, noktasi ve aynt AU (0,/10)

noktasi i¢in agagidaki esitsizligin gegerli oldugu benzer bir yolla gdsterilebilir.

6= P )= 2ale) <[ 0)-pC) =7 -2 = E°()

Sonunda, minimal kabul edilebilir (AO,BO) ¢ifti i¢in miimkiin olmayan

E, (P, 0)s max|f(¢) = p"{e) = Aqe) < £(/)
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bulunur.

O: Her pUP polinomu icin (3.2.1) durumunun gegerli oldugunu
farzedelim.

Keyfi bir ¢ J P, polinomu tespit edelim ve keyfi A (0,1) icin p, Hipotez
3.1.1°deki polinom oldugunda, ¢, =( —/])q + Ap,’1 belirleyelim. O zaman agikg¢a
tiim ¢ [J QO noktalar1 i¢in (6zellikle, ¢ [J B(pD) icin) ¢, UintQ  kapsamasi elde edilir,

burada  mutlak  esitsizlik |u(t) -4, (tx < r(t) = ‘u(t) - pD(t),t O B(pD),/] O (0,1)

gegerlidir, en Onemli basit doniistiirmelerden sonra tiim ¢ [J B(pD) ve A0 (0,1) icin,

Re((q A )0_(_)) >0

dir.
Fakat, o zaman (3.2.1)’den dolay1 ¢, —p" polinomu igin &yle bir

t) DM(f —pD) noktasi vardir ki,
Re((% ()= p"(,) )U_(Z))

drr.

Bundan sonra devam edilirse, asagidaki esitsizlikler zinciri elde edilir:
Ir -1 =1rt)- D(tﬁ | =l -l
<|F)=-a, 6 )r6) uXﬁV‘qAMf ]
Boylece her A [ (0,1) icin,

—pslr-ail

elde edilir.

A - +0 iken son esitsizlikte limite gecersek,
lr=p=ls
(tim ¢ U P, i¢in) elde edilir.
Boylece p”, P,’den f igin en iyi bir yaklagimdur.
Her f DC(Q) fonksiyonu ve p" 0P, i¢in asagidaki kiimeleri géz &niine

alalim:

v ={0)= 6. 0)...0, 0o (e 02 - ph 04el) = (6,0)....0, W () D ()
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Q’da B(PD) ve M (f - pD) kiimelerinin kompakthigindan dolayr &"’de ¥

kiimesinin kompakt olduguna dikkat edelim.

Teorem 3.2.2 (’ Konveks Kabukta Sifir’’ Karakteristigi) : {" uzaymnm orijininin

v konveks kabuguna ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart f DC(Q)\PQ fonksiyonu

igin bir p"” 0 P, polinomunun en iyi bir yaklagim olmasidur.

Teorem 3.2.3: Bir p” [ P, polinomunun P,’da f DC(Q)\PQ e en iyi bir yaklagim

olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.17) sartin1 saglayan her p P polinomu i¢in dyle
Ay =ttty OM(r - pO) B, ={t0 1)’} O B(p") (k=1k+m<2n+1)

kiimeleri ve A,,A,,...,A,,A/,A;,.., A pozitif sabitlerinin var olmasidur.

k m
S At )oe)+ > A ple)o, () =0 (3.2.4)
(=1 s=1

Ispat : = p"” ., P,’de f’e en iyi bir yaklasim olsun. Teorem 3.2.2’ye gére bir ¥
konveks kabugu " uzayinin orijinine aittir. Caratheodory teoreminden dolay1 6yle k
vektorler b(t()Dv, ¢ DM(f—pD), (E =1,2,....,k), m  vektorler c(t;)Dv,

t) DB(pD), (s =1,2,....m) ve A, (E = 1,2,...,k),/1s' (s = 1,2,...,m) pozitif  sayilar

bulanabilir ki,
A+ =1
/=1 s=1
k m
S bt )+ Aleltl)=0 (3.2.5)
/=1 s=1
k+m<2n+l1
dir.

(3.2.4)’yi elde etmek i¢in (3.2.5) esitliginin ikincisini keyfi bir

t= (cl,c2 yeuis C, )DE " vektori ve p= ZCV¢V kiimesi ile carpalim. Gergekten,

v=1
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Hipotez 3.1.1°den p, polinomu i¢in asagidaki durumun gecerli olduguna dikkat

edelim:
Re((po (t: ) - pD(t; )m) >0, s=12,..m
O zaman,
3 A, Rel(p, (1) - o o (1) >0,
s=1
veya
> (o (1) - p°( e () 2 0
s=1
dir.

0: Bazm {t,,t,,..,t} O M(f—pm),{tl',t;,...,t;} O B(pD) kiimeleri  ve
A (0=12,...k), A'(s =1,2,...,m) pozitif sabitleri ve keyfi pOP igin (3.2.4)’nin

gecerli oldugunu farz edelim. Bu hemen asagidaki esitligi gerektirir

ZI:RG(P(W )E(E))+ i/l: Re(p(t; )E(Z)) =0

s+l

Boylece Re(p(t( )o(z, )) (£=12,..k) ve Re(p(t; )o, (¢’ )) (s =12,...,m)

sayilarindan en az biri pozitif degildir. O zaman (3.2.1) sartinin gegerli oldugu agiktir

ve Teorem 3.2.1 den p”, P, ’de f” e en iyi bir yaklagimdhr.

Sonug 3.2.1 : Teorem 3.2.3 sartlar1 altinda,
|4, O By|<2n+1~|4, n B,|

drr.

Sonug¢ 3.2.2 : P bir Haar uzay1 ve f DC(Q)\PQ ise, Teorem 3.2.3°deki A4, ve B,
kiimeleri ek olarak
|4, OBy|2n+1

sartin1 da saglar.

Gergekten, Teorem 3.2.3’deki 4,, B, kiimeleri igin (4,;B,) swrah ikilileri

sonlu kiimelerin bir “’kabul edilebilir ¢ifti’> oldugu kolaylikla gosterilir. Sonug
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3.1.2’den dolay1 f ig¢in (A(');B(')) minimal kabul edilebilir ¢iftlerden en azindan birini
icerir. Teorem 3.1.6” 1 hesaba katilirsa ,
|4, 0 By| 2|4, O Bj|2n+1

elde edilir.

Sonug¢ 3.2.3 : Bu caligmadaki tiim sonuglar asagidaki gibi tanimlanabilen baz1 Q
kisitlamalarin zayif sistemi i¢in gegerli kalir. X, Q’nun acik alt kiimesi olsun. O

zaman,

0 - {zOC:|z —u(r)<r(n),: 00/ X[}
“leox

dir. Ayrica u ve r fonksiyonlar1 Q\X iizerinde siireklidir. Ayrica » fonksiyonu Q\X
izerinde pozitiftir.
O zaman X = Q alarak (kisitlama yok) sinirsiz yaklagim i¢in en iyi yaklagimin

karakteristigini asagidaki teoremlerle verelim.

Teorem 3.2.3 : Bir p” P polinomunun f DC(Q) fonksiyonuna en iyi yaklagim

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her p [l P i¢in asagidaki esitsizligin gecerli olmasidir

in D)Re(p(z‘)a(;))s 0.

WM \f~-p

Teorem 3.2.4 : Bir p” P polinomunun P’de f OC (Q)\P fonksiyonuna en iyi bir
yaklasim olmas1 i¢in gerek ve yeter sart her p U P i¢in asagidaki esitligi saglayan
oyle 4, ={t,.t,t} OM(f = p?) (1<k <2n+1) kiimeleri ve A,,A,.,...A, pozitif

sabitleri var olmasidir

k
ZA(p(t( )Ul(t(): 0.
=
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3.3 ENiYi YAKLASIMIN TEKLIiGi VE KUVVETLI TEKLIiGi
Bu kisim boyunca P’ yi bir Haar uzayi olarak alacagiz.

Teorem 3.3.1 (Teklik Teoremi) : Her f C,(Q) fonksiyonu P, da tek bir en iyi

yaklasima sahiptir.

Ispat : Eger /[P, ise, teoremin ifadesi agiktir. /' [1C, (Q)\PQ olsun. f ‘in P,’de

en iyi iki yaklasimmimn p, ve p, oldugunu farz edelim. O zaman p, ve p, bilindigi
icin pDI%(pﬁpz)DPQ polinomuda f icin en iyi bir yaklagimdir. Uygun

teknikleri kullanarak asagidaki kapsamalar elde edilir:

(s =p )OoM(r = p)oM(f-p,) 0 Z(p, - p,) (3.3.1)
B{p") 0 B(p,) 0 B(p,) 0 Z(p, - p,)
Simdi f fonksiyonu igin bir keyfi (4, B, ) minimal kabul edilebilir cifti g6z
oniine alalim. Teorem 3.1.4 ve 3.1.6’dan dolay1
4, 0M(r-p"). B, 0B(p7) (32.2)
Ve
|4, O By|zn+1 (333)

vardir.
(3.3.1) ve (3.2.2) kapsamalar1 ile beraber (3.3.3) esitsizliginden asagidaki

tahmin yapilir
|Z(p1 —p2)| Z‘M(f—pD)D B(pml 2|A0 U BO| >n+l
Tanim 3.1.1°den dolay1 p, = p, olur. Boylece ispat tamamdir.
yaule (Q)\Ca (Q) fonksiyonlar1 ig¢in Teorem 3.1.1°in genelde dogru

olmadigini gosterelim:
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1 3

Ornek : 0=[01],u(t)=0.7(t)==.q()=1La() =1 f(t)=5+2—t,tD[0,l] olsun,

Her p0PF,, =1 igin,

N | —

|Rep(lx < |p(lx = |p(l)—u(l)| < r(l) =

olduguna dikkat edelim. Bunu kullanarak,

N | W

E(f)= inf max|/ ()= ple) 2 inf| /(1) - Re p(1) 2

pOPg 10[0,1]

elde edelir.

Fonksiyonlar icin p, =@ UP,,p, = %@ 0P, iken

3
I =pl=lr=p.l=3
elde edilir.
Bundan dolayr E ( f ):% ve f, P,’da p, ve p, iki en iyi yaklasimina

sahiptir. Ayrica p, # p,’dir.

Teorem 3.3.2 (Kuvvetli Teklik Teoremi) : p"0P,, P,’dan birf0C,(Q)
fonksiyonu i¢in en iyi yaklagim olsun. O zaman,
=l 2= + e o (3.3.4)

esitsizligini saglayan )y = y( f ) > (0 sabiti vardir.

ispat : Eger fUP, ise o zaman (3.3.4) esitsizligi y<1 i¢in anlamsizdir.
fDCa(Q)\PQ olsun. O zaman Teorem 3.2.3 ve Sonu¢ 3.2.2°den dolay1r dyle
A ={ttaty OM(r-p"), By ={etnt} OB(pY) (4, OBz n+1)
kiimeleri ve A, (¢ =12,....k), A!(s =12,...m) pozitif sabitleri vardir ki her p P
polinomu i¢in (3.2.4) gecerlidir. Aksi kabul edilmedigi siirece

k
> A =1 (3.3.5)
/=

1
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oldugu kabul edilebilir.

Her p[JP kiimesi i¢in

dir.

p(t‘i)zj%

M= Sk + 5

N, ([)]’nin P tizerinde bir norm oldugunu incelemek kolaydir. Bundan dolayi,

Oyle bir y >0 sabiti vardir ki asagidaki esitsizlik gegerlidir:

R (p)z Aol )

(3.2.4), (3.3.5) ve (3.3.6)’y1 g6z Oniine alinirsa,

Il =pl

elde edilir.

m

SPIAR AR WITAR O W OE

=3 A=) +22 Relp )= ple Sl
X))+ S Afule) -
#23 4 Re{(p7(0) - ol Non )+ A () - )

ult!)- p"(t!)

m

'

A
s=1

2
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4. EN iYI DUZGUN YAKLASIM POLINOMLARIN DAVRANISLARI

K tiimleyeni baglantili olmak iizere sonsuz noktadan olusan &nin kompakt
bir kiimesi olsun. K nin K° i¢ noktalar1 kiimesinde analitik olan fonksiyonlarmn
kiimesini A(K ) ile gosterecegiz. K =U ={z :|z| s]} kapali birim disk oldugunda ,
A(K ) klasik disk cebiri 4 dir. M ,» Z’de derecesi n’ yi agmayan polinomlarin bir
kiimesi olsun, bu durumda

E, =inf|f = P,(),
1, de f nin en iyi diizgiin yakinsamasinda olan hatadir. Tek en iyi yaklagimi (diger

bir ifadeyle, |f — P,

degerini minimize eden tek P, I, polinomu) P (f,z) ile

gosterilir. Burada ve bundan sonraki kisimda |||| = ||||K her zaman supremum normunu
ifade edecektir.

Mergelyan’mn temel bir sonucundan Uf [ A(K) i¢in n — o iken E (f) - 0
dir. Dahas1 K lizerinde daha zayif sartlar altinda {En (f )}: nin sifira yaklagsmasi i¢in

gerek ve yeter sart f” nin K lizerinde analitik olmasidir. Burada temel olarak

normallestirilmis hatanin davranisiyla ilgilenilir.
0,(f.2)=(f@) = P.(f.2)/E, (/). (4.1)
Verilen bir n i¢cin E, (f) =0 oluyorsa, diger bir ifadeyle f derecesi n’yi
agsmayan bir polinom ise, bu durumda Q, (f,z) =0 olarak alinir. Agik¢a, z[JK ve
{0,(/}5 igin

bir kiimedeki olas1 noktalar hari¢ K sinir bolgesi tizerindeki her nokta, n. dereceden

o.(f, z)| <1, K° iizerinde normal bir smif teskil eder. Sifir kapasiteli

en iyi polinom yaklagiminin ekstremum noktalarindan olusan

H,()={0K:|0,(f,2)|=1 (4.2)

kiimesinin bir limit noktasidir.

Boylece, K ‘nmn smirmda Q, (f,z)’ nin kiigiik olmas1 beklenemez (biiyiik n

ler igin), fakat kompakt kiimelerde K nin K° i¢ bolgesinde P, (f,z) ile verilen

yaklasim , K nin {izerinde olan yaklagimdan daha iyi olabilir ki bu da K nm i¢
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bdlgesinde {Qn (f )}3’ ‘nin sifira yakinsadigi anlamima gelir. Bununla beraber, bu ¢cok
istisnai bir durumdur ve bu ¢aliymanin amaclarimdan biri de Q, (f,z) hata
fonksiyonlarmm ve H (f) ekstremal kiimelerinin olast limit davranigini

tanimlamaktir.

Genel kompakt kiimeler iizerinde en iyi yaklasimin davranisini arastirmaya
olan ilginin 6tesinde bu calismada birka¢ durum daha var. Bunlardan ilki K nin
iizerinde miimkiin olabileceklerden daha iyi yaklagimlar olmak iizere (bkz. teorem

4.2 ve 4.4) “en iyiden daha 1y1” yaklagimlar1 kurmaktr.
Eger, fOC* [— l,l] parc¢ali analitik ise, bu durumda

| -2,

—k-1
1] <c,
olacak sekilde P [l  n=1,2,.. polinomlar: oldugunu ve f ‘in [-1,1] ¢ in analitik
oldugunu her noktada

T £ ()~ B, (o] " <1 (4.3)

3

oldugunu dogruladik. Ayrica, f analitik olmak iizere [-1,1] in kompakt
altkiimelerinde (4.3) diizgiin olarak saglanir. (fin singililer oldugu bir noktanin
komsulugunda (4.3) esitsizligi miimkiin degildir). (4.3)’ iin sol tarafi i¢in en iyi {st
smir belirlenir.

Ikinci durum, 6zel bir durumda eger, w U iizerinde pozitif olan U kapali
birim disk {izerinde herhangi siirekli agirlik fonksiyonu ise (aksi takdirde w 0U
sinir1 tizerinde sifir degeri alabilir), ve P, (/)OI

bolr =20l = int Il =2.)

yukardaki esitligi sagliyorsa bu durumda f OA(U) igin 0U iizerindeki her nokta,

g =E, ().,

asagidaki kiimenin bir limit noktasidir.
H, (), =200 @) () = P2 = E,(), -
Eger, ornegin, H, (f), (nt2)tane noktadan olusuyorsa (en azindan bu kadar
cok noktayr igermelidir) bu durumda (tamsayilarmn bir alt dizisi ig¢in)

Iw(z) /()= B,.,(f.2)

‘nin tiim ekstremumlar1 U ’ nun yakininda olur. Bu w ‘nin
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analitik degil de, stirekli olmasinin kabul edilmesi ger¢egi acisindan biraz sasirticidir.
Bu olay icin ikna edici agiklamalardan biri en iyi yaklasimm K iizerindense K° da
daha 1yi yaklasimi olabilir. Bununla beraber, asagida gorecegiz ki, hata w=1 icin
bile durum bu degildir (teorem 4.1 ve 4.5).

Diger durum, Kadec’ in bir aralik lizerinde reel polinom yaklagimlarinda
kiimelerin maksimal degisiminin dagilimmi ele alan 6nemli sonucudur. Bu sonucu
makul bir sekilde genellestirirsek, eger, H, 6 (f) (bkz. (4.2)) nt+2 tane noktadan
olusuyorsa , bu durumda dogal sayilarin bazi {n k} alt dizileri i¢in, H, (f) kiimeleri
K nin denge dagilimlarma (limitte) benzer dagitilmistir. Bununla beraber,
{H f )} , dizisinin bu limit dagilimina sahip olmasi gerekmez, bu da diger muhtemel
limit dagilimlar1 sorusuna yol agar (teorem 4.6).

Son olarak, son durum, baz1 giincel ¢alismalarda gozlemlenen ve vurgulanan
0,(f,0K) egrisinin goriintiisiiniin “¢embere benzerlik” 6zelliginden kaynaklantyor.
Bir baska ifadeyle, bazi o6zel durumlarda gozlenmistir ki, K =U icin
{Qn (f ,e”):OSts2r} egrisi n+1 sayida doniiyor ve bir ¢embere benziyor. Bu

sonuclara gore bu “cembere benzerlik” ozelligi ¢ok istisnaidir, yani, bir c¢ok

fonksiyon i¢in bu olay gergeklesmez ( teorem 4.1 ve 4.5).
Temel Sonuclar

Tekrar hatirlatirsak K burada her zaman baglantili tiimleyeni olan sonsuz
kompakt bir kiime olarak alinacaktir. K° K nin icini ve A(K) da fOC(K) ve K°
da analitik olan kompleks degerli fonksiyonlarmn kiimesini belirtecektir. Son olarak,

P (f,z)UI, en iyl yaklasim polinomlar1 olmak iizere f ¢ in n. polinom

yaklagimmin “normallestirilmis hatas1” olarak asagidaki ifade alinir
0,(/,2)=(f)~-P(f-2)/E,(f), zDK. (4.4)

Genel olarak sonu¢ K mnin hi¢cbir noktasinda {Qn (f ,z)}: dizisinin = sifira

yakimnsamadigini ifade eder.
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Teorem 4.1 : f [ A(K) olmak iizere

= f@-AU)_
e K E ()

yukardaki limiti saglayan fonksiyonlarin S kiimesi A4(K)’ da ilk kategoridendir.

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1: z[IK i¢in

" f@) =P, (f.2) _
m =1
o E ()

yukaridaki limit diizgiin yakinsamak tiizere bir f [JA(K) fonksiyonu ve dogal

sayilarmn bir {nk} altdizisi vardir.

Teorem 4.1 ve sonug 4.1 asagidaki siirpriz sayilabilecek bir gercege isaret
eder; bircok f[A(K) fonksiyonu (kategori anlaminda), n=n,,n,,.. igin
f(z)—P,(f,z)’ nin K’ da higbir sifir1 olmayacak sekilde bir {nk} dizisi vardir.
Dikkat edersek bu ifade reel bir aralik iizerinde reel degerli bir fonksiyona en iyi
yaklasim i¢in, hatanin her bir #»=0,1,2,... icin en az n+1 tane sifira sahip olmasi
gerektigini ifade eden, Chebyshev’ in dengeli salinim teoremi ile ¢eligmez. Aslinda ,
bir K araligi tizerinde reel degerli fonksiyonlarn sinifi A(K)’ nmn sadece ilk
kategoriden bir alt kiimesidir.

Sonug 4.1 “ in gdsterdigi gibi, genel olarak en iyi yaklasimlar K° iizerinde, K
nin lizerinde olan yaklasimdan daha iyi bir yaklasim vermezler. Bunun i¢in “en iyiye
yakin” yaklagimlar i¢in ne denilebilir?

Asagidaki li¢ sonug bu yondedir.

Teorem 4.2 : Kabul edelim ki K nin tiimleyeni K nin i¢i kiimesinde oldugu gibi

baglantili ve f [0 A(K) olsun, bu durumda K°’ mn kompakt altkiimelerinde

En”fis 2 (4.5)
e E,(f)

im/@-hG@ _, (4.6)
e E,(f)
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yukaridaki limitler diizglin yakinsayacak sekilde P, LIl ,n=12,... polinomlar:

vardrr.

Bu sonucun K°’ m baglantili olmadigi zaman da gecerli olundugunu
bilinmiyor. Bununla beraber, ilerideki sonuglar gosterecek ki, (4.5) ‘deki 2 sabiti

bunun i¢in en iyi olasiliktir.

Teorem 4.3 : K nin i¢inin bos olmadigini kabul edelim. Bu durumda bir f [ A(K)

fonksiyonu vardir, dyle ki, eger P, I, ,n =1,2,... polinomlar:

i SO-RE)

4.7)
e E,(f)
limiti kompakt altkiimelerinde diizgiin yakinsama 6zelligine sahip ise, bu durumda
—|f P
limu >2 (4.8)
e E,(f)

dir.
Ispat gosteriyor ki, A(K)’ daki bir cok fonksiyon i¢in (ilk kategoriden olanlar
harig) eger, (4.7) en azindan K° ‘m bir noktasinda bazz P, 00N ,n=12,.

polinomlar1 i¢in saglaniyorsa bu durumda (4.8) saglanir.
Eger, K nin analitik bir sinir1 var ise bu durumda (4.6) yakinsamas1 geometrik

yakinsama ile yer degistirebilir.

Teorem 4.4 : Kabul edelim ki, K basit kapal analitik bir egri ile sinirhdir. Bu

durumda, bir ¢ sabiti vardir, 6yle ki, her fUAK) igin || S =P, ScE,(f)

—(|f ()= B, (2)

esitsizligini saglayan ve lim
E,(f)

1/n
j <1 limiti K° ‘m kompakt
altkiimelerinde diizgiin yakinsamak tizere, P, UIl1 ,n =1,2,... polinomlar: vardur.

Bu sonuglar Mergelyan’in yakinsama teoreminin en son halinin bir
iyilestirmesi olan asagidaki ifadeye isaret eder; Eger, K baglantili bir tiimleyene

sahip ve f UA(K) ise bu durumda P, [0, ,»n=1.2,... polinomlar1 vardir, dyle ki,

n — o iken ||f—Pn||K - 0 dir ve E&Qf(z)—Pn(z)Dl/" <1 limiti K° ‘m kompakt
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altkiimelerinde diizglin yakimnsar. Buradan, ne zaman geometrik yakinsamaya izin

verilirse bu durumda tam olarak sonuca ulasilabilecegi kanisina varilabilir.
{Qn (f, z)} ", dizisinin K ° lizerinde normal bir smif olusturacagindan

bahsedilmisti ve dolayisiyla, {Qn (f, z)} ", dan yakinsak bir altdizi segilebilir.

Teorem 4.1 genel olarak gosteriyorki, 6zdes olarak sifir fonksiyonu olmayan bir

fonksiyona yakinsayan boyle bir yaknsak altdizi vardir. Bu su soruyu akla getiriyor;
{Qn f ,z)} ", dizisinden hangi olasi limitler elde edilebilinir? f  bir polinom
olmadig1 zaman {Qn f ,z)} ", dizisinin higbir altdizisinin K {izerinde diizgiin

yakmsamayacagi kolaylikla goriilebilir. Aslinda, eger, l{im 0, (f,z)=g(z) dizgin

yakinsiyorsa bu durumda g A(K) dir ve bazi polinomlar igin || g —P0|| <1 dir.
Fakat bu,
|7 =, (H+E, (HR)|, <E, (/)

oldugu anlamina gelir ve ayni zamanda n, >derF) icin P, (f)+E, (/)F UM,
oldugu anlamma gelir ki, bu 1, > da E, ()’ den daha iyi bir yaklasim elde
edilebilecegi gergegi ile celisir. Boylece, bir z, 10K noktasmmn kiigiik bir
komsulugu hari¢ en fazla timit edebilecegimiz sey diizgiin yakinsamadir. z,
noktasinn K°’ m bir izole noktas1 olmayacag: da agiktir. Dolayistyla, gosterildi ki,
lg|, <1 olmak iizere, her gUA(K) {0,(f,2} ., dizisinin bir altdizisinin limiti

oldugu takdirde bu anlamda A(K)’ daki bir ¢ok f fonksiyonu evrenseldir (¢iinkii [n

icin |Qn f )|| « = 1dir, ve diger limit fonksiyonlar1 bu degere ulasamaz)

Sonucu ifade etmek i¢in
U,(zy) = {Z :|Z —ZO| < d
z, merkezli p yarigapli agik bir disk olsun.
Teorem 4.5 : S, kiimesi, / UA(K)’ nin asagidaki sart1 saglayan kiimesi olsun; eger,

gUAK),

g|| « <1, z,00K K nm izole olmayan bir noktasi ve &, o keyfi

pozitif sayilar ise bu durumda bir 7 sayisi vardir, dyle ki, zK /U ,(z,) ise
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(If(z) -P(f.2) _
E,(f)

dir. Bu durumda S, rezidel bir kiimedir ve A(K)’ daki tiimleyeni ilk kategoridendir.

g(Z)j <&

Sonu¢ 4.2 : Eger, gl A(K), ||g||K <lkeyfi ve z,J0K K nm izole olmayan bir

noktast ise bu durumda [z [JK igin,

i /@ P2) _
e E(f)

olmak iizere, dogal sayilarin bir altdizisi oldugu takdirde bu 6zellikleri saglayan bir

g(2)

S UA(K) fonksiyonu vardir ve z, noktasmi igermeyen K nin herhangi bir kapali

altkiimesinde bu yakmsama diizgiindiir.

43



5. KOMPLEKS DEGiISKENLi SUREKLi FONKSiYONLAR UZAYINDA EN
IYI DUZGUN KISITLI ARALIK YAKLASIMI

|| f || = ntlmaQX| f (tx , fuc (Q) diizglin normu ile ifade edilen bir kompakt Q

Hausdorft uzayinda biitiin kompleks degiskenli siirekli fonksiyonlarin Banach uzay1
C (Q) olsun.

Onceki calismalar reel degiskenli siirekli fonksiyon uzaymda en iyi kisitlt
aralik yaklasimi iizerineydi. G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov , bir kompleks
degiskenli siirekli fonksiyon uzaymnda en iyi kisith araliklar yaklasim problemini
aciklad1 ve formiiliize etti. Durum asagidaki gibidir. P, C (Q) ‘nun sonlu boyutlu alt
uzayr olsun ve Q :{Qt :tDQ} , ¢ kompleks diizleminde bos olmayan konveks
kapali kiimeler sistemi olsun. Kiime,

P, ={p0pP:p()0Q, 0:0¢
dir.

P,’da f DC(Q)’ya en iyi bir yaklasim olarak adlandirilan bir p"~ 0P
elemanini bulmak i¢in

|7 =P =infllr - 2l
problemi g6z oniine almir.

G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov’ un ¢aligmalarinda kisitlamalarin bir genel

smifi i¢in bu problemi ¢6zmek olduk¢a zordur. Bununla beraber, Q, her 1 [1Q i¢in
r(t) >0 yaricapl ve u(f) merkezli kapali diskler sistemi olarak kabul edilir, yani
u,r 1C(Q)’da,

Q, ={z0& |z-u@)|<r@® }, 0r0Q
dir. Bunun {izerine, yazarlar en iyi kisitlama araliklar yaklagimmm varlik,
karakteristik, teklik ve kuvvetli tekligi lizerine sonuglar verdiler. Son zamanlarda, bu

sonuglar G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov tarafindan Q genel kisitlama sistemine

genisletildi dyle ki buradaki her Q , kapal, “’diizglin’ smirli ve i¢i bostan farkl

kesin konveks bir kiimedir.
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Bu kisimda, ayni1 problem daha fazla kisitlamalar smifi i¢in ele alindi. Daha
kesin bir ifadeyle, LlrL1Q i¢in Q, 6 sadece i¢i bos olmayan kiimeler i¢in alindi.
Ayrica, tUQ i¢in  Q ’'nin siirekli doniislimlere sahip olmasi gerekir. Bununla
beraber her kapali konveks alt kiime, konveks bir fonksiyonun bir seviye kiimesi
olarak ifade edilebilir. Aslinda, herhangi ¢[JQ ig¢in, & {izerinde bir F (D‘) reel
konveks fonksiyonu vardir dyleki,

0Q, ={z0&: F(z1)=0} D:0OQ, (5.1)
intQ, ={z0& F(z,¢)<0} 0rOQ, (5.2)
dir. Burada dQ ve intQ, swrasiyla Q,’nin sinir ve i¢ noktalarmni belirtiyor. Boylece,
kabul edilebilir ki Q igin gereken siireklilik, F (DD] fonksiyonunun {x Q g¢arpim

uzaymda siirekli olmasidir. Bu durumda kuvvetli teklik, teklik ve karakteristik
iizerinde G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov ‘ un calismalarma benzer fakat daha genel
sonuglar elde edildi.

G. S. Smirnov ve R.G. Smirnov’ un kisitlamasiyla karsilastirildiginda, bu

caliymadaki kisitlamanin daha genel oldugunu agiktir. Ciinkii; U QO i¢in Q, kapal

konveks kiimesinin sadece iginin bostan farkli olmasi gerekir ki buda aslinda,

smirsizlik olarak kabul edilebilir.
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6. ARASTIRMA BULGULARI

Calismada Kolmogorov-tipli karakterizasyon ogrenilmis, en iyi diizgiin
yaklasimin tekligi ve kuvvetli tekligi iizerine teoremler verilmis ve ispatlanmistir. En
1yi diizgilin yaklasim polinomlarinin davraniglari tizerine bilgiler verilir.

Ayrica, tez ¢alismasinda en iyi diizgiin yaklasim iizerine klasik caligmalardan
farkli olarak en iyi diizgiin kisithh aralik yaklagimi incelenmis ve bunlarin

uygulamalar1 verilmistir.
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7. SONUC

Tez ¢aligmasinda en iyi diizgiin yaklasim iizerine klasik teoremler kompleks
diizleme tasmmustir. Ayrica, klasik ¢alismalardan farkli olarak en iyi diizgiin kisith
aralik yaklasimi 6grenilmistir. En i1yi diizglin yaklasimin tekligi ve kuvvetli tekligi

incelenmistir.
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