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ÖZET 

 

 

Bu tezde, lineer olmayan Schrodinger denklemi için Lions fonksiyonelli 

optimal kontrol problemi ele alõndõ. Bu çalõşmanõn 3.1. Bölümünde problemin 

çözümünün varlõğõ ve tekliğine ait hükümler ispatlandõ ve fonksiyonun gradiyenti 

için formül elde edildi. Gradiyent için olan formülü kullanarak optimal kontrol 

probleminin çözümü için varyasyon eşitsizliği şeklinde gerek şart ispatlandõ. 3.2. 

Bölümünde göz önüne alõnan optimal kontrol problemine sonlu farklar metodu 

uygulandõ. Sonlu farklõ yaklaşõmlarõn fonksiyonele göre yakõnsaklõğõ ispatlandõ. 

 

2006, 47 Sayfa 

 

Anahtar Kelimeler: Schrodinger denklemi, Optimal kontrol, Lions fonksiyoneli, 

Sonlu farklar, Fonksiyonele göre yakõnsama. 
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ABSTRACT 

 

 

In this thesis, we study optimal control problem with Lions functional for 

nonlinear Schrodinger equation. In the chapter 3.1 of this thesis it proved that the 

results belonging to the existence and uniqueness of the solution of this problem and 

obtanied Formula for the gradiyent of this function. It is also proved necessary 

condition in the shape of variation inequality fort he solution of optimal control 

problem by using the fomula obtanied for gradient. In the chapter 3.2 of this thesis 

the finite difference method has been applied the considered optimal control 

problem. The convergence of finite differences method has been proved with respect 

to the functional. 

 

2006, 47 Pages 

 

Keywords: Schrodinger equation, Optimal control, Lions Functional, The finite 

differences, The convergence with respect to the functional. 
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SİMGELER DİZİNİ  

 

 

Şimdi tezde kullanõlan temel simgeleri gösterelim: 

 

∀      Herhangi 

 
°
∀      Hemen hemen her yerde 

 

1−=i     Sanal birim 

 

0>l      Verilen sayõ 

 

0>T      Verilen sayõ 

 

( ) τφφφδ /1−−=− jkjkjk
t

  t  ye göre sol fark 

 

( ) hkjjkjk
x

/1−−=− φφφδ   x  e göre sol fark 

 

( ) hjkkjjkx /1 φφφδ −= +   x  e göre sağ fark 

 

( ) 2
11 /2 hkjjkkjjk

xx
−+ +−=− φφφφδ  x  e göre 2.mertebeden fark 
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1.GİRİŞ 

 

Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri için 

optimal kontrol teorisi çağdaş optimal kontrol teorisinin önemli alanlarõndan biridir. 

Bu teorinin problemleri çoğunlukla kuantum mekaniğinde, nükleer fizikte, lineer 

olmayan optikte ve çağdaş fiziğin ve tekniğin farklõ alanlarõnda ortaya çõkar[1-3]. Bu 

nedenle böyle problemlerin incelenmesi, gerek teorik gerekse pratik anlamda öneme 

sahiptir. Schrodinger denklemi için optimal kontrol problemleri ilk önce farklõ  

çalõşmalarda ele alõnmõştõr [4-14]. Bu çalõşmalardan Butkovsky A.G. , Samoylenko 

Y.I. , İskenderov A.D. ve Yagubov G.Y. nin çalõşmalarõnõ önemle dikkate almak 

gerekir. İskenderov A.D. ve Yagubov G.Y. nin çalõşmalarõnda hem lineer hem lineer 

olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen sistemler için optimal kontrol teorisi 

oluşturulmuş ve geliştirilmiştir. Bu amaçla lineer olmayan Schrodinger denklemi 

için konulmuş optimal kontrol problemi incelenmiştir. Burada incelenen problem 

konulma açõsõndan önce incelenen problemlerden farklõdõr. Bu problemde amaç 

fonksiyoneli olarak Lions tipli fonksiyonel kullanõlmõştõr. Lions tipli fonsiyoneller 

ilk kez Fransõz matematikçi Lions tarafõndan sunulmuştur [15]. Bu tipli 

fonsiyoneller katsayõyla kontrol edilen sistemler için kontrol problemlerinde ilk kez 

İskenderov�un çalõşmalarõnda sunulmuştur ve analiz edilmiştir [16]. Lions 

fonksiyonelli optimal kontrol problemleri Schrodinger denklemi için önceden farklõ 

konulmada İskenderov ve Mahmudov�un çalõşmalarõnda incelenmiş ve problemin iyi 

konulmasõna ve çözüm için gerek şartlara ait sonuçlar elde edilmiştir [8,9]. Bu 

çalõşmalarda göz önüne  alõnan problemlerin nümerik çözümüne ait sonuçlarda var 

olmaktadõr. 

 

Bu tez çalõşmasõnda üstte denildiği gibi lineer olmayan Schrodinger denklemi 

için Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele alõnmõştõr. Göz önüne alõnan 

problem için önce problemin iyi konulmasõna ait olan sorular cevaplandõrõlmõştõr, 

yani optimal kontrolün varlõğõ ve tekliğine ait hükümler ispatlanmõştõr. Sonra 

problemde kullanõlan amaç fonksiyonelinin diferensiyellenebilmesi incelenmiş ve 

onun gradiyenti için formül elde edilmiştir. Graditent için olan formülü kullanarak 
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optimal kontrol probleminin çözümü için varyasyon eşitsizliği şeklinde gerek şart 

ispatlanmõştõr. 

Optimal kontrol problemleri için incelenen sorulardan biri onlarõn nümerik 

çözüm sorusudur. Optimal kontrol problemlerini çözmek için şimdiye kadar farklõ 

metotlar kullanõlmõştõr. Bu metotlardan birisi sonlu farklar metodudur. Sonlu farklar 

metodunun temelinde ünlü Rus matematikçi Tikonov A.N. Samarski A.A.  ve 

diğerlerinin oluşturduğu ve geliştirdiği farklar şemasõ teorisi bulunmaktadõr. Optimal 

kontrol problemlerinin çözümüne sonlu farklar metodu uygulanõrken önce kontrol 

olunan sistem ifade edilen diferensiyel denklem fark şemasõna dönüştürülür ve elde 

edilen fark şemasõ için kararlõlõk ve şemanõn hatasõ sorularõ incelenir. Bu sorularõn 

incelenmesinde farklar şemasõ teorisiyle ilgili bilgiler önemli rol oynar. Göz önüne 

alõnan fark şemasõ için elde edilen sonuçlar optimal kontrol probleminin sonlu 

farklar metoduyla çözümünde kullanõlõr. 

 

Bu tez çalõşmasõnõn materyal ve yöntem bölümünün 2. kõsmõ Schrodinger 

denklemi için kontrol problemine sonlu farklar metodunun uygulanmasõna yönelik 

olmuştur. Bu kõsõmda göz önüne alõnan optimal kontrol probleminin fark 

yaklaşõmlarõ elde edilmiştir. Önce fark şemasõnõn kararlõlõğõnõ ifade eden kestirim 

ispatlanmõştõr. Bu kestirimi kullanarak farklar şemasõnõn hatasõ incelenmiştir. 

İnceleme sonucunda şemanõn hatasõ için kestirim elde edilmiştir. Elde edilen iki 

kestirimi kullanarak fark yaklaşõmlarõnõn fonksiyonele göre yakõnsaklõğõ 

gösterilmiştir. Önce bunun için sürekli fonksiyonel ile diskrit fonksiyonelin 

değerlerleri arasõndaki fark kestirilmiş ve bu değerlendirmede fark şemasõ için elde 

edilen kestirim önemeli rol oynamõştõr. Fonksiyoneller arasõndaki farktan ve fark 

şemasõnõn hatasõ olan kestirimden faydalanarak fonksiyonele göre yakõnsaklõk sonuç 

olarak elde edilmiştir. Söylemek gerekir ki Schrodinger denklemi için optimal 

kontrol probleminin nümerik çözümüyle ilgili olan sorular ve sonlu farklar 

metodunun yakõnsaklõğõ önce [17,10,11,12,14] çalõşmalarõnda incelenmiştir. 
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2.KURAMSAL TEMELLER 

 

Bu bölümde ilerleyen konularda geçen tanõmlar ve teoremler verilecektir. 

 

Tanõm 2.1: ( )l,02L  Hilbert uzayõ olup elamanlarõ ( )l,0  aralõğõnda ölçülebilir ve 

modülünün karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayõdõr. Burada iç çarpõm ve 

norm aşağõdaki gibi verilir: 

( ) ( ) ( )∫=
l

l
0

,02
, dxxvxuvu L

, 

                ( ) ( )ll ,0,0 22
,

LL
uuu = . 

 

Tanõm 2.2: ( )Ω2L  Hilbert uzayõ olup elamanlarõ Ω  bölgesinde ölçülebilir ve 

modülünün karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayõdõr. Burada iç çarpõm ve 

norm aşağõdaki gibi verilir: 

    ( ) ( ) ( )∫
Ω

Ω
= dxdttxtx

L
,,,

2
φψφψ ,  

    ( ) ( )ΩΩ 22
,

LL
ψψψ . 

 

Tanõm 2.3: ( )l,0∞L  Banach uzayõ olup elemanlarõ ( )l,0  aralõğõnda ölçülebilir ve 

sõnõrlõ fonksiyonlar uzayõdõr. Burada norm aşağõdaki gibi tanõmlanõr: 

    ( ) ( )
( )xuvraiu

xL ll ,0,0
max

∈
=

∞
.  

 

Tanõm 2.4: [ ]( )BTC ,,00  Banach uzayõ olup elemanlarõ [ ]T,0  aralõğõnda sürekli olan 

ve değerlerini B Banach uzayõndan alan fonksiyonlar uzayõdõr. Burada norm 

aşağõdaki şekilde tanõmlanõr: 

    [ ]( ) [ ]
( )

BttBTC
tuu

,0,,0
max0
∈

= .  
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Tanõm 2.5: ( )Ω1,2
2W  Hilbert uzayõ olan Sobelev uzayõdõr, elemanlarõ Ω  

bölgesinde tanõmlanan öyle ( )tx,ψ  fonksiyonlarõdõr ki, ,ψ  
x∂

∂ψ , ,2

2

x∂
∂ ψ  

( )Ω∈
∂
∂

2L
t

ψ  özelliklerini sağlar. Burada iç çarpõm ve norm aşağõdaki şekilde 

tanõmlanõr: 

   ( ) =
Ω1,2

2
,

W
φψ ( ) ( ) ( ) ( ) +

∂


∂
∂+∫

Ω x
tx

x
txtxtx ,,,, φψφψ  

+ ( ) ( ) ( ) ( ) dxdt
t

tx
t

tx
x

tx
x

tx




∂

∂
∂

∂+
∂

∂
∂

∂ ,,,,
2

2

2

2 φψφψ , 

( ) ( )ΩΩ
= 1,2

2
1,2

2
,

WW
ψψψ .  

 

Tanõm 2.6: ( )Ω
1,2

2

0
W  uzayõ ( )Ω1,2

2W  uzayõnõn alt uzayõ olup elemanlarõ Ω  

dikdörtgeninin yan taraflarõnda sõfõra eşittir. 

 

Tanõm 2.7: Diyelim ki B herhangi Banach uzayõ ve ( )uJ  fonksiyoneli u noktasõnõn 

herhangi bir ( ) { }γγο <−∈= uvBvvu ,:,  komşuluğunda tanõmlanmõş olsun. Eğer 

fonksiyonelin artõşõ için 

    ( ) 0,lim
0

=
→

B
h h

uh
B

ο   

olacak şekilde ( ) ( ) ( ) ( ) uhohuJuJhuJuJ
B

,,' +=−+=∆  şartõnõ sağlayan 

( ) *' BuJ ∈  elamanõ varsa, bu taktirde ( )uJ  fonksiyoneli u noktasõnda Frechet 

anlamõnda diferensiyellenebilir denir. 

 

Tanõm 2.8: Eğer B  Banach uzayõndan olan { }ku  dizisi için ,*Bc ∈∀  

ucuc kk
,,lim =

∞→
 şartõ sağlanõyorsa bu taktirde { }ku  dizisi Bu ∈  noktasõna zayõf 

yakõnsõyor denir. 
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Tanõm 2.9: ,U  B  Banach uzayõnõn bir kümesi olsun. Eğer { } Uuk ∈∀  dizisinden 

zayõf yakõnsayan en azõndan bir alt dizi seçmek mümkün ise bu taktirde U  kümesine 

B  de zayõf kompakt küme denir. 

 

Tanõm 2.10: ( )uJ  fonksiyoneli B  Banach uzayõnõn U  alt kümesinde tanõmlanmõş 

olsun. Eğer Uu ∈  noktasõna zayõf yakõnsayan { } Uuk ∈  dizisi için 

( ) ( )uJuJ kk
≥

∞→
lim  şartõ sağlanõyorsa bu taktirde ( )uJ  fonksiyoneline u  noktasõnda 

alttan zayõf yarõ sürekli denir. 

 

Tanõm 2.11: Diyelim ki ,U  B  Banach uzayõnõn alt kümesi, ( )uJ  fonksiyoneli bu 

kümede 1. mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonel ve 

( ) ( ){ }uJJuJUuU
U

inf: ** ==∈=  kümesi ( )uJ  fonksiyonelinin minimum noktalar 

kümesi olsun. Bu taktirde ** Uu ∈∀  ve Uu ∈∀  için ( ) 0, **
' ≥− uuuJ  şartõ 

sağlanõr. 

 

Teorem 2.12: ,U  B  Banach  uzayõnda zayõf kompakt küme olsun. ( )uJ  

fonksiyoneli ise bu kümede tanõmlanan sonlu değerlere sahip ve alttan yarõ sürekli 

olsun. Bu taktirde ( ) ,inf* −∞>= uJJ
U

 ( ){ } ≠=∈= ** : JuJUuU h zayõf kompakttõr 

ve U  dan olan herhangi minimalleştirici dizi minimum noktalarõ kümesine zayõf 

yakõnsar. 

 

Teorem 2.13 (Goebel): Kabul edelim ki, X~  düzgün konveks uzay, U  kümesi X~  

uzayõnõn kapalõ sõnõrlõ kümesi, ( )vI  fonksiyoneli U  kümesi üzerinde tanõmlanan 

alttan sõnõrlõ ve alttan yarõ sürekli fonksiyonel ve ,0<α  1≥β  verilen sayõlar olsun. 

Bu taktir de X~  uzayõnda  her yerde yoğun olan öyle G  alt kümesi vardõr ki Gw ∈∀  

için 

   ( ) ( ) β
α α

x
wvvIvJ ~−+=  
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fonksiyoneli U  kümesi üzerinde en küçük değerini alõr. Eğer 1>β  ise ( )vJα  

fonksiyoneli en küçük değerini U  kümesi üzerinde bir tek noktada alõr. 
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3.MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1.Lineer olmayan Schrodinger Denklemi için Lions fonksiyonelli Optimal 

Kontrol probleminin İyi Konulmasõ ve Çözüm için Gerek Şartlar 

 

Bu bölümde lineer olmayan Schrodinger denklemi için Lions fonksiyonelli 

optimal kontrol probleminin çözümü için önce varlõk ve teklik teoremleri ispatlanõr. 

Göz önüne alõnan problemde fonksiyonelin diferensiyellenebilmesi incelenir ve 

fonksiyonelin gradiyenti için aşikar formül elde edilir. Bu formül kullanõlarak 

varyasyon eşitsizliği şeklinde gerek şart ispatlanmõştõr. Benzer meseleler 

[5,6,8,12,14,16] çalõşmalarõnda incelenmiştir. 

 

3.1.1.Problemin Konulmasõ 

 

l  ve T  verilen pozitif sayõlar olmak üzere [ ],,0 l∈x [ ]Tt ,0∈  

( ) ( ),,0,0 tt ×=Ω l  TΩ=Ω  olduğunu kabul edelim. Aşağõdaki optimal kontrol 

problemini göz önüne alalõm: 

  ( ) ( ) ( ) ( )∫
Ω

−+−= 2

,0

2
21

2
,,

lLwvdxdttxtxvJ αψψα                    ( )1.1.1.3   

fonksiyonelinin 

  ( ) ( ) ( ) ( )






 ∈∀≤≤<∈== ll

o

,0,0,,0: 102 xbxvbLvxvvV  

kümesi üzerinde 

          ( ) ( )txfaxv
x

a
t

i kkkk
kk ,2

12

2

0 =+−
∂

∂
+

∂
∂ ψψψψψ

, 2,1=k , ( ) Ω∈tx, , ( )2.1.1.3  

( ) ,0, kk x ϕψ =  2,1=k , ( )l,0∈x ,                                                        ( )3.1.1.3  

( ) ( ) 0,,0 11 == tt lψψ ,  ( )Tt ,0∈ ,                                                         ( )4.1.1.3  

( ) ( )
0

,,0 22 =
∂

∂
=

∂
∂

x
t

x
t lψψ

,  ( )Tt ,0∈                                                    ( )5.1.1.3  
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şartlarõ altõnda minumumunu bulmak gerekir. Burada; ,1−=i  ,0≥α  ,00 >b  

,01 >b  ,00 >a  +∞<<∞− 1a  verilen sayõlar, ( )l,02Lw ∈  verilen 

eleman, 2121 ,,, ffϕϕ  fonksiyonlarõ 

( )l,0
0

2
21 W∈ϕ   ( )l,02

22 W∈ϕ   
( ) ( )

0
0 22 ==

dx
d

dx
d lϕϕ

,              ( )6.1.1.3  

( )Ω∈ 1,0
2Wf k  ,  2,1=k                                                            ( )7.1.1.3  

şartlarõnõ sağlayan fonksiyonlardõr. Vv ∈∀  için ( ) ( )4.1.1.32.1.1.3 −  şartlarõndan 

( ) ( )vtxtx ;,, 111 ψψψ ≡=  fonksiyonunun bulunmasõ Schrodinger denklemi içim 1.tip 

sõnõr değer problemi, ( )2.1.1.3 , ( )3.1.1.3  ve ( )5.1.1.3  şartlarõndan 

( ) ( )vtxtx ;,, 222 ψψψ ≡=  fonksiyonunun bulunmasõ problemi ise Schrodinger 

denklemi için 2. tip sõnõr değer problemidir. 

 

Tanõm 3.1.1.1: Vv ∈∀  için ( ) ( )4.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer probleminin çözümü 

olarak ( )Ω∈
1,2

2

0

1 Wψ , ( )Ω∈ 1,2
22 Wψ  olan ve ( ) Ω∈∀ tx,

o

 için ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  

şartlarõnõ sağlayan ( ) ( ) ( ) ( )vtxtxvtxtx ;,,,;,, 222111 ψψψψψψ ≡=≡=  fonksiyonlar 

anlaşõlõr. [14] çalõşmasõndaki sonuçlarõ kullanarak Vv ∈∀  için ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  

sõnõr değer probleminin bir çözüme sahip olduğu ve bu çözüm için aşağõdaki 

kestirimlerini geçerli olduğu elde edilir: 

                                     ( ) ( ) ( )( )
ΩΩ

+≤ 1,0
2

2

2
01,2

2
0

1,0111 WwW
fc

l
ϕψ ,                       ( )8.1.1.3  

                                     ( ) ( ) ( )( )
ΩΩ

+≤ 1.0
2

2
2

1,2
2

2,0222 WWW
fc

l
ϕψ                         ( )9.1.1.3  

burada 01 >c , 02 >c  sayõlardõr. 

 

3.1.2.Optimal Kontrol Probleminin Çözümünün Varlõğõ ve Tekliği 

 

 ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol problemini göz önüne alalõm. Bu 

problem için gerekli olan çözümün varlõğõ ve tekliği sorularõnõ inceleyelim. Önce 

0>α  için ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol probleminin bir tek çözümünün var 

olmasõnõ ispatlayalõm. 
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Teorem 3.1.2.1: ( )l,02L  uzayõnda  her yerde yoğun olan öyle bir G  alt kümesi 

vardõr ki, Gw ∈∀  ve 0>α  için ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol probleminin bir 

tek çözümü vardõr. 

 

İspat: Önce ( )vJα  fonksiyonelinin V  kümesi üzerinde sürekli olduğunu 

ispatlayalõm. Fonksiyonelin tanõmõna göre ( )vJ 0  fonksiyoneli aşağõdaki gibidir: 

                                 ( ) ( ) ( )∫
Ω

−= dxdttxtxvJ 2
210 ,, ψψ                                   ( )1.2.1.3  

( )l,02Lv ∈∆  artõşõ Vvv ∈∆+  olacak şekilde herhangi v  elamanõna verilen bir artõş 

olsun. Bu taktirde ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer probleminin çözümü olan 

( ) ( )vtxtx kkk ;,, ψψψ ≡= , 2,1=k  fonksiyonlarõ 

 ( ) ( ) ( )vtxvvtxtx kkkk ;,;,, ψψψψ −∆+≡∆=∆ , 

artõşõna sahip olur. Burada ( )vvtxk ∆+;,ψ , 2,1=k  ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer 

probleminin Vvv ∈∆+  elemanõna uygun çözümdür. 

( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  şartlarõndan ( )txkk ,ψψ =∆ , 2,1=k  fonksiyonlarõnõn 

( ) ( )( )

( ) =∆+∆++

+∆∆+−
∂
∆∂

+
∂

∆∂

∆∆ kkkkkk

k
kk

aa

xvxv
x

a
t

i

ψψψψψψ

ψψψ

1
22

1

2

2

0  

= ( ) kxv ψ∆ , 2,1=k  , ( ) Ω∈tx, ,                                                ( )2.2.1.3  

( ) =∆ 0,xkψ 0, 2,1=k  , ( )l,0∈x ,                                           ( )3.2.1.3  

( ) ( ) 0,,0 11 =∆=∆ tt lψψ , ( )Tt ,0∈ ,                                        ( )4.2.1.3   

( ) ( )
0

,,0 22 =
∂

∆∂
=

∂
∆∂

x
t

x
t lψψ

, ( )Tt ,0∈ ,                                  ( )5.2.1.3  

sõnõr değer probleminin çözümünün olduğunu elde ederiz. Burada 

( ) ( )vvtxtx kkk ∆+≡= ∆∆ ,,, ψψψ  dir.   

            Şimdi ( )txkk ,ψψ ∆=∆ , 2,1=k  fonksiyonlarõnõ kestirelim. Bunun için 

( )2.2.1.3  denklerinin her iki tarafõnõ ( )txk ,ψ∆ , 2,1=k  fonksiyonlarõna çarpõp tΩ  

üzerinden integralleyelim. Bu taktirde aşağõdaki eşitliği elde ederiz:  
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( ) ( )( )∫
Ω 




∆∆+−

∂
∆∂

−∆
∂

∆∂

t

k
k

k
k xvxv

x
a

t
i

2
2

0 ψψψψ
+ 

+ ( ) ( ) =




∆+∆+ ∆∆ dxdtaa kkkkkk

2

1
222

1 ψψψψψψ  

= ( ) dxdtxv
t

kk∫
Ω

∆∆ ψψ , 

[ ]Tt ,0∈∀ , 2,1=k . Bu eşitlikten onun kompleks eşleniğini çõkarõrsak, aşağõdaki 

eşitliği elde ederiz: 

( ) ( ) ( )[ ]∫
Ω

∆ +∆=∆
t

dxdtaat kkkLk

2

11
2

,0
Im2.,

2
ψψψψ

l
 

( )[ ]∫
Ω

∆∆+ kkxv ψψIm2 , [ ]Tt ,0∈∀ , .2,1=k  

Bu eşitliğin sağ tarafõnõ değerlendirirsek, 

( ) ( ) ∫
Ω

∆ +∆≤∆
t

dxdtt kkkLk
22

,0
2.,

2
ψψψψ

l
 

+ ∫
Ω

∆∆
t

dxdtv kk ψψ2 , 2,1=k , [ ]Tt ,0∈∀                             ( )6.2.1.3  

( )Ω
1,2

2

o

W  uzayõ [ ] ( )







∞ l

o

,0,,0
1

2WTL , ( )Ω1,2
2W  uzayõ ise [ ] ( )( )l,0,,0 1

2WTL∞  uzayõna 

sürekli gömdüğünden 

[ ] ( ) ( )Ω












 ≤
∞

1,2

2

1

2 13,0,,01
oo

l WWTL
c ψψ ,                                               ( )7.2.1.3  

[ ] ( )( ) ( )Ω
≤

∞
1,2

2
1
2

24,0,,02 WWTL
c ψψ

l
                                                ( )8.2.1.3  

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada 03 >c , 04 >c  sayõlarõ 1ψ  ve 2ψ  den bağõmsõzdõr. 

Bu eşitsizliklerin yardõmõyla ( )8.1.1.3  ve ( )9.1.1.3  eşitsizliklerinden aşağõdaki 

kestirimleri elde ederiz: 

[ ] ( ) ( ) ( )( )
Ω













 +≤
∞

1,0
2

2

2

1

2 1,015,0,,01 WWWTL
fc

ll
oo ϕψ ,                           ( )9.2.1.3  

[ ] ( )( ) ( ) ( )( )
Ω

+≤
∞

1,0
2

1
2

1
2

2,026,0,,02 WWWTL
fc

ll
ψψ                           ( )10.2.1.3  
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burada 05 >c , 06 >c  sayõlardõr. Bu kestirimler herhangi Vv ∈  için geçerli 

olduğunu ( )l
o

,0
1

2W , ( )l,01
2W  uzaylarõ ( )l,0∞L  uzayõna gömdüğünden aşağõdaki 

eşitsizlikleri elde ederiz:   

( ) 7c
Lk ≤

Ω∞
ψ ,  ( ) 8c

Lk ≤
Ω∆

∞
ψ ,  2,1=k                                 ( )11.2.1.3  

burada 07 >c , 08 >c  sayõlardõr. 

Bu eşitsizlikleri ( )6.2.1.3  da kullanõrsak, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∆+∆≤∆
t T

LkLkLk dvdct
0 0

2

,0

2

,09
2

,0 222
.,., τψττψψ

lll
, 

           2,1=k  [ ]Tt ,0∈  

eşitsizliğini elde ederiz. Burada Gronwall lemmasõnõ uygularsak aşağõdaki kestirim 

elde edilir: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

,011
2

10
2

,0 22
.,

ll ∞
∆≤∆≤∆

Ω LLkLk vcvct ψψ , [ ]Tt ,0∈∀ , 2,1=k ( )12.2.1.3  

burada 010 >c , 011 >c  sayõlarõ v∆  dan bağõmsõzdõr. 

 Şimdi ( )vJ 0  fonksiyonelinin artõşõnõ hesaplayalõm. ( )1.2.1.3  formülünü 

kullanõrsak Vv ∈∀  için aşağõdaki formülü kolaylõkla elde ederiz: 

( ) ( ) ( ) =−∆+=∆ vJvvJvJ 000  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∫
Ω

+∆−∆− dxdttxtxtxtx ,,,,Re2 121 ψψψψ  

( ) ( ) ( )( )∫
Ω

ΩΩ
∆∆−∆+∆+ dxdttxtxLL ,,Re2 21

2
2

2
1

22
ψψψψ .                 ( )13.2.1.3  

Burada Cauchy-Bunyakovsky eşitsizliğini uygulayõp ( ) ( )9.1.1.38.1.1.3 −  

kestirimlerini kullanõrsak aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
ΩΩΩΩ

∆+∆+∆+∆≤∆
2222

21
2

2
2

1120 LLLLcvJ ψψψψ .     ( )14.2.1.3  

Burada c 012 >  sayõsõ v∆  den bağõmsõzdõr. Bu eşitliğin sağ tarafõnda ( )12.2.1.3  

kestirimini kullanõrsak fonksiyonelin Vv ∈  elemanõ üzerinde artõşõ için aşağõdaki 

eşitsizliği elde ederiz: 

( ) ( ) ( )( )2

,0,040 ll ∞∞
∆+∆≤∆ LL vvcvJ .                           ( )15.2.1.3   
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Burada 04 >c  sayõsõ v∆  den bağõmsõzdõr. ( )15.2.1.3  eşitsizliğinden ( ) 0
,0

→∆
∞ lL

v  

için ( ) 00 →∆ vJ  olur. Dolayõsõyla ( )vJ 0  fonksiyoneli v  noktasõnda süreklidir. v  

noktasõ V  kümesinin herhangi elemanõ olduğundan ( )vJ 0  fonksiyonelinin V  

kümesi üzerinde sürekli olduğu ispat edilir.  Buradan da Vv ∈∀  için ( )vJ 0  

fonksiyonelinin V  kümesi üzerinde alttan sõnõrlõ ve alttan yarõ sürekli olduğu 

ispatlanmõş olur. Tanõma göre V  kümesi ( )l,02L  uzayõnda kapalõ ve sõnõrlõ kümedir. 

( )l,02L  uzayõ ise Hilbert uzayõ olduğunda düzgün konveks uzaydõr [18]. 

( ) ( )vJvI 0= ,  ( )TLX ,0~
2= ,  VU =   

almõş olursak kuramsal temeller bölümündeki teorem2.13 ün şartlarõnõn sağlandõğõnõ 

görürüz. Bu taktirde teorem2.13 ün hükmünü kullanmõş olursak ( )l,02L  uzayõnda  

her yerde yoğun olan G  alt kümesi bulunur ki, Gw ∈∀  için 0>α  olduğu taktirde 

( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol problemi bir tek çözüme sahip olur. Teoerem 

ispatlandõ. 

            Şimdi ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol probleminin en azõndan bir 

çözüme sahip olmasõnõ ( 0≥α  için ) gösterelim. 

 

Teorem 3.1.2.2: Kabul edelim ki ( )xkϕ , ( )txf k , , 2,1=k  fonksiyonlarõ ( )6.1.1.3 , 

( )7.1.1.3  şartlarõnõ sağlamõş olsun. Bu taktirde ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol 

problemi 0≥α  için en azõndan bir çözüme sahiptir. 

 

İspat: Herhangi { } Vvm ∈  mininmalleştirici dizisini ele alalõm. 

( ) ( )vJJvJ
Vv

m

m ααα ∈∞→
== inflim * .                                    ( )16.2.1.3  

Her bir Vvm ∈ , ,...2,1=m  için ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer probleminin 

çözümünü 

( ) ( )m
k

m
k

m
k vtxtx ;,, ψψψ ≡= , 2,1=k  

gibi gösterelim. Bu taktirde ( ) ( )9.1.1.38.1.1.3 −  kestirimlerinden aşağõdaki 

kestirimleri elde ederiz: 
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( ) ( ) ( )( ) 131,0151
0,2

2

2

2
1,2

2
cfc

WWW

m =+≤
ΩΩ

ooo
l

ϕψ ,                  

( )17.2.1.3  

( ) ( ) ( )( ) 142,0261 0,2
2

2
2

1,2
0

cfc
WWW

=+≤
ΩΩ l

ϕψ                ( )18.2.1.3  

,...2,1=m  Burada 13c , 014 >c  sabitleri m  den bağõmsõzdõr. V  kümesi ( )l,0∞L  

uzayõnda sõnõrlõ küme olduğundan { } Vvm ∈  dizisinden bu uzayda ( )l,0∞∈ Lv  

elemanõna ( )−∗ zayõf yakõnsayan { }pmv  alt dizisi seçilebilir. Bu alt diziyi kolaylõk 

için { }mv  ile gösterelim. Bu taktirde 

∞→m  için vvm → , ( )l,0∞L  de ( )∗  zayõf.             ( )19.2.1.3  

V  kümesi ( )l,0∞L  uzayõnda kapalõ sõnõrlõ ve konveks kümedir. Bu taktirde 

Kolmogorov and Fomin ( )1989 � dan bildiğimiz ilgili teoreme göre V  kümesi 

( )l,0∞L  da ( )∗ - zayõf kapalõ küme olur. Yani Vv ∈  dir. Buna göre de ( )19.2.1.3  

şartõndan aşağõdaki limit bağõntõsõnõ elde ederiz: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫→
l l

0 0

dxxqxvdxxqxvm ,  ∞→m ,  ( )l,01Lq ∈∀ .      ( )20.2.1.3  

( ) ( )18.2.1.317.2.1.3 −  kestirimlerinden { }m
kψ , 2,1=k  dizilerinin sõrasõyla 

( )Ω
1,2

2

o

W , ( )Ω1,2
2W  uzaylarõnõn normlarõnda m  ye göre düzgün sõnõrlõ olduğu elde 

edilir. Bu taktirde { }m
kψ , 2,1=k  dizilerinden ( )Ω∈ 1,2

2Wkψ  elemanlarõna zayõf 

yakõnsayan alt dizilerini seçmek mümkündür. Kolaylõk için bu yakõnsayan alt 

dizileri yinede { }m
kψ , 2,1=k  ile gösterelim. Böyle olduğu taktirde aşağõdaki limit 

bağõntõlarõnõ elde ederiz: ∞→m  için 

k
m
k ψψ →  zayõf  ( )Ω2L  da,                                        ( )21.2.1.3  

tt
k

m
k

∂
∂

→
∂

∂ ψψ
 zayõf  ( )Ω2L  da,                                 ( )22.2.1.3  

xx
k

m
k

∂
∂

→
∂

∂ ψψ
  zayõf  ( )Ω2L  da,                                ( )23.2.1.3  

2

2

2

2

xx
k

m
k

∂
∂

→
∂

∂ ψψ
  zayõf  ( )Ω2L  da,                             ( )24.2.1.3  
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limit bağõntõlarõ geçerlidir. 

{ }m
1ψ , { }m

2ψ  dizilerinin elemanlarõ ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer 

probleminin sõrasõyla ( )Ω
1,2

2

o

W  ve ( )Ω1,2
2W  uzaylarõna ait çözümü olduğundan her 

bir ...2,1=m  için aşağõdaki integral özdeşliklerini elde ederiz: 

( ) =







+−

∂
∂

+
∂

∂
∫
Ω

dxdtaxv
x

a
t

i k
m
k

m
k

m
k

m
k

m
k ηψψψψψ 2

12

2

0  

= ( )∫
Ω

dxdttxf kk ,η ,  2,1=k ,  ...2,1=m                                   ( )25.2.1.3  

( ) ( )Ω∈=∀ 2, Ltxkk ηη . Bundan başka aşağõdaki şartlarda sağlanõr: 

( ) ( )xx k
m
k ϕψ =0, ,  ( )l

o

,0∈∀ x ,  2,1=k                                  ( )26.2.1.3  

( ) ( ) 0,,0 11 == tt mm lψψ ,  
( ) ( )

0
,,0 22 =

∂
∂

=
∂

∂
x

t
x

t mm lψψ
  ( )Tt ,0∈∀

o

     ( )27.2.1.3  

( ) ( )24.2.1.321.2.1.3 −  limit bağõntõlarõnõ kullanõrsak, ( )Ω∈∀ 2Lkη ,  2,1=k  için 

∫
Ω

→







∂

∂
+

∂
∂

dxdt
x

a
t

i k

m
k

m
k ηψψ

2

2

0   

∫
Ω









∂

∂
+

∂
∂

→ dxdt
x

a
t

i k
kk ηψψ

2

2

0   2,1=k                     ( )28.2.1.3  

limit bağõntõlarõ elde edilir. Şimdi aşağõdaki limit bağõntõlarõnõn geçerli olduğunu 

ispatlayalõm: ∞→m  için 

( ) ( ) ( )∫
Ω

→dxdttxtxtv k
m
k

m ,, ηψ  

( ) ( ) ( )∫
Ω

→ dxdttxtxtv kk ,, ηψ ,  .2,1=k                         ( )29.2.1.3  

∫
Ω

→dxdta k
m
k

m
k ηψψ

2

1  

∫
Ω

→ dxdta kkk ηψψ 2
1 ,  .2,1=k                                  ( )30.2.1.3  

Kolaylõkla aşağõdaki eşitlikleri yazabiliriz: 

( )∫ ∫
Ω Ω

+−= dxdtvvdxdtv kk
m

k
m
k

m ηψηψ  
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( )∫ ∫
Ω Ω

+−+ dxdtvdxdtv kkkk
m
k

m ηψηψψ ,  2,1=k                   ( )31.2.1.3  

( )Ω∈
1,2

21

o

Wψ , ( )Ω∈ 1,2
22 Wψ , ( )Ω∈ 2Lkη , 2,1=k  şartlarõ sağlandõğõndan 

( )Ω∈
−

1Lkk ηψ  olur. Bu taktirde ( )20.2.1.3  limit bağõntõsõnõ kullanõrsak ∞→m  için 

( )∫
Ω

→− 0dxdtvv kk
m ηψ ,  2,1=k                               ( )32.2.1.3  

bağõntõsõnõ elde ederiz. 

Şimdi ( )30.2.1.3  eşitliğinin sağ tarafõndaki ikinci terimi kestirelim. Cauchy- 

Bunyakovsky eşitsizliğini kullanõp Vvm ∈  olduğunu göz önüne alõrsak: 

( )
( )Ω

Ω

−≤−∫
2

15 Lk
m
kkk

m
k

m cdxdtv ψψηψψ ,  2,1=k              ( )33.2.1.3  

eşitsizliğini elde ederiz. Burada 015 >c  sabiti m  den bağõmsõzdõr. ( )Ω
1,2

2

o

W , 

( )Ω1,2
2W  uzaylarõ ( )Ω2L  uzayõna kompakt gömüldüğünden ∞→m  için 

k
m
k ψψ →  kuvvetli ( )Ω2L  da                                     ( )34.2.1.3  

limit bağõntõsõnõ kolaylõkla elde ederiz. Bu limit bağõntõsõnõ göz önüne alõp ( )33.2.1.3  

eşitsizliğinin her iki tarafõnda limite geçersek aşağõdaki limit bağõntõsõnõn geçerli 

olduğunu elde ederiz: 

( )∫
Ω

→− 0dxdtv kk
m
k

m ηψψ ,  2,1=k .                         ( )35.2.1.3   

( )32.2.1.3  ve ( )35.2.1.3  limit bağõntõlarõnõ kullanõp ( )31.2.1.3  eşitliğinin her iki 

tarafõnda ∞→m  içim limite geçersek ( )29.2.1.3  limit bağõntõsõnõn geçerli olduğunu 

elde ederiz.  

 Şimdi ( )30.2.1.3  bağõntõsõnõn geçerli olduğunu elde edelim. ( )34.2.1.3  

bağõntõsõna göre { }m
kψ , 2,1=k  dizileri ( )txk ,ψ , 2,1=k  fonksiyonlarõna kuvvetli 

yakõnsar. Bu taktirde { }m
kψ , 2,1=k  dizileri −Ω da hemen hemen  her yerde 

yakõnsar. Diğer yandan 

         ( ) ( )
( )∫

Ω
Ω

≤
322

6
,,

L

m
k

m
k

m
k dxdttxtx ψψψ                           ( )36.2.1.3   
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eşitsizliği geçerlidir. ( ) [ ] ( ) .,0,,0
1

2

1,2

2 







⊂Ω ∞ l

oo

WTLW  ( ) [ ] ( )( )l,0,,0 1
2

1,2
2 WTLW ∞⊂Ω  

bağõntõlarõnõ ve ( )17.2.1.3 , ( )18.2.1.3  kestirimlerini kullanõrsak ( )36.2.1.3  dan 

( ) ( ) 16

2
,, cdxdttxtx m

k
m
k ≤∫

Ω

ψψ ,  2,1=k                                 ( )37.2.1.3  

...2,1=m  eşitsizliği elde edilir. Burada 016 >c  sayõsõ m  den bağõmsõzdõr. Bu 

eşitsizlikler gösterirler ki, ( )Ω∈ 2

2
Lm

k
m
k ψψ  dõr. [19] çalõşmasõnda ki lemma 6.1 .in 

hükmünün kullanõrsak, 

              kkk
m
k ψψψψ 22

→   2,1=k   ( ) daL −Ω2  zayõf                  ( )38.2.1.3   

limit bağõntõlarõ  elde ederiz. Bunu kullanõrsak ( )30.2.1.3  un geçerli olduğu 

ispatlanõr. kη  fonksiyonlarõ ( )Ω2L  dan olan herhangi fonksiyonlar olduğundan 

( ) Ω∈txk ,ψ  için ( )2.1.1.3  denklemini sağladõğõnõ görürüz. 

            Şimdi ( )txk ,ψ , 2,1=k  fonksiyonlarõnõn ( )3.1.1.3  şartõnõ sağladõğõnõ 

ispatlayalõm. Gömme teoremlerine göre ( )Ω
1,2

2

o

W , ( )Ω1,2
2W  uzaylarõ ( )l,02L  uzayõna 

kompakt gömülürler. Bu nedenle ∞→m  için 

( ) ( )0,0, xx k
m
k ψψ → ,  2,1=k ,  ( )l,02L  de kuvvetli              ( )39.2.1.3  

limit bağõntõsõ geçerlidir. Diğer taraftan aşağõdaki eşitsizlikler doğrudur. 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ +−≤−
l l

0 0

22 0,0,20, dxxxdxxx k
m
kkk ψψϕψ   

( ) ( )∫ −
l

0

2
0,2 dxxx k

m
k ϕψ ,  2,1=k                                            ( )40.2.1.3  

( )26.2.1.3  şartõ ve ( )39.2.1.3  limit bağõntõsõnõ kullanarak ( )40.2.1.3  her iki tarafõnda 

limite geçip 

( ) ( )∫ =−
l

0

2 00, dxxx kk ϕψ ,  2,1=k  

eşitsizliğini elde ederiz. Burada kolaylõkla ( )txk ,ψ , 2,1=k  fonksiyonlarõnõn 

( )3.1.1.3  başlangõç şartõnõ sağladõğõ elde edilir. 
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    Şimdi ( )txk ,ψ , 2,1=k  fonksiyonlarõnõn ( ) ( )5.1.1.34.1.1.3 −  sõnõr şartlarõnõ 

sağladõğõnõ ispatlayalõm. ( )Ω
1,2

2

o

W  uzayõ ( )TL ,02  uzayõna kompakt gömülür. Yani 

∞→m  için 

( ) ( )ttm ,0,0 11 ψψ → , ( )TL ,02  de kuvvetli,                  ( )41.2.1.3  

( ) ( )ttm ,, 11 ll ψψ → , ( )TL ,02  de kuvvetli                   ( )42.2.1.3  

limit bağõntõlarõ geçerlidir. Bu taktirde ( )27.2.1.3  şartlarõnõn birincisini kullanõrsak 

üstteki ( ) ( )42.2.1.341.2.1.3 −  limit bağõntõlarõmdan ve  

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +−≤
T T

m
T

m dttdtttdtt
0 0

2

1
0

2

11
2

1 ,02,0,02,0 ψψψψ ,   ( )43.2.1.3  

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +−≤
T T

m
T

m dttdtttdtt
0 0

2

1
0

2

11
2

1 ,2,,2, llll ψψψψ      ( )44.2.1.3  

eşitsizliklerinden bir sonraki eşitlikleri elde ediyoruz: 

( )∫ =
T

dtt
0

2
1 0,0ψ ,   ( )∫ =

T

dtt
0

2
1 0,lψ . 

Bu eşitlikler ( )tx,1ψ  fonksiyonunun 0=x , l=x  noktalarõnda ( )Tt ,0∈∀
o

 için sõnõr 

şartlarõnõn sağlandõğõ ispatlanmõş olur. 

Şimdi ( )tx,2ψ  fonksiyonunun ( )5.1.1.3  sõnõr şatlarõnõ sağladõğõnõ gösterelim: 

( )Ω∈ 1,2
22 Wmψ  olduğundan gömme teoremine göre aşağõdaki limit bağõntõlarõnõn 

geçerli olduğu kolaylõkla elde edilir: ∞→m için 

( ) ( )
x

t
x

tm

∂
∂

→
∂

∂ ,0,0 22 ψψ
,  ( )TL ,02  de zayõf,               ( )45.2.1.3  

( ) ( )
x

t
x

tm

∂
∂

→
∂

∂ ,, 22 ll ψψ
,  ( )TL ,02  de zayõf                 ( )46.2.1.3  

dir. Bu taktirde ( )27.2.1.3  deki ikinci şartõ kullanõrsak ( )TL ,02∈∀ η  için 

∫∫∫ ∂
∂

+







∂

∂
−

∂
∂

≤
∂

∂ T mT mT

dtt
x

t
dtt

x
t

x
t

dtt
x

t

0

2

0

22

0

2 )(
),0(

)(
),0(),0(

)(
),0( ηψηψψηψ

                         

                                                                                ( )47.2.1.3  
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∫∫∫ ∂
∂

+







∂

∂
−

∂
∂

≤
∂

∂ T mT mT

dtt
x

t
dtt

x
t

x
t

dtt
x

t

0

2

0

22

0

2 )(
),(

)(
),(),(

)(
),( ηψηψψηψ llll

 

                                                                                                                       ( )48.2.1.3  

eşitsizliklerinden aşağõdaki eşitlikleri elde ederiz: 

 

, 0)(
),(

0

2 =
∂

∂
∫ dtt

x
tT

ηψ l . 

 

Bu şartlar ),0(2 TL∈∀ η  için sağlandõğõndan, buradan kolaylõkla ),(2 txψ  

fonksiyonunun 0=x , l=x  noktalarõnda 2. tip sõnõr şartlarõnõ sağladõğõ görülür. 

Böylece { }m
kψ , 2,1=k  fonksiyonlar dizilerinin limit fonksiyonlarõ olan  

),( txkk ψψ = , 2,1=k  fonksiyonlarõ ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer probleminin 

{ } Vvm ∈  dizisinin limit fonksiyonu olan Vxvv ∈= )(  ye karşõlõk gelen çözümüdür 

ve bu çözümler sõrasõyla ( )Ω
1,2

2

o

W , ( )Ω1,2
2W  uzaylarõna ait olan hemen hemen her 

yerde çözümleridir. Yani 

  ),;,(),( vtxtx kkk ψψψ ≡=  2,1=k . 

Bilindiği gibi ( )Ω2L , ( )l,02L  uzaylarõnõn normlarõ alttan zayõf, yarõ sürekli 

fonksiyonellerdir. Bu takdirde { } Vvm ∈  dizisinin Vv ∈  elemanõna )(∗ -zayõf 

yakõnsadõğõnda,  { }m
kψ , 2,1=k  dizilerinin kψ , 2,1=k  fonksiyonlarõna ( )Ω2L  

uzayõnda kuvvetli yakõnsamasõnõ, aynõ zamanda zayõf yakõnsamasõnõ göz önüne 

alarak 0≥α  için aşağõdaki bağõntõyõ elde ederiz: 

  ( ) ( ) ( ) .inflim ∗∗ ==≤≤
∈∞→ ααααα JvJvJvJJ

Vv

m

m
 

Bu bağõntõdan ( )vJJ αα =∗  olduğu ispatlanõr. Yani Vv ∈  elemanõ ( )vJα  

fonksiyonelinin minimum noktasõdõr. Böylece  ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  optimal kontrol 

probleminin en azõndan bir çözüme sahip olmasõ ispatlanmõş olur. Teorem 

ispatlandõ. 

 

3.1.3.Fonksiyonelin Diferensiyellenebilmesi 

0)(),0(

0

2 =
∂

∂
∫ dtt

x
tT

ηψ
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 Bu kõsõmda ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  optimal kontrol problemi için amaç 

fonksiyonelinin diferensiyellenebilmesi incelenir ve onun gradiyenti için formül 

ispatlanõr. Kabul edelim ki; ( )txkk ,φφ = , 2,1=k  fonksiyonlarõ aşağõdaki eşlenik 

problem denilen sõnõr değer probleminin çözümü olsun: 

( ) ( ) ( ) ( )( ),,,)1(22 21
22

12

2

0 txtxaxv
x

a
t

i k
kkkkk

kk ψψφψφψφφφ
−−=++−

∂
∂

+
∂

∂

  ( ) Ω∈tx,                                                                                         ( )1.3.1.3  

( ) 0, =Txkφ ,   2,1=k ,   ( )l,0∈x ,       ( )2.3.1.3  

( ) ( ) ,0,,0 11 == tt lφφ      ( )Tt ,0∈ ,                                                    ( )3.3.1.3  

( ) ( )
,0

,,0 22 =
∂

∂
=

∂
∂

x
t

x
t lφφ

   ( )Tt ,0∈ ,                                               ( )4.3.1.3  

burada  ( )txkk ,ψψ = , 2,1=k   ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer probleminin Vv ∈  ye 

karşõlõk gelen çözümüdür. 

 

Tanõm 3.1.3.1: ( ) ( )4.3.1.31.3.1.3 −  eşlenik sõnõr değer probleminin çözümü 

denilirken [ ]( )),0(,.0 2
0 lLTC  uzayõna ait olan 

( ) ( )
0

,,0 1212 =
∂

∂
=

∂
∂

x
t

x
t lηη

 şartlarõnõ 

sağlayan ( ),
1,2

2
0

11 Ω∈∀ Wη  ( )Ω∈∀
1,2

212 Wη  için 

∫∫
ΩΩ

=+







+−

∂
∂

+
∂

∂
− dxdtadxdtaxa

x
a

t
i kkkkkk

kk
k 1

2
11

2
112

1
2

0
1 )()( ηφψηψηηηφ  

( )∫ ∫
Ω

+−−=
l

0
1121 )0,()0,(),(),(),(2)1( dxxxidxdttxtxtx kkk

k ηφηψψ                   ( )5.3.1.3  

integral özdeşliğini sağlayan ( ),, txkk φφ =  2,1=k  fonksiyonlarõ anlaşõlmaktadõr. 

[14] çalõşmasõndaki sonuçlardan faydalanarak ( ) ( )4.3.1.31.3.1.3 −  sõnõr değer 

probleminin çözümünün varlõğõ ve bir tekliğine ait olan hükmü elde edebiliriz. 

Bundan başka bu sõnõr değer probleminin çözümü için aşağõdaki kestirimin geçerli 

olduğunu da söyleyebiliriz: [ ]Tt ,0∈∀  için 

 ( ) ( ) ( )Ω
−≤

22
2117,0

.,
LLk ct ψψφ

l
 ,  2,1=k                                        ( )6.3.1.3  

dõr. Burada 017 >c  sayõsõ t  den bağõmsõzdõr. 
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Aşağõdaki fonksiyonu göz önüne alalõm:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),.,,.,,,.,,., 2121 xxxvxxxH φφψψ   

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫ −−+=
T

xwxvxdtvtxtxtxtx
0

2
2211 )(,,,,Re αφψφψ                    ( )7.3.1.3  

Bu fonksiyona ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol problemi için Hamilton-

Pontryagin fonksiyonu denir. 

 

Teorem 3.1.3.2: Kabul edelim ki teorem 3.1.2.2 nin şartlarõ sağlanmõş olsun. Bu 

taktirde ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol probleminin amaç fonksiyoneli olan 

( )vJα  fonksiyoneli V  kümesinde Frechet anlamõnda diferensiyellenebilir ve onun 

gradiyenti için  

 
v
HvJ

∂
∂−=′ )(α        ( )8.3.1.3  

formülü geçerlidir. Burada ( )2121 ,,,,, φφψψ vtHH =  fonksiyonu ( )7.3.1.3 formülü 

ile tanõmlanõr. 

 

İspat: Vv ∈∀  elemanõnõ alalõm ve bu eleman üzerinde  ( )vJα  fonksiyonelinin 

artõşõnõ hesaplayalõm. ( )1.1.1.3  ve ( )8.2.1.3  formüllerini kullanõrsak kolaylõkla 

aşağõdaki formülü elde ederiz. 

                     

                                   ( ) ( ) ( ) =−∆+=∆ vJvvJvJ ααα  

                        ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∫
Ω

+∆−∆−= dxdttxtxtxtx ,,,,Re2 2121 ψψψψ  

                          ( ) ( )( ) ( ) 2

)(2

2

)(0
1

2

2

2
Ω

Ω

∆+∆+∆−+ ∫ L
L

dxxvxwxv ψψα
l

       

                           ( ) ( )( )∫
Ω

∆+∆∆− 2

),0(21
2

,,Re2
lLvdxdttxtx αψψ  .                    ( )9.3.1.3  

Burada ( )txkk ,ψψ ∆=∆ , 2,1=k  fonksiyonlarõ ( ) ( )5.2.1.33.2.1.3 −  sõnõr değer 

probleminin çözümüdür. Teoremin şartõna göre teorem 3.1.2.2 nin şartlarõ 

sağlanõyor. Bu nedenle ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer probleminin çözümü olan 
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( )tx,1ψ  ve ( )tx,2ψ  fonksiyonlarõ sõrasõyla ( )Ω
1,2

2
o

W  ve ( )Ω1,2
2W  uzaylarõnõn 

elemanlarõdõr ve problemin hemen hemen her yerde çözümüdür. Buna göre de 

( ) ( ) ( )vtxvvtxtx kkkk ;,;,, ψψψψ −∆+=∆=∆  2,1=k  fonksiyonlarõ için aşağõdaki 

integral özdeşlikleri yazabilir: 

( )∫
Ω

+







∆∆+−

∂
∆∂

+
∂

∆∂
dxdtvv

x
a

t
i kk

kk ηψψψ
2

2

0  

[ ] ( )∫ ∫
Ω Ω

∆∆ =∆+∆++ dxdtadxdta kkkkkkkk ηψψψηψψψ 1
22

1  

∫
Ω

∆= dxdtv kkηψ ,                                                                   ( )10.3.1.3  

( ) ( )Ω∈=∀ 2, Ltxkk ηη ,  2,1=k .  [ ] ( )( )l,0,,0 2
0 LTCk ∈φ  olduğundan bu integral 

özdeşliğinde kk φη =  alalõm. Bu taktirde aşağõdaki eşitliği elde ederiz: 

( ) ( ) ( )∫
Ω

+







∆∆+−∆−

∂
∆∂

+
∂

∆∂
dxdttxvvxa

x
a

t
i kkk

kk ,2

2

0 φψψψψ
   

[ ]∫ ∫
Ω Ω

∆∆ =∆+∆+ dxdtadxdta kkkkkkkk φψψψφψψψ 1
22

1  

( ) ( ) ( )∫
Ω

∆= dxdttxtxxv kk ,, φψ .                                                 ( )11.3.1.3  

Bu eşitliğin kompleks eşleniğini yazmõş olursak 

( ) ( ) ( ) +









∆∆+−∆−

∂
∆∂

+
∂

∆∂
−∫

Ω

dxdttxvvxa
x

a
t

i kkk
kk ,2

2

0 φψψψψ
 

[ ] ∫∫
Ω

∆
Ω

=∆+∆++ dxdtadxdta kkkkkkkk φψψψφψψψ 1
22

1  

( ) ( ) ( )∫
Ω

∆= dxdttxtxxv kk ,, φψ                                                   ( )12.3.1.3  

elde edilir. 

 Şimdi ( )5.3.1.3  integral özdeşliğinde kk ψη ∆=1 , 2,1=k  alalõm ve 

( ) 00, =∆
−

xkψ  şartõnõ kullanalõm. Bu taktirde ( )5.3.1.3  özdeşliğinden aşağõdaki  

eşitliği elde ederiz: 
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( )∫ ∫
Ω Ω

+









∆∆−

∂
∆∂+

∂
∆∂

− dxdtaxv
x

a
t

i kkk
k

k ψψψψψφ 2
12

2

0 2

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫
Ω Ω

∆−−=∆+ dxdttxtxdxdta k
k

kkk ψψψψφψ ,,21 21
2

1 .       ( )13.3.1.3  

Aynõ şekilde bu eşitliğin kompleks eşleniğini yazarsak  

( )∫ ∫
Ω Ω

+







∆+∆−

∂
∆∂

+
∂

∆∂
− dxdtaxv

x
a

t
i kkk

kk
k ψψψψψφ 2

12

2

0 2  

( )∫ ∫
Ω Ω

∆−−=∆+ dxdttxtxtxdxdta k
k

kkk ),(),(),(2)1()( 21
2

1 ψψψψφψ  

                                                                                                            ( )14.3.1.3  

                       

eşitliğini elde ederiz. Şimdi ( )11.3.1.3 eşitliğinden ( )14.3.1.3 eşitliğini ve 

( )12.3.1.3 eşitliğinden ( )11.3.1.3 eşitliğini taraf tarafa çõkarmõş olursak ve 

dönüşümler yaparsak kolaylõkla aşağõdaki eşitliğin geçerli olduğunu elde edilir: 

( )( )[ ]∫
Ω

=∆−∆− dxdt2121Re2 ψψψψ  

( ) −∆−= ∫
Ω

dxdtxv )(Re 2211 φψφψ ( ) dxdtxv )(Re 2211 ∆∆+∆∫
Ω

φψφψ  +       

( )[ ] +∆−∆+ ∫
Ω

∆ dxdta 11
2

111
2

11Re φψψφψψ

( )[ ] +∆−∆+ ∫
Ω

∆ dxdta 22
2

222
2

21Re φψψφψψ    

[ ] +∆−∆+ ∫
Ω

∆ dxdta 1
2
111111Re φψψφψψψ

[ ]dxdta∫
Ω

∆ ∆−∆+ 22
2
222221Re φψψφψψψ .                                     ( )15.3.1.3  

Bu eşitliği ( )9.3.1.3 formülünden dikkate alõrsak fonksiyonelin artõşõ için olan 

formülü aşağõdaki gibi yazabiliriz: 

( ) ( )∫ ∫ +∆







−++−=∆

l

0 0
211 )()()(2),(),(),(),(Re)( RdxxvxwxvdttxtxtxtxvJ

T

αφψφψα           

                                                                                                                      ( )16.3.1.3                   

burada R kalanõ aşağõdaki şekilde tanõmlanõr:  
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( ) ( ) ( ) ( )∫
Ω

ΩΩ −∆∆−∆+∆+∆= dxdtvR LLL 21
2

,0

2
2

2
1 Re2

222
ψψαψψ

l

( ) ( )∫
Ω

+∆∆+∆− dxdtxv2211Re φψφψ [ ]∫
Ω

∆ +∆−∆ dxdta 11
2

111
2

11 Re φψψφψψ

[ ]∫
Ω

∆ +∆−∆ dxdta 22
2

222
2

21 Re φψψφψψ [ ]∫
Ω

∆ +∆−∆+ dxdta 11
2

111111 Re φψψφψψψ  

 + [ ]∫
Ω

∆ ∆−∆ dxdta 22
2

222221 Re φψψφψψψ .                                                   ( )17.3.1.3  

          

Şimdi önce R  kalanõnõ kestirelim. Bu eşitliğin sağ tarafõnda −t  ye göre kõsmi 

integrasyon formülünü kullanalõm. Bu taktirde ( ) 00, =∆ xkψ olduğunu kullanõrsak  

 
( ) ( ) ( )( )∫ ∫

Ω Ω

=∆
∂
∂∆++

∂
∆∂

∂
∂

t

dxdxvxvdxd
x

x
a k

k τψ
τ

ττψ
τ

2
2

0
,

  

 ( ) ( )( ) ( )∫ −∆+= ∆

l

0

222
1 ,,, ττψψψ dxdxtxtxa kkk  

 ( ) ( )∫
Ω

∆ +∆+
∂
∂−

t

dxdxkkk ττψψψ
τ

,22  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∫ −∆−∆+ ∆∆

l

0

22
1 ,,,,,,

2
1 dxtxtxtxtxtxtxa kkkkkk ψψψψψψ  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) −



 ∆

∂
∂−∆

∂
∂− ∫

Ω
∆∆ ττψψψ

τ
τψψψ dxdxx

t
a

t

kkkkkk
22

1 ,,
2
1  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )∫ ∫
Ω

∆∆
∂
∂+∆∆−

l

0

,Re2,,Re2
t

dxdxxvdxtxtxxv kkkk ττψψ
τ

ψψ , 

  2,1=k ,  [ ]Tt ,0∈ .                                                                        ( )18.3.1.3  

Burada ( ) 00, =∆ xkψ , v , Vvv ∈∆+  olduğunu göz önüne alõrsak basit 

dönüşümlerden sonra aşağõdaki eşitliği elde ederiz: 

 
( )

( )
( ) ( )[ ] ( ) +∆+≤

∂
∆∂

∫ ∆ dxtxtxtxa
x

t
a kkk

L

k 2

0

22
1

2

,0
0 ,,,2

.,

2

ψψψψ l

l

  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫

Ω
∆

∆ +∆







∂

∂
+

∂
∂

t

dxdxx
x

x
x

a kk
k

k
k ττψτψ

τ
τψτψ

τ
τψ

,,
,

,
,

1  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫

Ω
∆

∆ +∆







∂

∂
+

∂
∂

t

dxdxx
x

x
x

a kk
k

k
k ττψτψ

τ
τψτψ

τ
τψ 2

1 ,,
,

,
,

2  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
Ω

∆
∂

∂
∆+∆∆

t

dxdx
x

xvdxtxtxxv k
k

kk ττψ
τ

τψψψ ,
,

2,,2
0

l

, 

 [ ]Tt ,0∈∀ ,  2,1=k .   ( )19.3.1.3  

Burada  1ψ , ∆1ψ ( )Ω∈
1,2

2

o

W ,  ( )Ω∈∆
1,2

222 , Wψψ  olduğunu ve 

( ) 181
1,2

2
c

W
≤

Ω
oψ ,  ( ) 181

1,2

2
c

W
≤

Ω∆
oψ , 

( ) 192
1,2

2
c

W
≤

Ω
ψ ,  ( ) 192

1,2

2
c

W
≤

Ω∆ψ                                          ( )20.3.1.3  

eşisizliklerini, aynõ zamanda ( )11.2.1.3  eşitsizliklerini kullanõrsak ( )19.3.1.3  

eşitsizliğinden aşağõdaki eşitsizliğin geçerli olduğunu elde ederiz: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) +∆+∆≤

∂
∆∂

Ω∈

2

,21
2

,020

2

,0
0 ,max.,

.,
2

2

τψψψ
τ

xvraictc
x

t
a kxLk

L

k

t
l

l
( )

2

,022 l∞
∆+ Lvc , 

[ ]Tt ,0∈∀ ,  2,1=k . 

Burada 0,0,0 222120 >>> ccc  sayõlarõ v∆ den bağõmsõzdõr. Bu eşitsizlikte 

( )12.2.1.3  kestirimini kullanõrsak aşağõdaki eşitsizlik elde edilir: 

( )
( )

( ) ( )
( ) 2

,21
2

,023

2

,0
0 ,max

.,

2

τψτψ
τ

xvraicvc
x

a kxL
L

k

t

∆+∆≤
∂

∆∂
Ω∈∞ l

l

, 

[ ]Tt ,0∈∀ ,  2,1=k .                                                                       ( )21.3.1.3  

Burada 023 >c  sayõsõ v∆  den bağõmsõzdõr.[19,20] çalõşmasõndan bildiğimiz eşitliğe 

göre [ ]Tt ,0∈∀  için 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1

,01

2
1

1
,01

2
.,

.,
.,

ll LL t
x

t
t ψψβψ ∆

∂
∆∂

≤∆
∞

,                            ( )22.3.1.3  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )lll ,021

2
1

,02

2
1

2
0,02

22
.,.,

.,
., LLL tt

x
t

t ψβψψβψ ∆+∆
∂

∆∂
≤∆

∞
                                  

   ( )23.3.1.3  
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eşitsizlikleri geçerlidir. Bu eşitsizliklerin, ( )12.2.1.3  kestiriminin ve −ε Cauchy 

eşitsizliğinin yardõmõyla ( )22.3.1.3  eşitsizliğinden [ ]Tt ,0∈∀  için 

( )
( )

( )
2

,024

2

,02

.,
l

l
∞

∆≤
∂

∆∂
L

L

k vc
x

tψ
                                                     ( )24.3.1.3  

kestiriminin geçerli olduğu elde edilir. Bunu ( )12.2.1.3  ile toplarsak [ ]Tt ,0∈∀  için 

( ) ( ) ( )
2

,025,01
2

.,
ll ∞

∆≤∆ LWk vctψ                                                        ( )25.3.1.3  

kestirimlerin doğru olduğunu ispatlamõş oluyoruz. Burada 025 >c  sayõsõ v∆  den 

bağõmsõzdõr. 

 Böylece ( )19.3.1.3  kestirimini, ( )11.2.1.3 , ( )20.3.1.3  eşitsizliklerini ve R  

için olan ifadeyi kullanõrsak 

( )( )
l,0∞

∆=
L

vR ο                                              ( )26.3.1.3  

bağõntõsõ elde edilir. 

 

3.1.4.Optimal Kontrol Probleminin Çözümü için Varyasyon Eşitsizliği Şeklinde  

Gerek Şart 

 

Bu kõsõmda bakõlan ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol probleminin çözümü 

için varyasyon eşitsizliği şeklinde gerek şart ispatlanacaktõr. 

 

Teorem 3.1.4.1: Kabul edelim ki teorem 3.1.3.2 in şartlarõ sağlanmõş olsun. Farz 

edelim ki Vv ∈*  kontrolü ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  probleminin çözümü olsun. Bu 

taktirde Vv ∈∀  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ⋅







−−+= ∫ ∫

l

0 0

**
2

*
2

*
1

* 2,,,,Re
T

xwxvdttxtxtxtxvJ αφψφψα  

              ( ) ( )[ ] 0. * ≤− dxxvxv                                                                              ( )1.4.1.3                        
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eşitsizliği doğrudur. Burada ( ) ( )** ;,, vtxtx kk ψψ ≡  , ( ) ( )** ;,, vtxtx kk φφ ≡  , k=1,2 

sõrasõyla ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  ve ( ) ( )4.3.1.31.3.1.3 −  sõnõr değer probleminin 

çözümleridir. 

 

İspat: V  kümesinin tanõmõndan gözüktüğü gibi bu küme konveks kümedir. Diğer 

yandan ( )vJα  fonksiyoneli V  kümesinde teorem 3.1.3.2 ye göre Frechet anlamõnda 

diferensiyellenebilir fonksiyonellerdir ve onun gradyenti için 

  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫ −++−=
T

xwxvdttxtxtxJ
0

2211
' 2,,,Re αφψφψα                 ( )2.4.1.3  

 

formülü geçerlidir. Önce ( )vJ '
α  gradiyentinin V  kümesi üzerinde sürekli olduğunu 

ispatlayalõm. Bu amaçla ( )vJ '
α  gradiyentinin Vv ∈∀  için artõşõnõ hesaplayalõm. 

( )2.4.1.3  formülünü kullanmõş olursak fonksiyonelin gradiyentinin v  elamanõ 

üzerinde artõşõ için bir sonraki formülü elde ederiz: 

   ( ) ( ) ( ) =−∆+=∆ vJvvJvJ '''
ααα  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(∫ +∆∆+∆+∆−=
T

txtxtxtxtxtx
0

211111 ,,,,,,Re φψφψφψ  

+ ( ) ( ) ( ) ( )txtxtxtx ,,,, 2222 φψφψ ∆+∆ + ( ) ( ) +

∆∆

−
dttxtx ,,2 φψ  

( )xv∆+ α2                                                                                              ( )3.4.1.3  

burada ( )txkk ,ψψ ∆=∆ , 2,1=k  fonksiyonlarõ ( ) ( )5.2.1.32.2.1.3 −  sõnõr değer 

probleminin çözümü, ( ) ( ) ( )vtxvvtxtx kkkk ;,;,, φφφφ −∆+≡∆=∆ ,  2,1=k  

fonksiyonlarõ aşağõdaki sõnõr değer probleminin çözümüdür: 

  ( ) +∆∆+−
∂
∆∂

+
∂
∆∂

k
kk vv

x
a

t
i φφφ

2

2

0  

  ( ) ( )=+−++ ∆∆∆∆ kkkkkkkk aa φψφψφψφψ 22
1

22
1 22    

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]txtxvtxv k
k ,,12;, 21 ψψφ ∆−∆−+∆=                           ( )4.4.1.3  
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  ( ) 0. =∆ Txkφ                                             2,1=k                      ( )5.4.1.3  

  ( ) ( ) 0,,0 11 =∆=∆ tt lφφ ,  ( )Tt ,0∈                                            ( )6.4.1.3  

  
( ) ( )

0
,,0 22 =

∂
∆∂

=
∂

∆∂
x

t
x

t lφφ
,  ( )Tt ,0∈ .                                    ( )7.4.1.3  

Kolaylõkla denilebilir ki, ( ) ( )7.4.1.34.4.1.3 −  sõnõr değer problemi 

( ) ( )4.3.1.31.3.1.3 −  sõnõr değer problemi gibi ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer 

problemi ile aynõ tiplidir. Buna göre aşağõdaki kestirimi elde ederiz: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
ll ,02126,0 222

.,
∞

∆+∆+∆≤∆
ΩΩ LLLLk vct ψψφ          ( )8.4.1.3  

[ ]Tt ,0∈∀ , 2,1=k . Burada 026 >c  sabiti v∆  ve kψ∆ , 2,1=k  den bağõmsõzdõr. Bu 

taktirde ( )19.3.1.3 , kestirimini dikkate alõrsak, ( )8.4.1.3  eşitsizliğinde aşağõdaki 

kestirirmi elde ederiz: 

   ( ) ( ) ( )ll ,027,02
.,

∞
∆≤∆

LLk vctφ .                                       ( )9.4.1.3  

Burada 027 >c  sabiti v∆  den bağõmsõzdõr. 

 Şimdi ( )vJ '
α∆  artõşõnõ kestirelim.  ( )3.4.1.3  formülünde Cauchy-

Bunyakovsky eşitsizliğini kullanõrsak aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

  ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +∆+∆≤∆

ΩΩΩΩ 22221
1111,0

'
LLLLTL

vJ ψφφψα   

    ( ) ( ) ( ) ( ) +∆+∆+
ΩΩΩΩ 2222

2222 LLLL
ψφφψ  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ll
,02211

22222
2

LLLLL
v∆+∆∆+∆∆

ΩΩΩΩ
αφψφψ  

burada  ( ) ( ) ( )19.3.1.3,9.1.1.3,8.1.1.3  ve ( )9.4.1.3  kestirimlerini kullanõp 

( )l,0∞∈∆ Lv  olduğunu dikkate alõrsak kolaylõkla aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

   ( )
( ) ( )ll ,028,0

'

2 ∞
∆≤∆

LL
vcvJα                                        ( )10.4.1.3  

burada 28c  sayõsõ v∆ den bağõmsõzdõr. Bu eşitlikten ( )vJα  fonksiyonelinin 

gradiyentinin Vv ∈∀  elemanõ üzerinde sürekli olduğu görülür. Buradan ( )vJα  

fonksiyonelinin V  kümesi üzerinde Frechet anlamõnda sürekli diferensiyellenebilir 

fonksiyonel olduğu ispatlanmõş olur. Böylece [21], sayfa 28 deki teoreminin 

şartlarõnõn sağlandõğõnõ gördük. Bu taktirde söz konusu teoreme göre Vv ∈*  çözümü 

için  
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   ( )
( )

0,
,0

**' ≥−
∞ lL

vvvJα ,  Vv ∈∀   

eşitsizliğinin geçerli olduğu elde edilir. Burada ( )vJ '
α  fonksiyonelinin gradiyenti için 

formülü dikkate alõrsak elde edilen bağõntõyõ ( )1−  ile çarparsak teoremin hükmünün 

geçerli olduğu ispatlanmõş olur. 

 

3.2.Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi için Optimal Kontrol Probleminin 

Nümerik Çözümü 

 

 Bu bölümde sonlu farklar yöntemi, 3.1. bölümde incelenen lineer olmayan 

Schrodinger denklemi için kontrol probleminin çözümüne uygulanõr. Bu amaçla önce 

göz önüne alõnan optimal kontrol probleminin sonlu farklõ aynõsõ yazõlõr. Elde edilen 

fark şemasõnõn çözümü için kararlõlõk kestirimi ispatlanõr. Bu kestirimi kullanarak 

fark şemasõnõn hatasõ için kestirim elde edilir. Kararlõlõk ve hata için olan 

kestirimlerin yardõmõyla sonlu fark yaklaşõmlarõnõn fonksiyonele göre yakõnsamasõ 

ispatlanõr. Schrodinger denklemi için optimal kontrol probleminin sonlu farklar 

metoduyla çözümüne ait farklõ konulmada önce [9,10,11,12,14] çalõşmalarõ 

incelenmiştir. 

 

3.2.1.Optimal Kontrol Probleminin Sonlu Fark Yaklaşõmõ 

 

 Aşağõdaki optimal kontrol problemini göz önüne alalõm: 

   ( ) ( ) ( )∫
Ω

−= dxdttxtxvJ 2
21 ,, ψψ                                    ( )1.1.2.3  

fonksiyonelinin  

  ( ) ( ) ( ) ( )






 ∈∀≤≤<∈== ll

o

,0,0,,0: 102 vbxvbLvxvvV   

kümesi üzerinde 

 ( ) 02
12

2

0 =+−
∂

∂
+

∂
∂

kkk
kk axv

x
a

t
i ψψψψψ

,  2,1=k , ( ) Ω∈tx, ,         ( )2.1.2.3  

   ( ) ( )xx kk ϕψ =0, ,  2,1=k ,  ( )l,0∈x ,                          ( )3.1.2.3  

   ( ) ( ) 0,,0 11 == tt lψψ ,  ( )Tt ,0∈ ,                                  ( )4.1.2.3  
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( ) ( )

0
,,0 22 =

∂
∂

=
∂

∂
x

t
x

t lψψ
,  ( )Tt ,0∈ ,                           ( )5.1.2.3  

şartlarõ altõnda minumunu bulmak gerekir. Burada 1−=i , 0,,, 1100 >abba , 0>l , 

0>T  verilen sayõlar ( )xkϕ , ( )txf k , , 2,1=k  fonksiyonlarõ 3.1. bölümdeki ( )6.1.1.3 ,  

( ) ( )13.2.1.311.2.1.3 −  şartlarõnõ sağlayan fonksiyonlardõr. 

 3.1. bölümden gözüktüğü gibi ( ) ( )5.1.2.31.1.2.3 −  problemi 

( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol probleminin 0=α  haline karşõlõk gelen özel 

halidir. Teorem 3.1.2.2 den elde ediyoruz ki ( ) ( )5.1.2.31.1.2.3 −  optimal kontrol 

probleminin kabul olunmuş şartlar altõnda en azõndan bir çözümü vardõr. Yani; 

   ( ) ( ){ } ≠==∈≡
∈

vJJvJVvvV
Vv

inf,; *
***

* Ø. 

 Şimdi ( ) ( )5.1.2.31.1.2.3 −  optimal kontrol probleminin sonlu farklõ aynõsõnõ 

yazalõm. Bu amaçla önce Ω  bölgesini aşağõdaki ağlar dizisine dönüştürelim: 

 ( ){ }nktx, ,  ,...2,1=n ,  2/hjhx j −= ,  1,1 −= nMj ,  τktk =   

  nNk ,1= ,  ( )1/ −== nn Mhh l ,  nn NT /==ττ  

  nMM = ,  nNN = ,  ( ) τφφφδ /1−−=− jkjkjk
t

 

  ( ) hkjjkjk
x

/1−−=− φφφδ ,  ( ) hjkkjjkx /1 φφφδ −= + , 

   ( ) 2
11 /2 hkjjkkjjk

xx
−+ +−=− φφφφδ  

işaret edelim. Her bir 1≥n  doğal sayõsõ için 

   [ ]( ) ∑∑
=

−

=

−=
N

k

M

j
jkjknn hvI

1

1

1

221 φφτ                                         ( )6.1.2.3  

fonksiyonunun 

  [ ] [ ] ( ){ }1,1,0,,...,: 10121 −=≤≤<=≡ − MjbvbvvvvvV jMnn  

kümesi üzerinde 

 0
2

10 =+−+ −−
p
jk

p
jk

p
jkj

p
jk

xx

p
jk

t
avai φφφφδφδ ,  1,1 −= Mj ,  Nk ,1=     ( )7.1.2.3  

   p
j

p
j ϕφ =0 ,  Mj ,0= ,  2,1=p                                        ( )8.1.2.3  

   011
0 == Mkk φφ ,  Nk ,1=                                                 ( )9.1.2.3  
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   022
1 == −− Mk

x
k

x
φδφδ ,  Nk ,1=                                        ( )10.1.2.3  

şartlarõ altõnda minimunu bulunmasõ problemini göz önüne alalõm. Burada p
jϕ , p

jkf , 

2,1=p  fonksiyonlarõ ağ fonksiyonlarõ olup aşağõdaki şekilde tanõmlanõr:  

   ( )∫
+

−
=

2/

2/

1 hx

hx p
p
j

j

j

dxx
h

ϕϕ ,  2,1=p   1,1 −= Mj ,           ( )11.1.2.3  

   011
0 == Mϕϕ ,  2

1
2
0 ϕϕ = ,  2

1
2

−= MM ϕϕ .                         ( )12.1.2.3  

Gözüktüğü gibi ( ) ( )10.1.2.36.1.2.3 −  problemi de optimal kontrol problemi olup  

( ) ( )5.1.1.31.1.2.3 −  optimal kontrol probleminin diskrit aynõsõdõr. Her bir [ ] nn Vv ∈  

için ( ) ( )10.1.2.37.1.2.3 −  şartlarõndan p
jkφ , 2,1=p  ağ fonksiyonlarõnõn bulunmasõ 

problemi ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer problemine karşõlõk gelen fark şemasõdõr. 

Önce bu fark şemasõnõn çözümü için kararlõlõk kestirimini elde edelim. [14] 

çalõşmasõndaki sonuçlarõ kullanarak  p
jkφ  2,1=p  fonksiyonlarõ için aşağõdaki teoremi 

ispatlamak mümkündür. 

 

Teorem 3.2.1.1: Her bir [ ] nn Vv ∈  için ( ) ( )10.1.2.37.1.2.3 −  fark şemasõnõn çözümü 

aşağõdaki kestirimi sağlar: 

 ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
+−

=

−

=

−

=

+−

=

−

=








++≤+ −

1 1

1

1

1

1 1

1

422

29

22pM

pj

M

j

M

j

pM

pj

M

j
j

p
j

x

p
j

p
jmjmx hhhchh ϕϕδϕφφδ  

   { }Nm ,...2,1= ,  2,1=p                                                ( )13.1.2.3  

burada 029 >c  sayõsõ h,τ  ve m  den bağõmsõzdõr. 

 

 

3.2.2.Fark Şemasõnõn Hatasõ için Kestirim  

 

 Şimdi bu kõsõmda ( ) ( )10.1.2.37.1.2.3 −  fark şemasõnõn hatasõnõ kestirelim.bu 

amaçla önce Vv ∈  için ( ) ( )5.1.1.32.1.1.3 −  sõnõr değer probleminin çözümünün 

ortalamasõnõ aşağõdaki biçimde tanõmlayalõm: 

     ( )[ ] { }p
jknp vtx ψψ =;, ,   
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  ( )∫ ∫
−

+

−

=
tk

t

hx

hx
p

p
jk

k

j

j

dxdttx
h 1

2/

2/

,1 ψ
τ

ψ ,  1,1 −= Mj ,  Nk ,1= , p
j

p
j ϕψ =0 , 

  Mj ,0= ,  2,1=p , 0'
0 == Mkk ψψ ,   2

1
2
0 kk ψψ = ,   2

1
2

kMMk −=ψψ , 

     2,1=k .                                                   ( )1.2.2.3  

Bundan başka V  kümesi üzerinde Q n  oparatörünü tanõmlayalõm: 

  Q n nVV →: ,  Q n ( ) ( )121 ,...,, −= mwwwv , 

  ( )∫
+

−

=
2/

2/

1
hx

hx
j

j

j

dxxv
h

w ,  1,1 −= Mj .                                               ( )2.2.2.3  

  [ ] { } { } { }pjkp
jk

p
jkn

p zz ψφ −==  gibi gösterelim, 

aşikardõr ki, { }p
jkz , 2,1=p  ağ fonksiyonlarõ aşağõdaki sistemin çözümüdür. 

  p
jk

p
k

p
k

p
j

p
jk

p
jkj

p
jk

xx

p
jk

t
aaFzvzazi φφψψδδ

2

110 −+=−+ −− , 

  1,1 −= Mj , Nk ,1=                                                                 ( )3.2.2.3  

  00 =p
jz ,  Mj ,0= ,  2,1=p ,                                                    ( )4.2.2.3  

   011
0 == Mkk zz ,   Nk ,1= ,                                                        ( )5.2.2.3  
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şartlarõ sağlanmõş olsun, burada 0, 1817 >cc  sayõlarõ τ  ve h  dan bağõmsõzdõr. Bu 

taktirde ( ) ( )6.2.2.33.2.2.3 −  sisteminin çözümü için, yani şemasõnõn hatasõ aşağõdaki 

kestirim geçerlidir: 
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burada 030 >c ,  h , t  ve m  den bağõmsõzdõr. 0>hτβ ,  0→τ ,  0→h  için 0→hτβ  

dõr. 

 

İspat: ( ) ( )6.2.2.33.2.2.3 −  sistemini, τ  için teoremin şartlarõnõ ve ( )8.1.1.3 , 

( )9.1.1.3 , ( )13.1.2.3  kestirimleri kullanarak aşağõdaki kestirimi elde ederiz: 
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{ }Nm ,...2,1∈∀  burada 031 >c  sayõsõ h , τ  ve m  den bağõmsõzdõr. 

 Şimdi ( )9.2.2.3  un sağ tarafõnõ kestirelim. p
jkF , 2,1=p  ağ fonksiyonlarõ için 

formülleri kullanõrsak aşağõdaki bağõntõyõ kolaylõkla yazabiliriz: 
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    1,1 −= Mj , Nk ,1= ,  2,1=p                        ( )14.2.2.3  

( )1.2.2.3  formülüne göre ( )11.2.2.3  den p
jkF ,  2,1=p ,  1,1 −= Mi ,   N,2  için 

aşağõdaki formülü elde ederiz: 
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Cauchy-Bunyakovski eşitsizliğini uygulamõş olursak buradan aşağõdaki eşitsizliği 

elde ederiz: 
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Buradan da; 
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2p
jkF  için olan formülü kullanõrsak aşağõdaki eşitliği elde ederiz: 
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Cauchy-Bunyakovsky eşitsizliğini kullanõrsak sonuncu eşitlikten aşağõdaki eşitsizliği 

kolaylõkla elde edebiliriz:  
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kF ,  Nk ,1= ,  2,1=p   terimini kestirelim. Bu ağ fonksiyonunun 1=p  için 

formülünü kullanõrsak aşağõdaki eşitliği yazabiliriz: 
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buradan da Cauchy-Bunyakovsky eşitsizliğinin yardõmõyla aşağõdaki eşitsizliği elde 

ederiz: 
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2=p  için 2
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kF  olan formülden aşağõdaki eşitliği elde ederiz: 
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elde ederiz. 

 ( )18.2.2.3  ve ( )19.2.2.3  eşitsizliklerini aynõ şekilde 12
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kullanarak aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 
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 Şimdi 3p
jkF ,  1,1 −= Mj ,  Nk ,1= ,  2,1=p  terimlerini kestirelim. 

( )13.2.2.3  formülünü kullanõrsak aşağõdaki eşitliği yazabiliriz: 
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p
jkψ  için formüle göre aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 
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Kolaylõkla ( )txp ,ψ ,  2,1=p  fonksiyonlarõ için aşağõdaki eşitsizlikler elde edilir: 
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[ ]Tt ,0∈∀ . Burada 0, 3332 >cc  belirli sayõlardõr ve t  den bağõmsõzdõr. Bu 

kestirimleri ve ( )23.2.2.3  eşitsizliğini kullanarak aşağõdaki eşitsizlikleri elde ederiz: 
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{ }1,...2,1 −∈∀ Mj ,  { },...2,1∈∀ k  burada 024 >c  sayõsõ j  ve k  dan bağõmsõzdõr. 

( )22.2.2.3  den aşağõdaki eşitliği elde ederiz. 
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Şimdi ( )txp
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jk ,ψψ −  farkõnõ ele alalõm. p

jkψ  için olan formülü kullanõrsak bu farkõ 

aşağõdaki gibi yazabiliriz: 
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bu ifadeyi ( )28.2.2.3  de kullanõrsak aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

  +
∂

∂
+

∂
∂

≤ ∫ ∫ ∫ ∫
− −

+

−

+

−

k

k

j

j

k

k

j

j

t

t

hx

hx

t

t

hx

hx

ppp
jk dxdt

th
bdxdt

x
hbF

1 1

2/

2/

2/

2/

22
1

22
123 32 ψτψ

τ
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  jj wvc −+ 2
343 ,         

  1,1 −= Mj , Nk ,1= , 2,1=p                                                ( )30.2.2.3  

 Şimdi 4p
jkF ,  1,1 −= Mj ,  Nk ,1= ,  2,1=p  terimlerini kestirelim. 4p

jkF  için 

olan formülü kullanõrsak, aşağõdaki eşitliği yazabiliriz: 

  ( ) ( )∫ ∫
−

+

−




 −=

k

k

j

j

t

t

hx

hx

p
jk

p
jkpp

p
jk dxdttxtx

h
aF

1

2/

2/

2214 ,, ψψψψ
τ

, 

  1,1 −= Mj ,  Nk ,1= ,  2,1=p                                               ( )31.2.2.3  

aşağõdaki eşitliğin geçerli olduğu açõktõr: 

  ( ) ( ) =− p
jk

p
jkpp txtx ψψψψ

22
,,  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )p
jkpp

p
jk

p
jkpp

p
jk txtxtxtx ψψψψψψψψ −+−





 += ,,,,

22
 

bu eşitliği kullanõrsak 4p
jkF  için aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

  ( ) ( )∫ ∫
−

+

−

−




 +≤

k

k

j

j

t

t

hx

hx
p

p
jkp

p
jk

p
jk dxdttxtx

h
aF

1

2/

2/

2214 ,,
3 ψψψψ
τ

, 

  1,1 −= Mj , Nk ,1= ,  2,1=p  

burada ( )11.2.1.3  in birinci eşitliğini ve ( )26.2.2.3 ,  ( )27.2.2.3  eşitsizliklerini 

kullanõrsak 

  ( )∫ ∫
−

+

−

−≤
k

k

j

j

t

t

hx

hx

p
jkp

p
jk dxdttx

h
cF

1

2/

2/

354 , ψψ
τ

 

  1,1 −= Mj , Nk ,1= ,  2,1=p                                               ( )32.2.2.3   

burada ( )29.2.2.3  u kullanõrsak aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

  ∫ ∫
−

+

−

+
∂

∂
≤

k

k

j

j

t

t

hx

hx

pp
jk dxdt

x
hcF

1

2/

2/

3524 2 ψ
τ ∫ ∫

−

+

− ∂
∂k

k

j

j

t

t

hx

hx

p dxdt
xh

c

1

2/

2/

2

352 ψτ
, 

  1,1 −= Mj , Nk ,1= ,  2,1=p                                               ( )33.2.2.3  

Fubini teoremini [22] kullanõrsak, ( )15.2.2.3  den aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

( ) ( )
∑∑ ∫ ∫

=

−

= − Ω














∂
+∂

−
∂

∂
≤

N

k

M

j

ppp
jk ddxdt

t
tx

t
tx

Fh
2

1

1

0 2
21 ,,1

τ

θ
θψψ

τ
τ ,  2,1=p .        ( )34.2.2.3  
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Herhangi 0>ε  alalõm. ( )Ω2L  uzayõnda tanõmlanmõş fonksiyonunun sürekliliği 

teoremine göre δτθ <<  iken  

    ( ) ( )
( )

εθψψ <
∂

+∂−
∂

∂

Ω2

,,

Lt
tx

t
tx   

olacak şekilde 0>δ  sayõsõ vardõr. Buna göre böyle τ  lar için ( )34.2.2.3  den 

aşağõdaki eşitsizliğin geçerli olduğunu elde ederiz. 

    ∑∑
=

−

=

≤
N

k

M

j

p
jk wFh

2

1

1

021
ττ                                         ( )35.2.2.3  

burada 00 >τw ,  0→τ  için 00 →τw . ( )16.2.2.3  eşitsizliğine göre 

   
( )

( )
∑ ∫

−

= ∂
∂

≤
1

1 0

2

,0

21
1

2

.,M

j L

pp
j dt

t
t

Fh
τ ψ

τ
l

 

eşitsizliğini elde ediyoruz. İntegral mutlak sürekliliğine göre sonuncu eşitsizlikten  

   ∑
−

=

≤
1

1

121
1

M

j

p
j wFh ττ ,  2,1=p .                                         ( )36.2.2.3   

Burada 01 >τw , 0→τ  için  01 →τw . Böylece ( ) ( )36.2.2.335.2.2.3 −  

eşitsizliklerinden 

   01

1

1

1

021 ~
ττττ wwwFh

N

k

M

j

p
jk =+≤∑∑

=

−

=

,  2,1=p                     ( )37.2.2.3  

( )35.2.2.3  eşitsizliğinin elde edilmesiyle aynõ olarak ( )17.2.2.3  den aşağõdaki 

eşitsizliğin geçerli olduğunu elde ediyoruz: 

   ∑∑
=

−

=

≤
N

k

M

j
h

p
jk wFh

1

1

2

221τ ,  2,1=p                                      ( )38.2.2.3  

burada 02 >hw  ve 0→h  için 02 →hw . ( ) ( )21.2.2.318.2.2.3 −  eşitsizliklerinden 

aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz:  

   
( )

∑ ∫
= ∂

∂
≤

N

k

h

TL

pp
j dx

x
aFh

1 0

2

,0

2

2
2

0

21
1

2

9
ψ

τ                             ( )39.2.2.3  

   
( )

∑ ∫
= −

− ∂
∂

≤
N

k h TL

pp
kM dx

x
aFh

1

2

,0

2

2
2

0

21
1

2

9
l

l

ψ
τ                        ( )40.2.2.3   
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buradan ve integralin mutlak sürekliliğinden bu eşitsizliklerinin sağ taraflarõnõn 

0→h  için sõfõra yaklaştõğõnõ elde ederiz. Yani; 

   ∑
=

+≤
N

k

p
jFh

1

21
1τ ∑

−

=
− ≤

1

1

321
1

M

k
h

p
kM wFhτ ,  2,1=p               ( )41.2.2.3  

buradan  03 >hw  ve 0→h  için 03 →hw  dõr. Bu taktirde  ( )38.2.2.3  den ve  

( )41.2.2.3  den 

   0

1

1

1

21 ~
h

N

k

M

j

p
jk wFh∑∑

=

−

=

≤τ ,  2,1=p                                       ( )42.2.2.3  

eşitsizliğini elde ederiz. Burada 320~
hhh www += . ( )30.2.2.3  eşitsizliğinden 

( ) ( )18.2.1.317.2.1.3 −  kestirimlerinin yardõmõyla bir sonraki eşitsizliği elde ederiz: 

  ( ) [ ]( )4
22

36
1

1

1

23 vvQhcFh n

N

k

M

j

p
jk −++≤∑∑

=

−

=

ττ , 2,1=p .    ( )43.2.2.3                         

burada 036 >c  sayõsõ τ  ve h  den bağõmsõzdõr.  

    

 Nihayet ( )33.2.2.3  eşitsizliğinden ( ) ( )18.2.1.317.2.1.3 −  kestirimlerinin ve 

( )vQn  operatörü için olan formülü yardõmõyla aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

  ( )22
38

1

1

1

24 hcFh
N

k

M

j

p
jk +≤∑∑

=

−

=

ττ    2,1=p ,  { }Nm ,...2,1∈∀         ( )44.2.2.3  

burada 038 >c  sayõsõ τ  ve h  den bağõmsõzdõr. Böylece ( )37.2.2.3  ve  

( ) ( )44.2.2.342.2.2.3 −  eşitsizliklerinin yardõmõyla ( )9.2.2.3  ve ( )10.2.2.3  dan 

aşağõdaki eşitsizliğin geçerli olduğunu elde ederiz: 

  ( ) [ ]( )∑
−

=

−++++≤
1

1

22200
27

2 ~~M

j
nnh

p
jm vvQhwwcZh ττ , 

  2,1=p ,  { }Nm ,...2,1∈∀                                                          ( )45.2.2.3  

burada 027 >c  sayõsõ τ  ve h  den bağõmsõzdõr. Bu eşitsizlikten 

  2200 ~~ hww hh +++= τβ ττ  ve ( ) [ ]
2/1

1

1

2









−=− ∑

−

=

M

j
jjnn vwhvvQ  

şeklinde kabul edersek teoremin hükmünün geçerli olduğunu elde ederiz. Teorem 

ispatlandõ. 
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3.2.3.Fark Yaklaşõmlarõnõn Fonksiyonele Göre Yakõnsaklõğõ 

 

 Bu kõsõmda fark şemasõnõn hatasõ olan kestirimi kullanarak sonlu fark 

yaklaşõmlarõnõn fonksiyonele göre yakõnsaklõğõnõ inceleyelim. 

 

Teorem 3.2.3.1: Farz edelim ki teorem 3.2.2.1 in şartlarõ sağlanmõş olsun. Bu 

taktirde Vv ∈∀ ve [ ] nn Vv ∈∀  için 

   ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )nnhnn vvQcvIvJ −+≤− ,39
~

τβ                   ( )1.3.2.3  

burada 039 >c  olup τ  ve h  dan bağõmsõzdõr ve 0~ >hτβ , 0→τ ,  0→h  için 

0~ →hτβ  dõr. 

 

İspat: ( ) [ ]( )nn vIvJ −  farkõnõ göz önüne alalõm.  ( )1.1.2.3  ve ( )6.1.2.3  formüllerini 

kullanõrsak aşağõdaki eşitliği elde ederiz: 

 

   

( ) [ ]( )

( ) ( )( )∑∑ ∫ ∫
=

−

=

+

−
−

+−+−=

=−
N

k

M

j

t

t

hx

hx jkjk

n

k

k

j

j

txtx

nvIvJ

1

1

1

2/

2/

21
21

1

,, φφψψ
 

   ( ) ( )( )dxdttxtx jkjk
21

21 ,, φφψψ −−−+ ,                                

Cauchy � Bunyakovski eşitliğini ve ( )8.1.1.3 , ( )9.1.1.3 , ( )13.1.2.3  kestirimlerini 

kullanõrsak aşağõdaki eşitsizliği yazabilirliz: 

  ( ) [ ]( ) ( ) +



















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−≤− ∑∑ ∫ ∫

=

−

=

+
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1
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1

,
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k

M

j

t

t

hx
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k
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j

dxdttxcvIvJ φψ    

  ( ) [ ]2140

2/1

1

1

1

2/

2/
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2

1

, JJcdxdttx
N

k

M

j

t

t

hx

hx
jk

k

k

j

j
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




















−+ ∑∑ ∫ ∫

=

−

=

+

−−

φψ          ( )2.3.2.3  

1J  için olan formülü kullanarak aşağõdaki eşitsizliği elde elde ederiz:  

  ( ) ( )∑∑ ∫ ∫
=

−

=

+

−−

≤−+−=
M

k

M

j

t

t

hx

hx
jkjkjk
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k
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1
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2
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1

, φψψψ  
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  ( )∑∑ ∫ ∫
=

−

=

+

−−

+−≤
N

k

M

j

t

t

hx

hx
jk

k

k

j

j

dxdttx
1

1

1

2/

2/

21
1

1

,2 ψψ  

  + ∑∑
=

−

=
+=−

N

k

M

j
jkjk JJh

1

1

1
1211

2112 φψτ .                                           ( )3.3.2.3  

   

Önce −11J i kestirelim.  ( )29.2.2.3  formülünü kullanõrsak, 

( ) ( )

2
12

2
12

11
22

44
ΩΩ ∂

∂+
∂

∂≤
LL x

h
t

J ψψτ                                         ( )4.3.2.3  

eşitsizliğini elde ederiz. 

( )8.2.2.3  kestirimini 1=p  için kullanõrsak 

  ( ) [ ]( )2
3012 2 nnh vvQcJ −+≤ τβ                                                 ( )5.3.2.3   

eşitsizliği ispatlanõr. 

Böylece ( )4.3.2.3  ve ( )5.3.2.3  kestirimlerini yardõmõyla 

  ( ) ( ) [ ]( )2
41

2
11 nnh vvQcJ −+≤ τβ                                              ( )6.3.2.3  

eşitsizliği elde edilir. Burada 041 >c  sayõsõ τ  ve h  den bağõmsõzdõr. Aynõ şekilde 

( )2
2J  için aşağõdaki eşitsizlik ispatlanõr: 

    ( ) ( ) [ ]( )2
42

2
2 nnh vvQcJ −+≤ τβ .                                 ( )7.3.2.3                         

Böylece ( )6.3.2.3  ve ( )7.3.2.3  eşitsizliklerini kullanõrsak  ( )2.3.2.3  den teoremin 

hükmü ispatlanmõş olur. 

 Şimdi fonksiyonele yakõnsaklõk teoreminin ispatlamadan önce yardõmcõ 

Lemmayõ ispatlayalõm. 

 

Lemma 3.2.3.2: Farz edelim ki 3.2.3.1. in şartlarõ sağlanmõş olsun. Bunu yanõ sõra 

diyelim ki nQ  operatörü ( )2.2.2.3  formülüyle tanõmlanmõş olsun. Bu taktirde 

( ) nn VvQ ∈  ve aşağõdaki kestirim geçerlidir: 

    ( ) ( )( ) hnn cvQIvJ τβ~39≤− .     
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İspat: Farz edelim ki  Vv ∈  herhangi bir mümkün kontroldür. nQ  operatörünün 

tanõmõna göre 

    

( ) ( )121 ,...,, −= Mn wwwvQ
 

( )∫
+

−

=
72

2/

1 hx

hx
j

j

j

dxxv
h

w ,  1,1 −= Mj  dir.   

Bu formülü kullanõrsak, aşağõdakileri yazabiliriz. 

  ( ) 0

2/

2/
0

2/

2/

11 bb
h

dxxv
h

w
hx

hx

hx

hx
j

j

j

j

j

=≥= ∫∫
+

−

+

−

,  1,1 −= Mj    

  ( ) 1

2/

2/
1

2/

2/

11 bb
h

dxxv
h

w
hx

hx

hx

hx
j

j

j

j

j

=≤= ∫∫
+

−

+

−

,  1,1 −= Mj .   

Bu eşitsizliklerden, 10 bwb j ≤≤ ,  1,1 −= Mj  elde edilir.      

Buradan  nV  kümesinin tanõmõna göre ( ) nn VvQ ∈  elde edilir. Bu takdirde [ ] nn Vv ∈  

diskrit kontrolünü alõp teorem 3.2.3.1 i ispatlamõş olursak lemmanõn hükmünün 

geçerli olduğunu elde ederiz. Lemma ispatlandõ. 

Farz edelim ki nP  operatörü aşağõdaki formül ile tanõmlõdõr.  

   [ ]( ) ( )xvvP nn
~= .                                                                 

( )8.3.2.3  

Burada ( ) jvvv =~ ,  2/2/ hxxhx jj +≤≤− ,   1,1 −= Mj  dir. 

 

Lemma 3.2.3.3: Farz edelim ki, teorem 3.2.3.1 in şartlarõ sağlanmõş olsun. Bunun 

yanõ sõra nP  operatörü ( )8.3.2.3  formülü ile tanõmlansõn. Bu taktirde [ ]( ) VvP nn ∈  ve 

aşağõdaki kestirim geçerlidir: 

  [ ] [ ]( ) hnnnn cvIvPJ τβ~))(( 39≤− .    

İspat: Farz edelim ki, [ ] Vv n ∈  herhangi diskrit kontrol olsun. nP  operatörü ( )8.3.2.3  

formülünü tanõmladõğõndan nV  kümesinin tanõmõna göre aşağõdaki eşitsizlikleri 

yazabiliriz: 
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  ( ) [ ]( ) 0
~ bvvPxv jnn ≥== ,   2/2/ hxxhx jj +≤≤− ,  1,1 −= Mj , 

  ( ) [ ]( ) 1
~ bvvPxv jnn ≥== ,   2/2/ hxxhx jj +≤≤− ,  1,1 −= Mj .

  

Buradan ve V  kümesinin tanõmõndan [ ]( ) VvP nn ∈  olduğunu elde ediyoruz. Buna 

göre Vv ∈  kontrolünün yerine ( ) [ ]( ) VvPtv nn ∈=~  kontrolünü alõp 3.2.3.1 teoremini 

ispatlamõş olursak 

  [ ]( )( ) [ ]( ) [ ]( )( ) [ ]( )nnnnhnnnn vvPQcvIvPJ −+≤− τβ~39           ( )9.3.2.3  

eşitsizliğini elde ediyoruz. 

 Şimdi [ ]( )( ) [ ]nnnn vvPQ −  normunu kestirelim. 

  

[ ]( )( ) [ ]

( ) =−=−=

=−

∑ ∑ ∫∫
−

=

−

=

+

−

+

−

1

1

1

1

22/

2/

22/

2/

2

1~1M

j

M

j

hx

hx
jj

hx

hx
j

nnnn

j

j

j

j

vdxv
h

hvdxxv
h

h

vvPQ

 

  ∑
−

=

=−=
1

1

2
0

M

j
jj vvh . 

Buradan ve ( )9.3.2.3  dan lemmanõn hükmünün geçerli olduğunu elde ediyoruz. 

Lemma ispatlandõ. 

 Nihayet sonlu fark yaklaşõmlarõnõn fonksiyonele göre yakõnsaklõğõ için hükmü 

ispatlayalõm. 

 

Teorem 3.2.3.4: Farz edelim ki lemma 3.2.3.2 ve lemma 3.2.3.3 ün şartlarõ 

sağlanmõş olsun. Bunun yanõ sõra farz edelim ki Vv ∈* , [ ] nn Vv ∈*  sõrasõyla 

( ) ( )5.1.2.31.1.2.3 −  ve ( ) ( )10.1.2.36.1.2.3 −  problemlerinin çözümleri olsun. Yani, 

  ( ) ( )*
* inf vJvJJ

Vv
==

∈
,   

[ ]
[ ]( ) [ ]( )*inf* nnnnVvn vIvII

n

==
∈

 

bu taktirde ( ) ( )10.1.2.36.1.2.3 −  fark problemleri dizisi  ( ) ( )5.1.2.31.1.2.3 −  

problemin yaklaşõmõdõr. Yani **lim JI nn
=

∞→
 ve aşağõdaki kestirim geçerlidir. 

   hn cJI τβ~38** ≤−                                                      ( )10.3.2.3  
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İspat: İspat için [21] çalõşmasõndaki metodolojiyi kullanalõm. Teoremin şartõna göre 

Vv ∈*  kontrolü ( ) ( )5.1.2.31.1.2.3 −  probleminin çözümüdür. Lemma 3.2.3.2 in şartõ 

sağlandõğõnda ( ) nn VvQ ∈*  ve ( )( ) ( ) hnn cvJvQI τβ~39
** ≤− , ,...2,1=n  dir. Bu 

taktirde bu eşitsizlikten 

  ( )( ) ( ) hhnnn cJcvJvQII ττ ββ ~~
39*39

**
* +=+≤≤ ,  ,...2,1=n  

Eşitsizliği elde edilir. Buradan  

   hn cJI τβ~39** ≤− ,  ,...2,1=n                                     ( )11.3.2.3  

Teoremin şartõna göre [ ] nn Vv ∈*   ( ) ( )10.1.2.36.1.2.3 −  probleminin çözümüdür. 

Lemma 3.2.3.3 e göre [ ]( ) VvP nn ∈*  olur ve aşağõdaki eşitsizlik sağlanõr: 

   [ ]( )( ) [ ]( ) hnnnn cvIvPJ τβ~39
** ≤− ,   ,...2,1=n  

Buradan aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz: 

 [ ]( )( ) [ ]( ) hnhnnnn cIcvIvPJJ ττ ββ ~~
3939

**
* * +=+≤≤ ,  ,...2,1=n  

Buna göre sonuncu eşitsizlikten 

   hn cJI τβ~39** −≥− ,     ,...2,1=n                               ( )12.3.2.3  

Eşitsizliğinin geçerli olduğu elde edilir. ( )11.3.2.3  ve ( )12.3.2.3  den ( )10.3.2.3  un 

geçerli olduğunu elde ederiz. nττ = , nhh =  işaretlerine göre 0limlim ==
∞→∞→ nnnn

hτ . 

hτβ~  formülü göz önüne alõnarak ( )10.3.2.3  da ∞→n  için limite geçerek teoremin 

hükmünün geçerli olduğunu elde ediyoruz. Teorem ispatlandõ. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Tezin 3.1. bölümünde ( ) ( )5.1.1.31.1.1.3 −  optimal kontrol probleminin 

çözümünün varlõğõ ve tekliği için teoremler, fonksiyonelin gradiyenti için aşikar 

formül, optimal kontrol probleminin çözümü için varyasyon eşitsizliği şeklinde gerek 

şart ispatlanmõştõr.   

 

Tezin 3.2. bölümünde göz önüne alõnan optimal kontrol problemine farklar 

metodu uygulanmõş elde edilen fark şemasõ için kararlõlõk ve hata kestirimleri, 

fonksiyonele göre yakõnsaklõk ispatlanmõştõr. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Tezde incelenen optimal kontrol problemi konulmasõ açõsõndan önceki 

çalõşmalardan farklõdõr. Belirtmek gerekir ki, Lineer Schrodinger denklemi için bu 

türlü çalõşmalar İskenderov A.D. ve Mahmudov N.M. tarõndan yapõlmõştõr. Bu tez 

çalõşmasõnda ise Lineer olmayan Schrodinger denklemi için optimal kontrol problemi 

incelenmiştir. Bu farklõlõklar problemin konulmasõnda ve incelenmesinde 

değişiklikler oluşturmaktadõr. Problemin konulmasõnõn farklõ olmasõ nedeniyle 

araştõrma bulgularõ diye adlandõrdõğõmõz sonuçlar önceki yazarlarõn çalõşmalarõndaki 

sonuçlarlardan farklõdõr ve onlarla örtüşmez.   
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