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OZET

Bu tezde, lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in Lions fonksiyonelli
optimal kontrol problemi ele alindi. Bu g¢alismanmn 3.1. Boliimiinde problemin
¢cozlimiiniin varlig1 ve tekligine ait hiikiimler ispatland1 ve fonksiyonun gradiyenti
icin formiil elde edildi. Gradiyent i¢in olan formiilii kullanarak optimal kontrol
probleminin ¢dziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart ispatlandi. 3.2.
Boliimiinde goz Oniine alman optimal kontrol problemine sonlu farklar metodu

uygulandi. Sonlu farkli yaklagimlarin fonksiyonele gore yakimsaklig1 ispatlandi.

2006, 47 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrodinger denklemi, Optimal kontrol, Lions fonksiyoneli,

Sonlu farklar, Fonksiyonele gore yakinsama.



ABSTRACT

In this thesis, we study optimal control problem with Lions functional for
nonlinear Schrodinger equation. In the chapter 3.1 of this thesis it proved that the
results belonging to the existence and uniqueness of the solution of this problem and
obtanied Formula for the gradiyent of this function. It is also proved necessary
condition in the shape of variation inequality fort he solution of optimal control
problem by using the fomula obtanied for gradient. In the chapter 3.2 of this thesis
the finite difference method has been applied the considered optimal control
problem. The convergence of finite differences method has been proved with respect

to the functional.

2006, 47 Pages

Keywords: Schrodinger equation, Optimal control, Lions Functional, The finite

differences, The convergence with respect to the functional.
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SIMGELER DiZiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

0] Herhangi

0 Hemen hemen her yerde
i=+-1 Sanal birim

>0 Verilen say1

T7>0 Verilen say1

é}@k = (Q/k ~ @y )/ T t ye gore sol fark

5}.{@,{ = (@k - @_lk)/h x e gore sol fark

0.9 = (40_,-+1k ~ @y )/ h x e gore sag fark

S ¢ = (@Hk -2¢, + @, )/h2 x e gore 2.mertebeden fark
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1.GIRiS

Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri igin
optimal kontrol teorisi ¢agdas optimal kontrol teorisinin 6nemli alanlarindan biridir.
Bu teorinin problemleri ¢ogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer
olmayan optikte ve ¢agdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikar[1-3]. Bu
nedenle bdyle problemlerin incelenmesi, gerek teorik gerekse pratik anlamda dneme
sahiptir. Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ilk 6nce farkl
calismalarda ele alinmistir [4-14]. Bu ¢alismalardan Butkovsky A.G. , Samoylenko
Y.1. , Iskenderov A.D. ve Yagubov G.Y. nin calismalarin1 énemle dikkate almak
gerekir. Iskenderov A.D. ve Yagubov G.Y. nin ¢aligmalarinda hem lineer hem lineer
olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen sistemler i¢cin optimal kontrol teorisi
olusturulmus ve gelistirilmistir. Bu amagcla lineer olmayan Schrodinger denklemi
icin konulmus optimal kontrol problemi incelenmistir. Burada incelenen problem
konulma agismmdan once incelenen problemlerden farklidir. Bu problemde amag
fonksiyoneli olarak Lions tipli fonksiyonel kullanilmistir. Lions tipli fonsiyoneller
ilk kez Fransiz matematik¢i Lions tarafindan sunulmustur [15]. Bu tipli
fonsiyoneller katsayiyla kontrol edilen sistemler i¢in kontrol problemlerinde ilk kez
Iskenderov’un caligmalarinda sunulmustur ve analiz edilmistir [16]. Lions
fonksiyonelli optimal kontrol problemleri Schrodinger denklemi i¢in dnceden farkli
konulmada Iskenderov ve Mahmudov’un ¢alismalarinda incelenmis ve problemin iyi
konulmasina ve ¢dziim icin gerek sartlara ait sonuglar elde edilmistir [8,9]. Bu
calismalarda g6z Oniline alinan problemlerin niimerik ¢éziimiine ait sonuglarda var

olmaktadir.

Bu tez ¢aligmasinda tistte denildigi gibi lineer olmayan Schrodinger denklemi
icin Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele alinmistir. G6z Oniine alinan
problem i¢in 6nce problemin iyi konulmasina ait olan sorular cevaplandirilmistir,
yani optimal kontroliin varligi ve tekligine ait hiikiimler ispatlanmistir. Sonra
problemde kullanilan ama¢ fonksiyonelinin diferensiyellenebilmesi incelenmis ve

onun gradiyenti i¢in formiil elde edilmistir. Graditent i¢in olan formiilii kullanarak



optimal kontrol probleminin ¢éziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart
ispatlanmustir.

Optimal kontrol problemleri i¢in incelenen sorulardan biri onlarin niimerik
¢oziim sorusudur. Optimal kontrol problemlerini ¢6zmek i¢cin simdiye kadar farkl
metotlar kullanilmigtir. Bu metotlardan birisi sonlu farklar metodudur. Sonlu farklar
metodunun temelinde {inlii Rus matematik¢i Tikonov A.N. Samarski A.A. ve
digerlerinin olusturdugu ve gelistirdigi farklar semasi teorisi bulunmaktadir. Optimal
kontrol problemlerinin ¢dziimiine sonlu farklar metodu uygulanirken 6nce kontrol
olunan sistem ifade edilen diferensiyel denklem fark semasina dontistiiriiliir ve elde
edilen fark semasi i¢in kararlilik ve semanin hatast sorular1 incelenir. Bu sorularin
incelenmesinde farklar semasi teorisiyle ilgili bilgiler 6nemli rol oynar. G6z Oniine
alman fark semas: icin elde edilen sonuglar optimal kontrol probleminin sonlu

farklar metoduyla ¢oztimiinde kullanilir.

Bu tez calismasinin materyal ve yontem bdliimiiniin 2. kismi Schrodinger
denklemi i¢in kontrol problemine sonlu farklar metodunun uygulanmasma yonelik
olmustur. Bu kisimda goz Oniline alman optimal kontrol probleminin fark
yaklagimlar1 elde edilmistir. Once fark semasmin kararlihigini ifade eden kestirim
ispatlanmistir. Bu kestirimi kullanarak farklar semasinin hatast incelenmistir.
Inceleme sonucunda semanm hatas1 igin kestirim elde edilmistir. Elde edilen iki
kestirimi  kullanarak fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakmsakligi
gosterilmistir. Once bunun igin siirekli fonksiyonel ile diskrit fonksiyonelin
degerlerleri arasindaki fark kestirilmis ve bu degerlendirmede fark semasi igin elde
edilen kestirim 6nemeli rol oynamistir. Fonksiyoneller arasindaki farktan ve fark
semasinin hatasi olan kestirimden faydalanarak fonksiyonele gore yakinsaklik sonug
olarak elde edilmistir. SOylemek gerekir ki Schrodinger denklemi i¢in optimal
kontrol probleminin niimerik c¢oziimiiyle ilgili olan sorular ve sonlu farklar

metodunun yakimsaklig1 6nce [17,10,11,12,14] calismalarinda incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde ilerleyen konularda gecen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1: L, (O,E) Hilbert uzay1 olup elamanlar1 (O,E) araliginda olgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve

norm agagidaki gibi verilir:

<u,v>L2(W) = ju(x);(x)dx ,

iz

L(0.0) ~ <u’u>L2(0,() :

Tanmm 2.2: L, (Q) Hilbert uzay1 olup elamanlar1 Q bolgesinde oOlgiilebilir ve
modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ carpim ve

norm asagidaki gibi verilir:

(0.0, o = [lx.0)dlx, )axat,

Q

||¢I||L2(Q) <¢I’¢I>L2 (@) -

Tanmm 2.3: L (O,K) Banach uzay1 olup elemanlar1 (O,E) araliginda Olciilebilir ve
smirli fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanir:

= yraimax|u (xx .
L, (0.6) x0(0,¢)

o

Tanimm 2.4: C 0([0, T ],B) Banach uzay1 olup elemanlar1 [O, T ] araliginda siirekli olan

ve degerlerini B Banach uzaymdan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

o

c*([o,7],B) = ?Dl[(jaj](”u(tMB )



Tanmm 2.5: WZZ’I(Q) Hilbert uzay1 olan Sobelev uzayidir, elemanlar

oy oy
ox = x>

b

bdlgesinde tanimlanan Oyle w(x,t) fonksiyonlaridir ki, ¢,

aa—l’lIDL2 (Q) ozelliklerini saglar. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde
t

tanimlanir;

).

<¢’,¢>W22,1(Q) = j[w(%t)za(x,tﬁ ow(x,r) ¢,

5 Ox Ox

, _ _
N 0 l//(x,t) azdx,t) N al//(x, t) de,t) dvdr .
ox? Ox? ot ot

i

i) =AW D)

0 L1
Tanim 2.6: W, (Q) uzay1 WZZ’I(Q) uzaymimn alt uzayr olup elemanlar1 Q

dikdortgeninin yan taraflarinda sifira esittir.

Tamm 2.7: Diyelim ki B herhangi Banach uzay1 ve J (u) fonksiyoneli u noktasinin

herhangi bir O(u, y) = {v :vUB,|v- u” < y} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 i¢in

O(h,u)

1m =0
Jil o |

B

olacak sekilde A](u) = J(u + h) - J(u) = <J' (u), h>B + 0<h, u> sartmn1  saglayan

J '(u)DB* elamani varsa, bu taktirde J (u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet

anlaminda diferensiyellenebilir denir.

Tammm 2.8: Eger B Banach uzaymdan olan {uk} dizisi i¢in OcOB’,
%im(c,uk> =<c,u> sart1 saglaniyorsa bu taktirde {uk} dizisi u [0 B noktasina zayif

yakinsiyor denir.



Tanmm 2.9: U, B Banach uzaymnm bir kiimesi olsun. Eger D{u k} UU dizisinden

zay1f yakinsayan en azmdan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu taktirde U kiimesine

B de zayif kompakt kiime denir.

Tanimm 2.10: J (u) fonksiyoneli B Banach uzaymmn U alt kiimesinde tanimlanmig
olsun. Eger u«UOU noktasina zayif yakinsayan {uk} au dizisi igin

limJ (u k) =J (u) sart1 saglaniyorsa bu taktirde J (u) fonksiyoneline # noktasinda

k - o0

alttan zayif yar1 siirekli denir.

Tamm 2.11: Diyelim ki U, B Banach uzaymn alt kiimesi, J (u) fonksiyoneli bu

kiimede 1. mertebeden stirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve
U. = iu au:J (u) =J. = i%f J (u)} kiimesi J (u) fonksiyonelinin minimum noktalar
kiimesi olsun. Bu taktirde Uu, OU, ve OuU ig¢in <J'(u*),u —u*> >0 sart1

saglanir.

Teorem 2.12: U, B Banach wuzaymda zayif kompakt kiime olsun. J (u)
fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan yar1 stirekli

olsun. Bu taktirde J, = i%f J(u) >—o0, U, = {u du: J(u) = J*} # zayif kompakttir

ve U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar1 kiimesine zay1f

yakinsar.

Teorem 2.13 (Goebel): Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X
uzaymin kapali smirli kiimesi, 7 (v) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan
alttan sinirh ve alttan yari siirekli fonksiyonel ve a <0, £ =1 verilen sayilar olsun.
Bu taktir de X uzaymnda her yerde yogun olan 6yle G alt kiimesi vardir ki Ow O G
icin

J, (v) = I(v) + a||v - w||§



fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiiciik degerini alir. Eger S>1 ise J, (v)

fonksiyoneli en kii¢iik degerini U kiimesi lizerinde bir tek noktada alir.



3.MATERYAL VE YONTEM

3.1.Lineer olmayan Schrodinger Denklemi icin Lions fonksiyonelli Optimal

Kontrol probleminin iyi Konulmasi ve Coziim i¢cin Gerek Sartlar

Bu boliimde lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in Lions fonksiyonelli
optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢cin dnce varlik ve teklik teoremleri ispatlanir.
GOz Oniine alman problemde fonksiyonelin diferensiyellenebilmesi incelenir ve
fonksiyonelin gradiyenti i¢cin asikar formiil elde edilir. Bu formiil kullanilarak
varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart ispatlanmistir. Benzer meseleler

[5,6,8,12,14,16] calismalarinda incelenmistir.
3.1.1.Problemin Konulmasi

¢ ve T verilen pozitif sayilar olmak {iizere xD[O,E],tD[O,T ]
Q, =(0,£)><(0,t), Q=Q, oldugunu kabul edelim. Asagidaki optimal kontrol

problemini gbz Oniine alalim:

J, (v) = .ﬂwl (x, t) -y, (x,t) ? dxdt + a’”v - w||i2 (0/) (3.1.1.1)
Q
fonksiyonelinin
v :{v = (x):v O L, (0,0)0 < b, SV(x)sbl,ﬁxD(O,E)}

kiimesi lUizerinde

2
W, O,
Ox

—v(x)t/!k +a1|lﬂk|zlﬂk =fk(x,t), k=12, (x,t)DQ, (3.1.1.2)

ot

W, (x,0)=9,, k=12, x0(0,¢), (3.1.1.3)

w,(0,0)=w,(¢,1)=0, t0(0,7), (3.1.1.4)

641/2(0,1‘):641/2(6,1‘):0, +0(0,7) (3.1.1.5)
Ox Ox



sartlar1 altinda minumumunu bulmak gerekir. Burada; i =+-1, a=0, b, >0,
b >0, a,>0, —o<g <+ verilen sayllar, wlL, (O,E ) verilen

eleman, ¢,,9,, f,, f, fonksiyonlar1

é, DWO; (0,¢) ¢, 0w} (0,0) 49,(0) _ 4, (0) _ 0, (3.1.1.6)
dx dx
£,O0w2Q), k=12 (3.1.1.7)

sartlarin1 saglayan fonksiyonlardir. ClvO)V igin (3.1.1.2)—(3.1.1.4) sartlarindan
W, =y, (x,t) =Y, (x, t;v) fonksiyonunun bulunmasi Schrodinger denklemi i¢im 1.tip
smir  deger problemi, (3.1.1.2), (3.1.1.3) ve (3.1.1.5) sartlarindan
Y, =lﬂ2(x,t)5w2(x,t;v) fonksiyonunun bulunmas: problemi ise Schrodinger

denklemi i¢in 2. tip sinir deger problemidir.

Tanim 3.1.1.1: (vOV igin (3.1.1.2)—(3.1.1.4) siir deger probleminin ¢dziimil

2,1 o
olarak g, O (Q), ¢, IW(Q) olan ve O(x,7)0Q icin (3.1.1.2)-(3.1.1.5)

sartlarin1 saglayan ¢, =¢, (x,z‘)Ew1 (x, z‘;v),w2 =y, (x, t) =y, (x, t;v) fonksiyonlar
anlagilir. [14] ¢alismasindaki sonuglar1 kullanarak Chv OV igin (3.1.1.2)—(3.1.1.5)
siir deger probleminin bir ¢éziime sahip oldugu ve bu ¢0ziim i¢in asagidaki

kestirimlerini gegerli oldugu elde edilir:

52 0y < (1,
7

3; (0,¢) + ”fl Wl (Q))’

Wi () SCsz w2 (0.6) +|f, Wz‘“(Q))

burada ¢, >0, ¢, >0 sayilardir.
3.1.2.0ptimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg ve Tekligi

(3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol problemini gbéz oOniine alalim. Bu
problem i¢in gerekli olan ¢dziimiin varlig1 ve tekligi sorularmi inceleyelim. Once
a >0 icin (3.1.1.1) - (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin bir tek ¢dziimiiniin var

olmasni ispatlayalim.



Teorem 3.1.2.1: L, (O,E) uzaymda her yerde yogun olan dyle bir G alt kiimesi
vardrr ki, OwO G ve a >0 i¢cin (3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin bir

tek ¢coziimii vardir.

ispat: Once J,(v) fonksiyonelinin ¥ kiimesi iizerinde siirekli oldugunu

ispatlayalim. Fonksiyonelin tanimma gore J, (v) fonksiyoneli asagidaki gibidir:
J,(v) :“l//1 (x,2) -y, (x,txzdxdt (3.1.2.1)
Q

AvUL, (O,E ) artist v+ Av ) olacak sekilde herhangi v elamanina verilen bir artis
olsun. Bu taktirde (3.1.1.2) - (3.1.1.5) smir deger probleminin ¢ézliimii olan
W, =y, (x,t) =Y, (x,t;v) , k =1,2 fonksiyonlar1

Ay, =Ay, (x,t) =Y, (x,t;v + Av) -y, (x,t;v),
artigina sahip olur. Burada ¢, (x,t;v+Av), k=12 (3.1.1.2)—(3.1.1.5) smir deger

probleminin v +Av [V elemanina uygun ¢oziimdiir.

(3.1.1.2)— (3.1.1.5) sartlarindan Ay, =y, (x, t), k =1,2 fonksiyonlarinin

i 40, T2V (1) + tol)ngy, +
ot Ox

ta, qwmr +|¢’k|2 )Al/’k + alkakaak =

=Mv(x,, k=12, (x7)0Q, (3.1.2.2)
Ay, (x,0)=0, k=12, x0(0,0), (3.1.2.3)
Ay, 0,0)= by, (¢,1)=0, ¢0(0,7), (3.1.2.4)
08y, (0.1) _ony(t.t) _ :0(0,7), (3.1.2.5)

Ox Ox

smir deger probleminin ¢Oziimiiniin  oldugunu elde ederiz. Burada
Ypn =W,a (x,t) =Y, (x,t,v +Av) dir.
Simdi Ay, =AY, (x,t), k =12 fonksiyonlarni kestirelim. Bunun ig¢in

(3.1.2.2) denklerinin her iki tarafini AE ' (x,t), k =12 fonksiyonlarmna garpip Q,

iizerinden integralleyelim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde ederiz:



2

PO — () + o)), [+

Ox

[,

R AR AR A A e

= .[Av(x)gllkAEkdxdt,

Qf
¢ D[O,T ], k =1,2. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak, asagidaki

esitligi elde ederiz:

o, (.1)

2

2 o =2l [imla g, (00, ] fivar +
Q,

+2[Im|v(xh, 0, |, De0f0,7], k=12

Bu esitligin sag tarafini degerlendirirsek,

law, (1)

2

L,(0.0) < 2.[|¢Ik||¢/kA||A¢/k|2dth +
Qr

+ 2 [|avy, o, |dxde , k=12, DeO[0,7] (3.1.2.6)
Qr

L2l

o1
/g (Q) uzay1 Lm([O,T],Wz(O,f)J, WZZ’I(Q) uzay1 ise L, ([O,T],WZI(O,E)) uzayima

stirekli gomdiiglinden

”4”1 Lw[[O,T],V;/lz(O,()] S¢ ||l//1 ; (3.1.2.7)

2,1
/) (Q) ?

(3.1.2.8)

[

L ([o.7]7 (0.0)) s 04”4”2 w21 (q)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada ¢, >0, ¢, >0 sayilar1 ¢, ve ¢, den bagimsizdir.
Bu esitsizliklerin yardimiyla (3.1.1.8) ve (3.1.1.9) esitsizliklerinden asagidaki
kestirimleri elde ederiz:

||l//1 Lw[[O,T],V;/lz(O,()] S ¢ (“¢1 (3.1.2.9)

ﬁ/i(o,() + ”fl wi(Q) )’

(3.1.2.10)

”wZ w(Q) )

L, ([O,T],Wzl (0,()) S ¢ me wi(0,0) + ”fZ
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burada ¢, >0, ¢, >0 sayilardir. Bu kestirimler herhangi vV icin gegerli

o1
oldugunu Wz(O,f), w, (O,E) uzaylar1 L, (O,K) uzayma gomdiigiinden asagidaki
esitsizlikleri elde ederiz:

[, (@) S €5

ka”Lw(Q) <cg, k=12 (3.1.2.11)

burada ¢, >0, ¢, >0 sayilardir.

Bu esitsizlikleri (3.1.2.6) da kullanirsak,

2

Lz((),() < c‘).[”Al/lk ('9T) dT,
0

2
L,(0.1)

T
lag, (.2) i ondT+ [lave,
0

k=12 0|0, T]
esitsizligini elde ederiz. Burada Gronwall lemmasint uygularsak asagidaki kestirim

elde edilir:
|aw, (1)

2

L,(0,¢) S ¢ ”Avlﬂk

2
L,(0,0)°

0:0f0,7], k=12 (3.1.2.12)

iz(g) < cH”Av
burada c,, >0, ¢,, >0 sayilar1 Av dan bagimsizdur.
Simdi J, (v) fonksiyonelinin artigin1 hesaplayalim. (3.1.2.1) formiiliinii
kullanrsak (v OV i¢in asagidaki formiilii kolaylikla elde ederiz:
AJO(V) = Jo(v+Av)—J0(v) =

= 2.[ Rell(lﬂ1 (x, t) -y, (x, t))(AlZl (x, t) - AlZ(x, t)) dxdt +

A2 o 18, - 2 Relaw, (v.)aw, (x. o) Jixd (3.1.2.13)

Burada  Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini  uygulayip (3.1.1.8)—(3.1.1.9)

kestirimlerini kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

"A]o (V)” scp, 0|A¢/1 iz(g) +||sz iz(Q) +||Alﬂ1 () +||A¢/2||L2(Q)). (3.1.2.14)

Burada ¢ ,>0 sayis1 Av den bagimsizdrr. Bu esitligin sag tarafinda (3.1.2.12)
kestirimini kullanirsak fonksiyonelin vV elemani {izerinde artis1 i¢in asagidaki
esitsizligi elde ederiz:

INNOETA S L o) (3.1.2.15)

L,(0,0) + ”AV

11



Burada ¢, >0 sayis1 Av den bagimsizdir. (3.1.2.15) esitsizliginden ||Av||L 0 = 0

icin A]O(v) — 0 olur. Dolayisiyla Jo(v) fonksiyoneli v noktasinda stireklidir. v
noktast J kiimesinin herhangi eleman: oldugundan J, (v) fonksiyonelinin V
kiimesi iizerinde siirekli oldugu ispat edilir. Buradan da OvOV i¢in J, (v)
fonksiyonelinin 7 kiimesi lizerinde alttan sl ve alttan yari siirekli oldugu
ispatlanmis olur. Tanima gore J kiimesi L, (O,E ) uzayinda kapali ve smirli kiimedir.
L, (O,E ) uzayi ise Hilbert uzay1 oldugunda diizgiin konveks uzaydir [18].
1v)=J,0v), X =L,(0,7), U=V

almis olursak kuramsal temeller boliimiindeki teorem2.13 iin sartlarinin saglandigini
goriiriiz. Bu taktirde teorem2.13 {in hiikmiinii kullanmis olursak L, (O,E ) uzayida
her yerde yogun olan G alt kiimesi bulunur ki, OwG i¢in @ >0 oldugu taktirde
(3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol problemi bir tek ¢dziime sahip olur. Teoerem
ispatland1.

Simdi (3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin en azindan bir

¢oziime sahip olmasini (@ = 0 i¢in ) gosterelim.

Teorem 3.1.2.2: Kabul edelim ki @, (x), f,(x,z), k=12 fonksiyonlar1 (3.1.1.6),

(3.1.1.7) sartlarin1 saglamig olsun. Bu taktirde (3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol

problemi @ =0 icin en azindan bir ¢dziime sahiptir.

Ispat: Herhangi {v’"} UV mininmallestirici dizisini ele alalim.

limJ, ()=, =inf J, (v). (3.1.2.16)

m —

Her bir v 0OV, m=12,.. ig¢in (3.1.1.2)—(3.1.1.5) smir deger probleminin
¢Ozumiini

wr =g () =g, (), k=12
gibi gdsterelim. Bu taktirde (3.1.1.8)—(3.1.1.9) kestirimlerinden ~asagidaki

kestirimleri elde ederiz:

12



W g <65 e
(3.1.2.17)

2 wei() = o (“¢z

2,0 —
W, (Q)) cl3 >

Vi’/z(o,é) + ”fl j

(3.1.2.18)

w20 T /2 WZZ’O(Q)) = Cuy
m=12,.. Burada c,,, ¢, >0 sabitleri m den bagimsizdr. V' kiimesi LW(O,E)
uzaymnda smirli kiime oldugundan {v’"} UV dizisinden bu uzayda vUL (O,E)
elemanina (E)—zaylf yakinsayan {vm”} alt dizisi segilebilir. Bu alt diziyi kolaylik
icin {v’"} ile gosterelim. Bu taktirde

m — oo igin v" — v, L_(0,¢) de () zayf. (3.1.2.19)
V' kiimesi L, (O,K) uzaymmda kapali sinrli ve konveks kiimedir. Bu taktirde
Kolmogorov and Fomin (1989)’ dan bildigimiz 1ilgili teoreme goére V kiimesi

L, (O,K) da (E)- zay1f kapali kiime olur. Yani v} dir. Buna gore de (3.1.2.19)

sartindan agagidaki limit bagintisimni elde ederiz:
l ?
J.v'" (x)g(x)dx .[v(x)q(x)dx, m oo, OgOL(0,¢). (3.1.2.20)
0 0

(3.1.2.17)-(3.1.2.18)  kestirimlerinden {}, k=12 dizilerinin swrasiyla

V;/E,I(Q),WZZ’I(Q) uzaylarmm normlarinda m ye gore diizgiin smnirli oldugu elde
edilir. Bu taktirde {l,l/,’{"}, k =12 dizilerinden ¢, OW," (Q) elemanlarma zayif
yakmsayan alt dizilerini se¢gmek miimkiindiir. Kolaylik i¢cin bu yakimsayan alt
dizileri yinede {t//,’{"} , k=12 ile gbsterelim. Boyle oldugu taktirde asagidaki limit

bagmtilarini elde ederiz: m — o igin

Yp - @, zayf L,(Q) da, (3.1.2.21)
% - a% zayif L,(Q) da, (3.12.22)
% - % zayif L,(Q) da, (3.1.2.23)
a;;ﬂz’T - a;;ﬂz" zayif L,(Q) da, (3.1.2.24)
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limit bagntilar1 gecerlidir.

{t//lm}, {t//zm} dizilerinin  elemanlar1 (3.1.1.2)—(3.1.1.5) smir  deger

L2l
probleminin sirastyla W, (Q) ve WZZ’I(Q) uzaylarma ait ¢6ziimii oldugundan her

bir m =1,2... i¢cin asagidaki integral 6zdesliklerini elde ederiz:

a m 62 m
E[l gltk +a0 afflzk _ (x k l/,]/{n l/,]/{n Okdth—
=[ fin, (e t)dxdt, k=12, m=12.. (3.1.2.29)
Q

Un, =n, (x, t) UL, (Q) . Bundan baska asagidaki sartlarda saglanir:
wr(x,0)=g,(x), Ox0(0,¢), k=12 (3.1.2.26)
wr0.0)=wr (1.)=0, 2% ©0.0) _owr(tr) _ ¢, (0,7) (3.1.2.27)
Ox Ox
(3.1.2.21) - (3. 1 .2.24) limit bagmtilarini kullanirsak, U, UL, (Q) , k=12 i¢in

ayy oy
J{ o 0 ax?

+a }/7 Jdxdt —

Q

- j{i‘wk +a, l‘z"}/],{dxdt k=12 (3.1.2.28)
ol 0t 0.

limit bagintilar1 elde edilir. Simdi asagidaki limit bagintilarinin gegerli oldugunu

ispatlayalim: m — o i¢in

jv’" (t o (x,t)l_7k (x, t)dxdt -

Q

= [k (et (x,)dede , ke =1,2. (3.1.2.29)
Q

[alwr| wrndxar -

Q

- [alw ] won,ddt, k=12. (3.1.2.30)
Q

Kolaylikla asagidaki esitlikleri yazabiliriz:
[vrwen,avde = [(v" vl ,dde +

Q Q
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(vl -y ndvde+ [vip,n dvde, k=12 (3.1.2.31)
Q

Q

L2l

W, Ow, (Q), w, O, (Q), n, UL, (Q), k=12 sartlar1 saglandigindan

Y, /_7 UL (Q) olur. Bu taktirde (3.1.2.20) limit bagintisini kullanirsak m — o igin

[(m =vipndxar - 0, k=12 (3.1.232)
Q

bagntisini elde ederiz.

Simdi (3.1.2.30) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimi kestirelim. Cauchy-

Bunyakovsky esitsizligini kullanip v” UV oldugunu g6z oniine alirsak:

SclS‘

[v"lwr -w, Jn dxai

Q

v -], o k=12 (3.1.2.33)

L2l
esitsizligini elde ederiz. Burada c¢;; >0 sabiti m den bagimsizdwr. W, (Q),

WZZ’I(Q) uzaylar L, (Q) uzayma kompakt gdmiildiiglinden m — oo i¢in
Y - @, kuvvetli L,(Q) da (3.1.2.34)
limit bagmtisini kolaylikla elde ederiz. Bu limit bagntisin1 g6z oniine alip (3.1.2.33)

esitsizliginin her iki tarafinda limite gegersek asagidaki limit bagmtisinin gecerli

oldugunu elde ederiz:

[vlwr - dxde - 0, k=12. (3.1.2.35)

Q

(3.1.2.32) ve (3.1.2.35) limit bagmtilarmi kullanip (3.1.2.31) esitliginin her iki
tarafinda m — o icim limite gecersek (3.1.2.29) limit bagintisinin gegerli oldugunu

elde ederiz.

Simdi (3.1.2.30) bagmtisinin gegerli oldugunu elde edelim. (3.1.2.34)
bagintisina gore {l,l/,’{"}, k=12 dizileri ¢, (x,t), k =1,2 fonksiyonlarina kuvvetli
yakimsar. Bu taktirde {l,l/,’{"}, k=12 dizileri Q-da hemen hemen her yerde

yakinsar. Diger yandan

J

Q

i (ee) oy (x,t)(z ddt <[y (3.1.2.36)

3
Ls(Q)
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L2l

o1
esitsizligi gegerlidir. W (Q)DL{[O,T],Wz(O,f)} w2(Q) o L, (0.7].w, (0.0))
bagmntilarmi ve (3.1.2.17), (3.1.2.18) kestirimlerini kullanirsak (3.1.2.36) dan
i

m=12... esitsizligi elde edilir. Burada ¢ >0 sayis1 m den bagmmsizdir. Bu

dxdt<c,,, k=12 (3.1.2.37)

i (o) @y (x.0)

esitsizlikler gosterirler ki, 24[/,’{” UL, (Q) dir. [19] calismasinda ki lemma 6.1 .in

w m
k

hiikmiiniin kullanirsak,

zwk ﬁlwklzwk k=12 L,(Q)-da zayf (3.1.2.38)

w m
k

limit bagmtilar1 elde ederiz. Bunu kullanirsak (3.1.2.30) un gecerli oldugu
ispatlanir. 77, fonksiyonlar1 L, (Q) dan olan herhangi fonksiyonlar oldugundan
Y, (x,t)DQ icin (3.1.1.2) denklemini sagladigini goriiriiz.

Simdi l//k(x,t), k =1,2 fonksiyonlarinin (3.1.1.3) sartin1  sagladigini

L2l
ispatlayalim. Gomme teoremlerine gore W » (Q) , WZZ’I(Q) uzaylar1 L, (O,E) uzayima

kompakt gémiiliirler. Bu nedenle m — oo i¢in
W (x,0) - w,(x0), k=12, L,(0,¢) de kuvvetli (3.1.2.39)

limit bagintis1 gegerlidir. Diger taraftan asagidaki esitsizlikler dogrudur.

2
dx +

W, (x,O) ¢, (x,O)

j|¢’k (x,O) ~- ¢, (x)|2 dx < 2j.

!

2

0

(3.1.2.26) sart1 ve (3.1.2.39) limit bagmtismi kullanarak (3.1.2.40) her iki tarafinda

! (x0) =@, (x) ax, k=12 (3.1.2.40)

limite gecip
/
,”‘/’k (x’O)_¢k (X)|2dx =0, k=12
0

esitsizligini elde ederiz. Burada kolaylikla ¢, (x,t), k =12 fonksiyonlarmin

(3.1.1.3) baslangi¢ sartin1 sagladigi elde edilir.
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Simdi ¢, (x,t), k =1,2 fonksiyonlarinin (3.1.1.4)—(3.1.1.5) siir sartlarini

L2l

sagladigm ispatlayalim. W, (Q) uzayr L,(0,T) uzayma kompakt gomiiliir. Yani
m — o igin
w(0,6) - ,(0,2), L,(0,7) de kuvvetli, (3.1.2.41)
w(0,1) - w,(0.1), L,(0,T) de kuvvetli (3.1.2.42)
limit bagmntilart gegerlidir. Bu taktirde (3.1.2.27) sartlarmmn birincisini kullanirsak

uistteki (3.1.2.41) - (3. 1 .2.42) limit bagintilarimdan ve

[l 0,0 e < 2f lprr (0.0) -, (0.0) ) dr, (3.1.2.43)

T
w0,
0

Var  (3.1.2.44)

wr (e,

flwl(,)

esitsizliklerinden bir sonraki esitlikleri elde ediyoruz:

T (0.0 dr =0, [, (t.0)

<of i (0.0)-, (0.0 de+ 2JT’

dt=0.

Bu esitlikler ¢, (x,t) fonksiyonunun x =0, x = ¢ noktalarinda 0¢0 (O,T ) i¢in sinir
sartlarmin saglandig ispatlanmis olur.

Simdi ¢, (x,t) fonksiyonunun (3.1.1.5) sinir satlarini sagladigini gosterelim:
/5 DWZZ’I(Q) oldugundan gémme teoremine gore asagidaki limit bagmtilarnin

gecerli oldugu kolaylikla elde edilir: m — o igin

oy (0,1) . 54"2(0”), L,(0,7) de zayif, (3.1.2.45)
Ox Ox

aw;(&l‘) . awZ(ﬁ’t), LZ(O,T) de zayif (3.1.2.46)
Ox Ox

dir. Bu taktirde (3.1.2.27) deki ikinci sart1 kullanirsak Un O L, (O,T ) icin

j( Y7 (0.0) _ 0y, (0, t)Jn i
0 0x

< +

FOUEQ@D
Ox

0

j 61//3(0 1) 7 (t)dt

0

(3.1.2.47)
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+

FOUECED
Ox

0

j awgw 1) 7 (t)dt| <

j( GO IAC t)j ~

0

(3.1.2.48)

esitsizliklerinden asagidaki esitlikleri elde ederiz:

[RACTIE U0 =

0 0

b

Bu sartlar UOnpOL,(0,7) icin saglandigindan, buradan kolaylikla ¢, (x,?)
fonksiyonunun x =0, x =/ noktalarinda 2. tip smir sartlarmi sagladigi goriiliir.

Boylece {l,l/,’{”}, k=12 fonksiyonlar dizilerinin limit fonksiyonlar1 olan
Y, =¢,(x,t), k=12 fonksiyonlar (3.1.1.2)—(3.1.1.5) sinir deger probleminin

{v’”} UV dizisinin limit fonksiyonu olan v =v(x) UV ye karsilik gelen ¢oziimiidiir

L2l
ve bu ¢oziimler srasiyla W (Q) , WZZ’I(Q) uzaylarma ait olan hemen hemen her

yerde ¢ozlimleridir. Yani

W, =y, ()¢, (x,tv), k=12.
Bilindigi gibi L, (Q), L, (O,E) uzaylarin normlar1 alttan zayif, yari siirekli
fonksiyonellerdir. Bu takdirde {v’”} UV dizisinin vV elemanma (0O -zayif
yakimsadiginda, {l,l/,’{”}, k=12 dizilerinin ¢,, k=12 fonksiyonlarma L, (Q)
uzaymnda kuvvetli yakinsamasmi, aynt zamanda zayif yakimsamasmi goz Oniine
alarak a = 0 i¢in asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

J < J W) lim, () =zinf g, ()=,

Bu bagmtidan J _,=J, (v) oldugu ispatlanir. Yani v}V elemanm J, (v)

fonksiyonelinin minimum noktasidir. Boylece (3.1.1.2)— (3.1.1.5) optimal kontrol

probleminin en azindan bir ¢dziime sahip olmasi ispatlanmig olur. Teorem

ispatland1.

3.1.3.Fonksiyonelin Diferensiyellenebilmesi
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Bu kisimda (3.1.1.2)—(3.1.1.5) optimal kontrol problemi i¢in amag
fonksiyonelinin diferensiyellenebilmesi incelenir ve onun gradiyenti i¢in formiil

ispatlanir. Kabul edelim ki; ¢ = @(x,t), k =1,2 fonksiyonlar1 asagidaki eslenik

problem denilen sinir deger probleminin ¢dziimii olsun:

2 10,08 (g v bl #0702 ()0 ()
(x,2)0Q (3.1.3.1)

g(x,T)=0, k=12, x0(0,0), (3.1.3.2)

@(0.6)=g(r.1)=0, ¢0O(0,7), (3.1.3.3)

00.1) _oq(t) _ ¢0(0,7), (3.1.3.4)
Ox Ox

burada ¢, =y, (x,t),k =12 (3.1.1.2)— (3.1.1.5) smir deger probleminin vV ye

karsilik gelen ¢oziimiidiir.

Tanm 3.1.3.1: (3.1.3.1)—(3.1.3.4) eslenik smir deger probleminin ¢oziimii
01,,(0.1) _ 0, (¢.1)

denilirken C 0([0.T ],L2 (O,E)) uzayma ait olan
0x 0x

=0 sartlarini

0 21 21

saglayan Oz, OW (Q), Un, OW, (Q) icin

62_ _ _ - —
Ja|- ””‘ va, SR =, + a7, e+ [0, 0,1 vt =
Q

= (=1 2] (@, (r.1) =, (e O, ()bt + i @ (3,007, (x.0)dlx (3.13.5)

integral 6zdesligini saglayan ¢, =@(x,t), k =1,2 fonksiyonlar1 anlasilmaktadir.
[14] calismasindaki sonuglardan faydalanarak (3.1.3.1)—(3.1.3.4) sinir  deger

probleminin ¢dziimiiniin varligr ve bir tekligine ait olan hiikkmii elde edebiliriz.
Bundan bagka bu sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in agsagidaki kestirimin gecerli

oldugunu da soyleyebiliriz: [t [] [O,T ] icin
||%( ) Lz ()/ - Cl7||¢/1 wz " 192 (3136)

dir. Burada ¢, >0 sayis1 ¢ den bagimsizdir.
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Asagidaki fonksiyonu goz Oniine alalim:

H(xal/’l (x")awz (x,.),v(x),?ol (x,.),Zoz (x"))

= [Re (1,1/1 (v, ), (x. 2) + 0, (x. 1), xt)dtv(x) a(v(x)-w(x))’ (3.1.3.7)

S

Bu fonksiyona (3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol problemi i¢in Hamilton-

Pontryagin fonksiyonu denir.

Teorem 3.1.3.2: Kabul edelim ki teorem 3.1.2.2 nin sartlar1 saglanmis olsun. Bu

taktirde (3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin amag fonksiyoneli olan
J, (v) fonksiyoneli ' kiimesinde Frechet anlaminda diferensiyellenebilir ve onun
gradiyenti i¢in

J(v) = —‘Z—i] (3.1.3.8)

formiilii gecerlidir. Burada H = H (t,wl,wz,v,zol,zoz) fonksiyonu (3.1.3.7)form1"111'1

ile tanimlanir.

Ispat: OvOV elemanini alalim ve bu eleman {izerinde J, (v) fonksiyonelinin

artigin1 hesaplayalim. (3.1.1.1) ve (3.1.2.8) formiillerini kullanirsak kolaylikla

asagidaki formiilii elde ederiz.

8, (v)=J, v+ o) 7, (v) =

3 Relpy(50) 0 5 VO 1) 237, s s +

L,(Q)

w2af ()l fou | louf

L,(Q)

~2[Relag, (v 0)ap, (v, e + alof: ). (3.1.3.9)

Burada Ay, =Ay, (x,t), k=12 fonksiyonlari (3.1.2.3)-(3.1.2.5) smir deger

probleminin ¢Oziimiidiir. Teoremin sartina gore teorem 3.1.2.2 nin sartlari

saglaniyor. Bu nedenle (3.1.1.2)—(3.1.1.5) smir deger probleminin ¢dzlimii olan
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o 2.1

Y, (x,t) ve Y, (x,t) fonksiyonlar1 sirasiyla W, (Q) ve WZZ’I(Q) uzaylarmin
elemanlaridir ve problemin hemen hemen her yerde ¢Oziimiidiir. Buna gore de
Ay, =AYy, (x,t)Zwk (x,t;v+Av)—¢/k (x,t;v) k =1,2 fonksiyonlar1 i¢in asagidaki
integral 6zdeslikleri yazabilir:

2
I OB, OBy,
ot Ox

- (v + Av)At/lk J/_hdxdt +

Q

+Ia1hwm|2 +|40k|ZJA¢’k/_7kdxdf +Ia1¢k¢m (Aak)akdxdt =
Q Q
= JAvwk,;kdxdt , (3.1.3.10)
Q
On, =n,(x,)0L,(Q), k=12. @ 0c°(0,7],£,(0,¢)) oldugundan bu integral

0zdesliginde /_7 L= &k alalim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde ederiz:

2
I 00y, +a06 Agl/k .
ot Ox

(g, - (v+av)ag, ja;k (c. e +

Q

Jalhwmr +|¢k|2JA¢k&kdxdf+Ja1¢kwmﬂak&kdxdf =
0 0

= jAv(x)gﬂk (x,t)&k (x,t)dxdt. (3.1.3-1 1)

Bu esitligin kompleks eslenigini yazmis olursak

( Ny, N,
J -1 +a
ot

0
ox?

e, ~ (v +Av)@kj%(x,t)dxdt ;

Q
+Ia1hwk|2 +|wk|2wk%dxdt + IaIEkEkAAwk%dth =
Q Q
= [ AW, (v, (v, (.1.3.12)
o

elde edilir.
Simdi (3.1.3.5) integral O6zdesliginde /_71k :Aak, k=12 alalim ve

AgZ/ ‘ (x,0)=0 sartin1 kullanalim. Bu taktirde (3.1.3.5) Ozdesliginden asagidaki

esitligi elde ederiz:
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M( Awk+ aAw

~, (x o)A dxde . (3.1.3.13)

v(x)Ay, j 2a,|p, | Awkjdxdw
+j w.) o.op dxdr = (=1)" 2 (@, (x.1)

Ayni sekilde bu esitligin kompleks eslenigini yazarsak

OAY, azAwk
+
JW{ ot ox?

—v(x)ay, + j 2a )’ dy, jdxdt +
Q
+[a,@)} @AY dvdr = (-1 2[ (@, (x.0) =, (.0 )pap, (v, 1)t
Q Q
(3.1.3.14)
esitligini elde ederiz. Simdi  (3.1.3.11)esitliginden  (3.1.3.14)esitligini  ve
(3.1.3.12)e§itliginden (3.1.3.11)e§itligini taraf tarafa ¢ikarmis olursak ve

dontistimler yaparsak kolaylikla asagidaki esitligin gecerli oldugunu elde edilir:
2'[ Rel(él’l —y, )(Aal - Aaz ) dxdt =
Q

=~ [ Rely, o, @, Pv(x)dxds - [Relby, @ + By, @ Pw(x)dxds +

+IRe alqmeAwl&l _|¢,l|2Aw1&1 )dedt+
+IRe a10¢2A|2Aw2&2 _|w2|2A¢/2&2)det +

+ [Rela 0,00, 9, -0 4y Jicds +
+ [ Rela g, 0,00, 0, ~ @200, @, i (3.1.3.15)

Bu esitligi (3.1.3.9)form1'ih'inden dikkate alirsak fonksiyonelin artis1 i¢in olan

formiilii agagidaki gibi yazabiliriz:
l T

AN ,(v)= J - IRe(wl (x, t){Z (x, 1) +¢(x, t)@ (x,t))dz‘ + 2a(v(x) - w(x)) Av(x)dx + R
0 0

(3.1.3.16)

burada R kalani agsagidaki sekilde tanimlanir:
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R :||At//1

+ a’"Av

iz(g) +ag,;

L,(Q)

iz(O,f) —2jRe(Aw1AE2 Ixdt —
Q
_JARe(Awl&l +sz&z)Av(x)dxdt+ aljRehl/’mFAl/’@l _|¢/1|2A¢/1&1dedt +
Q Q
a, [Rela| Dy, 0, ~| By, @, kit + +a, [ Rely 0,00, 9, — 0 14p, vl +
Q Q

+a, [Relg 00,0, ~ 0, 04p, @, it (3.1.3.17)

Simdi 6nce R kalanini kestirelim. Bu esitligin sag tarafinda 7— ye gore kismi

integrasyon formiiliinii kullanalim. Bu taktirde Ay, (x,O) = 0 oldugunu kullanirsak

jar

j mext |z,£/k(x,t)|2)Az,z/k(x,r)2

0AY, (x T)
Ox

dx dr+j x)+ Av(x ))%|A¢/k|2dxdr:

'[aiql//,ﬂ +|‘/’k| )Al//k(x r)dxdr +

+

l\)|>—‘

[ o YO, () =0 e (et () e -

_% a, [% (kawk )(Alzk (x’ T))2 - % (JkA ak XAwk (x’ T))z }dxdT a

~ 2 Relo (e, (x. )07, (.0 +2 [Re 2 ((e)p, 3, (. T,

k=12, ¢Oo,71]. (3.1.3.18)
Burada Ay, (x,0)=0, v, v+AvOV oldugunu g6z Oniline alirsak basit

doniisiimlerden sonra asagidaki esitligi elde ederiz:

orw (1) ( 2 2
0 gk(’t) 52|a1|jhka( ) ) +|¢/k(x’tx ]|A¢/k(x’t)
x L,(0.0) 0
0 0
|a1|j{ W (x,7) |¢’k )+ wk(x T)|¢,m( )}mwk(x,r)
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[ A B T ﬂwk(x,rxzdxdw
2o ), o +2 [} 224D .7
0:0f0,7], k=1.2. | (3.1.3.19)
&mmaw“%ADW?@n w0, OW2(Q) oldugunu ve
]l ) S ciss Wl ) S s
7 R ) S o (3.1.3.20)

esisizliklerini, ayni zamanda (3.1.2.11) esitsizliklerini  kullanirsak (3.1.3.19)

esitsizliginden asagidaki esitsizligin gecerli oldugunu elde ederiz:

0BY ("t) s Czo||A¢/k (-atx 0,6) +tey vral max|A¢/k (x TX Ty (0 DN
0x (00 o

2

a,

0:0fo0,7], k=12.
Burada ¢,, >0,c, >0,c,, >0 sayillar1 Avden bagimsizdir. Bu esitsizlikte

(3.1.2.12) kestirimini kullanirsak asagidaki esitsizlik elde edilir:

ony, (1)’ :
[RGED | seslly e o o)
0:0fo0,7], k=12. (3.1.3.21)

Burada c,;, >0 sayist Av den bagimsizdir.[19,20] caliymasindan bildigimiz esitlige

gore DtD[O,T] igin

0A L

YA ) B 4‘ hilot )IAwi 2 0 (3.1.3.22)
ony, !

”sz( ) »(0,0) s ﬁO ¢(; ( ) |A¢’z( XL ,(0,¢) + ﬁl”sz ("t) L,(0,0)

(3.1.3.23)
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esitsizlikleri gecerlidir. Bu esitsizliklerin, (3.1.2.12) kestiriminin ve & —Cauchy
esitsizliginin yardimryla (3.1.3.22) esitsizliginden [¢ D[O,T ] icin
H()Awk (o)’

Ox L,(0.¢)

<c,, (3.1.3.24)

0/)

kestiriminin gegerli oldugu elde edilir. Bunu (3.1.2.12) ile toplarsak [t [ [O,T ] icin

[ag, (o, (3.13.25)

<
wi(0,0) Cas

0/)
kestirimlerin dogru oldugunu ispatlamis oluyoruz. Burada c,; >0 sayis1 Av den

bagimsizdir.
Boylece (3.1.3.19) kestirimini, (3.1.2.11), (3.1.3.20) esitsizliklerini ve R
i¢in olan ifadeyi kullanirsak

= oo, .0 (3.1.3.26)

bagmntisi elde edilir.

3.1.4.0ptimal Kontrol Probleminin Coziimii icin Varyasyon Esitsizligi Seklinde
Gerek Sart

Bu kisimda bakilan (3.1.1.1) - (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢dziimii

icin varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart ispatlanacaktir.

Teorem 3.1.4.1: Kabul edelim ki teorem 3.1.3.2 in sartlar1 saglanmis olsun. Farz
edelim ki v' OV kontroli (3.1.1.1)-(3.1.1.5) probleminin ¢oziimii olsun. Bu
taktirde v OV igin

j{jReQ{/ x0)@, (x,0)+ 5 (x, ), (x, t))a’t —2a’(v*(x)—w(x))} O

.lv(x) - (x)de <0 (3.1.4.1)
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esitsizligi dogrudur. Burada t/lZ(x,t)Et/lk(x,t;v*) , qu(x,t)qu{(x,t;v*) , k=12
swastyla (3.1.12)-(3.1.1.5) ve (3.1.3.1)-(3.1.3.4) smr deger probleminin

coziimleridir.

Ispat: V' kiimesinin tanimindan goziiktiigii gibi bu kiime konveks kiimedir. Diger

yandan J, (v) fonksiyoneli ¥ kiimesinde teorem 3.1.3.2 ye gére Frechet anlaminda

diferensiyellenebilir fonksiyonellerdir ve onun gradyenti i¢in

T

T, =~[Relp, (x.Jo, + 0, (x.0) (e, e + 20(v() - i) (3.1.42)

0

formiilii gegerlidir. Once J, (v) gradiyentinin V kiimesi lizerinde siirekli oldugunu
ispatlayalim. Bu amagla J, (v) gradiyentinin v}V i¢in artigini hesaplayalim.

(3.1.4.2) formiiliinii kullanmig olursak fonksiyonelin gradiyentinin v elamani
iizerinde artisi i¢in bir sonraki formiilii elde ederiz:
0, (v)= T, (v +0v) =T, (v) =
T

= - Re(ng 1.0, (5.)+ 1, ()58 () + 29 (1.8, () +

+ 8, (6,000, (1) + 4 (v.0)00, (1) + Ay, (x,t)m‘a(x,r)jdz +

+2av(x) (3.1.4.3)
burada A, =Ay, (x,t), k=12 fonksiyonlar1 (3.1.2.2)-(3.1.2.5) smir deger
probleminin  ¢dziimii, Ag =Ag (x,1)= g (x,5;v+ M) - g (x,5;v), k=12
fonksiyonlar1 asagidaki smir deger probleminin ¢6ziimiidiir:

0Ag 0*Ag

1 +a, p¥e

ot

- (v + AV)A% +

+a1(2|wm|2%A +¢/13A&kA)_al(2|wk|2% +¢/1§&k):
= Mvg, (x,;v) + 2(=1) [aw, (x,0) - Aw, (x,¢) (3.1.4.4)
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Ag (xT)=0 k=12 (3.1.4.5)

Ag(0,6)=Ag(0,0)=0, 0O(0,7) (3.1.4.6)
0B (0.) ona(tr) o o, 7) (3.1.4.7)
0x Ox ’ e o

Kolaylikla ~ denilebilir ki,  (3.1.44)-(3.14.7) smr  deger problemi
(3.1.3.1)-(3.1.3.4) smir deger problemi gibi (3.1.1.2)—=(3.1.1.5) smr deger

problemi ile ayni tiplidir. Buna gore asagidaki kestirimi elde ederiz:
”A% ("tx L,(0,7) < Gy (“Awl L,(Q) + ”sz Lm(O,()) (3'1'4'8)

Lr D[O,T] , k=12 .Burada c,, >0 sabiti Av ve A, , k =1,2 den bagimsizdir. Bu

Q) + ”Av

L(

taktirde (3.1.3.19), kestirimini dikkate alirsak, (3.1.4.8) esitsizliginde asagidaki

kestirirmi elde ederiz:
|ag (1)

Burada c,, >0 sabiti Av den bagmmsizdur.

(3.1.4.9)

<c,, ||Av

L,(0,¢) L.(0,0)"

Simdi  AJ,(v) artigmi  kestirelim. (3.1.43) formiliinde Cauchy-
Bunyakovsky esitsizligini kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

87,0, oy = 1880 8], ) * 1091, ol

L, (Q)”w2

L@’

+ay,

LZ(Q)”¢2 L,(Q) +||A@
(TAN7Z2 s 1A e V772 | 1Y

burada (3.1.1.8),(3.1.1.9),(3.1.3.19) ve (3.1.49) kestirimlerini kullanp

L) T

L) T20 Vejav

L,(0.1)

AL, (O,E ) oldugunu dikkate alirsak kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

lar, (V)HLZ 0 S ¢y (3.1.4.10)

L,(0,0)
burada c, sayist Avden bagimsizdir. Bu esitlikten J, (v) fonksiyonelinin
gradiyentinin v )V eleman: iizerinde siirekli oldugu goriiliir. Buradan J, (v)

fonksiyonelinin 7 kiimesi lizerinde Frechet anlaminda stirekli diferensiyellenebilir

fonksiyonel oldugu ispatlanmis olur. Boylece [21], sayfa 28 deki teoreminin

sartlarinm saglandigini gordiik. Bu taktirde s6z konusu teoreme gore v OV ¢oziimii

icin
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<J;,(v*),v—v*> ( ’)20, vOV

esitsizliginin gegerli oldugu elde edilir. Burada J, (v) fonksiyonelinin gradiyenti i¢in
formiilii dikkate alirsak elde edilen bagintiy1 (— 1) ile carparsak teoremin hiikmiiniin

gecerli oldugu ispatlanmis olur.

3.2.Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi icin Optimal Kontrol Probleminin

Niimerik Coziimii

Bu bdéliimde sonlu farklar yontemi, 3.1. boliimde incelenen lineer olmayan
Schrodinger denklemi i¢in kontrol probleminin ¢éziimiine uygulanir. Bu amagla 6nce
g0z Oniine alinan optimal kontrol probleminin sonlu farkli aynis1 yazilir. Elde edilen
fark semasinin ¢oziimii i¢in kararlhilik kestirimi ispatlanir. Bu kestirimi kullanarak
fark semasinin hatasi i¢in kestirim elde edilir. Kararlilik ve hata i¢in olan
kestirimlerin yardimiyla sonlu fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsamasi
ispatlanir. Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol probleminin sonlu farklar
metoduyla ¢Oziimiine ait farkli konulmada once [9,10,11,12,14] calismalar1

incelenmistir.
3.2.1.0ptimal Kontrol Probleminin Sonlu Fark Yaklasimm

Asagidaki optimal kontrol problemini géz 6niine alalim:

J() = [l (x.0) =, (x.) dxat (32.1.1)

fonksiyonelinin

v

{v = v(x):v UL, (O,K),O <bh, < v(x) < bl,év H (O,K)}

kiimesi lizerinde

2
W, O,
ot Ox

v, +alw [y, =0, k=12,(x7)0Q, (3.2.1.2)

@, (x,0)=6,(x), k=12, x0(0,0), (3.2.1.3)
w,0.0)=y,(.e)=0, ¢0(0,7), (3.2.1.4)
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awz(O,t):M'z(fJ):O’ tD(O,T), (3.2.1.5)
Ox 0x

sartlar1 altinda minumunu bulmak gerekir. Burada i = \/—_1 , ay,b,,b,,a, >0, (>0,
T >0 verilen sayilar @, (x), i (x,t), k =1,2 fonksiyonlar1 3.1. boliimdeki (3.1.1.6),
(3.1.2.1 1) - (3. 1.2. 13) sartlarmi saglayan fonksiyonlardir.

3.1.  bolimden  goziiktigi  gibi  (3.2.1.1)-(3.2.1.5)  problemi
(3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin a =0 haline karsilik gelen 6zel
halidir. Teorem 3.1.2.2 den elde ediyoruz ki (3.2.1.1)-(3.2.1.5) optimal kontrol
probleminin kabul olunmus sartlar altinda en azindan bir ¢6ziimii vardir. Yani;

V. Eiv*;v* DV,J(V*):J* =ier1VfJ(v)}¢®.
Simdi (3.2.1.1)—(3.2.1.5) optimal kontrol probleminin sonlu farkli aynisini

yazalim. Bu amagla 6nce Q bolgesini agagidaki aglar dizisine doniistiirelim:

{(v.t00)}, n=12,, x, = jn=n/2, j=1,M, -1, t, =kt

k=LN,, h=h,=¢/(M, -1), =1, =T/N,

M=M,, N=N,_, 5;% :(quk —(pjk_l)/r

60, =0 -0 ). 0.0 =g 0 )0,
50, =020+ 0. )0

isaret edelim. Her bir n =1 dogal sayist1 i¢in
M-1

In([v]n)zrhﬁ:z‘w_/l‘k _#k‘z (3.2.1.6)

k=1 )=

fonksiyonunun

v={0], [, = 0rovsnvy )0 <by <v, <bj=1M -1}

kiimesi lizerinde

2 —_—
0.0, +a,d ¢ v, @ +algi ¢ =0, j=LM -1, k=1N (32.17)

@ =¢;, j=0.M, p=12 (3.2.1.8)
A =y =0, k=1LN (3.2.1.9)
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O =0.¢, =0, k=LN (3.2.1.10)

sartlar1 altinda minimunu bulunmasi problemini goz oniine alalim. Burada ¢7, f7,

p =1,2 fonksiyonlar1 ag fonksiyonlar1 olup asagidaki sekilde tanimlanir:

X; +h/2

¢p:_J' x)dx, p=12 j=1L,M-1, (3.2.1.11)

j=h12 P

gr=9), =0, g2 =92, ¢ =% ,. (3.2.1.12)
Goziiktiigii gibi (3.2.1.6)—(3.2.1.10) problemi de optimal kontrol problemi olup
(3.2.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin diskrit aynisidir. Her bir [v]n av,

icin (3.2.1.7)—(3.2.1.10) sartlarmdan @, p =12 ag fonksiyonlarmin bulunmasi

problemi (3.1.1.2)—(3.1.1.5) smir deger problemine karsilik gelen fark semasidir.
Once bu fark semasinin ¢oziimii igin kararhlik kestirimini elde edelim. [14]

caligmasindaki sonuglari kullanarak ¢ p =1,2 fonksiyonlari i¢in asagidaki teoremi

ispatlamak miimkiindiir.

Teorem 3.2.1.1: Her bir [v]n UV, i¢in (3.2.1.7)— (3.2.1.10) fark semasinin ¢ozimii

asagidaki kestirimi saglar:
M-p+l ) M-1 ) M-1 ) M-p+l 2 M-1 4
h 2 |8 +h2 e scz{hzw hY, (6¢! +h2\¢,\]
j=p J=1 J=1 j=p J=1

m={1,2,.N}, p=12 (3.2.1.13)

burada c,, >0 sayist 7,4 ve m den bagimsizdir.

3.2.2.Fark Semasinin Hatasi icin Kestirim

Simdi bu kisimda (3.2.1.7)— (3.2.1.10) fark semasinin hatasini kestirelim.bu
amagla 6nce vOV igin (3.1.1.2)—(3.1.1.5) sinir deger probleminin ¢ozliimiiniin

ortalamasini asagidaki bicimde tanimlayalim:

lw, (e.ev)], ={wi ).
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e X;+hi2

_;;{:%j jwp(x,t)dxdz, jELM -1, k=LN, ¢’ =¢",

te=lx;~h/2

JEOM, p=12, Wy =0, =0, Yo =W, Wi =Wius
k=12. (3.2.2.1)
Bundan baska V' kiimesi lizerinde Q , oparatoriinii tanimlayalim:
Q, :V-V,Q, (v)=(w1,w2,...,wm_1),
X, +h/2

w, :% [vla)ax, j=1M -1 (3.2.22)

x;=h/2

lz” Jn :{25{} 2{ (0/‘} { 4[/}3{ gibi gosterelim,

agikardir ki, {z}'}{} , p =1,2 ag fonksiyonlar1 asagidaki sistemin ¢oztimiidiir.

2
cx P P _ P — P plyp —
i0.z3 +a,0 -z —v,z), = Fj +a1“/’_/ “/’k al‘%p‘ Dics
XX

j=LM -1, k=LN (3.2.2.3)
zh =0, j=0,M, p=12, (3.2.2.4)
z), =z, =0, k=LN, (3.2.2.5)
0.z{ =0.z;, =0, k=LN, (3.2.2.6)
burada
1BV ey, oy, 2
Fy :Elk.[x/:[”2 i Py +a06x—2—v(x)¢/p +a1‘¢/p(x,tx zﬂp(x,t)}dxdt—

2
~i0W!, ~a, 0 Wl vl ~alwh| vl
X XX

Jj=LM -1, k=1N. (3.2.2.7)

Teorem 3.2.2.1: Farzedelim ki ¢, <T/h<cy, T < {8|a1
1sksN

-1
2+ o2
153%‘Qm ‘¢A
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sartlar1 saglanmis olsun, burada c ,,c, >0 sayilar1 7 ve s dan bagimsizdir. Bu

taktirde (3.2.2.3) - (3.2.2.6) sisteminin ¢oziimii i¢in, yani semasinin hatasi agagidaki

kestirim gecerlidir:

hf\z_fm\z < c3{,3,h +hMi\v_, - w, zj, p=12, OmO{12,.N}  (3.2.2.8)

burada ¢,, >0, &,t ve m den bagimsizdwr. 5, >0, 7 -0, h - 0 igin B, - 0
drr.

Ispat: (3.2.2.3)—(3.2.2.6) sistemini, 7 i¢in teoremin sartlarmi ve (3.1.1.8),
(3.1.1.9), (3.2.1.13) kestirimleri kullanarak asagidaki kestirimi elde ederiz:

M-1 P N
hZ‘me‘ < Q{Thz

Jj=1 k=1 j=1

M-1

\F/,f\ j =1,2 (3.2.2.9)

Om D{l,2,...N} burada c;, >0 sayist 4, T ve m den bagimsizdur.
Simdi (3.2.2.9) un sag tarafim kestirelim. £}, p =1,2 ag fonksiyonlari i¢in

formiilleri kullanirsak asagidaki bagintiy1 kolaylikla yazabiliriz:

FI=FI +FP2+FP+F p=12 (3.2.2.10)
burada
1 x;+hi2 oy
FI'=— 2 dxdt —id. 32.2.11
Jjk Th t]:|i Xv:[l/z at xdt —1 w/k ’ ( )
1% xj+hi2 zw
Fi . j . jh gt =08 Y (32.2.12)
X +h/2
j [y, (. )xde +v 7, (3.2.2.13)
zk L x;=h/2
1, X;+h/2
Fr -1 j [ alw, o) w,(x.0)dvdt - a \w,k\ wh,
zk L x;=h/2
j=LM-1,k=LN, p=172 (3.2.2.14)

(3.2.2.1) formiilime gore (3.2.2.11) den FZ, p=12, i=LM -1, 2,N igin

asagidaki formiilii elde ederiz:
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T Gy (X2
Pl= — pdxdt—— xtdxdt—
" Th z,:[x,—.[,n at zh t,:[lx .[tl//:

b Xj

- .[ X t[h;;l’ x,t)dxdt} =

teoy X;=h/2
y X2 g N PR IEY 75
=L Y, dxdt—%{.[ | 0, 150) ot =
Th lhoy X;=h12 ot I°h tyo x;~h/2 06
.t X+hi2 9
= f{ ol aw”(x’tw)}de dxat
zk L x;=h/2\ T ot

Cauchy-Bunyakovski esitsizligini uygulamis olursak buradan asagidaki esitsizligi

elde ederiz:

t, X;thi/2 2
s | T ) ) g
! z,”x —h/2-T ot ‘
j=LM-1, k=2,N, p=12 (3.2.2.15)

Fj " i¢cin olan formiilii kullanirsak onu asagidaki sekilde yazabiliriz:

.ty x;*h/2 aw (x t) .
— l 4 l —
R R e
L5t g L X +hi2 X +hi2
ILI .[ imdxdt— .[ .[ Y, xtdxdt— .[l/l xto dx | =
Thtoxv—h/z ot tox ~h/2 x;=h/2
.4 xHhI2 al// (xt - [am2e g
_ 1 .
_EI | it~ dvd zh{ }d d.
tox;=h/2 tyx;=h/21
Buradan da;
x;+h/2 2
24 %oy L
7] <— jlx_jm 5 @t JELM =1, p=12 (3.2.2.16)

F /iz icin olan formiilii kullanirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

te Xj

2 +h/262¢/p e X_/+1+h/2
F/k =— Th .[ j ax dxdt — h3 j jwp ()C,l‘)dx-

o1 X;=h12 teo | Xpm—h/2
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x+h/2 x; L +h/2
-2 j Y, xtdx+ .[4[/ xtdx}d

x;=h/2 xjo=h/2

X2 ¢ [ 2 w xt zw (/7,t)
ANt

o :ldndfdxdt =

L1 X;=h/2 x §=h

1 XjthI2 e 0 aw xt 64[/ (/7 f )
Th3 I jm I Jh{ e :ld d &dxdt =
) 1t XFhI2p aw xt azl/lp(x+/7+§(,t):|
o ,,:[lx '[mz?[jlz 0x’ s

Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini kullanirsak sonuncu esitlikten agsagidaki esitsizligi
kolaylikla elde edebiliriz:

ox?

‘ . ‘ ,jx«:f/zjijglza v, x,l‘ azw”(x+,7+g’t):|d/7dfdxdt

lhy X;=h/20

J=2,M -2, k=LN, p=12. (3.2.2.17)

Simdi F/*, k= LN, p =12 terimini kestirelim. Bu ag fonksiyonunun p =1 i¢in

formiiliinii kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

t, x;+h/2

g

“f ‘”l’”ddz ot -2+ )=

tklx “hi2
:a_o’j[awl(xl+h/2,t)_6¢/1(x1—h/2,t)jdt_

Th Ox Ox

3
Th x—~h/2 x ag x=h/2x—=h/2 ag

e ¥R ]2 xvh X+ 2

:“OJ j j jawlmdqdfdxdz—

Ly x—h/2 x

Ty

_a_o{t.,f {xﬁf/zxjh awl (g’t) dgdx _xl+f/2xl+f/26¢ll—(g’t)dgdx}dt} _

4 xthi2 x £
—% [ ] aﬁ;}’)dqdfdxdz

tioy Xy =/ 2%, ~h/2 x,~h/2

buradan da Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizligi elde

ederiz:
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+h/2

9a; % ""¢'7|0? )’
T M dxdt, k=1LN (3.2.2.18)
Th try x~h12 Ox
p =2 igin F?? olan formiilden asagidaki esitligi elde ederiz:

4 xq+hi2 A2
Fzz:j—,jf |t gy -2y v )=

1k 2
froy x~h!2 Ox

& 1 64[/2()61 +/’l/2,t) _a_o t, x+h/2 x+h awz(f,l‘) _
~ | ™ di=—" { [ ] ] By dé&dxdt | =

tioy x;—h/2 x

G X thI2 x+h X +h/2 32

_ 04,1,
el L] e

Buradan

+h/2

azwz(x’t) 2
ox?

2 Xy
‘ 4a0

|7 dxdt, k=1,N (3.2.2.19)

tyo x,=h12

elde ederiz.

(3.2.2.18) ve (3.2.2.19) esitsizliklerini aym sekilde F,>,, ve FZ2, igin

kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2 4 Xya*h/2| A2 2
2] < O, g 4‘(;1 (zx’t) dxdt (3.2.2.20)
try Xy =h12 X
2 4 xyath/2] A2 2
2, < 4;; g ﬁ;gx’t ) axar. (3.2.221)
toey Xy =h/2

Simdi F_/f , Jj=LM-1, k=1,N, p=L12 terimlerini kestirelim.

(3.2.2.13) formiiliinii kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

t, xj*thi2

FiP=vuy! ——j j x)gll xtdxdt—
zk L x=hi2
|

:T_j jw_f}{(v —v( ))dxdt+

tymy x;=h12

f, x;*hi2
+— | [v) (s, ~w, (x.1))dxar (3.2.222)

zk L x=hi2
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¢ i¢in formiile gore asagidaki esitsizligi elde ederiz:

1, X;+hi2
‘l/’_f;{‘ .[ .[l// X,t dxdt < vraztrD%ax
zk L x=h/2
= HwPHL 0 T35 (0, /)) pP= 1’2 . (32223)
Kolaylikla ¢, (x,t) , p =12 fonksiyonlar1 i¢in asagidaki esitsizlikler elde edilir:
(7 ) PSP (X PP ) (3.2.2.24)
(7 PN ("X PR V4 P ) (3.2.2.25)

DtD[O,T ] Burada cj,,c;; >0 belirli sayillardir ve ¢ den bagmmsizdir. Bu

kestirimleri ve (3.2.2.23) esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:
| < e, (3.2.2.26)

| < e, (3.2.2.27)

Uy D{1,2,..M —]} , LUk D{l,2,..} buradac,, >0 sayis1 j ve k dan bagimsizdir.

(3.2.2.22) den asagidaki esitligi elde ederiz.

t, X;th/2
AR N [RAT) vyl
tklx ~h/2
jELM -1, k=1N, p=12. (3.2.2.28)

Simdi ¢}, -y, (x,t) farkini ele alahm. ¢4 i¢in olan formiili kullanirsak bu farki

asagidaki gibi yazabiliriz:

1, x;=hi2

() —j j( (x,1))dédd =
—I E::ﬁw 7,6 +TW}M3 (3.2.2.29)

bu ifadeyi (3.2.2.28) de kullanwrsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

t x+h/2 t x+h/2
p3 2b h k J k J
\F \ < j j dxdt+
tem X;=h 12 teor X;=h12
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2
+3C34‘ j

j=LM-1,k=LN, p=12 (3.2.2.30)
Simdi Fji“, j=LM-1, k —1 N, p =12 terimlerini kestirelim. Fk icin

olan formiilii kullanirsak, asagidaki esitligi yazabiliriz:

t, X;th/2

2
J J [ v, ber)-|ws] w;;}dxdt,
tklx —h/2
J=LM -1, k=LN, p=12 (3.2.2.31)

asagidaki esitligin gegerli oldugu agiktir:

v, o) v, () -lpi| vl =

:U”ﬁ«\z* (’)ZJ(wp(xaf)— o)y, ey, () -y

bu esitligi kullanirsak 5;4 icin asagidaki esitsizligi elde ederiz:

A s ~w, (1)

t, X;th/2

4 31
e (7

lpoy X;=

dxdt ,

j=LM-1,k=1N, p=12
burada (3.1.2.11) in birinci esitligini ve (3.2.2.26), (3.2.2.27) esitsizliklerini

kullanirsak
‘F"“‘ 635 ]Xﬁ; (x,1) w/k‘dxdt
zk L x=hi2
JELM -1, k=LN, p=12 (3.2.2.32)

burada (3.2.2.29) u kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

y Y thi2| g £k U2
<200 [ 1o 2 TR
ly-1 X;=h/2 tpoy x;=h/2
j=LM-1,k=1N, p=12 (3.2.2.33)
Fubini teoremini [22] kullanwrsak, (3.2.2.1 ) den asagidaki esitsizligi elde ederiz:
2
ht sz\F;;‘\ _—j{ﬂaw ) aw”(;;tw)% dxdt}dé?, p=12.  (32.2.34)
:2 jAl o Q
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Herhangi &£ >0 alalim. L, (Q) uzaymnda tanimlanmis fonksiyonunun siirekliligi

teoremine gore |«9| <7 <0 iken

low(x.1) _oy(xi+6)|
| o ot

L,(2)
olacak sekilde O >0 sayis1 vardr. Buna gore boyle 7 lar icin (3.2.2.34) den

asagidaki esitsizligin gecerli oldugunu elde ederiz.

rhz Z\Fﬁl\ <w! (3.2.2.35)

k=2 j=1
burada w® >0, 7 - 0 igin w? - 0. (3.2.2.16) esitsizligine gore
r 2
e <[00
ol 9 L)

esitsizligini elde ediyoruz. Integral mutlak siirekliligine gére sonuncu esitsizlikten

dt

th\Fﬁl\ <w', p=12. (3.2.2.36)

T

Burada w! >0, 7 -0 icin wl - 0. Boylece (3.2.2.35)-(3.2.2.36)

esitsizliklerinden

N M-1
hy \Fﬁl\ <w’+w =W, p=12 (3.2.2.37)

k=1 j=1
(3.2.2.35) esitsizliginin elde edilmesiyle ayni olarak (3.2.2.17) den asagidaki

esitsizligin gecerli oldugunu elde ediyoruz:
N M-1
my S|FR <wi, p=12 (3.2.2.38)
k=1 j=2

burada w? >0 ve h - 0 igin w? - 0. (3.2.2.18)—(3.2.2.21) esitsizliklerinden

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

h azw 2
th\Fﬁ‘\ <9a,’ [| =3 dx (3.2.2.39)
0 Ox L,(0.1)
N 2 o 624[/ ’
Y |Fily| <9a, [ =5 dx (3.2.2.40)
k=1 I-h ax (O,T)
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buradan ve integralin mutlak siireklilifinden bu esitsizliklerinin sag taraflarinin

h - 0 i¢in sifira yaklastigini elde ederiz. Yani;
N P M-1 P
Y |Ff| <+ Yy |FiL| <sw . p=12 (3.2.2.41)
k=1 k=1

buradan w} >0 ve h - 0 igin w' — 0 drr. Bu taktirde (3.2.2.38) den ve

(3.2.2.41) den

N M-1
my S |Fr| iy, p=12 (3.2.2.42)
k=1 j=1
esitsizligini elde ederiz. Burada W° =w?+w.. (3.2.2.30) esitsizliginden
(3.1.2.17) - (3.1.2.18) kestirimlerinin yardimziyla bir sonraki esitsizligi elde ederiz:

N
Yy

k=1 j=1

M-1

F2[ < [+ 02 +)o,(0)-DL]).  p=12. (32243)

burada c,, >0 sayis1 T ve & den bagimsizdir.

Nihayet (3.2.2.33) esitsizliginden (3.1.2.17)—(3.1.2.18) kestirimlerinin ve

0, (v) operat0rii i¢in olan formiilii yardimiyla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

N M-1

Th;/Z‘FM‘ <[ +h?) p=12, mD{L2..N}  (32244)

burada c¢;; >0 sayist 7 ve h den bagimsizdir. Boylece (3.2.2.37) ve
(3.2.2.42)-(3.2.2.44) esitsizliklerinin yardimyla (3.2.2.9) ve (3.2.2.10) dan

p=12, Om0{L,2,..N} (3.2.2.45)

asagidaki esitsizligin gecerli oldugunu elde ederiz:

hZ‘Z ‘ Scz7(w +wh+r +h2+||Q()

burada c,, >0 sayist T ve h den bagimsizdir. Bu esitsizlikten

1[5

seklinde kabul edersek teoremin hiikmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz. Teorem

B, =W+ +1 +1h? ve |Q, (v)-

ispatland1.
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3.2.3.Fark Yaklasimlarinin Fonksiyonele Gore Yakinsakhg:

Bu kisimda fark semasinin hatasi olan kestirimi kullanarak sonlu fark

yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligini inceleyelim.

Teorem 3.2.3.1: Farz edelim ki teorem 3.2.2.1 in sartlar1 saglanmis olsun. Bu

taktirde Ov OV ve O[], OV, igin

) -1,01,) s e |B., +10.6)-DL) (.23.1)

burada c,, >0 olup 7 ve h dan bagimsizdir ve Em >0, 750, h-0 icin

Ez‘h - 0 dir.

Ispat: J (v)—l 0 ([v]”) farkin1 g6z Oniine alalim. (3.2.1.1) ve (3.2.1.6) formiillerini

kullanirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

JO)-1,(v]n) =
| Ix +hh//2201'[/1 x t l/’z

I
Mz

)=o)

=~
1l

1 j=1

~

k-1

+ (1 ()=, (o) - |, -

Cauchy — Bunyakovski esitligini ve (3.1.1.8), (3.1.1.9), (3.2.1.13) kestirimlerini

kullanirsak agagidaki esitsizligi yazabilirliz:

X, +h/2

SQ{[Z]EM ll‘f ]J‘ ‘l/ll(x,t)—{p}k‘zdxdtJ +

U Jj=le x;=h/2

7()-1,(],)

N M1ty XthI2 1/2
+[z j j ‘1/12(x,t)—¢/?k‘2dxdt} }2640[*]1 +J2] (3_2_3_2)
k=t j=ly,  x,=h/2
J, i¢in olan formiilii kullanarak asagidaki esitsizligi elde elde ederiz:
M M-1t Xjth/2
z .[ ”1/11 Xt Wi +l//}k_¢_/l‘k‘5
=t =l g x-hi2
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t, x:+h/2

N M-1"‘tk =i
<23 > | | (x,t)—z//_}krdxdﬁ
k=l j=l g x;~h/2
N M-1 2
2y YW~ =T+, (3.2.3.3)
k=1 j=1

Once J,, —ikestirelim. (3.2.2.29) formiiliinii kullanirsak,

2 2

J,, <A4r? L1 ORI (3.2.3.4)
9 i1, (o) 0% |1, (a)
esitsizligini elde ederiz.
(3.2.2.8) kestirimini p =1 i¢in kullanirsak
1 S 2cy (,Bzh + ||Qn (V) - [V]n 2) (3'2'3'5)
esitsizligi ispatlanir.
Boylece (3.2.3.4) ve (3.2.3.5) kestirimlerini yardimuyla
(‘]11)2 = 041(,8111 +0, (V)_[V]n 2) (3'2'3'6)

esitsizligi elde edilir. Burada c,, >0 sayist 7 ve /4 den bagimsizdir. Aym sekilde

(J 5 )2 icin asagidaki esitsizlik ispatlanir:

(‘]2)2 5642(,8711 + Qn(v)_[v]n ’

Boylece (3.2.3.6) ve (3.2.3.7) esitsizliklerini kullanrsak (3.2.3.2) den teoremin

). (3.2.3.7)

hitkmii ispatlanmis olur.
Simdi fonksiyonele yakinsaklik teoreminin ispatlamadan ©nce yardimci

Lemmay ispatlayalim.

Lemma 3.2.3.2: Farz edelim ki 3.2.3.1. in sartlar1 saglanmis olsun. Bunu yani1 sira

diyelim ki @, operatorii (3.2.2.2) formiiliiyle tanimlanmis olsun. Bu taktirde

n

0, (v) UV, ve asagidaki kestirim gecerlidir:

|J(V) -1, (Qn (V))| < C}9\/Z-
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Ispat: Farz edelim ki vV herhangi bir miimkiin kontroldiir. O, operatdriiniin

tanimina gore

0, (V) = (Wl sWosees Wy )

R
w, =— jv(x)dx, j=1LM -1 dir.

J
x;=h/2

Bu formiilii kullanirsak, asagidakileri yazabiliriz.

1)c_/+h/2 1)cj+h/2
w, =— jv(x)dxz— jbo =b,, j=1,M -1
. hxj—h/Z x;=h/2
_ 1 x;+h/2 1 x;+h/2 _ o
w, =— jv(x)dxs— jbl =b, j=1LM-1.
hxj—h/Z hxj—h/Z

Bu esitsizliklerden, b, <w, <b;, j=1,M -1 elde edilir.
Buradan V, kiimesinin tanimma gore Q, (V)D V, elde edilir. Bu takdirde [v]n av,

diskrit kontroliinii alip teorem 3.2.3.1 1 ispatlamis olursak lemmanin hiikmiiniin
gegerli oldugunu elde ederiz. Lemma ispatlandi.

Farz edelim ki P, operatorii asagidaki formiil ile tanimlidir.

P,(],)=v().
(3.2.3.8)

Burada ¥(v)=v,, x, —h/2<x<x,+h/2, j=1M -1 dir.

J?

Lemma 3.2.3.3: Farz edelim ki, teorem 3.2.3.1 in sartlar1 saglanmis olsun. Bunun

yani sira P, operatori (3.2.3.8) formiilii ile tanimlansm. Bu taktirde P, ([v]n ) ar ve

n

asagidaki kestirim gegerlidir:

I -1,01,) <cBa
ispat: Farz edelim ki, [v], 0¥ herhangi diskrit kontrol olsun. P, operatérii (3.2.3.8)

formiiliinii tanimladigindan », kiimesinin tanimma gore asagidaki esitsizlikleri

yazabiliriz:
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V(x):Pn([v]n):vj 2by, x;,—h/2<x<x,+h/2, j=1M-1,

V(x):Pn([v]n):vjzbl, X, —h/2<x<x,+h/2, j=1M-1.

Buradan ve V' kiimesinin tanimmdan P, ([v]n)DV oldugunu elde ediyoruz. Buna

gore vV kontroliiniin yerine v (t) =P ([v]n ) UV kontroliinii alip 3.2.3.1 teoremini

<c, B,

ispatlamig olursak

2 0)-1,01.) <
esitsizligini elde ediyoruz.

0,(r(,)-
0,(7,(v.)-

\ ) (3.2.3.9)

0,(~.(.)-

Simdi

2 2

el X +hi2 vl xhi2
IhZ— .[\7( )dx v; Z .[v/.dx—v/. =
J=1 hxj—h/z J=N" x=hr2
M-1 )
=h ‘v —v.\ =0

Buradan ve (3.2.3.9) dan lemmanin hiikkmiiniin gecerli oldugunu elde ediyoruz.

Lemma ispatlandi.
Nihayet sonlu fark yaklagimlarmin fonksiyonele gore yakmsaklig1 i¢in hiikmii

ispatlayalim.

Teorem 3.2.3.4: Farz edelim ki lemma 3.2.3.2 ve lemma 3.2.3.3 iin sartlar1
saglannus olsun. Bunun yani swra farz edelim ki v OV, [v]z OV, swasiyla

(3.2.1.1)-(3.2.1.5) ve (3.2.1.6) - (3.2.1.10) problemlerinin ¢éziimleri olsun. Yani,

J. =ian(v)=J(v*), f I [v] =7 ([v] )

vav
bu taktirde (3.2.1.6)-(3.2.1.10) fark problemleri dizisi ~ (3.2.1.1)-(3.2.1.5)

problemin yaklagimidir. Yani lim/ . =J, ve asagidaki kestirim gegerlidir.

n—o

1. -J.|seu/B, (3.2.3.10)

43



Ispat: Ispat igin [21] ¢alismasindaki metodolojiyi kullanalim. Teoremin sartma gore

v OV kontrolii (3.2.1.1) - (3.2.1.5) probleminin ¢éziimiidiir. Lemma 3.2.3.2 in sart1

saglandiginda Q, (v* ) av, ve |I, (Qn (v* ))— J(V*X < Cy \/Z ,n=12,... dir. Bu

taktirde bu esitsizlikten

1.<1,(0,0°) <0 )+ eoBy =T +eui[By s n=12,..
Esitsizligi elde edilir. Buradan
[.~J.<cy By, n=12,. (3.23.11)
Teoremin sartina gore [v]z OV, (3.2.1.6)-(3.2.1.10) probleminin ¢oziimiidiir.

Lemma 3.2.3.3 e gore P, ([v]z )D V' olur ve asagidaki esitsizlik saglanir:

‘J(})n ([V];:))_In ([V]ZI S C39\/ﬁ7m’ n=12,.

Buradan asagidaki esitsizligi elde ederiz:

1< a e ()<, 00)+ o By =1 + e By n=12....
Buna gore sonuncu esitsizlikten
[.~J.2—cy\B,, n=12,. (3.23.12)
Esitsizliginin gegerli oldugu elde edilir. (3.2.3.11) ve (3.2.3.12) den (3.2.3.10) un

gecerli oldugunu elde ederiz. 7 =7,, h = h, isaretlerine gére lim7, =limA, =0.

Erh formiilii g6z Oniine alinarak (3.2.3.10) da n - o i¢in limite gegerek teoremin

hiikmiiniin gegerli oldugunu elde ediyoruz. Teorem ispatlandi.

44



4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1. boliimiinde (3.1.1.1)—(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin
¢coziimiiniin varlig1 ve tekligi icin teoremler, fonksiyonelin gradiyenti i¢in asikar
formiil, optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek

sart ispatlanmistir.
Tezin 3.2. boliimiinde goéz Oniine alinan optimal kontrol problemine farklar

metodu uygulanmis elde edilen fark semasi i¢in kararlilik ve hata kestirimleri,

fonksiyonele gore yakinsaklik ispatlanmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezde incelenen optimal kontrol problemi konulmasi agisindan onceki
calismalardan farklidir. Belirtmek gerekir ki, Lineer Schrodinger denklemi i¢in bu
tiirlii caligmalar Iskenderov A.D. ve Mahmudov N.M. tarindan yapilmstir. Bu tez
caligmasinda ise Lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemi
incelenmigtir. Bu farkliliklar problemin konulmasinda ve incelenmesinde
degisiklikler olusturmaktadir. Problemin konulmasinin farkli olmasi nedeniyle
aragtirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar dnceki yazarlarin ¢aligmalarmdaki

sonuclarlardan farklidir ve onlarla 6rtiigmez.

46



6. KAYNAKLAR

10.

11.

12.

. Butkovski A.G. , Samoylenko Y.I. Kuantum Mekanik Siire¢lerin Kontrolii. M.

Nauka-1984-s. 256 (Rusga).
Landau L.D, Lifshitz E.M. Kuantum Mekanigi Cilt 3-M-1963-s. 702 (Rusga).

. Vorontsov M.A., Smalqauzen V.I. Adaptiv Optigin Prensipleri. Moskova,

Nauka, 1984.

. Din Nio Hao-Kuantum Objektlerinin Optimal Kontrolii // Otomatik ve

Telemekanik. 1986, No 2, s. 1420 (Rusca).

. Iskenderov A.D., Yagubov G. Ya. Kuantum Mekanik Potansiyelin Bulunmasi

Ters Problemin Coziimii I¢in Varsyasyon Yéntemi / DAN SSSR, 1988, ¢.303,
No:5, s. 1044-1048 (Rusca).

Iskenderov A.D., Yagubov G. Ya. Lineer Olmayan Kuantum Mekanik
Sistemlerin Optimal Kontrolii // Otomatik ve Telemakanik. 1989, no:12-s. 27-38
(Rusca).

Iskenderov A.D. Durgun Olmayan Schrodinger Denkleminde Potansiyelin
Bulunmas: // Matematik Modellemenin ve Optimal Kontroliin Problemleri-

Bakii, 2001-s. 6-36 (Rusca).

. Iskenderov A.D. , Mahmudov N.M. Kuantum Mekanik Sistemler i¢in Lions

Kriterli Optimal Kontrol // AMEA nm Haberleri Fizik Teknik Matematik
Bilimleri Serisi-1995, c¢.16, No:5-6-30-35 (Rusga).
Mahmudov N.M. Lions Fonksiyonelli Kuantum Mekanik Sistemler Igin
Optimal Kontrol =~ Probleminin  Farklar Metoduyla Coziimii. Azerbaycan
Bilimler Akademisi Matematik Mekanik Enstitiisii Eserleri-1997-c. 7. s. 392
(Rusca).

Razgulin A.V. Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi I¢in Kontrol
Problemlerinin Yaklasimlar. Moskova Devlet Universitesi nin Haberleri. Seri
15. (nlimerik Analiz ve Sibernetik) 1998 No:2 s. 28-33 (Rusga).

Silla N. Schrodinger Tipli Kuantum Mekanik Sistemler i¢in Optimal Kontrol
Problemlerinin Niimerik Coziimii. Doktora Tezi. Bakii. 1991, s. 165 (Rusca).
Yagubov G.Ya. , Musayeva M.A. , Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi

[¢in Bir Invers Probleminin Varyasyon Konulmasinin Farklar Metoduyla

47



13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

Coziimii.Azerbaycan Bilimler Akademisini Haberleri. Seri: Fizik-Teknik ve
Matematik Bilimleri. 1995, Cilt: 16, No:1-2, S.46-51 (Rusga).

Yagubov G.Ya. , Musayeva M.A. Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi igin
Identifikasyon Problemi Hakkinda // Diferansiyel Denklemler-1997, ¢.33, No:
12 5.1691-1698 (Rusca).

Yagubov G.Ya. , Kuazi Lineer Schrodinger Denkleminin Katsay: ile Optimal
Kontrol.Bilimler Doktoru Tezi. Kiyev. 1994, s. 318 (Rusca).

Lions J.L. Optimal Control Of Systems Governed By Partial Differntial
Equations. Springer- Verlog Berlin Heidelberg New York-1971-s. 400.
Iskenderov A.D. Matematiksel Fizigin Cok Boyutlu Ters Problemlerinin
Varyasyon Konumlar1 Hakkinda DAN SSSR-1984-c.274-No:3-s. 531-533
(Rusca).

Potapov M.M. , Razgulin A.V. , Sameeva T.Y. Schrodinger Tipli Optimal
Kontrol Probleminin  Yaklasimi ve Regiilarizyonu. Moskova Devlet
Universitesi nin Haberleri. Seri 15 (Niimerik Analiz ve Sibernetik) 1987. No:
I-s. 8-13 (Rusca).

Iyosida K. Functional Analysis-M. : Mir, 1967-s. 624 (Rusca).

Ladijenskaya O.A. Parabolik Tip Lineer ve Kuazilineer Denklemler. Moskova,
Nauka, 1976

Ladijenskaya O.A. Matematiksel Fizigin Sinir Deger Problemleri-M: Nauka,
1973 (Rusca).

Vasilyev F.P. Extremal Problemlerin C6ziim Metotlar1.-M:Nauka. 1981-s. 400
(Rusca).

Mikhaylov Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklemler.-Moskova, Nauka,1983
Gobel M. On Existence Of Optimal Control // Math. Nacr-1979, Vol. 53-s. 67-
73.

Kolmogorov A.N. , Fomin S.V. Fonksiyonlar Teorisinin ve Fonksiyonel
Analizin Elemanlari. M. Nauka. 1989-s. 624 (Rusca).

Samarskiy A.A. , Andreev V.B. Eliptik Denklem I¢in Fark Metotlars. M.
Nauka. 1976 (Rusca).

48



26. Samarskiy A.A. , Lazarov R.D. , Makarov V.L. Genellesmis Coziimli
Diferansiyel Denklemler i¢in Fark Semalari. M. Vissaya Skola 1987, s. 296
(Rusca).

27. Tikonov A.N. Arsenin V.Ya. IlI-Posed Problemlerin Co6ziim Metodlari.
Moskova-Nauka. 1979,s.288 (Rusca).

49



OZGECMIS

1981 yilinda Kars ilinde dogdu. ilk ve orta 6grenimini Kars’ta tamamladi.
1998 yilinda kazandig1 Yiiziincii Y1l Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boéliimiinden 1999 yilinda Atatiirk Universitesi Matematik Béliimiin’e yatay gegis
yapt1 ve 2002 yilinda mezun oldu. 2003 yilinda Kafkas Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boliimiinde arastirma gorevlisi olarak goreve basladi.2004
yilinda Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’'nda
yiiksek lisans programia basladi.

Halen Kafkas Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinde

arastirma gorevlisi olarak gorev yapmaktadir.

50



