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ONSOZ
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dalinda yiiksek lisans tezi olarak hazirlanmistir.

Calismada Lineer Schrodinger denklemi igin 1. ve II. tip smir deger
problemleri ve onlarin niimerik ¢oziimii ele alinmistir. Tezde incelenen sinir deger
problemlerinin Fourier metodu ile incelenmesi agisindan bu calisma daha ©nce
yapilan ¢alismalardan farklidir. Schrodinger denklemi i¢in sinir deger problemleri
cogunlukla Galorkin metodu ile incelenmigstir. Tezde gbz Oniine alinan sinir deger
problemlerinde katsayilar yalniz x degiskenine bagimli oldugunda Fourier
metodunu uygulamak islem kolaylig1 acisindan cok onemlidir. Inceleme metodunun
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OZET

LINEER SCHRODINGER DENKLEMI ICIN SINIR DEGER PROBLEMININ
COZUMUNE AIT YUKSEK MERTEBEDEN KESTIRIMLER VE ONLARIN
UYGULAMALARI

Otiiken SENGER

Bu tezde Lineer Schrodinger denklemi i¢in sinir deger problemleri ele alindi.
Bu caligmanin 3.1. boliimiinde I. ve II. tip sinir deger problemlerinin ¢oziimiiniin
varligi ve tekligi Fourier Metodu ile ispatlandi. Bu metodun yardimiyla sinir deger
problemlerinin ¢6ziimii icin yiiksek mertebeden tiirevleri degerlendiren kestirimler
elde edildi. Tezin 3.2. boliimiinde gbdz Oniine alinan siir deger problemlerinin
cOziimiine, Sonlu Farklar Metodu uygulandi. Elde edilen kestirimler kullanilarak
karsilik gelen fark semalarinin hatasi icin yakinsama hizini iceren kestirimler elde

edildi.

Anahtar Kelimeler: Schrodinger Denklemi, Sinir Deger Problemi, Fourier Metodu,

Sonlu Farklar Metodu, Yakinsama Hizi.



ABSTRACT

HIGHER ORDER DEDUCTIONS AT THE SOLUTION OF BOUNDARY VALUE
PROBLEMS OF LINEAR SCHRODINGER’S EQUATION AND THEIR
APPLICATIONS

Otiiken SENGER

In this thesis, the boundary value problems are studied for Linear
Schrédinger’s equation. In Section 3.1, the existence and uniqueness of the solution
of the 1% and 2™ kind of boundary value problems are proved with Fourier Method.
With the help of this method, deductions, which evaluate higher order derivatives for
the solution of the boundary value problems, were obtained. In Section 3.2. of the
thesis, Finite Difference Method was applied to the solution of the boundary value
problems. Using the deductions obtained some other deductions that include

convergence rate for the errors in corresponding difference set were obtained.

Key words: Schrodinger Equation, Boundary Value Problem, Fourier Method,

Finite Difference Method, Convergence Velocity.
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SIMGELER DIiZiNi

A4 Herhangi

0

\4 Hemen hemen her yerde
1=+-1 Sanal birim

>0 Verilen say1

T>0 Verilen say1

>0 t degiskenine gore adim
h>0 x degiskenine gore adim
5{¢jk = (¢j — i )/ T t’ye gore sol fark

0.0y = (¢j -0 )/ h x’e gore sol fark

5X¢jk = (¢j+1k - ¢jk )/h x’e gore sag fark

0Py = (¢j+1k =20 + @ )/ h’ x’e gore II. mertebeden fark
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1.GIRiS

Schrédinger denklemi icin sinir deger problemleri kuantum mekaniginde,
niikleer fizikte, lineer olmayan optikte ve cagdas teknigin ve fizigin c¢esitli
alanlarinda ortaya cikar [1]. Bu nedenle Schrodinger denklemi i¢in sinir deger
problemlerinin teorik acidan incelenmesi ve niimerik ¢6ziimii gerek teorik agidan ve
gerekse pratik a¢idan cok onem tagir.

Schrodinger denklemi icin sinir deger problemleri daha dnce farkli yazarlar
tarafindan incelenmis ve bu problemlerin iyi konulmasina ait ¢esitli sonuglar elde
edilmistir [2—-12]. Bu yazarlar tarafindan incelenen sinir de8er problemlerinde
denklemin katsayis1 ya sabit ya da siirekli ve siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar
olmustur. Pratikte rastlanan sinir deger problemlerinin ¢ogunda denklemin katsayilar
oOlciilebilir, sinirli fonksiyonlar olur. Bu takdirde dnceden bulunan sonuclar pratikte
rastlanan kuantum mekanik siireclerini 6grenmek icin yeterli olmaz.

Schrédinger denkleminin katsayilarinin olgiilebilir, sinirli fonksiyonlar veya
stirli olmayan fonksiyonlar olmasi halinde sinir deger problemleri iskenderov A.D.,
Yagubov G.Y. ve onlarin ogrencilerince 6grenilmis ve Schrodinger denklemi icin
cesitli sinir deger problemlerinin 1yi konulmasina yani ¢oziimiin varligina, tekligine
ve kararlilifina ait sonuglar elde edilmistir [5, 6, 10, 11]. Bu sonuglarin elde
edilmesinde s6z konusu yazarlar ncelikle Galorkin metodunu ve kismen de Fourier
metodunu kullanmiglardir.

Bildigimiz gibi denklemin katsayilar1 degiskenlerine ayrilabilir fonksiyonlar
oldugu takdirde Fourier metodu uygulama acisindan ¢ok onem tasir. Matematiksel
fizigin denklemleri i¢in sinir deger problemleri daha 6nce Fourier metodu ile
denklemin katsayilar1 ya sabit ya da siirekli ve siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar
olmasi halinde [2, 14-16]. ve bu gibi calismalarda incelenmistir.

Schrédinger denklemi icin sinir deger problemlerinin denklemin katsayisinin
Olciilebilir, sinirli olmasi halinde Fourier metodu ile ¢ok az incelenmesini goz Oniine
alarak bu tezde Schrodinger denklemi i¢in I. ve II. sinir deger problemlerinin Fourier

metodu ile incelenmesinin hem teorik hem de pratik anlami vardir.



Bu tez calismasinda yukarida sdylenildigi gibi Lineer Schrodinger denklemi
icin . ve IL tip sinir deger problemleri ve onlarin niimerik ¢oziimii ele alinmistir. Tez
caligmasinin 6nemli boliimlerinden biri materyal ve yontem boliimiidiir ki bu da iki
alt boliimden olugmustur. Birinci alt boliimde Lineer Schrodinger denklemi i¢in sinir
deger problemlerinin genellestirilmis ¢oziimii Fourier metodu ile incelenmis ve
cesitli fonksiyonel uzaylarda genellestirilmis coziimiin varligina, tekligine ve
verilenlere gore kararliligina ait sonuglar elde edilmistir. Bunun yani sira Fourier
metodunu kullanarak sinir deger problemlerinin ¢6ziimlerinin yiliksek mertebeden
tiirevleri icin de ©6nemli uygulamaya sahip kestirimler ispatlanmistir. ikinci alt
boliimde goz Oniine alan sinir deger problemlerinin niimerik ¢éziimii incelenmis,
bu amagla sonlu farklar metodu uygulanmistir. Birinci alt boliimde elde edilen
kestirimlerden yararlanarak sonlu farklar metodunun yakinsamasini ve yakinsama
hizim1 ifade eden kestirimler yani sinir deger problemlerine karsilik gelen fark

semalarinin hatasini ifade eden kestirimler elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde ilerleyen konularda gecen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1:L,(0,/) Hilbert uzay: olup, elemanlart (0,¢) araliginda Olciilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ carpim ve

norm asagidaki gibi verilir:

(UV), o, = JuCOVEOdx,

||u||L2(0,() = <u’u>L2(0,m :

Tammm 2.2:L,(Q) Hilbert uzay1 olup, elemanlar1 Q bolgesinde Olgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ carpim ve

norm asagidaki gibi verilir:

W.90), o, = [W(x, 09 (x, Ddxdt,
Q

||W||L2(Q) = <V/’VI>L2(Q) '

Tamm 2.3:L_(0,/) Banach uzay:1 olup, elemanlar1 (0,¢) araliginda olciilebilir ve

sinirh fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanir:

u|| = vraimax|u X | .
|| LM(O,/,) XG(O,/,) ( )

Tamm 2.4: W,(0,/) Sobolev uzayr olup, elemanlarinin kendisi ve x’e gore I
mertebeden genellesmis tiirevi L,(0,/) yani Lebezgue uzayindan olan fonksiyonlar

uzayidir. Bu uzay aymi zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki sekilde tanimlanir:



du(x) dv(x)
(03, = 00700+ 40

”u W1 (0,0) = <u’u>wz'(o,w :
burada v(x) fonksiyonu v(x)’in kompleks eslenigidir.

0
W, (0,¢) uzayt W, (0,/) uzaynimn alt uzayr olup, elemanlar1 0 ve ¢ noktalarinda

0 ’a esit olur.

Tamm 2.5: W, (0,/) Sobolev uzayi olup, elemanlarinin kendisi ve x’e gore IL
mertebeden genellesmis tiirevleri L,(0,/) ’den olan fonksiyonlar uzayidir. Aym

zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

f du(x) dv(x) dzu(x)d V(x)
W‘O‘) .ﬂu(x) =)+ dx  dx dx*  dx’ }dx,

w2 (0, /) <u u>w§(o,z) :

0
W, (0,¢) ise W, (0,¢) in alt uzay1 olup, elemanlarmin kendisi 0 ve ¢ noktalarinda

0 ’a esit olur.

Tamm 2.6: W, (0, /) Hilbert uzay1 olup, aym zamanda Sobolev uzayidir. Elemanlari

(0, /) araliginda tanimlanan u = u(x) fonksiyonlaridir ki;

2 3
u,d—u,d—j,d—ge L,(0,¢)’dir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde
dx dx° dx

tanimlanir:

t 3
Z d'u(x) dJV(X)
W2(0 0) ,([J dX J X,

W5 (0, /) <u V>w§(o,z) °



Tamm 2.7: W)'(Q) uzay1 Sobolev uzayi olup, elemanlarinin kendisi ve onlarmn
t'ye gore 1. mertebeden genellesmis kismi tiirevleri L, () Lebezgue uzayindan

olan fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

oW (x,1) BV(X,t)} it

Ve ﬂw(x,tmx,m T,

”W”wz‘v“(g): <W’W>WZI'O(Q) :

Tamm 2.8: W, (Q) uzay1 Sobolev uzay olup, elemanlarinin kendisi ve onlarin x’e
gore 1. mertebeden genellesmis kismi tiirevleri L,(Q)’den olan fonksiyonlar

uzayidir. Bu uzay aym zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

al//a(x,t) VO

X

Vo = [ [v/(x,t)wx,m
Q

”l//”wz'»o(g): <l//’l//>wz'~°(9) )

0 1.0
W, (Q) uzayt W,°(Q) uzayinm alt uzay olup, elemanlar1 Q dikdortgeninin yan

taraflarinda O ’a esit olur.

Tamm 2.9: W' (Q) Hilbert uzay1 olan Sobolev uzayidir. Elemanlar1 Q bolgesinde

2
tanimlanan dyle ¥ (x,t) fonksiyonlaridir ki; ¥, ?;// ,3 l/;,aali/ e L, (Q) ozelliklerini
X OX

saglar. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

W0 P
ox

)i ﬂt//(x,t)a (X, 0+ .

8 w(x,t) 9°@(x,t) 81//(x t) 9@ (x,t) dxdt
ox’ ox’ ot ot ’

||W| wH(Q) = <l//’l//>wz“(9) :



0 2.1
W, () uzayt W;'(Q) uzayinm alt uzayi olup, elemanlar1 Q dikdértgeninin yan

taraflarinda sifira esittir.

Lemma 2.1:(Bramble-Hilbert Lemmasi, Samarskiy A.A., 1987). Farz edelim ki;

D bolgesi E, Euclid uzaymin d >0 c¢apina sahip agik, konveks siirli bolgesi olsun.
Bunun yanm sira g(u) W,"(D) (O<m=m+A, m- negatif olmayan tam sayi,

0 < A £1) lineer ve sinirl fonksiyoneldir, yani;

1

lg(w)| < C(i:d2j |u|iD +d2m|u|i’Dj sart1 saglaniyor. Eger g(u) m 'nci
=0

dereceden polinomda sifira esit ise, bu takdirde;

|g(u)| <C.-C-d" '|u|m,D olacak sekilde C >0 sayist vardir. Burada |u|m’D

W,"(D) ’de yarim normdur.

Lemma 2.2:(Gronwall Lemmasi, Vasilyev F.P., 1981). Farz edelim ki; ?; j=0,N

i -
sayllant  0<¢,<a, O0<¢, <a+ bz ¢., j=0,N-1 sartlarim saglasin. Bu

m=0

takdirde asagidaki kestirim gecerlidir:

0<@ <a(l+b)', j=0N .



3.MATERYAL VE YONTEM

3.1.Lineer Schrodinger Denklemi Icin Simr Deger Problemlerinin Fourier

Metodu Ile Coziimii ve Yiiksek Mertebeden Tiirevler Icin Kestirimler

Bu boliimde Lineer Schrodinger denklemi icin sinir deger problemleri ele
almmustir. Once goz oniine alman problemlerin ¢oziimiiniin varliginin ve tekliginin
ispatlanmasi i¢in Fourier metodu uygulanmistir. Sonra bu metodun yardimiyla sinir
deger problemlerinin ¢Oziimiiniin yiiksek mertebeden tiirevleri i¢in de kestirimler

elde edilmistir.

3.1.1.Lineer Schrodinger Denklemi I¢in 1. ve II. Tip Siir Deger Problemlerinin

Konulmasi

¢ ve T wverilen pozitif sayillar olmak iizere; xe [O,E], te [O,T],

Q, =(0,0)x(0,t), =, oldugunu kabul edelim. ¥ = y(x,t) fonksiyonunun

.d 9’

1a—?+aoax—l{—a(x)l//=f(x,t) L (x,0eQ, (3.1.1.1)
y(x,0)=o(x), xe (0,0), (3.1.1.2)
pyO,0) =y t)=0, te(0,T), (3.1.1.3)

sartlarindan bulunmas1 problemini gz 6niine alalim. Burada i* =1, a, >0 verilen

say1, a(x) Olciilebilir stnirli fonksiyon olup,

0
O0<a(x)<u,, Vxe (0,0) , p,=sabit >0, (3.1.1.4)
sartin1 saglar; ¢@(x), f(x,t) verilen fonksiyonlar olup, asagidaki sartlar1 sagliyor

olsunlar:

0 1

pe W1(0,0), fe W) (Q). (3.1.1.5)
(3.1.1.1) — (3.1.1.3) sartlarindan ¥ =w(x,t) fonksiyonunun bulunmasi problemi

Lineer Schrodinger denklemi i¢in I. tip sinir deger problemidir.



Tammm 3.1.1.1:(3.1.1.1) — (3.1.1.3) smir deger probleminin ¢oziimii olarak

o L1

n(x,T) =0 sartin1 saglayan Vne W, (Q) igin

j(— i wa—ﬁ —a 8_1//8_ a(x)yn jdxdt =
o X

= [£(x, 07 (x, dxdt +i j P(x)77 (x,0)dx (3.1.1.6)
Q 0

) o L0
Integral Ozdesligini saglayan ve W, (£2) uzayindan olan ¥ = y/(x,t)fonksiyonu

anlasilir. Burada 77 =7 (x,t) fonksiyonu 7 =7(x,t) fonksiyonunun kompleks
eslenigidir. Bu tamim anlaminda (3.1.1.1) — (3.1.1.3) sinir deger probleminin
¢Oziimiine onun genellestirilmis ¢oziimii diyecegiz. Simdi ¥ =y (x,t) fonksiyonunun
(3.1.1.1),(3.1.1.2) ve

dy(0,0 _ (4,1 _ 0 . te(0.T) (3.1.1.7)
ox ox

sartlarindan bulunmasi problemini goz Oniine alalim. Bu probleme Lineer

Schrédinger denklemi igin II. tip sinir deger problemi denir. Bu problemde a(x),

@(x) ve f(x,t) fonksiyonlar1 asagidaki sartlar1 saglar:

0
O<u, <a(x)Su, ,Vxe(0,0), (3.1.1.8)
e W0.0) , fe W (Q), (3.1.1.9)

burada &, >0, u, >0 verilen sayilardir.

Tamm 3.1.1.2:(3.1.1.1),(3.1.1.2),(3.1.1.7) sinir deger probleminin ¢oziimii olarak

n(x,T) =0 sartin saglayan V7 =7(x,t)e W, (Q) igin

on _, dyon _
sz( S a(x)l//?]jdxdt
= [t 07(x, t)dxdt+1j ()T (x,0)dx (3.1.1.10)
Q

integral 6zdesligini saglayan W,°(Q) uzayindan olan ¥ =w(x,t) fonksiyonu

anlagilir.



3.1.2.S1mir Deger Problemlerinin Fourier Metodu ile Coziimii

Bildigimiz gibi Fourier metodu kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin
sinir deger problemlerini ¢dzmek i¢in kullanilabilir. Bu metot matematiksel fizigin
cesitli denklemleri igin olan smir deger problemlerinin ¢oziimiinde farkli yazarlar
tarafindan uygulanmistir. Ozellikle kismi tiirevli diferansiyel denklemin katsayilari
degiskenlerine ayrilabilir olmasi halinde veya katsayilarin ancak uzay degiskeninden
bagimli olmasi halinde bu metot cok 6nem tasir. Schrodinger denklemi icin sinir
deger problemlerinin ¢oziimiinde Fourier metodu ¢ok az kullanilmistir. Bu metot
once [2] calismasinda Schrodinger denkleminin katsayilar siirekli veya siirekli
tiirevlenebilir oldugu takdirde uygun smir deger problemlerinin ¢oziimiine
uygulanmugtir. Schrodinger denkleminin katsayilart Olgiilebilir, sinirli fonksiyonlar
olmas1 halinde bu denklemin genellestirilmis ¢oziimlerinin varligi ve tekliginin
ispatinda Fourier metodunun ¢ok az uygulandigini gbz oniine alarak bu alt boliimde
Schrédinger denklemi icin sinir deger problemlerinin ¢oziimiine Fourier metodunun
uygulanmasini ele alacagiz.

Once (3.1.1.1)-(3.1.1.3) smir deger problemini ele alalim. (3.1.1.1)
denkleminden goziiktiigii gibi onun katsayilari t degiskeninden bagimli olmadigindan
g6z Oniine alinan problemin ¢6ziimiine kolaylikla Fourier metodunu uygulayabiliriz.

Bu amacla once:

2

£X=—a0((117>2<+a(x)X (3.1.2.1)
gosterimini yapalim ve asagidaki problemi goz 6niine alalim:

£X(x) =AX(x) , x€ (0,0) (3.1.2.2)

X(0)=X()=0, (3.1.2.3)

burada A =sabit 'dir. Bu problem 6zdeger problemidir ve [14, 15] caligmalarinda
genis bicimde incelenmistir. Diyelim ki; A=4,_ veU, =U, (x) , k=12,... £
operatoriiniin sirasiyla 6zdegerleri ve 6z fonksiyonlar1 olsunlar. [14] ¢alismasindan
bildigimiz gibi £ operatoriiniin 6zdegerleri reeldir ve negatif degildir. Bu 6zdegerleri

onlarin degerlerinin artig1 biciminde dizebiliriz:



0SA <A <A, <-<A <A, <, (3.1.2.4)
yani k —oco igin A — 4eo. A, ’lara karsihk gelen U, =U, (x) , k=12,...
ozfonksiyonlar1 da reeldir ve L,(0,/)’de ortogonaldirlar. Farz edelim ki bu

ozfonksiyonlar L, (0,7)’de ortanormal olsunlar, yani;

l
(U Uy o = [ULOU, (x)dx = 67 (3.1.2.5)
0
olsun. Burada;
1 k=m
o = . km=12,... (3.1.2.6)
0 k#m

Kroneker sabitleridir. Bunlarin yam sira £ operatoriiniin 6zfonksiyonlar1 asagidaki

anlamda da ortogonaldirlar.

14
[Uk’Um]: £(U,,.U, )= I(ao du, du,, +a(X)UkUmjdx =
0 dx dx

=A6" , k,m=12,... (3.1.2.7)

0
yani ozfonksiyonlar W, (0,/) uzayinda da ortogonaldirlar. Burada [,] ile

W (0,0) de i¢ garpim gosterilmistir. £ operatdriiniin katsayilar1 dlgiilebilir, smirlt

oldugundan Puankare — Fridrihs [15] esitsizligini kullanarak (3.1.2.7) i¢ carpimiyla

0
tanimlanan normun W, (0, /) uzayinda tanimlanan

¢ ) pA
i, —(J@mx»u M 1

normuna denk oldugunu kolaylikla elde edebiliriz.

de(x)
dx

Fourier metoduna gore Vte [O,T] icin (3.1.1.1) — (3.1.1.3) siir deger

probleminin ¢éziimiinii;
w(x,0)=> 6,0, (x), (3.1.2.9)
k=1

serisi bigiminde arayalim. Burada U, = U, (x) fonksiyonlart (3.1.2.2), (3.1.2.3)
0zdeger probleminin ¢oziimleri olup £ operatdriiniin 6zfonksiyonlaridir. 8, = 6, (t)

fonksiyonlari ise;
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6, =6,()=W0,U,) o, = j w(x,)U, (x)dx (3.1.2.10)

formiilii ile tanimlanir. Bu takdirde (3.1.1.2) sartin1 ve (3.1.2.9) formiiliinii

kullanirsak;
l l
6,(0) = [y (x,0U, (x)dx = [p()U, (x)dx = ¢, , k=12,... (3.1.2.11)
0 0

sartin1 kullanabiliriz. Burada ¢, ’lar ¢(x) fonksiyonunun Fourier katsayilaridir.
Simdi 6, (t) , k =12,... fonksiyonlarinin sagladig: diferansiyel denklemleri
bulalim. Bu amagla (3.1.1.1) denklemini U, (x) fonksiyonu ile ¢arpip (0,/) araligi

tizerinden integralleyelim. Bu takdirde asagidaki esitligi elde ederiz:

4

J‘i Iy (x,t)
ot

.0
U, (x)dx = lg(l//(-, ), Uy )LZ(O,Z) =

0

= (£V/(-’ 0, U, )L2<0/> + (f(" 0, U, )Lz<0/> -
=W .0LEU,), 4 +(ECOU), g, =

= ﬂ’k (¥, U, )LZ(O,/,) + (f(" ), U, )LZ(O.() .
Buradan ve (3.1.2.10), (3.1.2.11) formiillerinden kolaylikla asagidaki Cauchy

problemini elde ediyoruz:

i%—@@k(t):fk(t) , te[o,T], (3.1.2.12)
6,0)=p, ,k=12... . (3.1.2.13)

0
Burada f, (t) =jf(x,t)Uk(x)dx , k=12,... f(x,t) fonksiyonunun Fourier
0

katsayilaridir. ¢, ise (3.1.2.11) formiilii ile tanimlanir. (3.1.2.12)-(3.1.2.13) Cauchy

probleminin ¢Oziimii i¢in parametrenin degisimi metodunun yardimiyla bir sonraki

formiilii elde ederiz:
0. (t) = p e ™ —i j f ()e™*"Pdr , k=12,... . (3.1.2.14)
0

Bu formiilii kullanarak (3.1.1.1) — (3.1.1.3) smir deger probleminin ¢dziimii

icin arayacagimiz y/(x,t) fonksiyonunu asagidaki gibi ifade edebiliriz:

11



k=1

l//(x,t)—Z((pk At —1j f, (r)e & ”drjU (x) (3.1.2.15)

Simdi bu fonksiyonun gercekten (3.1.1.1) — (3.1.1.3) sinir deger probleminin

tanim 3.1.1.1 anlaminda ¢6ziimii oldugunu gosterelim.

Teorem 3.1.2.1:Farz edelim ki: a(x) , ¢@(x) ve f(x,t) fonksiyonlar1 (3.1.1.4),
(3.1.1.5) sartlarim saglamis olsun. Bu takdirde (3.1.1.1) — (3.1.1.3) sinir deger

0 1,0
probleminin W, (Q) uzayindan olan bir tek ¢éziimii vardir ve ¢dziim icin asagidaki

kestirim gecerlidir:

Wz (Q) (“(0| Wz(O 0 ”f”wo'(g)) (3.1.2.16)
burada C, >0 sayis1 ¢ ve f ’den bagimsizdir.
Ispat: Teoremi ispatlamak icin once (3.1.2.15) serisinin sonlu kismini
N
" =pNx,0=) 6, (0OU, (x) (3.1.2.17)
k=1

0 1
ile gosterelim ve bu sonlu kisim i¢cin W2 (0, /) uzayimnda (3.1.2.7) bi¢ciminde olan i¢

carpimi yazalim:

[ N N]_ NN —iﬂkt_-l —id (t-7)
AR EDID I RN 1.[fk(1')e dr [x
0

k=1 m=1

(a ot +1j f_(r)e" ”drj[Uk,U |=

2

(3.1.2.18)

Mz

Z

p.e —1jf (T)e A d 1]

~
Il

1

Teoremin sartina gore fe WZO 1(Q)dir. Bu nedenle f . () fonksiyonunun
t ’ye gore I. mertebeden genellesmis tiirevinin var oldugunu kolaylikla gosterebiliriz,
yani f,_ € W,(0,T) dir. Bu takdirde (3.1.2.18) esitliginin sag tarafinda yer alan

modiil arasindaki ikinci terimde kismi integrasyon formiiliinii kullanabiliriz ve

kolaylikla asagidaki esitligi elde ederiz:
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i1 jfk (0)e A dr = —f, (0)eH —1)-
0

-[r @l — 1z, k=12.... (3.1.2.19)
0
Bu esitligi kullanarak (3.1.2.18)’den

[ N N]_ X ( 2 —it (_ it
v ot =D We + o O™ -1+
k=1

+ j f, (r)(e™" — 1)er +

N t _ )
+ z [(ake“k‘ +i j f, (r)e‘ﬂk“‘”dr)jx
k=1 0

x(f, ()™ —1)+ [£, (7)™ - 1)de
0
esitligini elde ederiz. Bu esitligi kullanarak

N N N {Z—k 2 2 2
b < S ol + ol + 2l ) +
k=1

+ ZU|fk (T)|d2'j +2U\fk'(r)\dfj } (3.1.2.20)

esitsizligini kolaylikla elde edebiliriz.
Diyelim ki; h=h(t)e W21 (0,T) herhangi bir fonksiyon olsun [15]
calismasinda Vte [0,T] ve Ve € (0,T] icin

2

+2¢[n | (3.1.2.21)

L,(0,T)

2
L,(0,T)

heof” < b
esitsizligi ispatlanmistir. Simdi bu esitsizligi f, (t) fonksiyonu i¢in kullanalim.
Gergekten iistte sdylenildigi gibi f, € W, (0,T) dir. Bu nedenle f,_(t) fonksiyonu
[O,T] kapali araliginda gomme teoremine gore [13—15] siirekli fonksiyondur. Bu

takdirde (3.1.2.21)’de h(t)’'nin yerine f, (t) fonksiyonunu alabiliriz. Buna gore

t =0 hali i¢in asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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£, O)f < C{hfk (0] dt + ﬂfk'(t)rdtj , (3.1.2.22)

burada C, >0 sayis1 k ’dan bagimsizdir. Bu esitsizligi (3.1.2.20)’de dikkate alirsak,

basit islemler sonucu asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

k' ]<C( S (o +lo )+

+i(hfk(t)lzdt+hfk'(t)\2dtD : (3.1.2.23)

Vte [0,T]. Burada C, >0 sayis1 N’den bagimsizdir. Bu esitsizligin elde edilmesine

benzer olarak asagidaki esitsizligi de elde ediyoruz:

TARARARTA) NNARN
p -yt -yt e, Y el el )+

¥ Z (I o of dt+ I NG| dtD . vee[o,T] . (3.1.2.24)

Burada 1<M <N ve C,>0 sayis1 M ve N’den bagimsiz sayidir.(3.1.2.7)

biciminde verilen i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm (3.1.2.8) bi¢iminde olan norma denk
oldugundan (3.1.2.23) ve(3.1.2.24) esitsizliklerinin yardimiyla Vte [O,T] icin

asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

N
a0y = 5{;Q¢k|2+ﬂk|¢k|2)+

+ i(hf (O dit ﬂfk'(t)\zdtj} (3.1.2.25)

k=1\o

N
W 0,0) Cﬁ{ ZQ¢k|2 +ﬂ'k|¢k|2)+

k=M+1

+ ZN: [}Ifk(t)lzdwﬂfk'(t)rdtj} . (3.1.2.26)

Burada 1I<M <N ve C,>0, C,>0 sayilan M ve N’den bagimsizdir. [15]

caligmasindan bildigimiz Parseval — Sterlov esitligine gore asagidaki esitlikleri

yazabiliriz:
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;lﬂl2 =4} o - (3.1.2.27)

S [k ofde=[e]} . (3.12.28)

k=1 o

(3.1.2.29)

L,(Q)

0!
Teoremin sartina gore @(x) fonksiyonu W;(0,/) uzaymin elemanidir. Bu

takdirde @(x) fonksiyonunun £ operatoriiniin 6zfonksiyonlarina gore agilimi olan:

p(x) = i(¢’Uk )L:(O,f) U, (x)= z¢kUk(X)

k=1 k=1

01
Fourier serisi ¢(x) fonksiyonuna W, (0,/) normunda yakinsar [15] .Bu

0 1

takdirde Ve W, (0,7) icin

- 2 2
2 Al <Cle,. (3.1.2.30)
k=1 W2(0,0)
esitsizligini yazabiliriz.(3.1.2.27) — (3.1.2.30)’dan ve (3.1.2.26) esitsizliginden
01
(3.1.2.15) serisinin her bir te [O,T] icin  W2(0,/) uzayinda yakinsadigini elde

0 1
ediyoruz. Yani ¥ =w(x,t) fonksiyonu her bir te [O,T] icin W2(0,/) uzayinin

0 1,0
elemanidir. Bunun yani sira y(x,t) fonksiyonunun W, () uzaymin da eleman

oldugunu kolaylikla elde edebiliriz. Bunu elde etmek icin (3.1.2.25) esitsizliginin her
iki tarafini [O,T] izerinden integralleyip, N — oo i¢in limite gecmek yeterlidir.
Simdi w(x,t) fonksiyonunun (3.1.1.6) integral Ozdesligini sagladigin

gosterelim. ™ =y N (x,t) sonlu toplammn  7(x,T)=0 sarttm saglayan

o L1

Vne W2 (Q) i¢in asagidaki integral 6zdesligini saglamasi agiktir:

W__Oax ox

N O7 o™ a7
I( ot

—a(x)y njdxdt

Q

= [ 10,07 (x, 0 +1[ @™ (0T (x,0)dx . (3.1.2.31)

15



Burada:

PN (x) = iqokUk(x) dur. (3.1.2.32)

k=1

Bu integral 6zdesliginde N — oo icin limite gecersek ve w™ (x,t) dizisinin
w(x,t)’ye, " (x) dizisinin @(x)’e yakinsadigini dikkate alirsak, kolaylikla w(x,t)
fonksiyonunun (3.1.1.6) integral 0Ozdesligini saglamasini elde ederiz. Boylece
(3.1.2.9) serisinin toplami olan w(x,t) fonksiyonunun (3.1.1.1) — (3.1.1.3) smir
deger probleminin tanim 3.1.1.1 anlaminda c¢Oziimiiniin oldugunu kolaylikla
ispatlamis oluyoruz. Bunun yam sira (3.1.2.27) — (3.1.2.30) bagintilarin1 kullanarak
(3.1.2.25) esitsizliginin her iki tarafini [O,T] izerinden integralleyip, N — oo icin
limite gecersek, (3.1.2.16) kestiriminin gecerli oldugunu da elde ederiz.

Simdi (3.1.1.1) — (3.1.1.3) siir deger probleminin var olan ¢dziimiiniin bir
tek oldugunu ispatlayallm. Bu amacla (3.1.2.16) kestirimini direkt olarak
kullanabiliriz. Gercekten diyelim ki; w(x,t) ve ¢@(x,t) fonksiyonlar1 (3.1.1.1) —
(3.1.1.3) siir deger probleminin iki farkli ¢6ziimii olsun ve J(x,t) =¥ (x,t) —d(x,t)
ile bu iki ¢oziimiin farkin1 gosterelim. Bu takdirde 9J(x,t) fonksiyonu asagidaki sinir
deger probleminin ¢6ziimii olacaktir:

.0 0’

1§+aoax—2—a(x),ﬁ=0 , (x,)e Q , (3.1.2.33)
J(x,00=0, xe (0,7) , (3.1.2.34)
Y0,t) =9(/,t)=0, te (0,T) . (3.1.2.35)

Goziktiigi gibi bu sinir deger problemi (3.1.1.1) — (3.1.1.3) sinir deger
problemi ile ayni bicimde olan problemdir. Aralarindaki tek fark (3.1.2.33) —
(3.1.2.35) probleminde denklemin sag tarafinin ve baslangi¢c fonksiyonunun sifira
esit olmasidir. Ispat ettigimize gore (3.1.1.1) — (3.1.1.3) probleminin ¢oziimii igin

(3.1.2.16) esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlikte y 'nin yerine ¢ ve @,f 'nin yerine O

alirsak:
||15‘||v0v'2° @ = 0 olur. Diger yandan ”19”\9«]2'0< a 2 0 olur. Bu iki esitsizlikten
||19| Wiy =0 esitligini elde ederiz. Buradan ise; ”W—¢ o =0 olur, yani

0
V(x,t) =¢(x,t) V(x,t)e Q elde edilir. Bu ise olamaz. Ciinkii varsayimimiza gore
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v(x,t) #@(x,t) ’dir. Celigki elde ettigimizden (3.1.1.1) — (3.1.1.3) smir deger
probleminin bir tek ¢oziime sahip oldugunu ispatlamis oluyoruz. Teorem 3.1.2.1
ispatlandi.

Simdi farz edelim ki ¢ = ¢(x),f(x,t) fonksiyonlari

02

pe W2(0,0) , fe W)'(Q) (3.1.2.36)

o L0
sartin1 saglamis olsun. Bu takdirde W: () wuzayindan olan genellestirilmis

0 2.1
coziimin W, () uzaymdan olan hemen — hemen her yerde c¢oziim oldugunu

gosterebiliriz.

Teorem 3.1.2.2:Farz edelim ki a(x), f(x,t) ve ¢@(x) fonksiyonlar1 sirasiyla

(3.1.1.5),(3.1.2.36) sartlarim1 saglasin. Bu takdirde (3.1.1.1) — (3.1.1.3) sinir deger

0 2.1
probleminin bir tek olan w(x,t) ¢oziimi W () uzaymin eleman: olur ve bu

¢cOziim i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:

||l//||\(a)/j]<g) < CS (“(p”v(i/z(o,/) +||f w§=‘(9)) : (3‘1'2‘37)
burada C,; >0 sayis1 ¢ ve f ’den bagimsizdir.
Ispat: o(x) fonksiyonu (3.1.2.36) sartim1 sagladigindan ve ||(0| ron = ||(0| Vo0

oldugundan teorem 3.1.2.1’in sartlarinin saglandigin1 goriiyoruz. Bu takdirde
0 1,0

(3.1.1.1) — (3.1.1.3) smnir deger probleminin W, () uzayma ait olan bir tek

¢cOziimiiniin var oldugunu soyleyebiliriz. Bu ¢oziimiin teoremin sartlar1 altinda

0 2.1
W: (Q) uzaymnin elemani oldugunu gosterelim. Bu amacla (3.1.2.9) formiilii ile

2
bulunan y(x,t) fonksiyonunun %—ltﬂ ve J 1/2/
X

genellestirilmis tiirevlerinin L, (€2)

uzayna ait olmasim gostermek yeterlidir. Bu nedenle 6nce

a(_)_*:’ = i[— ide Mg, —if, (-4, [f, (r)e‘“k“-”erUk (x) (3.1.2.38)
k=1 0

serisinin L, () uzayinda yakinsadigini ispatlayalim. Goziiktiigii gibi (3.1.2.38)
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serisi (3.1.2.9) veya (3.1.2.15) serisinin t’ye gore diferansiyellenmesinden elde

edilen seridir.

N
(3.1.2.38) serisinin sonlu W kismim alalim ve asagidaki i¢ carpima
bakalim:
N N N 2
vte [0,T] igin (a‘/’ (-0) Iy ("t)j :H—BV’ GOl
ot CLI M CLI

2

- i (3.1.2.39)

k=1

—id e A —if, ()= A, j f (e dg
0

Kismi integrasyon formiiliinii kullanirsak:

j f (D) *dr=— [f O™ - j £, (o)l r 1)d) (3.1.2.40)

A

esitligini elde ederiz. Bu esitligi (3.1.2.39)’da dikkate alalim. Bu takdirde

2

=Y il e —if, (0)e jf (r)e A4 <

1

Nl
ot

N
k=

L,(0,¢)

< i(mm +[£, (0) +ﬂfk'(r)\drj :

Vte [O,T] esitsizliginin gecgerli oldugunu kolaylikla elde ederiz. Buradan (3.1.2.22)

esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizligin gecerli oldugunu ispatlayabiliriz.

N 2 T T
HM < cg[izkw + i“fk (0] dt + iﬂfk'(t)rdtJ ,(3.1.2.41)
ot L, 0,0) k=1 k=10 k=1 ¢
vie [0,T] .
Simdi:
£y = iak (OEU, (3.1.2.42)

k=1
serisinin L, (€)’da yakinsak oldugunu gostererek bu serinin sonlu toplamim

asagidaki gibi yazalim:

( i|: At J‘ —iﬂk(t—r)fk (n)d7 |£U, (x) =

k= 0
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= i{ﬂk(/’ke‘iﬂ“ —ife R, (T)dT}Uk(x)

k=1 0

Burada (3.1.2.40) formiiliinii ve (3.1.2.22) esitsizligini kullanirsak, kolaylikla

lev™ o), S lo(z/ik o +Zj|f (t) dt+2ﬂf o[ dt| 3.1.243)

vte [0,T]
esitsizligini elde ederiz. Burada C,;, > 0 sayis1 N ’den bagimsizdir. Bu esitsizligin ve

(3.1.2.41) esitsizliginin elde edilmesine benzer olarak asagidaki esitsizlikleri de

ispatlayabiliriz:
loy™0 ay™(. <C ( N p
- < Ao+
| ot ot HLZW) " k:ZM:H ]
N T 5 N T 5
+ 3 [+ D [l @) dtj, (3.1.2.44)
k=M+1 ( k=M+1 g

H;EW (., t)— £l// o t)HL o = 12( iﬂk2|¢k|2+
k=M+1

£y j o der Y j I, wf dtj , e [0,1] (3.1.2.45)

k=M+l k=M+1 g
Burada C,, >0, C,, >0 sayilar1 N ve M ’den bagimsizdir, 1 <M < n’dir.

[14] calismasinda sayfa 262°de olan teorem 17.1°den biliyoruz ki £ operatoriiniin

02

ozfonksiyonlar1 olan U, =U, (x), k=12,... fonksiyonlar1 W(0,/) uzayma ait

olur ve bu fonksiyonlar icin asagidaki ortogonallik sart1 da saglanir:

(U, £U,, ) o =1U, U, }=
l
= [£U, (LU, (0dx = 24°8," , k,m=12,... (3.1.2.46)
0
0 2

Sarta gbre pe W2 (0,7) *dir. Bu takdirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

1
¢k = (¢’ Uk )Lz(O.l’) = Z(¢’£Uk )LZ(O,Z) =

1
=—(EQ U)o, » k=12, (3.1.2.47)
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Bu esitligi dikkate alarak

Zlk |¢k| —Z‘;qu, LZ(OZ)‘ =

2

= _

k=1

| ( o) —a(x)(p(x)jUk(x)dx

= ||£¢||1:(0,() : (3 1 248)

esitligini elde ederiz. Buradan a(x) iizerine konan sartlar1 dikkate alirsak, asagidaki

esitsizligi ispatlamis oluruz.

> 7o <Culo’
24

02
W2 (0,/

(3.1.2.49)

Burada C,; >0 sayist ¢ ’den bagimsizdir. (3.1.2.28), (3.1.2.29) ve (3.1.2.49)

bagintilarindan kolaylikla

Zlk o) Zjlf o dt Z j £, (t)‘ dt

serilerinin yakinsadigin1 elde ediyoruz. Buna gore (3.1.2.44) ve (3.1.2.45)

N al//

Y , £yN dizilerinin N — oo igin sirasiyla o5 97/

esitsizliklerini kullanarak

fonksiyonlarmma L,(€)’da yakinsadigimi elde ederiz. Diger yandan N — oo i¢in
(3.1.2.41) ve (3.1.2.43) esitsizliklerinin her iki tarafinda limite gecersek ve elde
edilen esitsizlikleri [0,T] araligi iizerinden integralleyip toplarsak, asagidaki

kestirimin gegerli oldugunu elde ederiz:

scu(,,

+el;

02

levl; o, + H— o I(Q)] . (3.1.2.50)

Ly (@)
Burada C,, >0 sayis1 ¢ ve f’den bagimsizdir. Burada [14] calismasindaki

Vue W, (0,) igin saglanan

”u”WZZ(O") : C15”£u”Lz(0.€) + C16||u||L2(0,€) (3.1.2.51)
esitsizligini kullanirsak, kolaylikla asagidaki kestirimi ispatlamis oluruz:
2
”l// W @ < Cm( +”f Wé”(fz)j : (3.1.2.52)
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Burada C,, >0 sayist ¢ ve f’den bagimsizdir. Boylece (3.1.1.1) — (3.1.1.3)

0 2.1
sinir deger probleminin ¢oziimiiniin W, () uzaymin eleman: oldugu elde edilir,

0 2.1

yani ¥ =w(x,t) fonksiyonu (3.1.1.1) — (3.1.1.3) sinir deger probleminin W, (Q)

uzaymdan olan ¢Oziimiidir ve bu ¢oziim icin (3.1.2.52) kestirimi gecerlidir.
(3.1.2.52) kestiriminden direkt olarak (3.1.2.37) kestirimi elde edilir. Teorem 3.1.2.2
ispatlandi.

Simdi Schrodinger denklemi icin II. tip sinir deger problemini, yani (3.1.1.1),
(3.1.1.2), (3.1.1.7) sinir deger problemini ele alalim. (3.1.1.1) — (3.1.1.3) sinir deger
problemi i¢in elde edilen sonuglari gbz Oniine alinan II. tip sinir deger problemi i¢in

de elde edebiliriz.

Teorem 3.1.2.3:Farz edelim ki; a(x), @(x) ve f(x,t) fonksiyonlar1 (3.1.1.8),
(3.1.1.9) sartlarin1 saglasin. Bu takdirde (3.1.1.1), (3.1.1.2), (3.1.1.7) smr deger
probleminin W, (Q) uzayindan olan bir tek ¢oziimii vardir ve ¢oziim icin asagidaki
kestirim gecerlidir:

”l//”w;@(g) = C17 m(o“wz‘(o,f) + ”f

burada C,, >0 sayis1 ¢ ve f ’den bagimsizdir.

(3.1.2.53)

Wf"(Q)) ’

Soylemek gerekir ki, bu teoremin ispat1 teorem 3.1.2.1’in ispat1 ile aymdir.
Aralarindaki fark (3.1.2.9) serisinde yer alan U, = U, (x) ,k =1,2,...fonksiyonlarinin
simdiki halde asagidaki 6zdeger probleminin 6zfonksiyonlar1 olmasidir.

£X(x) = AX(x) , x€(0,0) (3.1.2.54)

X 0)=X)=0, (3.1.2.55)
burada 6zdegerler olan A = A, ’lar

O<A <A < <A <A, < (3.1.2.56)
biciminde dizilebilir. Bunun yam sira U, = U, (x),k=12,... reel 6zfonksiyonlari

icin (3.1.2.5) ve (3.1.2.6) gibi ortogonallik sartlar1 da saglaniyor. Ozdegerlerin ve
Ozfonksiyonlarin bu tiirlii 6zelliklerini kullanarak teorem 3.1.2.1 ispatinda yapilan
islemleri yapip kolaylikla bu teoremi de ispatlayabiliriz.

Diyelim ki; ¢ = ¢(x) fonksiyonu
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dg(0) _ dg(0) _

pe W; 0,0) ,
X dx

0 (3.1.2.57)

sartlarini saglasin. Bu sart1 ve a(x), f(x,t) icin sirasiyla (3.1.1.8), (3.1.1.9) sartlarim

kullanarak asagidaki hiikkmii de ispatlayabiliriz:

Teorem 3.1.2.4:Farz edelim ki;a(x),f(x,t) ve @(x) fonksiyonlari sirasiyla (3.1.1.8),
(3.1.1.9) ve (3.1.2.57) sartlarim saglasin. Bu takdirde (3.1.1.1), (3.1.1.2), (3.1.1.7)
stmir deger probleminin bir tek olan y(x,t)¢oziimii W, () uzayimin elemanmidir ve

bu ¢6ziim i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:

(3.1.2.58)

”l//”w}‘(gz) < C18 (“¢||W22(0,() +||f Wf"(Q)) ’
burada C,; >0 sayist ¢ ve f’den bagimsizdir. Bu teoremin ispati teorem

3.1.2.2’nin ispatina benzer sekilde gerceklestirilir.

3.1.3.Yiiksek Mertebeden Tiirevler icin Kestirimler

Bu alt boliimde Schrodinger denklemi igin sinir deger problemlerinde
verilenlerin diizgiinliiglinii artirarak onlarin ¢éziimlerinin de diizgiinliigiiniin artigim
elde edecegiz. Bu amagla yine once 1. tip sinir deger problemini, yani (3.1.1.1)—

(3.1.1.3) problemini ele alalim. (3.1.1.4), (3.1.2.36) sartlarinin yan1 sira

datx) S U, Vxe 0,0, (3.1.3.1)
dx
e W;(0,0), p(0)=p(0) =£¢(0) =£¢(£) =0, (3.1.3.2)
£, e wor), £00) = fr0) = RGO _KED o oy (3133
ox o o

sartlarinin saglandigini farz edelim:

Teorem 3.1.3.1:Farz edelim ki; a(x), ¢(x) ve f(x,t) fonksiyonlar i¢in (3.1.1.4),
(3.1.2.36), (3.1.3.1)—(3.1.3.3) sartlar1 saglanmis olsun. Bu takdirde (3.1.1.1)—(3.1.1.3)

sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:
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S G o’y
||l//||W2 (Q) + aX3 Lo + axat s <
of
<C, ["‘A W3 (0.0) +|| wy(Q) + ox. WO'](Q)J ’ (3.1.3.4)

burada C,, >0 sayis1 ¢ ve f ’den bagimsizdir.

Ispat: Bu teoremin ispatim1 6nce oldugu gibi Fourier metodunun yardimiyla
gerceklestirece8iz. Teoremin sartlart altinda teorem 3.1.2.2°nin  sartlarinin

saglandigini goriiyoruz. Bu nedenle (3.1.2.37) kestiriminin gecerli oldugu aciktir.

o’y o’y

veE

ox’ oxat

Buna gore de teoremi ispatlamak i¢in tiirevlerini kestirmek

0 1

yeterlidir. Bu amagcla énce W (0,¢) uzayinda her bir te [0,T] icin asagidaki ic

carpimi goz Oniine alalim:

Y, ) W] &, (p il
{ aH | o }—;@\ek(t)\, (3.13.5)

Burada 6’k'(t) fonksiyonu asagidaki formiil ile tanimlanir:
' . t .
6, (t)=—-id p.e ™™ —if (1) -4, j f (r)e™ " Pdr |, k=12,...
0
Kismi integrasyon formiiliinii kullanarak bu esitligi asagidaki gibi yazabiliriz:
' . . t ' .
0, (t) =—id g e ™ —if (0)e ™™ —i j f (D)e ™" dr , k=12,... (3.1.3.6)
0
(3.1.2.47) formiiliinii kullanirsak;

Ao = [£p00U, (x)dx , k=12,... (3.13.7)

esitligini elde ederiz. Bunu (3.1.3.6)’da dikkate alirsak Qk'(t) icin olan formiili
asagidaki gibi yazabiliriz:

‘
ek‘ (= —iJ.£¢(X)Uk ()()(1)(@‘1’11«l —if, (O)e—i/lkt _
0

t
—i[f, (e ™ Pz, k=12,..., vie[0,T].
0
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Bu esitligi (3.1.3.5)’de dikkate alalim. Bu takdirde kolaylikla asagidaki

esitsizligi elde edebiliriz:

oW (.,t) dw(.,t)
{ ot ot }3;4

2

+

j £o(x)U, (x)dx

+3i/1k|fk(0)|2+3ri/1kﬂfk'(t)rdf , vie[0,1] .

Burada (3.1.3.2), (3.1.3.3) sartlarint ve [15] calismasindan bildigimiz
Parseval-Steklov esitsizliginin W (0,/) uzay1 igin olan bicimini kullanirsak,
asagidaki esitsizligin gecerli oldugu elde edilir:

dy(.t) Iy(,t)
|: at ’ at } < CZO (“£¢||W2(0 ) + ||f( O)||W2(0 ’)

of ., 7)|”

I

£ operatorii i¢in olan formiilden yararlanirsak asagidaki esitlikleri yazabiliriz:

dr |, vie|o,T]. (3.1.3.8)
W1(0,0)

L£o(x)=-a, dq)( )+a(x)¢(x) (3.1.3.9)
e p)=—a,d di(f) ()dq’(x) 92 %) (3.1.3.10)

dx
Bunlar1 ve a(x) iizerine olan sartlar1 dikkate alarak asagidaki esitsizlikleri

kolaylikla elde edebiliriz:

||£¢|1242(0/) < C21||¢| ivzz(o,/) ’ (31311)
d ? 2
dx 3 £ L, (0.6) = C22”¢ w300 (3.1.3.12)

burada C,, >0 , C,, >0 sayilart ¢’den bagimsizdir. Bu esitsizliklerden direkt

olarak

€ o ivz‘(o,/,) <Cyle 2

W5 (0,4)

(3.1.3.13)

esitsizligini elde ederiz. Sarta gore fe W,"'(Q) ve g—fe W' (Q) dir. Bu nedenle
X

kolaylikla asagidaki esitsizlikleri (3.1.3.3) sartlarinin yardimiyla yazabiliriz:
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2 2 of |’
[t ., < C24[||f||L2 o t5 ] (3.1.3.14)
Ly (@)
2 2 20 |12
Hm <Cy of + of , (3.1.3.15)
ox L,(0,0) ox L,(Q) oxot L,(0,¢)
Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak:
2 2 of |°
[£CO g0, < Cas| [Fller 0 Ew (3.1.3.16)
X W;).I(Q)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi ve (3.1.3.13) esitsizligini (3.1.3.8)
esitsizliginde dikkate alalim. Bu takdirde orada kolaylikla asagidaki esitsizligin

gecerli oldugunu elde ederiz:
oy (.t) Iy(,b)
{ R I

Vte [O,T] , burada C,;, >0 sayis1 ¢,f ve t’den bagimsizdir. Bu esitsizlikte [,] i¢

of
ox

fvzf*(o,z) + ”f

J (3.1.3.17)

2
G P Y
W, (Q)

carpiminin formiiliinii ve Vte [O,T] icin

2

'y (.,1)
oxot

PW(.J) 8@//(.,0}#
oo ot | "7

L,(0,0)

esitsizligini uygularsak, asagidaki kestirimin gecerli oldugu elde edilir:

Hazl/l(,,t) < CZS[”(pI

oxot
Vte [O,T]. Burada C,; >0 sayis1 ¢,f ve t’den bagimsizdir.

2

of
ox

+

2 +lle 2
W5 (0,0) ” wil(Q)

wil(Q)

J (3.1.3.18)

L,(0,0)

3

Simdi 5 l{ tiirevini kestirelim. Bu amacla asagidaki i¢ carpimi gdz Oniine alalim:
X

2
s

te [0,T]

ey (. 0.£1(,0]= 33 6,08, Ve, £U, 1= 3 46,0

k=1 m=1

Burada 6, (t) i¢in olan formiilii kullanalim. Bu takdirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

few.0.£C.0]= 3 44,6, =

2

= 221( ﬂ’k¢ke_iﬂkl _iﬂ'k.[fk (T)e—iﬂk(t_f)df
k=1 0
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Burada (3.1.2.40) esitsizligini ve (3.1.3.7) formiiliinii kullanirsak, kolaylikla
asagidaki esitsizligi elde ederiz:
2

[fw (., 0.£0(, 0] < 3i A +

[£p00U, (x)dx

+63 A lf, O + 6Ti/1kﬂfk'(f)rdf , vee[o,T1]. (3.13.19)

Once oldugu gibi burada da W,(0,¢) uzay! igin Parseval-Steklov esitsizligini

uygularsak Vte [O,T] icin asagidaki esitsizligin gecerli oldugunu elde ederiz:

t 2
2
W3(0,0) + .[ dz |,
W3(0,0)

0
burada C, >0 sayis1 ¢@,f ve t'den bagimsizdir. Bu esitsizligin sag tarafinda

of (.,7)
or

[y (., 0.£p(, 0] < c29[||£<p||ivzl(0,m +[£¢.0)

(3.1.3.13) ve (3.1.3.16) esitsizliklerini kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2
a—f (3.1.3.20)
Wyl (@)

2 +lle 2
W5 (0,0) ” wil(Q)

[ew (., 0.£0(,0]< Cw(llwl x

Vte [O,T] . Burada C,, >0 sayis1 ¢,f ve t’den bagimsizdir. £ i¢in olan formiilii ve

a(x) = 0 oldugunu kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

[Ew (. 0.£w (. 0]= I { 2 (Ey(x, t))‘ }dx >
> j -a 831//()( D +a(x) WY& + da(x) V(X,t) 2dx
0 0 * 9x’ ox dx ’
Eger A, =A,(x,t)=-a, aL’;’t) | B, =B, (x,t) = a(x) XD L 4800
0x 0x dx

olarak kullanirsak sonuncu esitsizlikten

£ —_— RN
[Ew (. 0.£v(, 0] aonAO|2 +A,B,+A,B, +|B0|2)dx , telo,T].

0

esitsizligini yazabiliriz. Buradan da kolaylikla asagidaki esitsizlik bulunur:

ao [ A (. O dx < [, 08w, 0]+ 22, [|A, (. OB, (x.0fdx . te [0.1].

0
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Bu esitsizlikte &£ - Cauchy esitsizligini uygulayalim. Bu takdirde

2dx

14 14 14
a, j A (x, 0 dx <[ew (. 0.£p (. 0]+, j A, (x, 0 dx + a—; j B, (x,0)
0 0 0
elde edilir. Burada € = % alirsak

’ ’
a, |4, (x, 0 dx < 2w, 0,89, 0]+ 4a, [[B, (x, 0 dx
0 0

esitsizliginin gecerli oldugu elde edilir. Burada A, (x,t),B,(x,t) i¢in olan formiilleri

a(x) icin olan sartlari, (3.1.3.20) kestirimini kullanirsak, asagidaki esitsizligi elde

ederiz:
1143 2 2
w(x,1) ) 2 of
3 )
a j SE dx <2C,, ”¢ W3(0.0) +||f wii T ox "
) wWol(Q)
v, b 2
2 ) 2
+8a, 1, +8a,4; ”‘//(" t)”L ©0.0)
ox L,(0,0) ’

Bu esitsizligin her iki tarafinm a03 "e boliip [O,T] tizerinden integralleyip ve

(3.1.2.37) kestirimini kullanirsak asagidaki kestirimi elde ederiz:

<.l

burada C,, >0 sayis1 ¢, f ’den bagimsizdir. (3.1.3.18) kestiriminin her iki tarafinm

2

of
o0x

2
wWol(Q)

Oy

ox’ "

2 +
W5 (0,0) ”

j : (3.1.3.21)

L,(Q) wi(Q)

[O,T] tizerinden integralleyip elde edilen esitsizligi (3.1.2.37) ve (3.1.3.21) ile taraf

tarafa toplarsak, (3.1.3.4) kestiriminin gecerli oldugunu elde ederiz. Teorem 3.1.3.1
ispatlandu.
Simdi (3.1.1.1), (3.1.1.2), (3.1.1.7) smir deger probleminin ¢oziimil i¢in

teorem 3.1.3.1°in aynisim1 gosterelim. Farz edelim ki; a(x) fonksiyonu (3.1.1.8)

sartinin yani sira (3.1.3.1) sartin1 saglasin. ¢(x) ve f(x,t) fonksiyonlar1 ise

dg(0) _ dg(t) _

pe WZ3 0,0 ,
X dx

0 (3.1.3.22)

fe W)'(Q), g—ie WH(Q) (3.1.3.23)

sartlarin1 saglasin.
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Teorem 3.1.3.2:Farz edelim ki; a(x), ¢(x) ve f(x,t) fonksiyonlar: i¢in (3.1.1.8),
(3.1.3.1), (3.1.3.22), (3.1.3.23) sartlar1 saglansin. Bu takdirde (3.1.1.1), (3.1.1.2),

(3.1.1.7) sir deger probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:

o'y o'y
”W”WZZ'](Q) " ox’ L,(Q) " oxdf L,(Q) )
of
< C32{”¢| W;3(0,0) +||f||w§"(£z) + & vig J (3.1.3.24)
Wi (@)

burada C,, >0 sayist ¢, f ’den bagimsizdir.

Bu teoremin ispati teorem 3.1.3.1°in ispat1 ile benzerdir. Sadece bu teoremin
ispatinda w(x,t) fonksiyonu i¢in olan Fourier serisinde yer alan U, =U, (x),
k =1,2,... fonksiyonlar1 (3.1.2.54), (3.1.2.55) 6zdeger probleminin 6zfonksiyonlar1

olarak kullanilir.

3.2.Lineer Schrodinger Denklemi icin Simir Deger Problemlerinin Sonlu

Farklar Metodu ile Coziimii

Bu boliimde once ele almman sinir deger problemleri icin sonlu farklar
metodunun yakinsamasi ile ilgili sorular incelenmistir. Onceki boliimde yiiksek
mertebeden tiirevler icin elde edilen kestirimler sinir deger problemlerine karsilik
gelen fark semalarinin hatasi icin kestirimlerin elde edilmesine uygulanmustir.
Sonugta sonlu farklar metodu i¢in yakinsama hizi elde edilmistir. Bu tiirlii sonuglar

farkli konulmada [10, 11, 17] calismalarindan elde edilmistir.

3.2.1.Smir Deger Problemleri icin Fark Semasi

Bu alt boliimde once ele alinan problemlere sonlu farklar metodunu

uygulamaktan dolay1 agsagidaki problemi goz Oniine alalim:

174 o’y
St

ot

ax)yp =f(x,t) , (x,t)e Q 3.2.1.1)
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y(x,0)=9(x) , xe (0,0) , (32.12)

p©O,.0=yp(,)=0, te(0,T), (3.2.1.3)
burada i*=-1, a,>0, (>0, T>0 verilen sayillardir, a(x), @(x)ve f(x,t)
fonksiyonlari ise (3.1.1.4), (3.1.3.1)—(3.1.3.3) sartlarin1 saglar.

(3.2.1.1)—(3.2.1.3) sinir deger probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in sonlu farklar

metodunu kullanalim. Bu amacla 6nce € bdlgesini

. h .
(l)hTE{(Xj,tk)i ij_]h—E , j=1LM-1 , h:m , t. =kt ,

k=0,N,7= %} ag1 ile degiselim. (3.2.1.1) denkleminin icerdigi tiirevlere

karsilik gelen sonlu farklari ise

57¢jk _ (¢jk _¢jk—1) 57¢jk _ (¢jk _¢j—1k)
t T ’ X h »
) R, VS
0.0, = —(¢J+lk - ¢Jk) . Oxfy = (¢J“k h¢;k +¢Hk) biciminde gosterilen

(3.2.1.1)—(3.2.1.3) sinir deger probleminin sonlu farkli aynisin1 asagidaki fark

semasi biciminde yazabiliriz:

0.0, +a,0.0, —a'¢, =, , j=LM—-1,k=1N (3.2.1.4)
Po=¢;, j=0.M , (3.2.1.5)
P =Pw =0, k=LN , (3.2.1.6)

burada a’, @, , f; ag fonksiyonlari olup asagidaki formiillerle tanmimlanr:

ai:% ja(x)dx, i=LM-1 , (3.2.1.7)

1 .
o= [oix . j=1M=1. g, =, =0. (32.18)

3% xj+5
j jf(x,t)dxdt, i=LM-1, k=1,
h

ber g
]
T2

Z

fy = , (3.2.1.9)

S
h
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Ustte Schrodinger denklemi igin I. tip smir deger probleminin sonlu farkli
aynisimi gosterdik. Simdi IL. tip sinir deger problemi i¢in, yani (3.2.1.1), (3.2.1.2)

sartlarindan ve

QY (0.1) _dp(L.) _
0x ox

sartindan ¥/(x,t) fonksiyonunun bulunmasi problemi icin sonlu farklar metodunu

0,te(0,T) (3.2.1.10)

uygulayalim. Eger (3.2.1.10) sartlarinin sonlu farkli aynisini
5.6, =60, =0 ,k=1N (3.2.1.11)
gibi gosterirsek, II. tip sinir deger problemine karsilik gelen fark semasini (3.2.1.4),

(3.2.1.5), (3.2.1.11) sartlarindan ¢, ag fonksiyonunun bulunmasina ait olan fark
semas1 biciminde elde ederiz. Burada a’ ve f i ag fonksiyonlar sirasiyla (3.2.1.7) ve

(3.2.1.9) formiilleri ile tamimlamr. ¢, ag fonksiyonu ise asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:
h
| xj+5
?; :E v[¢(X)dx J=LM-1,0,=¢, 0y =0y, , (3.2.1.12)
h

X.—
J 2

3.2.2.Fark Semasimin Coziimii i¢cin Kararhlik Kestirimi
Simdi 6nce (3.2.1.4)—(3.2.1.6) fark semasi i¢in kararlilik kestirimi elde edelim

Teorem 3.2.2.1:Farz edelim ki; a(x), ¢@(x), f(x,t) fonksiyonlar1 (3.1.1.4),
(3.1.3.1)~(3.1.3.3) sartlarim saglasin ve a’, o, , f, ag fonksiyonlart (3.2.1.7)-
(3.2.1.9) formiilleri ile tanimlansin. Bu takdirde (3.2.1.4)—(3.2.1.6) fark semasinin
¢cOziimii icin asagidaki kestirim gegerlidir:

M-1 ) M-1 2 N M-1 2

hY || <C|hY|p| +dd> Y|f,| | . vme {12,...N}, (3.2.2.1)
j=I j=1 k=1 j=1

burada C, >0 sayis1 m, 7 ve h’dan bagimsizdir.
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Ispat: Goziiktiigii gibi her bir t=t, icin (3.2.1.4)—(3.2.1.6) fark semasi asagidaki

toplam 6zdesligine denktir:

hzl§¢k77jk hZa s ¢Jk Oy 77Jk
=1

—hZa O 7Ty = hZkaan , k=1LN, (32.2.2)

burada 77, ag fonksiyonu 77, fonksiyonunun kompleks eslenigidir ve 77, ise

Ny =M =0 , k=LN sartlarnm saglayan @, ’da tanimlanan herhangi ag
fonksiyonudur. Bu toplam 6zdesliginde 77, 'nin yerine ngjk ag fonksiyonunu alip

elde edilen esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarmis olursak, asagidaki esitligi

elde ederiz:

M-1
hz ( J +5¢ Jk)zzsz (Jk¢_]k) = 7N ) (3-2.2.3)
j=1
Burada

T R R A T s T (3.2.24)
esitligini kullanirsak, kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

M 2 ’ M-1
h — Q¢Jk‘ _‘¢J’k—1‘ )S zmzl‘fjk H¢Jk‘
= e

Bu esitsizligin her iki tarafini N tizerinden 1’den m’e kadar (m < N) toplamis

olursak ve (3.2.1.5) sartim1 kullanirsak, Vm € {1,2,...N} icin
M-1 ) M-1 2 m M-1
hY || <h) g +2t) Y |f ]| (3.2.2.5)
j=1 j=1 k=1 j=1
esitsizliginin gecerli oldugunu elde edebiliriz. Bu esitsizligin sag tarafinda olan m’nci
terimi ayiralim ve € -Cauchy esitsizligini kullanalim. Bu takdirde asagidaki esitsizlik

elde edilir:
M-1 2 M-1 2 M-1 2 T M-1 2
Y [d.| <h)lp[ +em) |, +;h2‘fjm‘ +
= = =1 =

-1M-1

+27h ‘Jk‘

J

Z
Z

, vme {1,2,...,N}.

jk

~
1l

—_
I

—_

Burada ¢ = Zi alirsak kolaylikla asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:
T
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M-1 ) M-1 2 M-1 )
hZ‘(bjm‘ sth\(pj\ +4Tzh2\fjm\ +
j=1 j=1 j=1

M-1M-1
+4thy 3 \fjk\

k=

, Vme {1,2,...,N} .

jk

—_

j=1
Bu esitsizligin sag tarafindaki 3. terime Cauchy-Bunyakowski esitsizligini

uygularsak

M-1 2 m—1 M-1 2 M-1 2
hZ\;z)jm\ <2th \q)jk\ +2h2\¢j\ +
=1 ' =1

m=0 j=1
N M-1
2+4T)thZ‘ka
k=1 j=1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige Gronwall Lemmasinin diskret aynisimi [18]

uygularsak, kolaylikla asagidaki kestirimin gecerli oldugu elde edilir:

hhf\;z)jmf <C (hi\qg\ thN:

j=1 k=l j=1

M-

l\fjkfj , Vme {1,2,....N},

burada C, >0 sayis1t m, 7 ve h’dan bagimsizdir. Teorem 3.2.2.1 ispatlandi. $imdi

(3.2.1.4), (3.2.1.5), (3.2.1.11) fark semasimin ¢oOziimii icin kararlilik kestirimini

gosterelim.

Teorem 3.2.2.2:Farz edelim ki; a(x), ¢(x),f(x,t) fonksiyonlar (3.1.1.8), (3.1.3.1),
(3.1.3.22), (3.1.3.23) sartlarim saglasin ve a’, @, , f,, ag fonksiyonlar ise (3.2.1.7),

(3.2.1.9), (3.2.1.12) formiilleri ile tanimlansin. Bu takdirde (3.2.1.4), (3.2.1.5),

(3.2.1.11) fark semasinin ¢oziimii i¢in agsagidaki kestirim gecerlidir:

N
+rhz ‘fjk , Vme {1,2,...,N} (3.2.2.6)

burada C, >0 sayist m, 7 ve h’dan bagimsizdir. Bu teoremin ispati teorem

3.2.2.1’in ispat1 ile aynidir.
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3.2.3.Fark Semasmin Hatasi Icin Kestirim

Bu alt boliimde fark semalarinin hatasi icin kestirimler elde edecegiz. Bu
amacla once (3.2.1.4)—(3.2.1.6) fark semasini ele alacagiz.

Diyelim ki; w(x,t) (3.2.1.1)—(3.2.1.3) sinir deger probleminin ¢6ziimii olsun.
¥, ag fonksiyonu ise (x,t) fonksiyonuna karsilik gelen ve asagidaki gibi

tanimlanan ag fonksiyonu olsun:

x;+h/2

1
[l//(x’t)]:{l//jk} » Vi :E jl//(X,tk)dx )

x;j—h/2

j=LM-1,k=LN,y, =9, j=0M, ¢, =9, =0,

Vo =Wy =0,k=1LN . (3.2.3.1)
[Z]: {ij}: {¢jk _l//jk}: @jk}_{yﬁk}
ile (3.2.1.4)-(3.2.1.6) fark semasimin hatasini gosterelim. Agiktr ki, Z, ag

fonksiyonu asagidaki sistemi saglar:

0.2, +2,0.Z, —a'Z, =F,, j=LM~-1,k=LN, (3.23.2)
Z,=0,j=0M, (3.2.3.3)
Zo =Zy =0, k=1N (3.2.3.4)

burada F, ag fonksiyonu agagidaki formiil ile tanimlanir:

. x:+h/2
1% 17 R4
Bl (15 s as

-0y, —a,05v, +aly, , j=1LM-1,k=1N (3.2.3.5)

Teorem 3.2.3.1:Farz edelim ki; teorem 3.2.2.1 sartlar1 saglansin ve 7, hadimlan
C, ShT—ZSC4 , sartlarin1 saglasin. Burada C, >0, C, >0 sayilar1 7 ve h’dan

bagimsizdir. Bu takdirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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M-1
hy |z, <C,(z+h), Vme {12.....N} . (3.2.3.6)
j=1
burada C, >0 sayis1 7 ve h’dan bagimsizdir.

Ispat:(3.2.3.2)~(3.2.3.4) sisteminin her bir t =t . 1cin asagidaki toplam Ozdesligine

denk olmasi agiktir:

M-1
hzi§zjkn1k a hz X _]k§ 77Jk
j=1

—hZa Z, 17, —hz Wy k=1LN, (3.2.3.7)

burada 77, herhangi ag fonksiyonu olup 77, =7, =0 , k=1 N sartlarini saglar.

Bu 6zdeslikte 77, 'nin yerine ijk alip oradan kolaylikla teorem 3.2.2.1’in

ispatinda oldugu gibi asagidaki kestirimi elde ederiz:

hZ\sz\ <C thZ‘ J* . vme {2, N}, (3.2.3.8)

k=l j=1
Burada C¢ >0 sayisi, 7 ve h’dan bagimsizdir. Simdi F,, ag fonksiyonunu

asagidaki gibi gosterelim:

F,=F'+F +F ., j=LM-1,k=1N , (3.2.3.9)
burada
t, x;+h/2
j j dxdt—lé'wjk, (3.2.3.10)
1k1x ~h/2
ty Xj j+h/2 a W
F, :_j [ a o dxdt-a Sy, (3.2.3.11)
1k1x ~h/2
t, x;+h/2
Fj;:—aj ja(x)l//(x,t)dxdt+ajl//jk , j=LM-1,k=LN (3.2.3.12)
tey Xj— —h/2

Simdi bu terimlerin her birini kestirelim. y; icin olan (3.2.3.1) formiiliinii

kullanirsak, ijl icin asagidaki esitligi elde ederiz:

t, x;+h/2

Bl [

tyy x;~h/2

.0
al/t/ dxdt—idy,, =

J
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. xj+h/2
1

= [t —pooto k-

x;=h/2
1 1xj+h/2 1xj+h/2
- j W(X,tk)dx—H jy/(x,tk_l)dx =0,j=1,M—1,
x;=h/2 Xj=h/2
k=1LN (3.2.3.13)

ij3 terimini kestirmek i¢in (3.2.3.12) formiiliinii kullanarak onu asagidaki

gibi yazalim:

t, x;+h/2
=—j [@ =2y dxde +
tklx ~h/2
t, xj+h/2
+— | Jaoly, -yx.nlaxdt , j=LM-1, k=1N (3.2.3.14)
th tey x;-h/2

Burada a’' icin olan formiilii g6z 6niine alirsak, ij3 terimini asagidaki gibi

degerlendirebiliriz:
t, Xj+h/2
F,’ _”Oj [y —wxolaxd , j=1LM-1, k=1N (3.2.3.15)
tiy x;=h/2

Simdi y, —w(x,t) farkini degerlendirelim. Bu amagla ¥, i¢in olan

(3.2.3.1) formiiliinii kullanarak asagidaki esitligi yazabiliriz:

| xj+h/2

Vi —ps0 =1 [ ) -y &0 +pE 0 -px 0he =

x;-h/2

1V w0 o fowmp
- j {j V’ai d0+! ngtdn}df,

j=LM-1,k=1N (3.2.3.16)
Bu esitsizligi (3.2.3.15)’in sag tarafinda kullanalim. Bu takdirde asagidaki
esitsizligi kolaylikla elde edebiliriz:

Sty t, Xj+h/2x;+h/2 %19 (t.6)
ol 1T T P o

tyy x;=h/2x;-h/2 1

L "’(Z’ t)Id n}dfdxdt

j=LM-1, k=LN.
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Burada Cauchy—Bunyakovski esitsizligini uygularsak:

x+h/2
F[<2 —j [ a‘/’““) dxdt +
1k1x—h/2
t, x;+h/2 2
42U Ej [ WD qyde | j= LM =1, k=N , (3.2.3.17)
°r ox
tyy x;=h/2

esitsizliginin gegerli oldugunu elde ederiz. Simdi Fk terimini kestirelim. Bu amagcla

j=2,M-2, k=1,N icin ijz terimini onun formiiliinii kullanarak asagidaki gibi

yazalim:
t, x;+h/2
1 ki az
ijz = j _[ oa_l/zldth — a0y =
o xoh2 9%

b xthI2 o5 X, +h/2
:a_OI [ Y dx dt——{ [wxtdx -

th ti x~h/2 ox’ ~h/2
xj+h/2 xj_|+h/2
-2 [ weordx+ [yxn)dx |=

x;=h/2 X —h/2
X +h/2 ty Xju+h/2

a

% j [ V’d de—2o [ [y tdxdt-
tklx h/za Zh tyy Xy —h/2

t, x;+h/2 x;+h/2
-2 | wix, t)dxdt+j jy/(x,t)dxdt]—

tyy x;=h/2 tiy Xy —h/2

ljk JTTTTaZW(f W60 44 j j Iy e)dfdé’det]—

te X;=h/2\t x 8@0 t x-h
=F,” -F,” ,j=2M-2,k=LN, (3.2.3.18)
burada
t, Xj+h/2 5o Xjy+h/2
a 0 W (X,t)
E =20 — 2 dxdt — w(x,t)dxdt —
: th [,:[, x~—Jl-1/2 ox” t,:[l JHJ-h/Z
t, Xj+h/2 t, Xju+h/2
=2 [ wexovdxde+ [ [y, t)dxdt] i=2,M -2, k=1,N (3.2.3.19)
ti x=h/2 tiy X —h/2
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B 9806 L

b XHh 24 xih Mo 2 _
S ;_ (a v(E0) 'y h,e)jd S
i=2M-2,k=1N, (3.2.3.20)

tyy Xj—h/2 6 x

Sonuncu formiilii kullandigimizda

2 t, Xp+h/2| 40 ) 2
E 22‘2 2%z TR (G 9p(x—h,)
TR ) L] axor x|
t, x;+h/2| 4, 5 B 2
+ CRZCS N RICSL 0] P BT v e S PP
2ol oxat x|

esitsizligini kolaylikla elde edebiliriz.

Simdi ij21 terimini kestirelim. (3.2.3.19) formiiliinii kullanarak asagidaki
esitligi yazabiliriz:

po_d I {l(ay/(xj +h/2,0 (x, —h/2,t)J_

h T h ox ox

Lk

1 xj+|+h/2 xj+h/2
——| | weendx=2 [y ndx+
h Xjp—h/2 x;-h/2
Xj+h/2
+ jw(x,t)dx] dt , j=2M-2, k=1N (3.2.3.22)
Xj—h/2

Asagidaki gibi bir gdsterimi yazalim:

0 +h/2,t) 0 .—h/2,t
P[(l//):l yx;+ )_ (X ) B
h ox 0x

Xjq+h/2 x;+h/2

[ wendx=2 [y ndx+

Xju—h/2 xj~h/2

1

h3

Xj+h/2
+ | l//(x,t)dx} Ve [o,T] (3.2.3.23)

x;—h/2
Bu gosterim y’ye gore her bir te[0,T] icin bir fonksiyoneldir. Bu
gosterimde x;’yi x ile x’iise ¢ ile degiselim ve & =x —sh degisken doniistimiinii

kullanalim. Bu takdirde P, (y) fonksiyoneli asagidaki gibi yazilabilir:
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P () = [(aw(os 1) ay/(—o.s,t)j_

0s 0s
1.5 0,5 -0,5
— [#(s,0ds+2 [ @Gs,0ds— | l/7(s,t)ds:|. (3.2.3.24)
0.5 -0.5 -1,5

Burada @(s,t) =w(x+sh,t)’dir. Formiilden goziiktigi gibi P, (W)

fonksiyoneli ¥ ’ya gore lineerdir. Bunun yani sira P, () fonksiyoneli t tespit
0

edildiginde W, (—0.5,05) uzayinda smmrhdir. Gergekten Vte [O,T] icin y(x,t)

fonksiyonu (3.1.3.4) kestirimine gore W,j’ (x; —h/2,x;+h/2) uzaymdan olur. Bu

0
nedenle Vte [0,T] icin #(s,t) fonksiyonu da W (-0.5,0.5) uzayindan olacaktir.
(3.2.3.24) formiilinii kullanirsak

P, (%) <C,h~ . Vie[0.T] (3.23.25)

W5 (-0.5,0.5)

esitsizligini kolaylikla elde edebiliriz. Burada C, >0 sayis17z ve h’dan bagimsizdir.
Bu esitsizligin yam sira P, (%) fonksiyonelinin i = as® +bs+ ¢ polinomu igin sifira

doniistiigiinii  gosterelim. Gercekten ¥ =as’ +bs+c polinomunu  (3.2.3.24)

formiiliinde yerine yazarsak asagidaki esitligi elde ederiz:

P.(7) =5 [(2(0.5)+b) - (2a(-0.5)+ )]

Ha(l 5)° b(l 5)° N C(1,5)j B (a(OéS) N b(OéS) " C(Q,S)H +

{ a(O 5)° b(O 5) +e(0 5)]_(a(—0,5)3 N b(-0,5)° o(=0 S)H_
) 2 ’

3
Ha( 05"  b05" (_0,5)}(21(—1,5) LbEL (_1’5% _
2 3 2
=5 (2a 16(0,5)%a) = h12 (2a—-2a)=0 , Vte[0,T]. (3.2.3.26)

Boylece P, () fonksiyoneli igin t tespit edildiginde[19, 20] calismalarindan

bildigimiz Bramble-Hilbert lemmasinin sartlarinin saglandigin1  goriiyoruz. Bu
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nedenle bu lemmanin hitkmiinii ve (3.2.3.25) esitsizligini kullanarak Vte [tk_l,tk] ,

k =1,N icin asagidaki esitsizligi elde ederiz:

W (.,1)

% , vte [t .t ], k=1LN (3.2.3.27)
S

L,(-0.5,0.5)

P, (7)< Csh ™

burada C; >0 sayis1 7 ve h’dan bagimsizdir. Bu esitsizlikte eski degiskenlere geri

donersek, (3.2.3.22), (3.2.3.23) esitliklerinin yardimiyla

b xhI2) o x.0 2 172
R |<Cah e [ S5 dxdt |
tey X;~h/2 ox
j=2M-2,k=1LN . (3.2.3.28)

esitsizligini elde ederiz.
Simdi j=1 icin ijz terimini kestirelim. Bu amagla ijz icin olan formiilii

kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

a t, x;+h/2 az
Flk2 = 3 l{dth_aOé‘xil//lk =
t x,-hs2 9%
a t, X;+h/2 21// a 1x2+h/2
=2 dxdt——2| = Xt )dx —
Thtl:[ xl:|;1/2 aX2 hz |:h xz—.[l//g( k)
x,+h/2
-= [pot)dx -y, | k=1N
h X;~h/2

Burada tanima gore y,, =0 , k=1,N’dir. Bu nedenle ¥, 'min yerine

w(x,~h/2,t,)=0, k =1,N alalim. Bu takdirde E,” icin formiilii asagidaki gibi

yazabiliriz:
a, F[ow(x,+h/2,t) 1 |%F"
F>=50 L - X, t)dx —
Tl th_{'Z( )

x,+h/2 ” a _h/2,
_ IW(X,t)dx}}_;_o I { w(x, 0

x1—=h/2 ty ox

1 x;+h/2 Xx,+h/2
~—~| | weodc— [wix, -h/2.0dx |(de-
h™ | o x;-h/2
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ty | xp—h/2

_% j {xz](l/l(x,tk)—‘//(x,t))dx -

Xi+h/2 Xi+h/2

-2 [ ot -pxn)dx+ j(l//(xl—h/2,tk)—l//(xl—h/2,t))dx}dt=

x,—h/2 x;=h/2

ox h?

X,—h/2

th

ki

X 8@0 x;—h/2

ty X;=h/2 t

t, x,+h/2 £

o j—azl/l(n’t)dndédxdtz

3
te x,=h/2x,=h/2 x,~h/2

on’

=F " +E,”+E,” . k=LN,

burada

t X, +h/2
F1k21 _ 3 j {al/l(xl +h/2,t) _L{

ox h?

x,+h/2
- jl/l(x,t)dx} dt, k=1,N,

x,-h/2
ty x;+h/2t, [ x+h 2
»n 4 Iy, 0)
e IR B> 7
tey x;—=h/2 t L x

2 )
- V.0 4¢lqmixdt , k=1.N .
x,~h/2 0500

te x+h/2  x £

3

xi+h/2

t xy+h/2
_a, {av/(x1+h/2,t_L{ j w(x, tdx — jz//(x,t)dx

xi-h/2

3_03 ]E x1+h/21k|:x'-'th azl/(f’ 9) df_ ]g azl/l(f,é’) df

jl/l(x,t)dx —

X,—h/2

-

}déﬂxdt +

2 R
Eo==2] [ | jmdndédxdt,kzl,N’dlr.

on’

tis x,=h/2x,-h/2x,~h/2

(3.2.3.29)

(3.2.3.30)

(3.2.3.31)

(3.2.3.32)

: PR 22 23 . .. . . . . .
Simdi once F,™ ve F,” terimlerini kestirelim. Bu terimler i¢in olan

(3.2.3.31) ve

(3.2.3.32) formiillerini ve Cauchy—Bunyakowski

kullanirsak, kolaylikla asagidaki esitsizlikleri elde edebiliriz:

2

0’ (x,t)
oxot

h3
ty; X,—h/2

t, X,+h/2
2 T
22 2
B <8a, —{j [
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e Xign/2 2 2
IV qat|, k=TN, (3.2.333)
t,_, x,—h/2 dxot
5 2t x;+h/2|~2 2
‘F1k23‘ <aL al//—(f,t) dth’ k:LN ) (3.2.3.34)
try X~h/2 ox

0
Sonuncu esitsizlikte V't [0,T] icin

2
sc{

esitsizliginden kolaylikla asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

5 a 2ty
23 0
‘Flk ‘ = CIO j

2

*w(.,1)
ox?

9’ w(x,1)

N w(.,t)
ox*

ox’

] (3.2.3.35)

L, (0,¢) L,(0,¢)

2

*w(.,1)

3
. N o°w(.,t)
X

ox’>

T

ki

2
dt , k=1N (3.2.3.36)
L, (0,0) L, (0,¢)
burada C,, >0 sayis1 7 ve h’dan bagimsizdir.

Simdi F1k21 terimini kestirelim. Bu amacla Flk21 terimini asagidaki gibi

yazalim:
U
E,” :%0 [P W)t , (3.2.3.37)
tey
burada
dw(x,+h/2,t) 1|77
P’(y)= ! - X, t)dx —
) ™ - jw( )
x;+h/2
- Jyoodx, tefi .t ], (3.2.3.38)
x;—h/2

(3.2.3.28) esitsizliginin elde edilmesine benzer olarak P’(y) fonksiyoneli icin
o W y ¢

Bramble—Hilbert lemmasini uygulayarak asagidaki esitsizligi ispatlayabiliriz:

O’y (.,1)

0 -
W ,Vte[t,.t, ], k=1N (3.2.3.39)
X

P[O(W)‘ < C11hl/2

L, (x,~h/2,x,+h/2)

Bunu (3.2.3.37)’de dikkate alirsak, oradan

1/2

1/2 ty 3 2

5 a,h o°w(.,t)
‘Flk ‘SC“ j dt
et L,(x,~h/2.x,+h/2)

ox’

172
T
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esitsizligi elde edilir. Buradan da

t, x,+h/2

3
R <c, T h L 'g)((f O 4 dt, k=LN, (3.2.3.40)

ty x,~h/2

burada C,, >0 sayist 7 ve h’dan bagimsizdir. (3.2.3.33), (3.2.3.36) ve (3.2.3.40)

esitsizliklerini kullanarak Flk2 terimi icin (3.2.3.29)’dan asagidaki esitsizligi elde

ederiz:
) t, x,+h/2|~2 2 t, x,+h/2|~2 2
RN Iy dxdt+ | VO Gt |+
h tyy Xp—h/2 oxot ty_y x,~h/2 oxot
t 2 2 3 2
+C14T_1 a l//(z’t) + a W(;t) dt +
W ox L,(0.0) ox L,(0,0)
t, x,+h/2|~3. |2
cc a'{ dxdt, k=LN , (3.2.3.41)
tyy x,~h/2 ox

burada C,; >0, C,, >0, C5 >0 sayilar1 7 ve h’dan bagimsizdir.

Ayni1 bigimde FM—1K2 terimi icin de asagidaki esitsizligi ispatlayabiliriz:

5 ty Xy+h/2|~2 ty Xy_o+h/2]~2 2
R’ <cos| [ ] CRZe | dxdt+ | OV gt |+
te_, Xy—h/2 ox” ty_, Xym_o—h/2 ox
t 2
AR N A7) o
1 )
C17T j{ax—z a — 3 dt +
tey L,(0,0) L,(0,0)
t, Xpmo+th/2]~3. |2
+c OV 4xdt, k=TN , (3.2.3.42)
ty_y Xy —h/2 X

burada C,, >0, C,, >0, C; >0 sayilann 7 ve h’dan bagimsizdur.

Boylece 7 ve hadimlar icin uyum sartini, (3.2.3.21), (3.2.3.28), (3.2.3.41),
(3.2.3.42) esitsizliklerini ve (3.1.3.4) kestirimini kullanarak ijz terimi i¢in agagidaki
esitsizligi ispatlamis oluyoruz:

D)

k=1 j=1

M-1

2
F| <Cye+h) (3.2.3.43)

J

burada C,y >0 sayis1 7 ve h’dan bagimsizdir.
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(3.2.3.17) esitsizligini ve (3.1.3.4) kestirimini kullanarak ij3 terimi igin

asagidaki bagintiy1 elde ediyoruz:

N M-1 3
hY Y |F[ <@ +h%) (3.2.3.44)

k=1 j=1

burada C,, >0 sayist 7 ve h’dan bagimsizdir.

Fkl =0 oldugunu ve (3.2.3.43), (3.2.3.44) esitsizliklerini dikkate alarak

J
(3.2.3.9) esitliginin ve (3.2.3.8) kestiriminin yardimiyla asagidaki kestirimi elde

ederiz:

hhf\zjm\z <C,(r+h), (Vme {1.2,...N}
i=1

burada C,, >0 sayis1 7 ve h’dan bagimsizdir.Burada C,,’i C;’le gosterirsek,

teoremin ispatlanmig oldugunu elde ederiz.Teorem 3.2.3.1 ispatlanda.

Bu teoremde yer alan (3.2.3.6) kestirimi fark semasinin hatasinin 7 ve h’a
gore birinci dereceden 7 —0 ve h — Oicin sifira yaklasiyor. Bu ise hatanin
yakinsama hizin ifade ediyor.

Simdi (3.2.1.4), (3.2.1.5) ve (3.2.1.11) fark semasinin hatasini kestirelim. Bu
amacla (3.2.3.2), (3.2.3.3) sartlarindan ve

0.2, =02, =0,k=LN (3.2.3.45)
sartlarindan  Z; ag fonksiyonunun bulunmasi problemini gz Oniine alalim.
Goziiktigu gibi (3.2.3.2), (3.2.3.3), (3.2.3.45) sistemi (3.2.1.4), (3.2.1.5), (3.2.1.11)
fark semasinin hatasini gosteren sistemdir. Z,, = ¢, —y/, formiilii ile tanimlanir ve
burada ¢, ag fonksiyonu (3.2.1.4), (3.2.1.5), (3.2.1.11) fark semasinin ¢oziimii, ¥,

ise (3.2.1.1), (3.2.1.2), (3.2.1.10) smir deger probleminin ¢oziimii olan

v (x,t) fonksiyonunun asagidaki gibi tanimlanan ortalamasidir:

xj+h/2

1 )
eool=tvid . wi=1 [worode, j=LM-1, K=1N

xj~h/2

Vio=9; - j=0M , ¢9,=9¢ , ¢y=0y,

Sy, =6y, =0,k=1N (3.2.3.46)
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Teorem 3.2.3.2:Farz edelim ki; teorem 3.2.2.2°nin sartlar1 saglansin ve 7,h
adimlar ise teorem 3.2.3.1°in sartlarini saglasin. Bu takdirde asagidaki esitsizlik

gecerlidir:
M-1
hZ\zjm\z <C,(r*+h%) , Vme{2,...N} (3.2.3.47)
j=1

burada C,, >0 sayist 7 veh’dan bagimsizdir. Z; (3.2.3.2), (3.2.3.3), (3.2.3.45)

sisteminin ¢oziimiidiir.

Ispat: Bu teoremin ispatini kisa bicimde yapacagiz. Ciinkii islemlerin bazilar1 teorem
3.2.3.1°de oldugu gibidir. Farkl islemleri 6zellikle vurgulayacagiz.
Teorem 3.2.3.1 ispatinda oldugu gibi Vme {1,2,...N}icin

hZ‘ZJm‘ < C23Thz Z‘Fﬂ(

k=l j=1

, (3.2.3.48)

esitsizligini elde ederiz. Burada C,; >0 sayist 7 veh ’dan bagimsizdir.

Simdi F,, ag fonksiyonunu yine de

F,=F, +F '+F, j=LM-1, K=LN (3.2.3.49)

J
bigiminde gosterelim, burada F,',F,’ veF,” terimleri sirastyla (3.2.3.10), (3.2.3.11)
ve (3.2.3.12) formiilleri ile tanimlanir. Teorem 3.2.3.1°de oldugu gibi ijl ve Fk ag

fonksiyonlar1 i¢in asagidaki bagintilar1 elde edebiliriz:

F,'=0,j=LM-1, K=LN, (3.2.3.50)
N M-1 3

ay Y[R <Cy@ ), (32.3.51)
k=1 j=I

burada C,, >0 sayist 7 veh’dan bagimsizdir.

Simdi ijz terimini  kestirelim.(3.2.3.11) formiilinii ve (3.2.3.46)’y1

kullanirsak ij2 icin olan formiilii asagidaki gibi yazabiliriz:

x;+h/2 t Xy +h/2
a Iw(x,t) ay|
= j | 'g(z LT Ty ndxde -
teoy X072 X th toet Xj—h /2
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b Xj

x;+h/2 t, Xji+h/2
=2 [ wxodxdi+ [ [y, t)dxdt}

ty_ x;=h/2 ti X —h/2

o T im0 | 7 umolal -

=F"-F.”,j=2M-2,k=1LN, (3.2.3.52)

burada F,” ve F,” swasiyla (3.2.3.19) ve (3.23.20) formiilleri ile

tanimlanmaktadir. Yine teorem 3.2.3.1’in ispatinda uygulanan islemleri yaparsak

ijz igin
. Xj+h/2 2

‘F 2‘2 Al 9%w(x,t) 'w(x—h,)| e

J“ h' | d oxor oxdt |

sl ot N |

h % xj+h/2 PE (x.0) 2
+Cys— v T dxdt, j=2,M-2 ,k=1N, (3.2.3.53)
tot Xj=/2 ox

burada C,; >0 sayist 7 veh’dan bagimsizdir.
Simdi j=1 i¢in ijz terimini kestirelim. Bu amagla Flk2 terimini asagidaki

gibi yazalim:

ty x1+h/2

E,’ = AR — 5 dxdt-a, .y, =
ty_y x;—h/2 ox*
U
_3, j dp(x, +h/2,t) dy(x, —h/2,1) dx —
th ° ox ox
a |1 Xo+h/2 o) xi+h/2
Sl X,t, )dx — = X,t, )dx +
h2 {h xz—J;/Zl//( k) h xl—.[:/;( k) l//()k
oy(x,—h/2,t) Jdw(0,t) 5
Burada = =0 oldugunu ve v, =y, , k=1LN

ox X

sartlarini kullanirsak F1k2 terimi i¢in asagidaki formiilii elde ederiz:
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Eﬁ:——J{ [ oot -weon)x— [ t) —wix,n)dx [de+

tyt | xo—h/2 xi—=h/2

t, X,+h/2
2o [JLOYOG RO LT hax -
T h ox h'|, %
x,+h/2
- j l//(x,t)dx} dt=F,* +F,” , k=1,N (3.2.3.54)
x,—-h/2

burada

w_a, F[10w(x,+h/2,t)
Fi _7". 1 -
t

° (h 0x
1 X,+h/2 x;+h/2
-—| [ wodc- [yx,ndx |pdt , k=1LN, (3.2.3.55)
h X,—h/2 x;—h/2
a Xy+h/2
B =% || Jooot) -win)dx-
th to_, | x,~h/2
x,+h/2
- j (l//(x,tk)—l//(x,t))dXZIdt, k=1N (3.2.3.56)
x,—h/2

Sonuncu esitlikten asagidaki formiilii yazabiliriz:

T jh /ZTT‘) pis, e)déﬂfdxdt )

ey x;—h/2 x t

Buradan da

2 t, x,+h/2
2 2a,rtl| f?
SEEIN

h3
te_y X,—h/2

3y (x,0|
oxot

dxdt +

t, x,+h/2
+ I
te x,—h/2

3y (x,0|
oxot

dx dt} , k=1N, (3.2.3.57)

F,”' terimini teorem 3.2.3.1°de oldugu gibi kestirirsek

5 t, X;+h/2]~3
R <c Ej Pyx.n)|’ dxdt . k=1 (3.23.58)
. * ty_y X;—h/2 aX3

esitsizligini elde edebiliriz.
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Boylece (3.2.3.57) ve (3.2.3.58) esitsizliklerinin yardimiyla (3.2.3.54)

esitliginden asagidaki esitsizligin gecerli oldugunu elde edebiliriz:

) t, x,+h/2|~2 2
R <c, 5 OV de +
h’| 2 % oxot
t, x,+h/2 azl/l(x 0 2 ]
— 7 dxdt |+
ty x,~h/2 oxot |
t, x,+h/2|~3 2
tc, OVl yedt . k=1N. (3.2.3.59)
% ox’
tyy x,~h/2

burada C,, >0, C,; >0 sayilart 7 ve h’dan bagimsizdir. Aym sekilde FM—1k2 icin

asagidaki esitsizligi ispatlayabiliriz:

ty X,+h/2|~2 2
2|2 T 2 W(X,t)
‘FM—lk ‘ SCZQ F[tlz[l XZ_J;/ZW dxdt +
t, x;+h/2 azl//(x t) 2
+ — 1 dxdt [+
t_y x,~h/2 oxot
t, X;+h/2|~3 2
+C3OE j IV gy , k=LN (3.2.3.60)
ti_y x,—-h/2 oxdt

(3.2.3.53), (3.2.3.59), (3.2.3.60) esitsizliklerini, 7 ve hadimlar1 i¢in uyum
sartin1 ve (3.1.3.24) kestirimini kullanarak ijz icin asagidaki kestirimi ispatlamis

oluyoruz:

N M-1 2
4 Y[R’ <Cy @ +n?), (3.2.3.61)

k=l j=I

Boylece ijl =0 oldugunu ve (3.2.3.51), (3.2.3.61) esitsizliklerini dikkate

alarak, (3.2.3.49) esitliginin yardimiyla asagidaki
N M-1 2 5 5
h) Y[R, <C,(2>+h?)
k=l j=I

esitsizligi ispatlanmis oluyor. Bu esitsizligi (3.2.3.48) kestiriminde kullanirsak

teoremin hiikmiiniin gecerli oldugu ispatlanir. Teorem 3.2.3.2 ispatlandi.
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Bu teoremden ve teorem 3.2.3.1°den goziiktiigii gibi II. tip smir deger
probleminin fark semasinin hatasi, I. tip sinir deger probleminin fark semasinin

hatasindan daha hizla 7 — 0, h — 0 i¢in sifira yaklasiyor.
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4.ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1. bolimiinde Lineer Schrodinger denklemi icin I. ve II. tip sinir
deger problemlerinin genellestirilmis ¢oziimlerinin varlik ve bir tekligine ait olan
hiikiimler Fourier metodunun yardimiyla elde edilmis ve yiiksek mertebeden tiirevler
icin kestirimler ispatlanmistir.

Tezin 3.2. boliimiinde goz Oniine alinan smir deger problemlerine sonlu
farklar metodu uygulanmis ve farklar semasinin ¢oziimii icin kararlilik kestirimi,

hatasi icin ise yakinsama hizin1 gosteren kestirimler elde edilmigtir.
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S5.TARTISMA VE SONUCLAR

Tezde incelenen siir deger problemlerinin Fourier metodu ile incelenmesi
acisindan bu calisma Onceki c¢alismalardan farklidir. Belirtmek gerekir ki,
Schrédinger denklemi icin bu tiirlii calismalar iskenderov A.D, Yagubov G.Y ve
onlarin Ogrencileri tarafindan yapilmistir. Bu yazarlar tarafindan Schrodinger
denklemi icin sinir deger problemleri ¢ogunlukla Galorkin metodu ile incelenmistir.
Tezde gbz Oniine alinan sinir deger problemlerinde katsayilar yalmz x degiskenine
bagimli oldugunda Fourier metodunu uygulamak kolaylik ve islemlerin basitligi
acisindan 6nem tasir. Fourier metodu yiiksek mertebeden tiirevler icin kestirimler
elde edilmesinde de cok kolaylik saglar. inceleme metodunun farkli olmasi nedeniyle
arastirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar, 6nceki yazarlarin ¢calismalarindaki

sonuglarla cogunlukla ortiismez.
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