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OZET

Bu tez c¢alismasinda sonlu elemanli kiimelerde fonksiyonlara polinomlarla
yaklagim ele alinmistir.

Ik olarak, galigmada cebirsel ve trigonometrik polinomlarla yaklasim basliklari
altinda yaklagim teorisinin temeli olan Weierstrass’in birinci ve ikinci yaklasim
teoremleri ile Bohman-Korovkin teoremi ve ispatlari ifade edilmistir. En iyi yaklagimin
karakterizasyonu basligi altinda Chebyshev polinomunun o&zellikleri, trigonometrik
fonksiyonlarla diizgiin yaklasim konular1 ele alinmistir. Bunlara ilaveten Chebyshev
polinomlarinin pratikte kullanimi ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Ayrica, calismada interpolasyon konusu kisa ve 0z olarak ele alinmustir.
Interpolasyonla ilgili bir teorem ve bu teoremin ii¢ farkli ispat1 verilerek bu ispatlarin
uygulamalari ile ilgili 6rnekler ¢oziilmiistiir.

Son olarak, Tezin esas kismini teskil eden sonlu elemanli kiimelerde
fonksiyonlara polinomlarla yaklasim konusu giincel caligmalarda dikkate alinarak
sunulmus ve tartigilmistir.

Konunun yaklagim teorisindeki dnemi ve yeri ifade edilmistir. Sonlu elemanlt

kiimelerde yaklasim ile ilgili olarak tek nokta degisim algoritmasina yer verilmistir.
2007, 98 Sayfa
Anahtar Kelimeler: Sonlu elemanli kiimelerde yaklasim, En iyi yaklagimimn

karakterizasyonu, Interpolasyon, Markov esitsizligi, Bernstein polinomlari, Chebyshev

polinomlari.



ABSTRACT

In this thesis, approximation to functions with polynomials on finite sets is
studied.

Firstly, under the title of approximation with algebraic and trigonometric
polynomials, the first and second approximation theorems of Weierstrass which are
known as the fundamentals of the approximation theory and Bohman-Korovkin theorem
are stated with their proof. Under the title of the characterization of best approximation,
the subjects of the properties of Chebyshev polynomials and uniform approximation
with trigonometric polynomials are given. In addition, examples of Chebyshev
polynomials in practice are given.

Furthermore, in the study the subject of interpolation is given briefly and clearly.
In this section a theorem about interpolation and its three different proofs are given and
the proofs are supported with applications.

Lastly, the main part of the thesis which is the subject of approximation to
functions with polynomials on finite sets is presented and discussed in the view of
recent studies.

The importance of subject is stated and also the one point exchange algorithm

which is about the approximations on the finite sets is given.

2007, 98 Pages

Key words: Approximation on finite sets, characterization of best approximation,

interpolation, Markov’s inequality, Bernstein polynomials, Chebyshev polynomials.
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p: P kiimesinde ffonksiyonuna en iyi yaklasim polinomu
X, m noktadan olusan sonlu kiime

E(f;X,) X,, sonlu kiimesinde f fonksiyonuna en iyi yaklasim
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1.GIRiS

Yaklasim teorisi kokleri 19. yiizyilla dayanan matematigin 6nemli ve kapsamli
teorilerinden biridir. Yaklagim teorisi ilk olarak Rus matematik¢i P.L. Chebyshev’in
buhar makines: ile ilgili olarak ortaya koydugu asagidaki problemi ifade etmesi ile
baslamistir.

Bir [a,b] kapali araliginda tanimli siirekli bir f/ fonksiyonu ve pozitif bir n sayisi

verilsin. Acaba f fonksiyonunu [a,b] araliginda herhangi bir noktada maximum hata

kontrol edilebilecek sekilde en ¢ok n dereceli bir p(x)= Zakxk polinomu ile temsil
k=0

edebilirmiyiz?[1].

Yaklagim teorisinin bir diger 6nemli ismi K. Weierstrass’in vermis oldugu stirekli
fonksiyonlarla ilgili 6rnek ve yaklasim teorisi ile ilgili akla gelebilecek ilk soru olan
yaklasimin var olma olasilig: ile ilgili elde ettigi iki temel sonug¢ yaklasim teorisinin
amacini ve 0zilinli temsil etmektedir. Weierstrass’in ifade ettigi siirekli ve higbir yerde

diferansiyellenebilir olmayan fonksiyon asagidaki gibidir,
f(x)=> b"cos(a"x7). (1.1)
n=0

Burada b €(0,1), a tek tamsay1 ve ab > 1+ (3z/2)dir [2]. Diger taraftan, kompakt bir

aralikta reel degerli siirekli fonksiyonlar sinifinda cebirsel polinomlarin yogun oldugu
sonucu ile 27z —periyotlu reel degerli siirekli fonksiyonlar sinifinda trigonometrik
polinomlarin yogun oldugu sonucu Weiertrass’a ait iki temel sonugtur [1].

En iyi yaklasim polinomlari ile ilgili ¢caligmalar Chebyshev zamaninda E. L.
Zolaterev, A. I. Akhiezer, A.A. Markov ve V. A. Markov tarafindan siirdiirtilmiistiir [3].
Ayrica Bernstein, Lebesgue, Kirschberger, Haar, Landau, de la Vallée-Poussin ve E.
Borel yaklasim teorisinin dnemli isimlerinden bazilaridir.

Yaklasim teoreminin énemli sorularindan biri de en iyi yaklasim polinomunun
varhigidir. Bununla ilgili olarak Weierstrass-Lebesgue kompaktlik prensibi ile Banach-

Alaoglu-Bourbaki teoremi bilinen iki 6nemli prensiptir[4].



Yaklasim teorisinin kisa bir tarihi ge¢misini ifade ettikten sonra tez ¢alismasina
gecelim; Bu tez c¢alismasi en iyi yaklagim polinomlarinin bulunmasi ile yakindan
ilgilidir. Birgok durumda en iyi yaklagim polinomunun bulunmasi genellikle ¢cok zordur.
Sonlu elemanli kiimelerde yaklasimla ilgili ¢aligmalar genel olarak en iyi yaklasim
polinomu bulunamiyorsa bu takdirde en iyi yaklasim polinomuna nasil yaklasiriz
sorusuna ¢oziim teskil etmesi agisindan 6nemlidir.

Bu tez ¢alismasi 7 konu baslig1 altinda toplanmistir. Tlk béliim giris olmak iizere
2. bolim konu ile ilgili gerekli temel bilgilerden olugmaktadir ve bu boéliimde [5-7]
kaynaklarindan yararlanilmistir. Tezin 3., 4., 5. ve 6. bdliimleri tezin asil konusunun 6n
hazirhig: niteliginde olup, bu kistmda gerekli olan teorik igerik hazirlanmistir. Ozellikle
bu boliimlerde genis bir 6l¢lide kaynak [8] den yararlanilmistir. Bunun yanisira [9-14]
kaynaklaria da bagvurulmustur.

Tezin asil kism1 7. boliim hazirlanirken son yapilan ¢alismalar [15-26] dikkate
alinarak konu giincel olarak sunulmaya calisilmistir.

Tez konusu ile ilgili olarak ilk yapilan ¢alismalar arasinda J .L. Walsh’a ait bir
dizi makale[27-32] ve [33-34] konuyla ilgili temel teskil eden kisa ve 6z igerikleriyle
oldukca faydali olmustur.

Ayrica, konuyla ilgili olarak yararlanilan 6nemli ¢aligmalar arasinda, rasyonel
fonksiyonlara polinomlarla yakinsakligin ele alandig1 [35], keskinlestirilmis polinomsal
yaklasimla ilgili makale[36], sonlu kiimeler lizerinde monoton rasyonel yaklasimla ilgili
MONORAT, CONMAX, INCWORM algoritmalarinin konu edinildigi makale[37],
sonlu elemanli kiimeler {izerinde lineer olamayan ortalama-kare yaklasimla ilgili
calisma[38] ve oOzellikle 7. boliimde yer verilen tek-nokta degisim algoritmasinin iki
degiskenli fonksiyonlar i¢in olan versiyonunun yer aldig1 makaleyi [39] sayabiliriz.

Kaynak [40]” da kompleks diizlemde kapali diizgiin basit egri iizerinde tanimli,
genellestirilmis Holder kosulunu saglayan fonksiyonlara rasyonel fonksiyonlarla
yaklasimdan bahsedilir.

Son olarak, sonlu elemanli kiimelerde yaklagim konusunun uygulamalari
niteliginde sayilabilecek son yillarda yapilan ¢aligmalar arasinda, onemli minimizasyon

problemlerinden olan grafik renklendirme ve kiime kaplama problemlerini igeren



makale [41], Markov operatorleriyle ilgili yaklasimi iceren makale[42] ve [43-44]

makalelerinden bahsedebiliriz.



2. ON BILGILER
2.1 Genel Bilgiler

Tamm 2.1.1: X lineer uzay:r ile X {izerinde tanimli negatif olmayan bir fonksiyon
verilsin. Eger, |||| fonksiyonu Vx,ye X i¢in asagidaki sartlar1 tasiyorsa, ||||
fonksiyonuna X {izerinde bir norm denir

L W20

11. ||x||:0<:>x:0;

iii. VaeR igin, |ax|=|a|x

v ey <+

(X , ) ikilisine de normlu lineer uzay denir[7].

X tizerindeki herhangi bir norm d(x, y) = ||x — y|| metrigini iiretir.
X =Cla,b], [a,b] araligindaki tiim f :[a,b] >R siirekli fonksiyonlarin uzay:

f (x)| normu verilsin. Y =P , C[a,b]

olmak {izere, bu uzay iizerinde || f || = max

as<x<b

uzayinin en ¢ok n dereceli polinomlar altuzay: olsun. Bu ¢calismada n+/ boyutlu ¥ = P,

altuzayinin  elemanlarinin  fonksiyonlara olan  yaklagimi ile ilgilenecegiz.

Tamm 2.1.2: X normlu uzayi ile bu uzayda bir 4 — X altkiimesi verilsin. Eger, 4 daki
her Cauchy dizisi A’ da bir noktaya yakinsayan bir altdiziye sahipse 4 kiimesine

kompakt kiime denir[5].

Tamm 2.1.3: X normlu uzay1 verilsin. Eger, bu uzaydaki her Cauchy dizisi bu uzayda

bir noktaya yakinsiyorsa X ‘e tam uzay denir[5].

Lemma 2.1.2: V sonlu-boyutlu lineer bir uzay olsun. Bu durumda, V {izerindeki biitiin

normlar denktir. Diger bir ifadeyle, eger, || , ve |||| , V uzay1 lizerinde iki norm ise bu

durumda 0 < 4, B < oo sabitleri vardir 6yle ki, Vx € V' icin



Al <[, < Bl 2.1.1)

Lemma 2.1.3: Verilen a <b sabit sayilar1 ve bir pozitif n sayist i¢in 0< 4, B <o

sabitleri vardir oyleki

n
k
> Jax]

<x<
asx<b) pr

Ai|ak| < max < an:|ak|. (2.1.2)
k=0 k=0

Lemma 2.1.4: Y sonlu-boyutlu normlu bir uzay ve M > 0 olsun. Bu durumda herhangi

kapali {y eY: || y|| <M } kiiresi kompakttir.

Lemma 2.1.5: Her sonlu-boyutlu normlu uzay tamdir. Ozel olarak, eger, Y sonlu-

boyutlu normlu bir X uzayinin altuzayi ise bu durumda ¥, X in kapal1 bir altkiimesidir.

Teorem 2.1.1: Y normlu lineer bir X uzayinin sonlu-boyutlu bir altuzayi ve x € X olsun.

Bu durumda, Vy €Y icin bir y* €Y (tek olmas1 gerekmiyor) elemani vardir 6yleki

[~ 57| = minx -] (2.1.3)

dir. Yani, ¥’ nin elemanlariyla x’ e bir en iyi yaklagim vardir.

Ispat: Ilk olarak dikkat edersek, 0 € Y oldugundan biliyoruz ki, en yakin bir y" noktas1

Hx—y* S||x||=||x—0|| esitsizligini saglar. Dolayisiyla, yeY vektorleri arasindan
||x—y||§||x|| esitsizligini saglayan y~ vektorlerine bakmak yeterli olacaktir. Buna

karsin, daha genis bir vektdrler kiimesi kullanmak uygun olacaktir. Uggen

esitsizliginden,

=yl <l = vl < e = vl + e < 2] (2.1.4)

elde edilir. Boylece, dikkatimizi kompakt kiimedeki y vektorlerine kisitlayabiliriz.



K = {y eY: ||y|| < 2||x||} (2.1.5)

Ispat1 sonlandirmak icin, sadece f(y) :||x— y|| fonksiyonun siirekli oldugunu

gostermemiz yeterli olacaktir:

F0) =1 @) == ==zl <[y-=

, (2.1.6)

Dolayisiyla, f baz1 y* € K noktalarinda minumum degerini alacaktir.

Sonu¢ 2.1.2: Her feC [a,b], ve her n pozitif sayis1 i¢in bir (tek olmasi gerekmiyor)

p. € P, polinomu vardir 8yle ki,
|/ = p2]| = minl 7~ o] (2.1.7)

Sonu¢ 2.1.3: Verilen f e C[a,b] fonksiyonu ve n pozitif sayisi i¢in sabit bir R <0

say1s1 vardir Oyle ki, eger,

n
‘f - zakxk
k=0

<|7 (2.1.8)

ise bu durumda max

0<k<n

ak|£R dir.

Lemma 2.1.6:Y, X lineer normlu uzayinin sonlu-boyutlu bir altuzayi olsun ve kabul

edelim ki her x € X noktasi tek bir y €Y en yakin noktasina sahip olsun. Bu durumda

X = y_en yakin noktaya gotiiren doniisiim siireklidir.



Tamim 2.1.4: K, V' vektor uzayinin bir altkiimesi olsun. Eger, K’ da herhangi iki noktay1
birlestiren bir dogru K kiimesi tarafindan kapsaniyorsa bu durumda K konveks kiimedir

denir. Bir bagka ifadeyle, eger
x%,yeK,0<A<1=>Ax+(1-2)yekK (2.1.9)
oluyorsa, K konveks kiimedir denir.

Tamm 2.1.5: Bir X vektor uzayi iizerinde taniml |||| bir norm ve ||x|| =r= || y|| olacak
sekilde x# ye X wverilsin. Eger, her 0< A <1ligin ||/bc + (1 - Z)y” <r oluyorsa, bu

durumda||.|| normu kesin konveksdir denir.

Teorem 2.1.2: Y, X lineer normlu uzaymin bir altuzayr ve x€ X olsun. Y, Y

kiimesindeki x” e en iyi yaklasimlarin olusturdugu kiime sinirli, konveks bir kiimedir.

Ispat: Teorem 2.1.1 “ den Y, kiimesi {y eX: || y|| < 2||x||} kiimesinin bir altkiimesidir ve
dolayisiyla Y, kiimesi sinirh bir kiimedir.

Simdide Y’ in konveks oldugunu gosterelim, y,,y, € Y, olmasi

||x—y1||=||x—y2||=min x—y” (2.1.10)

yeY
oldugu anlamma gelir. 0<A<1 olmak iizere, y = Ay, +(l—l)y2 olarak alalim.
y" €Y, oldugunu goéstermek istiyoruz. Fakat dikkat edersek zaten " €Y dir. Son

olarak,

e =37 = e = (s, + (1= 2D, )|
- ”l(x -+ (1 - /7,)()( - yz)”

(2.1.11)
< /1.||x— y1|| + (1 - /7,1|x— y2||
=min|x — y|,
yeY




. . * .
islemlerinden Hx -y H = min
yeY

x— || elde ederiz ve dolayisiyla, y* €Y, dir.

Sonu¢ 2.1.4: X vektor uzayr kesin konveks bir norma sahipse bu durumda X ° in
herhangi bir Y altuzay1 vex € X i¢in Y ¢ de x’e en fazla bir tane en iyi yaklasim olabilir.

Diger bir ifadeyle, Y, ya bos kiimedir ya da bir noktadan olusur.

Lemma 2.1.7: X vektor uzay: kesin konveks bir norma sahiptir ancak ve ancak paralel

olmayan vektorler iizerinde tiggen esitsizligi kesin ise, yani ancak ve ancak
VaelR i¢in x #ay, y # ox = ||x+ y|| < ||x||+||y|| (2.1.12)

2.2 Noktasal ve Diizgiin Yakinsama

Tamm 2.2.1: Bir X kiimesi lizerinde tanimli f, : X > R, n=1,2,3,... fonksiyon dizisi
verilsin. Vx e X ve Ve >0 igin bir N (¢ ve muhtemelen x’ e bagli) dogal sayis1 var

oyle ki, Van>N igin

f,(x)= f(x)| <& oluyorsa, f,:X —>R,n=123,..dizisi
f:X =R fonksiyonuna noktasal yakinsar denir. Noktasal yakinsama kisaca f, — f

ile gosterilir.

Tamm 2.2.2: Bir X kiimesi iizerinde tanimli f, : X -> R, n=1,2,3,... fonksiyon dizisi

verilsin. V& >0 igin bir N (sadece & bagh, x’ e bagl olmayan) dogal sayisi var dyle ki,

Vn>N ve VxeXigin

f,(x)= f(x)| <& oluyorsa, f,:X —>R,n=123,. dizisi

f: X >R fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir. Diizglin yakinsama kisaca f, N f ile

gosterilir.

Ornek 2.2.1: xeR olmak iizere Vn=123,.., igin f,(x)=e" + X fonksiyon dizisi
n

verilsin. Dikkat edersek belli bir x i¢in n — oo iken



A

f,,(X)—f(X)|=;

50 2.2.1)

oldugundan dolay1 ( £, (x))f:l dizisi f(x)=e" fonksiyonuna yakinsar. Bu yakinsama

2

noktasal yakinsamadir, ciinkii yakinsamanmn hizi x> e baghdir. Ornegin,

f,x)-f (x)|<% elde edebilmek igin n>2|x| olarak almaliyiz. Dolayisiyla,

x =2 noktasinda esitsizlik n >4 i¢in saglanirken x =1000 noktasinda esitsizlik icin
n > 2000 i¢in saglanir. Kisacasi, yakinsama hizi x i¢in diizglin degildir.

Yukardaki ayn1 fonksiyon dizisini bu sefer [-5,5] araligina kisitlayalim. Tabii ki
( £, (x)):’=1 dizisi yine f(x)=e" fonksiyonuna noktasal olarak yakinsar. Fakat bu sefer

dikkat edersek yakinsamanin hizi [-5,5] araliginda diizgiindiir. Bunu gérmek igin;

xe[-55] icin |f,(x)— f(x) :% < % (2.2.2)

. . . . . 5 5
ifadesinden n — o iken {ist sinirin x noktasinin se¢iminden bagimsiz olarak — — 0
n

oldugunu goriiriiz. Sonug olarak, bu durumda ( £, (x))f=1 dizisi f(x)=e" fonksiyonuna

diizgiin yakinsiyordur deriz.
2.3 Normlu Lineer Uzaylarda Lineer Doniisiimlerin Siirekliligi

Bu altbdliim boyunca V' ve W vektor uzaylart arasinda 7 :V — W seklinde
tanimlanan lineer donilistimiinii ele alacagiz. 7' doniisiimiiniin lineer olmasi demek
x,yeV ve Va,f skalerleri icin 7T déniisimiinin T(cx + By)= aT(x)+ ST(y)
esitligini saglamast demektir. Tiim lineer doniisiimler 7'(0) = 0 ifadesini saglar. Eger, V'
vektor uzayi iizerinde |||| . normu ve W vektor uzayi izerinde |||| , normu tanimli ise 7'

doniistimiiniin sitirekliligini ele alacagiz.



Teorem 2.3.1: (V, .1) ve (W, .2) normlu vektér uzaylart ile 7:V — W lineer

doniistimii verilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
i. T doniistimi Lipschitz sartini saglar;
ii. T donilistimii diizgiin siireklidir;
iii. T doniistimii siireklidir(her noktada);

iv. T doniisiimi 0 € V' noktasinda stireklidir.

v. Bir C < o sabiti vardir 6yle ki, Vx € V' i¢in ||T (x)|| , < C||x|| , dir.

Not 2.3.1: Yukardaki teoremin v. sartini tagiyan doniisiim smirlidir denir. Bu
calismadaki smirlilik kavramindan kasit 7' doniisimiiniin simirlhi kiimeleri sinirli

kiimelere gotiirmesidir. 7 doniisiimii Lipschitz sartin1 sagladigindan dolayi, eger,

Vx eV igin ||T()c)||2 < C||x||l ise bu durumda Vx,y eV i¢in ||T(x) —T(y)”2 < C|

x=y,
olacaktir. Dolayisiyla, T doniisiimii x civarindaki » yarigapl kiireyi 7'(x) civarinda C.r
yarigapl kiireye gotiirecektir. Kisaca, T(B,(x)) < B, (T(x)) olacaktir.

Yukardaki teoremin v. sartinda gecen en kiigiik C sabiti 7 operatdriiniin normu

olarak adlandirilir ve genellikle ||T || ile gosterilir.

T:
|7] = sup ” x|”2 = sup|[T].. (13.1)

wo |, e

Dolayistyla, T operatorii sinirhidir ancak ve ancak ||T || < ise.

Sonlu-boyutlu normlu bir uzayda tiim normlarin denk olmasi bize asagidaki

sonucu Vverir.

Sonug¢ 2.3.1: V" sonlu-boyutlu olmak iizere, V' ve W normlu vektér uzaylar1 olsun. Bu

durumda her 7 :V — W lineer doniigiimii siireklidir.
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3. CEBIRSEL POLINOMLARLA YAKLASIM
3.1 Giris

Bu bolimde P,, C[a,b] smifindaki en gok n dereceli cebirsel polinomlardan
olusan altuzay olmak {lizere, P, kiimesindeki polinomlarla verilen bir f € C[a,b]
fonksiyonuna olan en iyi (diizglin) yaklagim problemini ele alacagiz. Bir onceki
boliimden bu problemin p. olarak adlandiracagimiz bir ¢dziimiiniin ( birden fazla

olmas1 muhtemel) oldugunu biliyoruz.

E,(f)=min|f - p| =]/ - p, (3.1.1)
olarak tanimlayalim. P, < P, oldugundan her »n i¢in E, (f)=E, . (f)olacaktir. Bu

boliimdeki amacimiz E, (f) = 0 oldugunu gostermektir.

Teorem 3.1.1 (Weierstrass Yaklasim Teoremi): f € Cla,b] olsun. Bu durumda
Ve >0 igin || f- p|| < ¢ olacak sekilde bir p polinomu vardir[8].

Weierstrass teoreminin bir sonucu olarak Vf e C [a,b] icin f fonksiyonuna en iyi
diizgiin yaklasan bir p, polinomunun var oldugunu sdyleyebiliriz. Bu sonu¢ E,(f)

kiimesinin tam olarak yapisini belirlemek i¢in 6nemli bir ilk adimdir. £, (f) kiimesiyle

ilgili daha kesin bilgileri sonraki bdliimlerde inceleyecegiz.
Weierstrass teoreminin bugiine kadar yiizlerce ispat1 verilmistir. Biitiin ispatlar
[a,b] kapali araliginin se¢iminin 6nemli olmadig1 yoniinde bir basitlestirme ile baslar.

Biz burada Weierstrass teoreminin bu calisma i¢in énem teskil eden ii¢ farkli ispatina

yer verecegiz.

Lemma 3.1.1: Eger Weierstrass teoremi C[0,1] i¢in saglaniyorsa bu durumda Cla,b]

icinde saglanir ve tersine C[a,b] igin saglamyorsa C[0,1] icinde saglamr.

11



ispat: Weierstrass teoremi C[0,]] igin saglamyorsa bu durumda Cla,b] iginde
saglandigini gosterelim.

Verilen herhangi bir f € C [a,b] icin
gx)=f(a+(b-a)x), 0<x<1, (3.1.2)

olacak sekilde g fonksiyonunu yazabiliriz. Burada g fonksiyonu C[O,l]’ in bir

elemanidir. Simdi, verilen & > 0 icin kabul edelim ki,

g —p|| < ¢ olacak sekilde bir p

polinomunu bulabiliriz. Diger bir ifadeyle,

max|f (a + (b —a)x) - p(x)|<e, (3.1.3)

t —
oldugunu kabul edelim. Bu durumda ¢ =a+ (b—a)x dersek x = 4 esitliginden (2.1.2)

—a
ifadesini
t—a
maxf(t)—p[ j <& (3.1.4)
a<t<h b—a

Z‘ —
elde ederiz. Eger, x degiskenine gore p(x) bir polinom ise bu durumda ¢(¢) = p(b—aj
-a

ifadesi de 7 degiskenine gore bir polinomdur ve ¢g(¢) polinomu || f- q” < ¢ ifadesini saglar.

Tersine, Weierstrass teoremi C [a,b] icin saglaniyorsa, bu durumda C [0,1] icinde

saglandig1 benzer sekilde gosterilir.
3.2 Bernstein’in Ispati

Simdi sunacagimiz Weierstrass Teoreminin ispatt 1912 yilinda S.N. Bernstein
tarafindan verilmistir. Bernstein’ 1n ispat1 buradaki ¢alisma i¢in bir ¢ok yonden 6nem

tasimaktadir. Bunlardan en Onemli olam1 da verilen feC [a,b] fonksiyonuna

yaklasimin bir polinomlar dizisi ile verilmesidir. Ustelik daha sonra gorecegimiz gibi,
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Bernstein’ 1n ispatt Bohman-Korovkin Teoremi olarak bilinen gii¢lii, birlestirici bir

teoreme Oncilik eder.

Tamim 3.2.1: f fonksiyonu [0,1] aralig1 iizerinde sinirlt bir fonksiyon olsun. Bu durumda

B, =Y f(%](;jxk (I-x)"*, 0<x<l. (3.2.1)

ile tamimlanan ifade f fonksiyonu icin Bernstein polinomlar dizisi olarak
adlandirilir[8].
Dikkat edersek, B, (f) en c¢ok n. dereceden bir polinomdur. Ayrica,

(B,(f)X0)=f(0)ve (B,(f)N1)=f(1) dir. Bernsteien teoreminin ifadesi her
fe C[O,l] icin B (f) polinom dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakisadigidir.

Bernstein’ 1n ispati i¢in sadece asagidaki li¢ durumun gegerli oldugunu gostermek

yeterlidir.
L) =1, fi(0)=x, fo(x)=x, (3.2.2)
Yukardaki ii¢ ifade i¢in asagidaki lemma verilmistir.

Lemma 3.2.1: Asagidaki ifadeler saglanir.

i B,(f)=/f, ve B,(f) =/

ii. Bn(fz):(l—ljf2+lfl, ve dolayistyla B, (f,)3 f,.
n n

n 2 p—
iii. Eger 0< x <lise Z(E—xj (Z oyt = X201

k=0 \ 71
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iv. Verilen 6 >0 ve 0<x<1 i¢in {0,..,n} kiimesindeki
n

9

saglayan

( } (1 n k
keF

Ispat:

i. B,(fy)=/f, oldugu

i(:}’fa —x)" =[x+ -0)] =

k
——X

larm  kiimesini  F ile  gosterelim.

>0 esitsizligini

Bu  durumda

(3.2.3)

binom formiiliinden elde edilir. B, (f;) = f, oldugunu gérmek icin ilk 6nce k >1

i¢in

kfny_ (=D (n-1
nlk) (k=-Dn-k)! (k-1

oldugunu not edersek, buradan

kzn: (}‘(1 x)”kzxn(n 1 Sa-x)mt
_ x"z(”_, }.f (1—x)" 7 = x.
=0\ J

ii. B, (f,) ‘yi bulmak i¢in;

Eger, k =0 ise bu durumda

14

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)



k=1 ise

44
n)\k) nlk-1) n{ 0 n

ve eger, k > 2 ise bu durumda

114 e ) e

Dolayisiyla,

/’lk nk_ __ nk n—k
N R e

_ (1 _lsz R (32.9)

n n

olur ki, buda n — o iken

1 .
)— f2|| = ;”fl —f2|| — 0 oldugunu gosterir.

iii. Bu maddeyi ispatlamak i¢cin (i) ve (i1) deki sonuglar1 kullanacagiz.

((k/n)—x)* = (k/n)> =2x(k/n)+ x> oldugundan 0 < x <1 igin

n 2
(E—xj (Z]xk(l—x)”k = (l—lsz +lx—2x2 +x°
k=0\ 7t " " (3.2.10)

1 1
=—x(1-x)<—
n ( ) 4n

elde ederiz.

iv.k € F igin 1< ((k/n)—x)*/8” olduguna dikkat edersek, buradan
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\ ( } 1=y —i(—-XJ (ijk(l_x)n_k

1 Gk *(n k n—k
Syko[;—xj (ka (1-x) (3.2.11)

< 1
4ns*?

((iii1)' den)
Simdi, Bernstein‘in ispatin1 verebiliriz.

Ispat: f e C[O,l] ve & >0 olsun. Bu durumda, f siirekli oldugundan bir 6 >0 sayisi

vardir dyle ki, her [x—3| <& i¢in [f(x)— f(y)|<e/2 dir. |f—=B,(f)| degerini elde
etmek icin bir 6nceki lemmay1 kullanacagiz. Ilk olarak dikkat edersek, (ijk (1-x)""*

sayilar1 negatif olmadigindan ve (3.2.3) esitliginden toplamlari 1 ‘e esit oldugundan,

[f ()= B, () (x)| = ‘f(X) Z(j [Sj (1-x)"*

( -5 jU 1-x)"*
k=0 n

L P
o

(3.2.12)

elde ederiz.
Belirli bir 7 icin, {0,...,n} kiimesinde |(k/n)—x/> & olacak sekildeki k> larin
kiimesi F olsun. Bu durumda & ¢ Fi¢in | f(x)— f(k/ n)| < &/2 olurken diger taraftan,

k e F igin | f(x)— f(k/n)| < 2| f| olur. Bdylece, n >||f|/&5* olmak iizere,

-S| ] a-x vl 3} e

keF keF

< 5 1+2] f|| , (Lemma 2.2.1(iv)) (3.2.13)

<é&.
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3.3 Landau’ nun Ispat

Bu boliimde ifade edilecek olan Weierstrass teoreminin ispati1 1908 yilinda Landau
tarafindan verilmistir. ilk olarak, dikkat edersek verilen bir f e C[O,l] fonksiyonu igin p
bir polinom olmak iizere, f — p ifadesine yaklasim yeterlidir. f(0)+ x(f(1)— £(0))
lineer fonksiyonunu géz oniine alirsak f(0) = f(1) = 0 oldugunu ve dolayisiyla da [0,1]
araliginin disinda f = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Diger bir ifadeyle, f fonksiyonunun
tiim R {izerinde taniml1 ve diizgiin siirekli oldugunu kabul edebiliriz.

Bir 6nceki altboliimde oldugu gibi tekrar f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan bir

polinomlar dizisi tanimlayacagiz. ¢, katsayilar
1
¢, = j(l—tz)"dt =1 (3.3.1)
-1
olacak sekilde secilmek iizere,
1
L(x)=c, j Flx+01—1>)"dt, (3.3.2)
-1

ile L (x)dizisini tanimlayalim.

f fonksiyonu iizerindeki kabulleri dikkate alirsak, (3.3.2) ifadesini asagidaki
sekilde yazabiliriz,

L(x)=c, ff(x+ D11 "dt=c, [ (O -(t-x)")"dt (3.3.3)

Yukardaki yazim sekli ile L, ’in en ¢ok n. dereceden bir polinom oldugu agiktir.

Basit bir tiimevarim hesabiyla (1—¢°)" >1—nt* oldugu gériiliir ve buradan
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1/An 4 1
j(l ) dt > 2. j(l—m Yt = ——> — (3.3.4)

Wi n

elde ederiz. (3.3.4) esitsizliginden c, </n oldugu goriiliir. Ozel olarak, herhangi

1
0<d <1 icinn — o iken cnj(l—tz)"dt<\/;(l—52)" — 0 elde ederiz ki, buda ¢,
o

i¢in istenilen esitsizliktir.

& >0 verilsin,

iken |f(x)— f(»)| < &/2olacak sekilde bir 0< 5 <1

segelim. Bu durumda ¢, (1—¢%)" >0 ve integrali 1’ e esit oldugundan yeterince biiyiik 7

igin

=le, [Irx+n) - ro)la-¢y dr

< cnﬂf(x +1)— fOo|—12)"dt
0 (3.3.5)

S 1
e, [a=e*y de+2|fle, [a -2y dt
0 8

£
2
<2+ fNna-5%) <&

elde ederiz.
Buraya kadar olan kisimda bir gozlemde bulunursak: B, (f) Bernstein

polinomlar1 f fonksiyonuna uygun ve agik bir polinomial yaklasim sunmalarina karsin

bu yaklagim hig¢bir anlamda en 1yi yaklasim degildir. Aslinda, hatirlarsak f,(x) =x ve

f,(x)=x* ise bu durumda B, (f,) = (1——) fH+— f1 # f, dir. Agikgasi, sonlu boyutlu

P polinomlar kiimesinde f, fonksiyonuna en iyi yaklasim » >2 olmak iizere f,

fonksiyonun kendisidir. Diger taraftan, her zaman i¢in

E,(f)<|f-B,() (3.3.6)
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oldugundan dolay1 Bernstein’ 1n ispatinin detayli bir sekilde kavranmasi polinomial

yaklasimdaki genel problem hakkinda bize 151k tutacaktir.

Tanmm 3.3.1: [a,b] kapali aralig1 iizerinde tanimli ve smirli bir f fonksiyonunun

herhangi ¢ > 0 i¢in siireklilik modiilii asagidaki gibi tanimlanir;

©,(8) = o, ([a,b}8) =sup{f(x)~ f ()| : v,y €la,b] |x—)| <5}, (3.3.7)

Sureklilik modilunin bazi 6zellikleri:

1. Herhangi x# y € [a,b] icin her zaman |f(x) — f(y)| <o, (|x — y|) dir.

2. Eger, 0< 6’ < ise budurumda @, (6") < @, (9) dir.

3. ffonksiyonu diizgiin siireklidir ancak ve ancak & — 0" iken @, (5) —> O ise.

4. Eger, ' var ve [a,b] aralig1 lizerinde sinirli ise bu durumda baz1 K sabitleri
i¢in @ ,(0) < Ko dir.

5. Genel olarak, O0<a <1 ve 0< K <oolmak iizere, eger, her x, y i¢in

| f(x)—f( y)| <K |x - y|a oluyorsa f fonksiyonu K sabiti ile « dereceden

Lipschitz sartin1 saglar deriz. Bu ifadeyi kisaltilmis olarak f e LipK* ile ifade

edecegiz.

Not: Eger, f € LipK*“ ise bu durumda her 6 > 0 i¢in @,(5) < Ko“ dir.

Lemma 3.3.1: f [a,b] aralig1 iizerinde simirli bir fonksiyon ve ¢ >0 olsun. Bu

durumda n=1L2,.. igin @,(nd)<nw,(o6)dir ve bundan dolayr VA1>0igin
w,(A0) < (1+ D)o, (5) dir[8].
Ispat: |x— y| <nod olacak sekilde x < y wverilsin, [x, y] araligin1 uzunluklar1 en fazla

dolacak sekilde n parcaya bolelim. Ozel olarak, eger, k=0,1,..,n igin
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z, =x+k(y—x)/nolarak alirsak, bu durumda herhangi £ >1 i¢in |zk - Zk—l| <oelde

ederiz ve dolayisiyla,

)= f)|=

if(z»—f(zk_l)‘

< i_|f<zk>— £z

<nw.(9),

oldugundan @, (no) < nw,(5)elde ederiz.

(3.3.8)

Simdi, VA>0i¢in @,(45)<(1+A)®,(5)oldugunu gosterelim. Verilen

A>0icin n—1<A<n olacak sekilde bir n tamsayr seger ve ispatin ilk kismim

kullanirsak, buradan
0, (A0) S, (nd)<nw, (0)<(1+ ), (5)
elde ederiz.

Teorem 3.3.1: [0,1] aralig1 lizerinde herhangi sinirli f fonksiyonu i¢in

3 1
Ir-s.00l<30, |

dir ve o0Ozel olarak, eger, f eC[O,l] ise bu durumda

E (f)< %a)f (Lj — 0 olacaktir.

Jn

20
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(3.3.10)

n—» oo
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Ispat:

£ ()= B,(f)(x)] =

7 f(x) f("j[kj (1= )
<3 a)f(x—SJ(ZJxk(l—x)"_k (3.3.11)

x— %H(ijk (1-x)""*
k (ijk (1- x)n—k }

X ——
n

ol IR
|

k
x—-2
n

ve 0 = 1 aliarak) g6z

Jn

oniine almarak saglanmustir. Ispatin bundan sonra geri kalan kismi toplami

Burada 3. esitsizlikteki gecis bir onceki lemma( A = Jn

belirleyecegiz ve bunu Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarakkullanacagiz. Her bir

(Z]xk (1—x)"" terimi negatif olmadigindan,

R k(1 nk
kx(—x)

n

k
x =2
n

k=0

— k 2 1/2 1/2
U n n (n
< xX—— x1=-x)""*| | ( )xk(l—x)”k (3.3.12)
|0 n (k} ,Z:; k
§ -Lj|l/2 ~ 1
| 4n 2In’

elde ederiz ve son olarak

|f(x)-B (f)(x)|<co,(\/_j{1+\/_ \/_}—Em/(\/l;} (3.3.13)
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3.4 Bohman-Korovkin Teoremi

Bernstein’ 1n yaklasiminin sagladigi en biiyiik fayda f +— B, (f) doniisiimiiniin

polinomsal yaklasimda basit bir formiil sunarken ayni zamanda doniisiimiin lineer ve

pozitif olmasidir. Bagka bir ifadeyle

B,(f+g)=8,(/)+B,(2),

B .(af)=aB,(f), a €R (3.4.1)

ve f 20 oldugunda B, (f)=0 dir.
Bildigimiz gibi, herhangi pozitif ve lineer L :C[0,1]]— C[0,1] doniisiimii aym

zamanda sureklidir.

Lemma 3.4.1: Eger, L : C[a,b]— C[a,b] déniisiimii hem pozitif ve hem de lineer ise bu

durumda L doniisiimii stireklidir[8].

Ispat: ilk olarak dikkat edersek, pozitif bir déniisiim lineer ise ayni1 zamanda

monotondur. Diger bir ifadeyle, f <g icin L(f)<L(g) dir. Dolaysiyla, herhangi
f € Cla,b] igin

— £ f <|fl = —LOf),L(f) < L f]); yani [L(f)] < L( 1), (3.4.2)

elde ederiz. 1 sabit 1 fonksiyonu olmak tizere | f | < || f ||1 ifadesinden

L < LAfD <AL (3.4.3)

elde ederiz. Boylece, herhangi f € C[a,b] icin

Izl =lrllzm

, (3.4.4)
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elde ederiz ve son olarak L lineer oldugundan L doniisiimii ||L(1)|| sabiti ile Lipschitz

sartin1 saglar:

) - @] = s - o) <Ll - ol (345
Sonug olarak, L doniisiimii siireklidir.

Teorem 3.4.1(Bohman-Korovkin, 1952): L :Cla,b]— Cla,b] pozitif, lineer

operatdrlerin bir dizisi olsun ve kabul edelim ki, asagida verilen ti¢ durumun her birinde

L (f)— f diizgin yakinsasin,

fo) =1 fix)=x, fo(x)=x’ (3.4.6)

Bu durumda her f e C [a,b] icin L (f)— f diizgilin yakinsar.

Ispat: feC [a,b] olsun. ffonksiyonu diizgiin siirekli oldugundan verilen & > 0 igin bir

0 > 0 sayis1 vardir dyle ki,

X, —x,|<d ise [f(x)) - f(x,)| < & dur.

Her y e [a,b] icin

2 _ 2
p,(x)=f(y)+e +”f”(§—zy), (3.4.7)
ve

2 )2
pf(x)=f(y)—e—”f”(;—2y), (3.4.8)

olarak tanimlayalim. |x — y| <0 i¢in | f(x)— f( y)| <g ve |x - y| >0 i¢in
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e =»y?

f() = f()] < 5 (3.4.9)
oldugundan Vx € [a,b] icin
p(X)<f(x)<p,(x) (3.4.10)

yazabiliriz.

L, operatorleri pozitif lineer oldugundan Vx e [a,b] ve Ozel olarak x = y i¢in

(L,p)(x) < (L, f)(x) <(L,p,)(x) (3.4.11)

elde ederiz.

Verilen belirli f,eved i¢in p, ve p, , » degiskenine bagli kuadratik
polinomlardir. A¢ik bir ifade ile, y € [a,b] ‘ den bagimsiz olarak katsayilar sinirl ve

f,(x)=1, fi(x)=x, f,(x)=x" durumlart i¢in L (f)—> f diizgiin yakinsadigindan

p.(x) = (f(y)Jr £+ 2”?? j_(4||5]j|ij+(2l|${||}z' (3.4.12)

Bu durumda Vn>N ve ye [a,b]’ nin her se¢imi i¢in bir N sayist vardir dyle ki,

Vx e [a,b] icin

(L,p)(x) = (p))| < e, (3.4.13)

ve benzer olarak

(L, p)X) = (p)(¥)| <& (3.4.14)
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olacaktir. Bir baska ifadeyle, L p, ve L, p, sirastyla hem x, hem de y degiskenlerine

gore p, ve p,’ yadiizgiin yakinsarlar. x = y olarak alirsak,

(L,p,))<(p,)¥)+e=f(y)+2¢, (3.4.15)
Ve
(L)) >(p)y)-e=f(y)-2e¢, (3.4.16)

elde ederiz. Dolayisiyla, ¢ > 0 verilsin, Vy € [a,b] ve Vn> N ig¢in bir N sayis1 vardir

Oyle ki (3.4.11) esitsizliginden

J) =26 <(L, ) <f(»)+2e, (3.4.11)

elde ederiz ki, bununla teoremi ispatlamis oluruz.

Ornek 3.4.1 (Bohman-Korovkin teoreminin bir uygulamasi): f e C[O,l] ve her n
icin L, (f) operatorler dizisi f fonksiyonuna asagida belirtildigi sekliyle “ polinomial”
bir yaklasim olsun. k =0,l,...,n olmak iizere, L (f) her bir [(k—1)/nk/n] alt
araliginda lineer olsun ve bu alt araliklarin u¢ noktalarinda L, (f'), f fonksiyonu ile aym
(L,(f)k/n)= f(k/n)) degerlerini alsin. Bu sartlar altinda her bir f eC[O,l]
fonksiyonu i¢in L (f)— f diizgiin yakinsar. Burada Bohman-Korovkin teoreminin

nasil ¢aligtigin1 gorelim.

L.(f,)=/f, ve L, (f)=f oldugundan her lineer f fonksiyonu igin L,(f)= f dir ve
dolayisiyla, L,(f)’in pozitif ve lineer oldugu agiktir. O halde, L,(f,)—=f, oldugunu
gostermemiz yeterli olacaktir. [(k -1)/nk/ n] araliginda L (f,)ile f, arasindaki

maksimum uzaklik en fazla
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(Ej _(k—lj 2kl 2 (3.4.12)
n

n n n

olabilir. Yani, n— o iken ||Ln( 1) — f2||££—>0 olacaktir. O halde, Bohman-
n

Korovkin teoreminden, her bir f € C[O,l] fonksiyonu i¢in L (f) — f diizgiin yakinsar

diyebiliriz.
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4. TRIGONOMETRIK POLINOMLARLA YAKLASIM
4.1 Giris

Trigonometrik bir polinom kisaca a,,...,a, ve b,,...,b, reel sayilar olmak iizere, asagida

verilen formdaki bir fonksiyondur;

a0+2(ak coskx + b, sin kx) (4.1.1)

k=1

T, ile derecesi en ¢ok n. dereceden olan trigonometrik fonksiyonlarin sinifini ve 7'ile de
tiim trigonometrik polinomlarin sinifin1 gésterecegiz.
R iizerindeki 27 -periyotlu tiim siirekli fonksiyonlardan olusan uzayr C*”ile

gosterecegiz. T, smifi C** uzay: tarafindan kapsanir. C** uzaymm gesitli denk

tamimlar1 vardir. Bunlardan bir tanesi de, C°* uzayi, R iizerindeki tiim siirekli
fonksiyonlarin uzayr C(R)’nin bir altuzayidir. Fakat asagida verilen sekli ile C**
uzaym C [0,27:] 'nin bir altuzay1 olarak diisiinebiliriz: R iizerindeki 27 -periyotlu
siirekli fonksiyonlarin kiimesini  f(0) = f(27) esitligini saglayan f eC[O,27r]
fonksiyonlarinin kiimesi olarak tanmimlayabiliriz. Bu sekildeki her bir f fonksiyonu

C(R)uzaymin 27 -periyotlu bir elemanina genisletilmis olur,
£(0)= f(2r) sartinin C[O,27r] ‘nin bir altuzaymi tanmimladigini kolaylikla goérebiliriz.

C*" uzayi i¢in iiglincii bir tanim olarak, F, kompleks diizlemde birim ¢ember olmak
tizere T lzerindeki reel-degerli tiim siirekli fonksiyonlardan olusan C(F) sinifini

verebiliriz. Bir bagka ifadeyle, basit olarak asagidaki tespitlerde bulunmus olduk:

O——e’ ve f(O)«—> f(e”). 4.1.2)

Yukarida ifade edilen ii¢ tanimda da, her bir f € C*” fonksiyonu tiim R iizerinde

diizgiin stirekli ve diizgiin smirhidir ve tamamiyla 27z uzunlugundaki herhangi bir
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aralikta aldigi degerler ile belirlenir. C** uzay:1 iizerinde asagida verilen normu

tanimlayalim;

|/ = max | ()] = max| /()] (4.1.3)

0<x<27

4.2 Weierstrass’ 1 ikinci Teoremi

Teorem 4.2.1(Weierstrass’ 1n ikinci Teoremi, 1885): f € C*” olsun. Bu durumda,
Ve >0 igin || f-T || < ¢ olacak sekilde trigonometrik bir 7" polinomu vardir.

Weierstrass’ 1n kendisi cebirsel polinomlarla yaklasim iizerine olan teoremini
iceren makalesinde bu teoremin ispatin1 vermistir. Fakat, 1898 de Lebesgue aslinda
Weierstrass’ 1n iki teoreminin birbirine denk oldugunu gostermistir.

Teoremin ispatina gegmeden, ilk olarak (4.1.1) ile verilen ifadenin bir polinom

belirttigini gosterelim.

Lemma 4.2.1: Herhangi n > 0 tamsayisi i¢in cosnx ve sin(n+1)x/sinx tam olarak ».

dereceden polinomlar olarak cosx ile ifade edilebilirler.

Ispat:  coskx +cos(k —2)x =2cos(k —1)xcosx yineleme formiiliinii kullanarak,
cos2x =2cos’ x—1, cos3x=4cos’ x—3cosx, ve cosdx =8cos’* x—8cos’x+1 elde
ederiz. Daha genel olarak, tiimevarimla, cosnx, 2" bas katsayisi ile cosx’ in n.
dereceden bir polinomudur. Bu gercegi ve
sin(k +1)x —sin(k —1)x = 2coskxsin x ifadesini kullanarak, sin(z+1)x’in 2" bas
katsayili sinx carpanli cosx’ in n. dereceden bir polinomu olarak yazilabilecegini
goriiriiz.

Alternatif olarak, (isinx)”* = (cos” x—1)" ifadesini kullanirsak

28



2 (n
cosnx = Re[(cos X +isinx)” ] = Re[ (kJ(i sin x)* cos"* x}
k=0

n/2 n
= lz (cos® x —1)* cos" ™ x,
2k

k=0

elde ederiz. Bu agilimdaki cosnx ’ in katsayisi

l"z/z n 1 X n n-1
=— z =2

dir. Benzer olarak, (isinx)**"'

=i(cos* x —1)* sin x ifadesini kullanarak

n+l + 1
sin(n+1)x = Im[(cosx +isinx)"" ] = Im{z [nk j(i sinx)" cos""'™* x}

k=0

[n/2

Vn+1
=> (cos® x —1)* cos" " xsinx,
=\ 2k +1

elde ederiz ve bu agilimdaki cos” xsin x’ in katsayisi
lf n+1 _1% n+ _ o
“~2k+1) 24\ k|

olur.

4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

Sonug¢ 4.2.1: (4.1.1) ile verilen herhangi bir trigonometrik polinom, P ve Q sirasiyla en

cok n ve n—1 dereceli cebirsel polinomlar olmak iizere, P(cosx)+ Q(cosx)sinx

seklinde yazilabilir. Eger, (4.1.1) cift bir fonksiyonu ifade ediyorsa bu durumda sadece

cosiniis kullanarak yazilabilir.
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2z

Sonu¢ 4.2.2: T smifi, tim trigonometrik polinomlarin smifi, C** uzaymin hem bir

altuzay1r hem de bir alt halkasidir (yani, 7 sinifi lineer kombinasyonlar ve carpimlar
altinda kapalidir). Diger bir ifadeyle, T smifi, C*>” uzayinin bir altcebiridir.

Burada sunulan siire¢ tersine gevrilebilir; yani, cosx vesinx terimli her bir
cebirsel polinom (4.1.1) formunda yazilabilir. Ornegin, 4cos® x = 3cosx + cos3x gibi.
Simdi, C** uzay ile ilgili baz1 bilgileri sunalim. ilk olarak, asagida verilen
2n+1 tane fonksiyon lineer bagimsizdir.
A= {1, COSX, COS2x,..., cosnx, sinx, sin2x,..., sinnx} (4.2.5)
Yukarda verilen fonksiyonlarin lineer bagimsiz olduklarin1 géstermenin kolay bir yolu,

C*"uzay iizerinde bu fonksiyonlarin ortagonal oldugu bir i¢ ¢arpim tanmimlamaktir.

Ozel olarak, f,g e A olmak iizere, herhangi bir ¢ift fonksiyon i¢in

<f.g>=[f(gdr=0, < f,f>=[f(x)#0. (4.2.6)

Ikinci olarak, 4* daki her bir eleman

B= {1, cosx, cos’x,..., cos"x, sinx, cosx sinx,..., cos”'lxsinx} 4.2.7)
ile verilen 2n+1 tane fonksiyonun gerdigi uzayda kalir. Yani,

T =spanA c spanB . (4.2.8)
Boyutlar karsilastirirsak,

2n+1=dim7T, = dim(spanA) < dim(spanB) < 2n +1 (4.2.9)
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elde ederiz ve dolayisiyla da spand = spanB olmalidir. T,, C** uzaymin sonlu-boyutlu
bir altuzayidir ve 7, altuzayinin bir tabani olarak 4 veya B kiimesini kullanabiliriz.

Son olarak, kompleks trigonometrik polinomlar i¢in olan durumu 6zetleyelim.

(4.1.1) ifadesinde kompleks katsayilar kullanirsak bu durumda
D™ (4.2.10)
k=—n

ifadesi kompleks trigonometrik polinom ifade eder. Burada ¢, katsayilar1 kompleks ve

z=e", Z=e" dir. n. dereceden kompleks trigonometrik polinomlar C iizerinde
2n+1 boyutlu bir vektér uzay1 teskil eder( eger, R iizerinde bir vektor uzayi olarak
diisiiniirsek bu durumda boyut 2(2# +1) olur).

(4.2.10) ifadesindeki polinom reel degerli bir polinomu ifade eder ancak ve

ancak
Zn:ckeﬂ“ = Zn:cke”“ = Zn:E_ke’”“ (4.2.11)
k=—n k=—n k=—n

oluyorsa. Diger bir ifadeyle, eger her k igin ¢, =¢_, oluyorsa. Ozel olarak, c, reel

olmak lzere

che”“ =c, + Z(cke”“ +c_ e ™)
k=—n —
=Cp+ z(ck +ce )
(4.2.12)
=c, +Z[(ck +¢,)coskx +i(c, — ¢, )sin kx|
k=1
=c,+ 2[2 Re(c, )coskx —2Im(c, )sin kx],

k=1

elde ederiz ve goriildiigii lizere (4.2.12) ifadesindeki son satir (4.1.1) formundadir.
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Tersine, (4.1.1) formunda verilen herhangi bir reel trigonometrik polinom

(4.2.10) formunda asagida verilen sekilde yazilabilir

n n _ b ) b )
a,+ (a, coskx +b, sinkx) = a, + ZK‘”‘%)& + (“”%je’“ } , 4.2.13)
k=1 k=1

burada her ki¢in ¢, =c_, dir.

C*" uzay1 ve trigonometrik polinomlarla ilgili verilen bilgilerden sonra tekrar
yaklasim teorisine geri donersek, C** uzaymi C [0,27r] 'nin bir altuzayr olarak
tanimlanabileceginden ve T,, C** uzaymin sonlu-boyutlu bir altuzayi oldugundan

asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 4.2.3: Her f € C** fonksiyonunun 7, uzayinda (hepsi R’ de olmak iizere) bir en

1yl yaklasimi vardir. Eger, f ¢ift bir fonksiyon ise bu durumda en iyi yaklagim polinomu

da ciftdir.

Ispat: Sadece sonucun ikinci ifadesini ispatlamamiz yeterlidir. Dolayisiyla, f e C**

fonksiyonunun ¢ift oldugunu ve 7* e T, polinomunun
|/ =7 %] = min]f - 7] (4.2.14)

esitligini sagladigini kabul edelim. Bu durumda, f fonksiyonu c¢ift oldugundan,
T(x)=T*(-x) polinomu da aym1 zamanda 7, uzaymda f fonksiyonuna bir en iyi

yaklasimdir. Aslinda,

Jr 7= maro-re )
= %x| f(=x)=T*(x) (4.2.15)

 mar] () -7 (0] = - 74|
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dir.
Fakat bu durumda

f,(x):T(x)JrzT*(x):T*(—x)2+T*(x), (4.2.16)

cift trigonometrik polinomu da 7, uzayinda f fonksiyonuna bir en iyi yaklasim olur.

Clinki

= min| /7| (4.2.17)

Ter,

|-

=Py o] _|r-T+lr-11
H 2 H 2

dir. Simdi Weierstrass’ 1n ikinci teoreminin Lebesgue (de la Vallée Poussin’s

versiyonu) tarafindan verilen ispatini verecegiz;

Teorem 4.2.2: f e C** ve ¢ >0 olsun. Bu durumda,

f=T||=max|f(x)-T(x)| <e

olacak sekilde trigonometrik bir 7 polinomu vardir.

Ispat: ispati, Weierstrass’ in C [— 1,1] i¢in olan birinci teoreminin ispatinin C*” i¢in olan

ikinci teoremini dolayl1 olarak ifade ettigini gostererek 3 adimda verecegiz.

Adim 1. Eger, f¢ift bir fonksiyonsa bu durumda, f * e ¢ift trigonometrik polinomlarla

diizgiin yaklasilabilinir.

Eger, f cift bir fonksiyonsa bu durumda, f fonksiyonunun [O, 72'] araligindaki
yaklasimini vermemiz yeterli olacaktir. Bu sartlar altinda, amacimiza uygun olarak,
—-1<y<1 olmak iizere, C [— 1,1] sinifindan  g(y) = f(arccos y) fonksiyonunu ele

alabiliriz. Weierstrass’ 1n birinci teoreminden

: (4.2.18)

max] / (arccos ) — p()| = max|f (x) - p(cos x)
—-1<y< <x<rm
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olacak sekilde cebirsel bir p(y)polinomu vardir. Fakat, 7(x)= p(cosx) cift bir

trigonometrik polinomdur. Dolayisiyla, || f — T || = m%&x| f(x)-T (x)| < ¢ dur.

|| f-T || < ¢ ifadesini kisaca f ~ T ile gosterelim.

Adim 2. Verilen herhangi bir f e C** fonksiyonu igin 2f(x)sin’ x = T,(x) olacak

sekilde bir 7 trigonometrik polinomu vardir.
f(x)+ f(—x) ve [ f(x)—f (—x)] fonksiyonlarmin her ikisi de ¢ifttir. Dolayisiyla,
F)+ f(=x) = T,(x) ve [f(x)= f(=x)]sinx = T,(x) , (4.2.19)

olacak sekilde cift 7, ve 7, trigonometrik polinomlarim segebiliriz. Ik ifadeyi sin® x

ve ikinci ifadeyi sin x ile ¢arpip toplarsak,
21 (x)sin” x = T,(x)sin” x + T, (x)sinx = T, (x), (4.2.20)

elde ederiz. Burada, 7;(x)hala trigonometrik bir polinomdur ve "=" sembolii “2¢ farki

ile” anlamina gelir( |sin x| <1 oldugundan ).

Adim 3. Verilen herhangi bir f e C*” fonksiyonu igin 2 f(x)cos” x = T'(x)olacak

sekilde bir 7 trigonometrik polinomu vardir ve burada "=" sembolii “2¢ farki ile”

anlamina gelir.

f(x— %) + f (% —X) ve { f(x- %) -f (% - x)} fonksiyonlarmin her ikisi de gifttir.

Dolayistyla,

fa=D)+ [ =0 =T () ve [f(x—%) —f(%—x)} sinx = 7, (x) , (42.21)
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olacak sekilde cift 7, ve 7, trigonometrik polinomlarim segebiliriz. Ik ifadeyi sin® x

ve ikinci ifadeyi sin x ile ¢arpip toplarsak,
2f(x —%) sin’® x = T;(x)sin” x + T, (x)sinx = T, (x), (4.2.22)

elde ederiz. Burada, 7, (x)hala trigonometrik bir polinomdur ve "=" sembolii “2¢ farki

ile” anlamina gelir.

2f(x —%) sin” x ~ T,(x)ise bu durumda 2f(x)cos’ x = T,(x)dir ve burada T(x)
trigonometrik bir polinomdur.
Son olarak adim 2 ve adim 3 ‘deki sonuclar1 birlestirirsek, f = 7,(x) olacak

sekilde bir T, (x)trigonometrik polinomun var oldugunu elde ederiz ve burada tekrar

"&" sembolii “2¢ farkiile” anlamina gelir.

Tamim 4.2.1: Asagida verilen esitligi saglayan T, (x) cebirsel polinomlart birinci cesit

Chebyshev polinomlari olarak adlandirilir.

T (cosx)=cosnx, n=12,.. (4.2.23)

Dikkat edersek (4.2.23) formiilii 7’ 1 tek olacak sekilde derecesi tam olarak » olan bir

polinom olarak tanimlar ve dolayisiyla |x| >licin 7,(x)’ in degerini de tek olacak

sekilde belirler.

Tanmim 4.2.2: Asagida verilen esitligi saglayan U, (x) cebirsel polinomlar: ikinci cesit
Chebyshev polinomlar1 olarak adlandirilir.

sin(n +1)x

U, (cosx) = n=12,.. (4.2.24)

sin x
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Burada da (4.2.24) formiili U, 1 tek olacak sekilde derecesi tam olarak » olan bir
polinom olarak tanimlar.
Bundan sonraki boliimde Chebyshev polinomlarinin ilgi ¢ekici birgok 6zelligine

yer verecegiz. Bir sonraki bolime gegmeden 6nce bu 6zelliklerden bir tanesini verelim.

Daha once verdigimiz yineleme formiiliinii

cosnx =2cosxcos(n—1)x—cos(n—2)x, (4.2.25)
T,(x)=1 ve T,(x)=x olmak iizere, asagidaki forma doniistiirebiliriz

T (x)=2xT, ,(x)-T,,(x), n=2. (4.2.26)
Bu yineleme bagmtis1 (7, ve 7, baslangic durumlar ile) birinci cesit Chebyshev

polinomlarmin bir tanim1 olarak almabilir. Bu yineleme bagintist ile herhangi sayida

Chebyshev  polinomlarinin  bir listesini vermek daha kolaydir. Ornegin,

T,(x)=2x" =1, T,(x) =4x> =3x, T,(x) =8x* —8x” +1ve T, (x) =16x° —20x’ + 5x.
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5. EN IYI YAKLASIMIN KARAKTERIZASYONU
5.1 Giris

Bu boéliimde Chebyshev’ in 1854” de ortaya koydugu en iyi polinomsal yaklagim
probleminin ¢dézlimiinii verecegiz. Chebyshev, problemin bir ¢dziimiin var olduguna
dahi inanmay1 gerektirecek hicbir neden yok iken, ¢oziimiin tek oldugunu ileri
siirmiistii. Aslinda Weierstrass sonuglarinin ispatina 30 yil 6nceden Chebyshev
caligmalarinda yiizeysel olsada yer vermistir. Bu sonuglarin ispati1 detayli olarak 1903’
de Kirschberger tarafindan verilmistir. Burada verilen sunumun igerigini daha ¢ok Haar

ve de la Vallée Poussin © a bor¢luyuz.

5.2 En Iyi Yaklagim

Lemma 5.2.1: f € C[a,b] ve p=p,, f fonksiyonuna P, kiimesindeki bir en iyi

yaklasim olsun. Bu durumda,

f() = p(x) =~(f(x) = p(x)) = f = p (5.2.1)

3

olacak sekilde en azindan iki farkli x,,x, € [a,b] noktas1 vardir. Diger bir ifadeyle,

f - p farkiheriki ||/ - p| degerini de alir.

Ispat: E=E ()= || f- p” = max| f(x)— p(x)| olarak yazalim. Eger, lemmanin

asx<b
sonuclart yanlis ise, bu durumda bazi x, noktalar1 icin f(x,)— p(x,)=E oldugunu

kabul edebiliriz. Fakat bu durumda,

e= n<1i<r}1)(f(x) - p(x))>-E (5.2.2)
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olur. Ozel olarak, E+e#0 olacaktir ve dolayisiyla da, g=p+(E+e)/2 P,’inp

polinomundan farkli bir elemanidir. ¢ polinomunun f fonksiyonuna p’ den daha iyi bir

yaklagim oldugunu iddia ediyoruz. Buna gore,

E—(E;ejzf(x)—p(x)—(E;ejZe—(E;ej, (5.2.3)

veya

(E”j > £(x)— q(x) > —(E”j (5.2.4)
2 2

dir. Yani,

|f -4l S(Ez_ejﬁE =|.f - p|: (5.2.6)

elde ederiz ki, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, lemmanin sonuglar1 dogrudur.

Sonu¢ 5.2.1: f € C[a,b] fonksiyonuna en 1yi sabit yaklasim

i =~ max 109+ min 70 (527
dir ve dolayisiyla,
Eq(f) = lmax f() - min 70 (528)

dir.
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Tanim 5.2.1: Verilen bir g € C[a,b] fonksiyonu i¢in g(x) :||g|| oluyorsa, x e [a,b]
noktasina g fonksiyonu i¢in bir (+) nokta denir. Benzer bir sekilde, g(x):—”g”
oluyorsa, bu durumda, x e [a,b] noktasina g fonksiyonu i¢in bir (-) nokta denir.

Farkli noktalardan olusan a <x, <x, <..<x, <b kiimesindeki x,’ler alterne

olarak (+) ve (-) noktalardan olusuyorsa bu kiimeye g fonksiyonu i¢in alternans kiime

denir. Diger bir ifadeyle, eger,

lg(x) =|g]. i=012,...n, (5.2.9)
ve
lg(x)| =—g(x), i=12,..n, (5.2.10)

oluyorsa a <x, <x, <..<x, <bnoktalarindan olusan kiimeye g fonksiyonu ig¢in

alternans kiime denir.

Teorem 5.2.1: feC [a,b] ve p = p, polinomu P, kiimesinde f fonksiyonuna bir en iyi

yaklasim olsun bu durumda, f —p fonksiyonu icin en az n+2 noktadan olusan

alternans bir kiime vardir.

Ispat: Eger, f e P, ise durum agiktir. Dolayisiyla, f ¢ P, oldugunu kabul edelim. Bu

n

durumda, E=E (f)= ||f - p|| > 0 olacaktir.

o= f—p (dizglin) strekli fonksiyonunu ele alalim. [a,b] kapali araligini

a=t,<t <..<t, =b olmak iizere,

lp(x) - ()| < E/2 (5.2.11)
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olacak sekilde yeteri kadar kiigiik araliklara bolelim. Burada x,y €[t,,z,,,] dir. [a,b]
araligini bu sekilde bdlmemizin amaci: Eger, [tl.,tl.H] aralifi ¢ = f — p fonksiyonu i¢in
bir (+) nokta igeriyorsa, bu durumda ¢ fonksiyonu tiim [t,,z,,] araliklari iizerinde

pozitif olacaktir. Aslinda,

x,yelt.t,,] ve o(x)=E=p(y)>E/2>0 dir. (5.2.12)

Benzer olarak, eger, [tl.,tl.H] araligt ¢ = f — p fonksiyonu i¢in bir (-) nokta iceriyorsa
bu durumda ¢ fonksiyonu tiim [,,7,,, ] araliklari {izerinde negatif olacaktir. Dolayistyla,
higbir [tl. , tm] aralig1 ayn1 zamanda hem (+) hem de (-) noktalar1 igeremez.

Eger, [ti,tm] aralig1 (+) bir nokta iceriyorsa (sirasiyla, (-) bir nokta igeriyorsa),
bu araliga ¢ = f — p fonksiyonu icin bir (+) aralik (sirasiyla, bu araliga ¢ = f —p
fonksiyonu i¢in bir (-) aralik) olarak adlandiralim. Dikkat edersek higbir (+) aralik bir (-
) araliga degmez bile. Diger bir ifadeyle, (+) bir aralikla (-) bir aralik kesin olarak
ayriktirlar.

Simdi, soldan saga dogru hi¢cbir araligi atlamadan (+) ve (-) araliklar olarak

isaretleyelim. Ilk isaretlenen aralig1 (+) aralik olarak kabul etmenin bir sakincasi yoktur.

1,,1,,..,1, (+) araliklar

1

VAR PRI S (-) araliklar (5.2.13)

-1
PSS PRI i (=)™ araliklar.

Burada 7, aralig, ulagilan ilk 7, ., (-) araligindan onceki son (+) araligidir ve siireg
bu sekilde devam etmektedir.
Daha sonraki referanslar i¢in, tiim isaretli [ti,tm] araliklarinin birlesimini

S = U:;l[ A, ile ve tiim isaretlenmemis [ti,tm] araliklarinin birlesimi N ile gosterelim.

Dolayisiyla, S ve N kiimesi SUN = [a,b] olmak ftizere, kompakt kiimelerdir ( dikkat
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edilirse S ve N kiimeleri tam olarak ayrik sayilmaz, fakat en azindan i¢ noktalarinin
kiimeleri ayriktir).

Buradaki amacimiz (5.2.13) ‘de tamimlanan m sayisinin n+2’den biiyiik
oldugunu gostermektir. m <n+2 oldugunu kabul edelim. Herhangi bir (+) aralik

herhangi bir (-) araliktan kesin olarak ayrik oldugundan,

max /[, <z, <min/, ,

max [, <z, < minlk2+l (5.2.14)

max Ian <z, ,<min I,%]+1

olacak sekilde z,z,,...,z, , € N olacak sekilde noktalar bulunabilir ve bu noktalar

yardimiyla asagidaki sekilde bir polinom kurabiliriz:
q(x) =(z, —=x)(z, = x)...(2,,_; —X). (5.2.15)

Dikkat edersek m —1<mnoldugundan dolayr ge P, dir (m<n+2 oldugunu kabul
etmistik). Bazi uygun A degerleri icin p+ Ag € P, polinomunun f fonksiyonuna p

polinomundan daha iyi bir yaklasim oldugunu gosterecegiz.

[k olarak, ¢ ve f — p polinomlarinin ayni israte sahip olduklarini iddia edelim.
Aslinda, (%) araliklarinin hi¢birinde ¢ polinomunun bir sifir1 yoktur, ve dolayisiyla da,

isaretlenmis araliklarin  hepsinde sabit isaretlidir. Sonug¢ olarak, 1,,7,,...,1

FREIIEE)

araliklarinda her bir (z,-x)>0 oldugundan, ¢>0 ve [ I, araliklarinda
J>1ligin (z; - x)>0 oldugunda (z, —x) <0Ooldugundan ¢ <O0dir ve siire¢ bu sekilde
devam eder.

Ikinci olarak, A sayisin1 bulalim. e = rxnea]lvx| f(x)— p(x)| olarak alalim, burada N kiimesi

[tl.,tm] araliklar1 arasindan ne (+) ne de (-) olmayan araliklarin birlesimidir. Bu

durumda e < E olacaktir ve buna gore A > 0segersek boylece /1||q|| < min{E -eE/ 2}
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olacaktir. p+ Ag polinomunun f fonksiyonuna p ‘den daha iyi bir yaklasgim oldugunu

iddia ediyoruz. O halde, eger, x € N ise bu durumda
£ = (p(x) + 29 (0)| <[ (x) = p(0) + Ag(x)| < e+ Ag] < E (52.16)

dir ve diger taraftan, eger, x ¢ N ise bu durumda x ne bir (+) nede (-) bir araliktir. Ozel

olarak, | f(x)- p(x)| >E/2> /1||q|| oldugunu ve f(x)— p(x) ve Ag(x)polinomlarinin

ayni isarete sahip olduklarii biliyoruz. Dolayisiyla, ¢ polinomu S (tiim isaretli [tl.,tl.H]

araliklarinin birlesimi) kiimesi tizerinde sifir degeri almadigindan

[f ()= (p(x) + ()| =| f (x) = p(x)| = g (x)

) (5.2.17)
<E- /1m1Sn|q(x)| <E

olacaktir ki bu p polinomunun en iyi yaklagim olmasi ile gelisir. O halde, m <n+2

kabuliimiiz yanlistir. Bununla teoremi ispatlamig olduk.

Not 5.2.1:

1. Burada isaret edilen n+ 2 sayis1 aslinda 1+ dim P, sayisidur.
2.Eger, f—p,, n+2 defa isaret degistiriyorsa, bu durumda f — p,, en azindan

n+1 tane sifira sahip olmalidir. Dolayisiyla, p, tam olarak n+1 tane noktada f'ile

uyumludur ( veya f ‘in interpolasyonudur).

Simdi en 1yi yaklagim polinomunun tekligini ele alalim.

Teorem 5.2.2: f € C[a,b] olsun. Bu durumda, P, kiimesindeki f fonksiyonuna en 1yi

yaklasim polinomu tektir.

Ispat: Her iki p,q € P, polinomlarinin en iyi yaklasim oldugunu kabul edelim. Diger
bir ifadeyle her iki polinom da || f- p|| = || f —q” = E (f) = E ifadesini saglamis olsun.

Bu durumda, daha once de belirtildigi gibi, bu iki polinomun ortalamasi
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r=(p+q)/2€P, polinomu da ayn1 zamanda en 1iyi yaklasim olur. Ciinkd,
f=r=(f-p)/2+(f—q)/2 oldugundan | —r|=E olacaktr.
Teorem5.2.1° den, f—r, n+2 tane nokta igeren Xx,,X,,...,x,,, alternans

kiimesine sahiptir. Dolayisiyla, her bir 7 i¢in

~E<(f-p)@).(f ~9)(x) <E, (5.2.18)
olmak tizere

(f = p)x)+(f —q)(x;) =+2F (alterne eden) (5.2.19)

dir.
Fakat bu herbir i icin

(f = p)(x)=(f —q)(x,) =*E (alterne eden) (5.2.20)

oldugu anlamina gelir. Yani, x,,x,,...,x,,, kimesi, (f — p)ve (f —¢) ‘nun her ikisinin
de alternans kiimesi olur. Ayrica, (¢ — p)=(f - p)—(f —¢q) polinomu »n+2 tane sifira

sahiptir. (¢ — p) € P, oldugundan g = p olmalidir.

Teorem 5.2.3: f € C[a,b] ve pe P olsun. Eger, f—p polinomu n+2(veya daha
fazla) nokta igeren bir alternans kiimesine sahip ise bu durumda p e P, polinomu f

fonksiyonuna en iyi yaklagimdir.

Ispat: x,,x,,..,x f — p polinomounun alternans kiimesi olsun ve kabul edelim ki

n+l 2

q € P, polinomu f polinomuna p polinomundan daha iyi bir yaklasim olsun. Diger bir

f- q|| < ||f - p|| olsun. Ozel olarak, her bir i =0,1,2,...,n +1 i¢in

ifadeyle,

£ = p) =] - o> f -d| 2] f(x) - a(x)| (5.2.21)
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olmalidir. |a| > |b| ise a ve b-—a aym isaretli olacagindan dolay
qg-p=(f-p)—(f—q) n+2 defa isaret degistirir. Fakat bu durumda ¢g-—p
polinomunun en az n+1 tane sifin olmasi gerekirdi. ¢— pe P, oldugundan bu
durumda ¢ = p olmas1 gerekir ki, bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak, p € P, polinomu f

fonksiyonuna en iyi yaklagimdir.

Ornek 5.2.1, [8]: /- p, polinomunun alternans kiimesi en az n+2 noktaya sahip
olmasi gerekli iken, alternans kiimesi 7+ 2 tane noktadan daha fazla nokta igerebilir;
Dolayisiyla, alternans kiimesi tek olmasi gerekmez. Ornegin, [— 7Z',7Z'] araliginda
f(x)=sin4x fonksiyonunu ele alalim. f fonksiyonu +1 araliginda 8 noktada isaret
degistirdiginden(alterne oldugundan) p; =0 oldugu sonucuna variriz ve her biri tam

olarak 2 tane nokta iceren 4x4=16 tane farkli alternans kiimesi vardir( 2 taneden fazla

nokta iceren diger kiimeleri dikkat etmeye gerek yok). Ek olarak, aslinda

* Ed

P =...=p, =0 ve p,#0 elde ederiz.

Teorem 5.2.4: f eC[a,b] olsun ve verilen g€ P, polinomu i¢in f(x;)—q(x;)
ifadesinin a<x,<x, <..<x , <b olmak lizere, n+2 noktada isaret degistirdigini

kabul edelim. Bu durumda,

E,(f)z min |f(x)-q(x) (5.2.22)

0.,...,n+1
dir.

Ispat : Eger, (5.2.21) esitsizliginin dogru olmadigin1 kabul edersek bu durumda, en iyi

yakasim polinomu p = p, icin asagidaki esitsizlik gegerli olacaktir

max

1<i<n+1

f(x) = p(x)|<E,(f) < min |f(x)~q(x). (5.2.23)

1<i<n+l
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Temel olarak teorem 4.2.1 ‘in ispatindaki argiimanlarin benzerini kullanirsak bir
celiskiye ulasiriz ve bdylece teorem ispatlanmis olur.

Goreceli olarak ¢ok basit fonksiyonlar i¢in bile tam olarak en iyi yaklasim
polinomunu bulmak ¢ok zordur (analitik olarak olmasa dahi). Simdide, Chebyshev’ in

¢ozdiigi iki probleme yer verelim.

Problem 5.2.1: f(x)=x" fonksiyonuna [— 1,1] araliginda en ¢ok n—1 dereceli en iyi
yaklasan p,_ € P, polinomunu bulunuz. ( Bu problemde verilen aralik ¢dziim igin
asir1 islem gerektirdiginden, genel ¢6zliimii daha sonra ele alacagiz)

p._, polinomu max‘x" - p:_l(x)‘ degerini minimize ettiginden problem 5.2.1
x|<I

]
asagidaki probleme denktir.

Problem 5.2.2: [— 1,1] aralig1 lizerinde 0’ dan en az sapan n. dereceden monik polinomu
bulunuz. Diger bir ifadeyle, C[— 1,1] uzayinda en kii¢iik norma sahip n. dereceden

monik polinomu bulunuz.

[lk olarak, notasyonu basitlestirelim.

p(x)=x" = p, ,(x)(¢bziim), (5.2.24)
veE
M =|p|=E,(";[-11), (5.2.25)

olarak alalim. p polinomu ile ilgili olarak tek bildigimiz ger¢ek, p polinomunun

(n—=1)+2=n+1 tane nokta iceren —1<x,<x, <..<x, , <1 seklinde bir alternans

kiimesi oldugudur. Yani, p(xi)| =M ve herii¢in p(x,,)=-p(x;) dir. Buradaki ufak

bir bilgiyi kullanarak Chebyshev p® ve p’ polinomlarii karsilastirmistir.
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Adim 1: (-1,1) araligindaki herhangi bir x; noktasinda p'(x,)=0olmaldir (¢iinkii,
p(x;), p polinomu igin goreceli olarak ekstrem bir noktadir). Fakat, p’ polinomu 7 —1

dereceli bir polinomdur ve dolayisiyla da en ¢ok #n —1 tane sifir1 vardir. Buradan,

x, (=L vei=1L..,n—11i¢in p'(x)=0, (5.2.26)

(aslinda, x,,x,,...,x,_,” lerin hepsi p’ polinomunun kdokleridir) ve

xo=—1, p'(x)#0, x,, =L p'(x,,)#0, (5.2.27)

olmalidir.

Adim 2: M* - p’ € P, polinomunu ele alalm. i =1,..,n—1 igin M>—(p(x,)*)=0 ve
[— 1,1] araliginda M* — p® >0 oldugunu biliyoruz. Fakat bu durumda 2(n—1)+2=2n
tane kok olmasi gerekir ve sonug olarak x,,x,,...,x,_, cift katll kok, x, ve x, tek katl

kok olup, bunlarin hepsi M* — p* polinomunun kokiidiir.

Adim 3: Simdi de, (p')’ € P,,_;, polinomunu ele alalim. (p')* polinomunun herbir
X,,X,,...,Xx, , noktasinda ¢ift katli kokii olugunu ve baska kokii olmadigini biliyoruz.
Dolayisiyla, (1-x*)(p'(x))* polinomuda x,,x,.,...,x, , noktalarmda ¢ift katli koke,

x, ve x, noktalarinda tek katl koke sahip olacaktir. (1—-x”)(p'(x))’ € P, oldugundan,

polinomun tiim koklerini elde etmis olduk.

Adim 4: M’ —(p(x)*) ve (I1-x°)p'(x))* polinomlar1 ayn1 koklere sahip ayni
dereceden polinomlar oldugundan bir sabit ¢arpan farkiyla aymi polinomlardir. Bu
carpanin ne oldugunu belirlemek kolaydir: p polinomunun bas katsayisi 1 iken p'

polinomunun bas katsayis1 n dir. Dolayisiyla,
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42 ’ 2
M2~ (p(ayy = LZXP N (5.2.28)
n
dir. (4.2.9) ifadesini biraz diizenlersek
LA G (5.2.29)

M= (pey 1=
elde ederiz. Burada, fazladan bir £ durumuyla karsi1 karsiyayiz. Fakat bazi araliklar

tizerinde p' polinomunun pozitif oldugunu bildigimizden basit olarak [— l,xl] araliginda

pozitif oldugunu varsayacagiz. (5.2.29) ifadesini integre edersek

arccos(%) =n.arccosx + C, (5.2.30)

ve buradan da

p(x) =M cos(narccosx +C), (5.2.31)
elde ederiz. Fakat, p(—1) =—M (¢iinkii, p'(-1) > 0dir) oldugundan dolayi,

cos(nr+C)=—-1= C=mnm (n+mtek)
= p(x) =xM cos(narccosx) (5.2.32)
= p(cosx) =+M cosnx

elde ederiz. cosnx’ in 2" bas katsayili n. dereceden bir polinom oldugunu biliyoruz

(n. Chebyshev polinomu 7, ), O halde problemimizin ¢éziimii
p(x)=2"""T (x) (5.2.33)

olmalidir. |x| <1 igin |Tn (x)| <1 oldugundan dolay1, minumum norm M =2""" dir.
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Teorem 5.2.5: Herhangi n>1 igin, p(x)=x"—2""T (x) formiilii herhangi baska bir

q € P_, polinomu i¢in asagidaki sart1 saglayan

27" = max

‘x‘sl

x" - p(x)‘ < r‘n‘egc‘x" -q(x), (5.2.34)

bir p € P_, polinomunu tanimlar.

Ispat: 27""'T (x) polinomunun bas katsayisinin 1 oldugunu biliyoruz, o halde
peP dir. k=1,.,n i¢in x, =cos((n—k)x/n)olarak tanimlayalim. Bu durumda,

—l=x,<x<..<x,=1ve
T.(x,) =T, (cos((n—k)x/n))=cos((n—k)z)=(-1)""* (5.2.35)

elde edilir. —1<x<1 i¢in

T, (x)| =

T (cos 6’)| = |cosn6’| <1 oldugundan dolay1, 7, i¢in
n+1 nokta iceren bir alternans kiime elde ederiz.

Diger bir ifadeyle, x" — p(x)=2""T (x) ifadesi

¥ = p(x)| €27 esitsizligini
saglar ve herbir k =0,1,....n igin x; — p(x,)=2""T (x,)=(=1)""*27"" esitligi vardir.
Teorem4.2.3 ° de wverilen en iyi yaklasim karakterizasyonundan p polinomu

P kiimesinde x"’ e en iyi yaklasim olmalidir.

Sonu¢ 5.2.1: C [a,b] uzayinda en kii¢lik norma sahip tam olarak n. dereceden monik

polinom asagidaki gibidir;

(2_2")1 .Tn(sz_b _aj (5.2.36)
—da
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5.3 Chebyshev Polinomunun Ozellikleri

Daha 6nce bahsedildigi gibi, 7, (x)Chebyshev polinomu (tek, reel) her figin
T (cos@) =cosBolacak sekilde n. dereceden(eger n=0iken 1 bas katsayili ve eger,

n>1iken 2" bas katsayil ise) bir polinomdur. Chebyshev polinomlariin ilging olan

ve bir¢ok 6zelligi vadir. Biz burada sadece birkag tanesini listeleyecegiz.
Cl. n=22i¢in T (x)=2xT, (x)—T, ,(x) dir.

Ispat: cosn@=2cos@cos(n—1)f —cos(n—2)0 trigonometrik esitliginden her
Oigin T (cos@)=2cosOT, ,(cosO)—T, ,(cosf) elde edilir. Yani, tim —-1<x<1
icin T (x)=2xT, _,(x)—T, ,(x) denklemi saglanir. Her iki tarafta polinom

oldugundan esitlik tiim x ‘ler i¢in saglanir.

Siradaki iki 6zellik C1 6zelligine benzer sekilde ispatlanir.

C2. m>nigin T, (x)+ T, (x)= %[T (x)+T,_,(x)]dir.

C3. T,(T,(x)=T,, ().

C4. T (x) :%[(x+\/x2 —1)" +(x=x" —1)”].

Ispat: 1lk olarak dikkat edersek /x> —1 ifadesinin tek kuvvetleri (x++/x*—1)"ve

(x—+/x*—1)" ifadelerinin binom acilimlarmi toplarsak sadeleseceginden C4

0zelliginin sag tarafindaki ifade aslinda bir polinomdur. Sonra, x =cosé icin

T,(x) =T,(cos§) = cosn 6 = %(emﬂ RN
= %[(0059+ isin 0" + (cosf —isin0)' |
Z%[(x”m)” +-iy]
el -7

(5.3.1)
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|x| <1ligin iki polinomun da esit oldugunu gostermis olduk, dolayisiyla, tim x’ ler
icin de esitlik saglanacaktir ( reel veya kompleks x " ler i¢in).

x| >1 olmak iizere, reel x’ ler igin %[(x X =1 + (x =X — 1)”] ifadesi

cosh(ncosh™ x)’ e esittir. Bir sonraki 6zellik bunu ifade ediyor.

CS. Herreel x igin 7, (cosh x) = coshnx dir.
C6. |q=1 igin T,(x) < (] ++/x* —1)" dir.
Bu iki 6zelligin ispat1 C4 6zelliginden elde edilir.

[n/2
C7. Tek n’ ler igin 2"x" = Z(ijTn_Zk(x)dir; Gift n* ler icin 27, T, ile

k=0

degistirilmelidir.
Ispat: —1<x<1 icin

2"x" =2"(cos@)" = (e’ +e7?)"

— emH +(ljel(n—2)0 +(2jel(n—4)0 + ..

ot " e’ 4 " e 4 e’ (5.3.2)
n—2 n—1
n n
=2cosné + (J2 cos(n—2)0 + (JZ cos(n—4)0 +...

n n
=2T (x) + ( : ]2Tn_2(x) + (2J23_4(x) o

burada eger, n ¢ift ise son toplamdaki son terim ([ ’;ZJTO( ¢linkii binom
n

n

1;1ki defa yer almiyor).
n/2]

aciliminda ortadaki terim ([nl;z]j = [[
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C8. T, polinomunun kokleri x\" = cos((2k —1)z/2n), k=1,...,n lerdir. Kokler

basit, reel ve (—1,1) agik araligindadir.

Ispat: k=1,.,n degerlerini x\" =cos((2k —1)z/2n) ifadesinde deneyerek

gorebiliriz.

C9. T, polinomunun iki takip eden kokii arasinda 7, , polinomunun bir kokii

vardir.

Ispat: k=1..n—-1 igin

2k-1  2k-1 2k+1

< < , (5.3.3)
2n 2(n—1) 2n

esitsizligini kontrol edersek, x\"” > x"™" > x!"\ oldugunu gériiriiz.

C10. 7, ve T, , polinomlarnin ortak kokii yoktur.

Ispat: Bu 6zeligin C9 6zelliginin agik bir sonucu olmasina ragmen ispatini bagka

bir yol ilede elde edebiliriz: C1 6zelliginden dolay17 (x,)=0=17 _,(x,) oldugunu
kabul edersek(ortak kok oldugunu) bu durumda 7, ,(x,)=0 elde edilir. Bu
gozlemi tekrarlarsak & =0 icin dahil her k£ <» i¢in 7, (x,) =0 elde ederiz ki, bu

bir geliskidir.
C11. {x,({”) 1<k<n n= 1,2,...} kiimesi [-1,1] araliginda yogundur.

Ispat: cosx fonksiyonu [O,;r] aralig1 tlizerinde (kesin) monoton oldugundan

{(Zk—l)ﬂ/ 2n}k’n kiimesinin [O,;r] aralifinda yogun oldugunu gostermek
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yeterlidir. Bunun iginse {(2k —1)z/ 2n}k’n kiimesinin [0,1] arahginda yogun

oldugunu gostermek yeterlidir. Fakat, yeterince biiyiik 7 i¢in

KK (5.3.4)

dir. Yani, {(2k—1)7z/ 2n}k,n kiimesi [0,1] araliginda rasyonel sayilar arasinda
yogundur. Dolayisiyla da , {x,({") 1<k<n, n :1,2,..‘} kiimesi [-1,1] araliginda
yogundur.

Burada belirtmek gerekirse, {x,ﬁ”)}k’n koklerinin dagilimi tahmin edilebilir(
bakiniz, [13] Vol. I, s. 48-51). Yeterince biiylik » igin, [x,x+Ax]c[—l,1]

araligindaki 7 polinomunun koklerinin sayis1 yaklasik olarak

nAx

1-x

(5.3.5)

dir. Ozel olarak, yeterince biiyiikk n i¢in 7, polinomunun kokleri +1ug

noktalarinin yakininda mutlak degerce en biiytikleridir.

Diger bir ifadeyle, 7, polinomunun bir kokiiniin [a,b]arahgmda olma

ihtimali yaklasik olarak

lj L (5.3.6)

C12. Chebyshev polinomlar1  karsilikli  olarak [— 1,1] araligi  iizerinde

w(x) = (1-x*)""* agirlik fonksiyonuna bagl olarak ortagonaldir.

Ispat: m # n igin x =cos@ degisimini uygularsak
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dx - :Icosmﬁcosnﬁdﬁzo (5.3.7)
1—-x 0

[7,97, 00

elde ederken m =n igin

f 7 ,n=0 ise
[7200) d = [cosnaag =1 " " (5.3.8)
’ Vi=x* % 7/2,n>0 ise
elde edilir.
C13. —1<x<1 igin [T/(x)|<n’ ve |T)(x])|=n’ dir.
Ispat: —1<x<1 icin
d
—1T (cos ) .
iTn(X)= 4o = ns?nnﬁ’ (5.3.9)
dx @ 03O sind

elde edilir. [sinnd|<nlsing| oldugundan

T)(x)|<n® olur. x=zligin (5.3.9)

formiiliinde 8 - 0 ve € — x giderken limit alirsak |Tn'(i1)| =n’ elde ederiz.

Tezin sonraki boliimlerinde gorecegimiz gibi her p € P, polinomu —1<x<1

igin | p'(x)| S” p||n2 :|| p|IT/(1) ifadesini saglar. Fakat, 7 (x) polinomu n. dereceden tiim
polinomlar arasinda daha biiyiik bir ihtimalle [— 1,1] araliginin disgindadir. Asagidaki

teorem bunu ifade etmektedir.

Teorem 5.3.1, [8]: pe P, ve || p|| = $a§| p(x)| olsun. Bu durumda, x0| > 1 olmak tiizere

herhangi bir x, ve £k =0,1,...,n i¢in
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)| <[P T P ()] (5.3.10)
dir. Burada, p'“, p polinomunun k. mertebeden tiirevidir.

Ispat: Teoremin dogru olmadigimi ve baz1 k =0,1,....n igin

PP > [P (). (5.3.11)
olacak sekilde bir y >1 sayisinin oldugunu kabul edelim.

q_p“oo p (5.3.12)

0|7

olarak alirsak boylece ||q|| =1 olacaktir. (5.3.11) esitsizliginden g # 7, oldugu gortliir.

a sayist g polinomunun baskatsayisi olsun. Bu durumda |05|<2”"1 olacaktir. Eger,

a =0ise bunun dogru oldugu agiktir. Eger, « # 0ise bu durumda ¢/« polinomunun

baskatsayisi 1 olur. Buradan,

z ZL > ,}_1 (5.3.13)
a |a| 2
olacaktir.
Jjr .
n,=cos=—, j=0,..,n olarak alirsak bu durumda
n
T,(n,)=(1", j=0,.,n, (5.3.14)

olacaktir. Her bir j =0,...,n—1 igin, eger, T, (x)— q(x) polinomu (7,,,,7,) araliginin ug

noktalarinda kokii yok ise bu durumda (7,,,,77;)aralhiginda bir koke sahiptir. Bu koke
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sahip oldugunu gérmek i¢in 7, (x)—g(x) polinomunun (7,,,,7,)u¢ noktalarinda koki
olmadigt durumu inceleyelim. Diger bir ifadeyle, T,(n)—q(n)#0 ve
T,(m,,)—q(n,,)#0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda T7,(77,)—q(n,)#0 ve
T,(17,,1) —4(n,,,) #0 polinomlar: sirasiyla (~1)’ ve (~1)’*' olmak iizere ayni isarete
sahip olacaktir. Dolayisiyla, 7, (x)—g(x) polinomu (7,,,,7,) araliinda isaret degistirir.
Eger, j=0,..,n—1 i¢in T, (n,)—q(7n,) =0 ise bu durumda ||q|| =1, q'(n;) = 0ve benzer
olarak T7,(7,)=0 oldugundan 7, en azindan iki kath koktiir. Dolayisiyla,
T (x) —q(x) polinomunun tiim koklerini [— 1,1] araliginda aldigin1 goriiyoruz. Sonug
olarak, Rolle Teoreminden T'“(x)—¢"“’(x) polinomu n—k tane kokiinii [— 1,1]
araliginda alir. O halde, T'“(x)—¢"’(x) polinomu x >1 igin isaret degistirmez. Fakat,
T%(x)’de x"™* teriminin katsayist n(n—1)...(n—(k—1))2"" iken aym terimin ¢ (x)
deki katsayist n(n—1)...(n — (k —1))a dir. Dolayisiyla, yeteri kadar biiyiik ve pozitif x

ler i¢in
T (x)—q"(x)>0 (5.3.15)
olacaktir ve buradan, 6zel olarak

(k)
=2 g
[l

() (5.3.16)

elde ederiz ki, bu (5.3.11) esitsizligi ile celisir ve buda (5.3.10) esitsizligini x, =1 i¢in
ispatlar. Eger, (5.3.11) esitsizliginde y < -1 ise n—k ifadesinin ¢ift olmas1 durumunda

yukardaki tartisma aynen gecerlidir. n —k ifadesinin tek olmasi durumunda ise (5.3.12)

esitligi asagidaki sekilde degistirilirse yine ayni tartisma gecerli olacaktir,

P p
-2 W P (5.3.17)
! PP 1P
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Sonu¢ 5.3.1: peP ve ||p||:max|p(x)| olsun. Bu durumda,

—1<x<1

x0| >1olmak {izere,

herhangi bir x, i¢in

|p(x)] < ||p||on|+\/x(f —1)’, (5.3.18)

dir.

5.4 Trigonometrik Fonksiyonlarla Diizgiin Yaklasim

Bu altboliimde trigonometrik polinomlarla diizgiin yaklasim i¢in Teorem 5.2.1-5.2.3’

in benzerleri olan sonuglari, ispatlarin1 vermeden listeleyecegiz. Bu altbdliim boyunca
feC’™ dir ve T, ile en ¢ok n. dereceden trigonometrik fonksiyonlarin sinifini

gosterecegiz.

1. f fonksiyonubir T* e T, en iyi yaklasim polinomuna sahiptir.

2. f-T fonksiyonu [0,27z)arahg1nda 2n+2 tane nokta igeren bir alternans
kiimeye sahiptir.

3. T tektir.

4. Eger, herhangi, bir 7' e T, polinomu i¢in f —7 fonksiyonu [0,27r) araliginda
2n+2 tane nokta iceren bir alternans kiimesine sahipse bu durumda

T =T d.

Burada, verilen 1-4 ifadelerinin ispat1 karsilik gelen cebirsel polinomlarla ilgili
olan sonugclarin ispat1 birbirine benzerdir. Simdi buradaki ifadelerle ilgili olarak birkag

Oornek verelim.

Ornek 5.4.1: m>n igin f(x)= Acosmx + Bsinmx fonksiyonuna T, smifindaki en iyi

yaklasim O dir.
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Ispat: Baz1 R ve x, icin f(x)= Rcosm(x - x,)seklinde yazabiliriz. Geriye sadece f
fonksiyonu i¢in yeteri kadar genis bir alternans kiimesi(27z uzunlugunda herhangi bir
aralikta) bulmamiz yeterlidir.

x, =x, +kz/m,k=12,.2m olarak tammlarsak f(x,)= Rcoskz =R(-1)" ve
x, € (x,,x, + 2] elde ederiz. m > n oldugundan 2m >2n + 2 olacaktir. Sonug olarak, f

fonksiyonu i¢in yeteri kadar genis bir alternans kiimesi bulundugundan 0 polinomu f

fonksiyonu i¢in en iyi yaklagimdir.

n+l
Ornek 5.4.2: f(x)=a,+ z (a, coskx + b, sinkx) fonksiyonuna 7, sinifindaki en iyi

k=1

yaklasim

T(x)=a,+ Y (a, coskx +b, sin kx) (5.4.1)
k=1

dir.

n+l n+l

polinomudur ve C*** de ||f —T|=+/a., +b]

Ispat: En son verilen drnekten, f —7 fonksiyonu igin 7, siifindaki en iyi yaklasim 0

polinomudur. Dolayisiyla, f fonksiyonuna en iyi yaklasim 7" olmalidir.

Simdi de, |f-T|=+la, +b;

n+l n+l

ifadesinin ispatin1 verelim. Her zaman ig¢in
Acosmx + Bsinmx =+ A* + B> .cosm(x —x,) (baz1 x,” lar igin) yazabilecegimizden

If =T|=+a.,, +b., dir.

n+l n+l1
Asagidaki teorem cebirsel ve trigonometrik yaklagim arasindaki baglantiy1 ifade

etmektedir.

Teorem 54.1: f € C[—l,l] olsun ve @ e C*” fonksiyonunu @(@)= f(cosé)seklinde

tanimlayalim. Bu durumda,

E,(f)=min|f = p| = minjo T = £, (¢) (5.4.2)
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dir.

Ispat: p"(x)= Zakxk polinomu f fonksiyonuna P, smifindaki en iyi yaklagim olsun.

k=0

Bu durumda, 7() = p (cos@) T, smifindadir ve

max

—1<x<I

f()= p'(x)| = max | £ (cos0) - p’(cosO)| (5.4.3)

0<0<27

dir. Boylece,

== H(p -7 H > min|p — 7| olacaktir.

Te3,
Diger taraftan, ¢ c¢ift oldugundan 7, smnifindaki f fonksiyonuna en iyi
yaklasimm 7~ oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, bazi cebirsel g € P, polinomlart igin

T"(6) = g(cos 0) dir. Sonug olarak,

01| =1 ~gl 2 minl - ] dir

Not 5.4.1:
1. Eger, m%)n” f- p|| = rTn1~n||¢) -T || oldugunu biliyorsak bu durumda,
PEL, [SRUM
T°(6) = p"(cos @) olmalidr.

2. Her bir ¢ € C*” fonksiyonuna f(x) = @(arccosx) olmak iizere bir f e C[— 1,1]

fonksiyonu karsilik gelir ve tabii ki, teorem 5.2.1° in sonucu ve not 5.2.1 de bu

sartlarda saglanir.
3. Cift trigonometrik polinomlardan bahsedildiginde bir sekilde arka planda
Chebyshev polinomlar1 yer almaktadir. 7'(€) ¢ift trigonometrik polinom olsun,

x =cos@ alirsak bu durumda

T(0)=) a,coskd =) a,T,(cosd) = p(cosb) (5.4.4)
k=0 k=0

olacaktir. Burada, p(x) = Zaka (x) e P, dir.

k=0
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5.5 Chebyshev Polinomunun Pratikligi

Bu altboliimde verilen oOrnekler “Chebyshev polinomlar’” adli [14] kitabindan
alinmustir.
Daha once belirtildigi gibi Chebyshev polinomlar1 bir yineleme baginitisi ile

tiretilebilirler. Siireci tersine ¢evirirsek, x” ifadesini 7;,7,,...,7, terimleri cinsinden elde

edebiliriz. Asagida ilk birkag terimi listeleyelim:

T,(0)=1 1=T,(x)

T(x)=x x=T,(x)

T(x) = 22" ~1 ¥ = (T,(0) + T,(x)/2
T,(x) = 4x’ —3x X =BT (x)+Ty(x))/ 4
T,(x)=8x* —8x> +1 x* = (3T, (x) + 4T, (x) + T, (x)) /8
T,(x) = 16x° —20x" + 5x x° = (10T;(x) + 5T, (x) + T, (x)) /16

Chebyshev polinomlar1 kendilerine denk olan bir¢cok ¢esit polinoma gore niimerik
hesaplamalar acisindan belirgin bazi avantajlara sahiptir. Buna verilebilecegimiz ilk

ornek, biraz diizenleme yaptiktan sonra elde edilen asagidaki esitliktir;

l-x+x*—x +x* =1€5T0(x) —%Tl(x) +T2(x)—%T3(x)+éT4(x). (5.5.1)

Bu diizenleme ile goriiyoruz ki, 1—x+x’—x*+x* fonksiyonuna [-1,1] araliginda
kiibik bir yaklagim (5.5.1) esitliginin sag tarafinda 7, terimini atarak en ¢ok 1/8 hata
(¢clinkii ||T4 (x)|| <1 dir) ile olurken, kiibik yaklasim i¢in basitce 1—x+ x> —x° kullansak
dahi hata 1’ den daha biiyiik oluyor.

Ikinci bir 6rnek olarak, [— 1,1] araliginda kii¢iik norma sahip olan bir polinomun

asagida verildigi gibi sikint1 verecek dl¢ilide biiyiik katsayilara sahip olma olasiligidir.
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(1-x)"" =1-10x" +45x* —120x° + 210x" — 252x"

(5.5.2)
+210x" —120x" + 45x" —10x" + x*°

Fakat, Chebyshev formunda:

1
(1-x")* = 524,258 {92.378T, (x) —167.960T, (x) +125.97T, (x) — 77.52T,(x)

+38.76T,(x) —15.504T,,(x) + 4.845T,, (x) — 1.14T, ,(x) (5.5.3)
+1907;(x) = 20T, (x) + T (%) |

dir. Burada en biiyiik katsaymin yaklasik olarak 0,3 olduguna dikkat ediniz ve ayrica

son li¢ terimi atarsak maksimum hata 0,0004 civarinda olur.

nk s

Son ornek olarak,—1<x,£<1 olmak lzere, e =) —+
=k (n+l)

Taylor

polinomunu ele alalim. »n=6 alirsak serinin yaklagimindaki hata e/7!~0.0005

civarindadir. Fakat Chebyshev polinomlarini kullanirsak

6 k
Z% =1.26606T, (x) +1.130217,(x) + 0.04427T;(x) + 0.00547T, (x)

k=0

(5.5.4)
+0.000527; (x) + 0.04427T, (x) + 0.000047, (x).

Baslangi¢ yaklasiminda ki hatanin yaklagik olarak 0,0005 oldugunu goriiriiz,
dolayisiyla, ek bir hata olmaksizin altinci terimi atabiliriz. Hatta 5. terimin atilmasinda

dahi hata 0,001 ¢ den daha fazla degildir.
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6. INTERPOLASYON

Bu bdliimde asagida verilen teoremin ii¢ farkli ispatina ve uygulamalarma yer

verecegiz.

Teorem 6.1: x,,x,,...,x, farkli noktalar ve y,,y,...,», R’ de keyfi noktalar olsun. Bu

durumda,
p(x)=y, i=0L...n (6.1)

esitligini saglayan tek bir p € P, polinomu vardir.
Teoremin teklik kisminin ispati aciktir. p,g e P, (6.1) esitligini saglayan iki

farkli polinom olsun. Fakat, eger, bu iki polinom (5.1) esitligini sagliyorsa bu durumda

n+1 noktada bu iki polinom esit olacagindan p =g olacaktir. Burada zor olan kisim

teoremin varlik kisminin ispatidir.

Ispat 1 (Vandermonde determinanti): p(x)= ZCkxk polinomunun
k=0

P8 = Yt = 3 1= 0l 62)
k=0

esitligini saglayabilmesi icin c¢y,c,,...,c, sayilarinin degerlerinin ne olmasi gerekir
sorusunun cevabini artyoruz. Diger bir ifadeyle ¢’ ler i¢in n+1 tane lineer

denklemden olusan bir sistemi ¢ozmek istiyoruz. Bu sistemin matris formu:

2 n

1 x, x; X, || ¢ Yo
2 n

1 x x xllal | xn
2 n

1 x, x; x|, ¥,

61



dir. Bu denklemin her zaman tek bir ¢O6ziimii vardir ¢iinkii katsayr matrisinin

determinanti
D= J](x-x)=0 (6.3)
0<j<i<n

dir ( D Vandermonde determinant1 olarak adlandirilir; eger x,<x, <..<x, ise

D > 0 dir).

Lemma 6.1: D = H(xi —x,)dir.

0<j<i<n

Ispat:
- , -
1 x, x; X,
2 n
1 x  x X,
V(XgsX)seeesX, [, X) =] : :
2 n
1 xn 1 xnfl xn—l
2
1 x x x"

V(xy,X,5....X,_;,x) n. derecden x * in bir polinomdur ve kokleri x =x;,1=0,1,...,n-1 dir.

n—1
Dolayisiyla, kokler ile dereceyi karsilastirirsak V' (x,,...,x) :cH(x—xl.) elde ederiz.

i=0

2

Bununla beraber, V(x,,...,x) icinde x"’ in katsayisin V(x,,x,,....,x, ;) oldugunu

n—1
gormek  kolaydir ve  bdylece, V(Xgees X) =V (Xg5eeer X, )H (x — x;) olacaktur.
i=0

1 x
‘ °| = x, — x, agik ifadesini ve tiimevarimi kullanarak sonug elde edilir.

1 x

Ispat 2( Lagrange interpolasyonu): /,(x ;) =0, ; olacak sekilde ¢,(x)e B,, i=0,...,n
polinomlari varsa, interpolasyon polinomu p’ yi tanimlayabiliriz( burada &, ; Kronecker

deltasidir; yani i# j igin &,,=0 ve i=j i¢in §, ;=1 dir). Interpolasyon polinomu
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p(x)= z »;¢,(x) dir. Ayrica, dikkat edersek {EO,EI,...J”} polinomlar1 P, i¢in bir taban
i=0

teskil eder. /,(x) igin iki tane formiil verecegiz:

X—X,
a) (.(x)= !

) () Hx -
b) W(x)=(x—-x,)(x—x,)...(x—x,) ile baslayalim ve ihtiyacimiz olan polinomlar

baz1 a, eR’ ler i¢in

l(x)= aim (6.4)
X —x,
esitligini saglar. Fakat, bu durumda 1=/ (x;) =a#'(x;) olacaktir. Yani,
o =—" (6.5)
(x—x)W'(x)
dir.

Dikkat edersek /,(x)polinomlar1 i =0,1,...,n icin H(x —x;) polinomunun bir

J#i
carpanidir ve dolayisiyla da p(x)’ in uygun bir lineer kombinasyon oldugunu

sOyleyebiliriz. Sonug olarak p(x) interpolasyon polinomunun varligi gosterilmis oldu.

Ispat 3(Newton formiilii): Asagida verilen formda bir p(x) polinomunun var

oldugunu gostermek istiyoruz;
px)=a,+a(x—x))+a,(x=x)(x—x)+...+a,(x—xy)...(x—x, ). (6.6)

Bu formda x;’ ler i =0,1,...,n —1kullanilarak @, ler i¢in ¢oziimii bulmay1 ¢ok

kolaylastirir.
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Yo = p(x,) =a,

—-a (6.7)
»n=prx)=a,+a(x —x)) = aq 0%
X — X
bu sekilde devam edersek,
_ Va4 —a,(x, —x,)
a2 =
(x, = x0)(x, — x) (6.8)
a. = Vs —a, —a;(x; —x,) —a,(x; —x,)(x; —x)
, =

(o5 =X )(x5 = x,)(x5 —x;)

[13] IIL cilt.  de a,” ler i¢in baska bir formiil verilmistir].

Ornek 6.1: Yukarida verilen ii¢ ispati karsilasirmak amaciyla (1,2),(2,—1) ve
(3,1) noktalarindan gecen kuadratik interpolasyon polinomlarini bulalim.
[lk olarak Vandermode determinantini kullamirsak, c,” leri elde etmek igin

asagidaki lineer denklem sistemini elde ederiz:

1 1 1|c¢, 2
1 2 4c¢|=|-1 (6.9)
1 3 9c, 1
. o 21 5 .
(6.9) sistemini ¢ozersek c, =10, c, :—?, c, :5 buluruz. Buradan, interpolasyon

polinomunu p(x)=10- %x + %xz olarak elde ederiz.

Ikinci olarak Lagrange metodunu kullanirsak, verilen noktalar igin

W(x)=(x—-1)(x—-2)(x—3) elde ederiz ve (6.2) esitligini kullanarak
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(x—D(x—-2)(x-3) _ (x—2)(x—-3)

Lo(x) = 12 ) ,
D=3
(,(x)= YA T (x—1)(x=3), 6.10)
0,(x) = (r=DEx=2)(x=3) _(x=Dx=2)
(x-3).2 >

elde ederiz ve p(x)= z .0, (x) ifadesini kullanirsak interpolasyon polinomu
i=0

px)=(x-2)(x-3)+ (x—l)(x—3)+%(x—1)(x—2) (6.11)

olarak bulunur.

Son olarak Newton formiiliinii kullanarak interpolasyon polinomunu bulalim.

Vo= pl)=a, esitliginden a, =2, a =2"%  cgitliginden @ = ——2=3 ve
X, — X, 2-1

_ 0T a0 TN giisinden g, =200 =2)
(%, = X0 )(x, — x;) B-D2-1)

formiiliinii kullanirsak interpolasyon polinomu

=1 olarak buluruz. (6.3)

2

p(x)=2—3(x—1)+%(x—1)(x—2) (6.12)

olarak bulunur.
Burada belirtmek gerekirse Lagrange metodunun biraz daha kullanigh oldugu
ileri siiriilebilir. Simdi Lagrange metodunun birkag iyi yoniinden daha bahsedelim.

Verilen farkli n+1 nokta igin a < x, <x, <..<x, <b Once

w0 =]T(-x) (6.13)
Ve
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I o R A (4 ©))
z,.(x)_Hx ) (6.14)

J#EE AT

polinomlarini elde ederiz. Buna gore, Lagrange interpolasyon formiilii
L, (%)= f (), (%), (6.15)
i=0

olacaktir. (6.15) ifadesinden L, (f)’in P, smnifinda x, noktalarinda f fonksiyonu ile
cakisan tek polinom oldugunu sdyleyebiliriz. Ozel olarak, p € P, oldugunda L (p)=p
olmak zorundadir. Aslinda, L, : C[a,b] — P, ‘e bir lineer projeksiyondur.

Asagidaki sekilde noktalardan olusan bir dizi kurmamiz

Xo
M Q)
_J& XN
X NORNCINE (6.16)
ve buna karsilik gelen
L,(N)(x) =2 [(x")" (x) (6.17)
i=0

projeksiyon dizisini elde etmemiz gerekir. Verilen bir f € C[a,b] fonksiyonu i¢in her
zaman P, siifinda f ¢ e en iyi yaklasim polinomu p, olmak iizere, L (/)= p, olacak
sekilde bir X dizisi bulunulabilir( f — p, ‘m n+1kdkii oldugundan, bu kokleri x,” ler

icin kullanabiliriz). Boylece,

L(f)-f || =FE (f)— 0 olacaktir. Bununla beraber,
yakinsaklik problemi once X’ in segilip sonra L (f)’ nin ele alinmasi durumunda

dramatik bir degisiklik gosterir. Genel olarak, L ()’ nin f fonksiyonuna yakinsadigina
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inanmak icin hicbir neden yoktur, hatta asagidaki teoremde ifade edildigi iizere, bunun

tersi gecerlidir.

Teorem 6.2(Faber, 1914): [a,b] araliginda verilen noktalarin herhangi bir X dizisi i¢in

L(f)-f || farkinin sinirs1z oldugu baz1 f € C [a,b] fonksiyonlar1 vardir.

Teorem 6.3(Kharshiladze, Lozinski, 1941): Her n icin, L : C[a,b] — P, siirekli, lineer

bir projeksiyon olsun. Bu durumda, |L (f)-f || farkinin smirsiz oldugu bazi

feC [a,b] fonksiyonlar1 vardir.

L operatorleri pozitif (monoton) degillerdir, aksi takdirde Bohman-Korovkin
teoremi(ve L,  in C[a,b]’ den P’ ye bir projeksiyon oldugu gercegi) her f e C[a,b]
fonksiyonu i¢in L (f)’ nin ffonksiyonuna diizgiin yakinsadigini ifade ederdi.

Bu teoremlerden anlasilacagi {izere, interpolasyon polinomunun yaklagimi ilgili
olarak her sey istenildigi gibi degildir. Bu yilizden yaklasilacak olan f fonksiyonu
lizerine bazi ekstra sartlar koymamiz gerekir. Bu yonde bir ilk adim olarak,

ispatlayacagiz ki, eger, f fonksiyonu yeteri kadar ¢ok tlirevlenebiliyorsa bu durumda en

azindan ||Ln (H-f || hatasi 6l¢iilebilirdir.

Teorem 6.4: f fonksiyonu [a,b] aralig1 tizerinde n+1 siirekli tiireve sahip olsun.

a<x,<x <..<x,<b ve x, noktalarinda f fonksiyonuna pe P, polinomunun

interpole ettigini ve W (x) = H (x — x;) oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

i=o

1 n+
||f—p||£muf( )

17 (6.18)

dir.
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ispat: Teoremi verilen x € [a,b] noktas: igin

1 nt
fx) = p(x)=——— " HEW (x), (6.19)
(n+1)!
olacak sekilde bir & € (a,b) noktasinin var oldugunu gostererek ispatlayacagiz. Eger, x,

x, noktalarindan biri ise bu durumda (6.19) formiiliiniin her iki tarafi sifir olur ve ispat

[f(x) - p(x)]

tamamlanmis olur. Aksi takdirde, W(x)#0 olacaktir ve A= W) olarak
X

tanimlayabiliriz. Simdi asagidaki ifadeyi ele alalim,

o) = f(1) = p(t) = AW (1) (6.20)

Acikgasi, herbir i=0,1,...,n i¢in ¢(x;)=0dir ve bizim A se¢cimimizden dolayr ayni
zamanda ¢@(x)=0dir. Rolle teoreminden, ¢ fonksiyonu [a,b] araliginda n+2 tane

farkli koke sahip oldugundan, bazi & e (a,b) noktalar1 icin """ (£)=0 olmaldir.

Dolayistyla, p polinomu en ¢ok n. dereceden, W monik ve n +1. dereceden oldugundan

0=¢""(&) = /") = p""(E) = AW ()

S ARGE (—f v (X)}(n +1) (621
X

elde ederiz.

Not 6.1:
1. (6.19) esitligi Lagrange formiil kalani olarak adlandirilir.

2. f"V(&) terimi aslinda x degiskenine gore siirekli bir fonksiyondur. Yani,

—[f ()=p (x)] stireklidir; x, noktasindaki degeri [f () =P, )] ve
W(x) W'(x,)

W'(x)= H(xl. —x,;)#0 dir.

i#j
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3. Herhangi [a,b] aralig1 tizerindeki hangi noktalar kullanilirsa kullanilsin e*

fonksiyonunun Lagrange interpolasyon polinomlar1 dizisi e* fonksiyonuna

diizgiin yakinsar. Bu durumda,

c

e —L ()< b—a)" 6.22
.(€) n+ 1)!( ) (6.22)
olur ve burada ¢ = |e*| € C[a,b] dir.
4. [— 1,1] araligl tlizerinde 7, n. Chebyshev polinomunun koklerini

x, =cos((2i — 1)z /2n) olarak alirsak H(x—xl.) ifadesinin normunu minimize
i=l1

etmis oluruz. Eger, iyi bir diizglin yaklasim arzulaniyorsa Chebyshev

polinomlarmin kokleri boliinmiis noktalar i¢in optimale yakin bir se¢imdir.

Interpolasyonun yakinsamasi sorusu ile benzeri olan Fourier serilerinin
yakinsamasi sorusu aslinda ¢ok yakindan iligkilidir ve burada cevaplar da neredeyse
aynidir.

L, ‘nin siirekli(sinirlt) oldugu gergegini hatirlarsak, bu bize Faber’in teorem 6.2

¢ deki negatif sonucunu bir par¢a kavrayabilmemizi saglayacaktir.

dir.

e, ()

i=0

Lemma 5.2: Herhangi f € C[a,b] igin

L=l

A, = sayilar1 bu siiregle iligkili olarak Lebesque sayilari olarak

iwi (x)|

adlandirilir. Bu esitsizlikte ise yarayabilecek olmasi miimkiin en kiigiik sabitin A,

oldugunu goérmek zor degildir(Diger bir ifadeyle, L, = A, dir). Aslinda, eger,

n

Z|€i(x)|

i=0

n

=2 1. (x) (6.23)

i=0
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ise bu durumda her 7 icin f(x;) =sgn(/,(x,)) ve ||f|| =1 olacak sekilde bir f € C[a,b]

fonksiyonu bulabiliriz. Bu durumda,

n

= Z|€i(x0)| =A,

i=0

L) 2

L, ()| = ‘isgn(&(x@)&(x&

il (6.24)

olacaktir. Buradan, A, >clogn ( bakiniz Rivlin) oldugu sonucu elde edilir ve

dolayisiyla, n — o iken A, — o olacaktir.

Lemma6.3(Lebesque teoremi): Herhangi f e Cla,b] igin |/ — L,(f)| < (1+A,)E,(f)
dir.

Ispat: P, smnifinda f fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom p° olsun. Bu durumda,

L (p")=p oldugundan

+

If =L <|f = 2+ |Er -2
<(+A)|f -2 =+ ADE ()

(6.25)

elde ederiz.
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7. SONLU ELEMANLI KUMELERDE YAKLASIM
7.1 Giris

Bu bélimde calismanin esas amacini teskil eden konu ele alinmistir. Tez
calismasinin 6ziinli iceren bu boliimiin daha iyi anlasilabilmesi agisindan 6n hazirlik
teskil eden onceki boliimleri ¢cok fazla detaya inmeden ama genis tutmay1 amaglayarak
daha kompakt bir igerik sunulmaya ¢aligilmistir.

Bu boliimiin veya genel olarak tezin amacini ifade eden asagidaki soruyu ifade
edelim:

En iyi yaklasimin bulunmasi genellikle ¢ok zor oldugundan dolay1 en iyi
yaklasim her zaman elde edemiyorsak bu durumda en iyi yaklagima nasil yaklasabiliriz?

Bu sorunun cevabi sonlu elemanli kiimelerdeki yaklasimda yatmaktadir. Sonlu
elemanlt kiimelerde yaklasimi ele alirken calismanin bir 6zeti olarak asagidaki planm

takip edecegiz:

1. a<ux <..<x,<b olmak iizere m tane farkli noktadan olusan [a,b] araliginin
sonlu bir altkiimesi X, ’ i belirleyelim ve f fonksiyonuna en iyi yaklagimin
bulundugu P, smifimm C(X,)’in bir altuzayir olarak diislinelim. Diger bir

ifadeyle, eger, en iyi yaklasgimi p (X, ) olarak ifade edersek bu durumda,
max|/(x) ~ p,(X)(x)| = minmax| (x) - p(x)| = E,(/:X,) - (7.1.1)

2. Yukarda bahsettigimiz yaklasimin m — oo giderken X, * in giderek daha biiyiik
bir kiime olmasina bagli olarak tiim [a,b] aralifindaki en iyi yaklasima
yakinsama siirecini tartisacagiz. Pratikte, p (X,)’mn p, ( tim [a,b]arahgmdaki

en iyi yaklasim) yakinsamasi iizerine ¢ok fazla diisiinmeye gerek yoktur, bunun

yerine biraz daha soyut olarak goziiken E (f;X,)— E (f)yakinsamasini

tartisacagiz.

71



3. (1) ve (2) maddelerinde verilen siirecleri yiiriitebilmek i¢in etkin bir starateji

bulmaya ¢alisacagiz.

7.2 Sonlu Elemanh X, Kiimesi ile Ilgili Gézlemler

1. Eger, m<n+1 ise bu durumda E (f;X,)=0dir. Yani, her zaman i¢in f
fonksiyonu ile n+1(veya daha az) noktada oOrtlisen bir pe P, polinomu

bulabiliriz. Tabii ki, eger, m<n+1 ise p polinomu tek olmayacaktir. Hangi

durum s6z konusu olursa olsun m > n+ 2 oldugunu da kabul edebiliriz. Aslinda,

daha sonra gorecegimiz gibi, asil olarak lizerinde diisiinmemiz gereken durum

m=n+2 dir.

2. Eger, Xc:Yc[a,b] ise bu durumda E (f;X)<E (f;Y)<E (f)dir. Aslinda,

p € P, Yiizerindeki en iyi yaklagim polinomu ise bu durumda
E,(f:X) < max|f (x) - p(x)| € max|f (1) - p(x)] = E, (f3Y) (7.2.1)

dir. Sonu¢ olarak, X, kiimesi biyidik¢e E (f;X,)’ in E (f)’ye

yaklasacagin1 bekleyebiliriz.

Simdi, 4. boliimde verilen en iyi yaklagimin karakterizasyonu ilgili ¢calismalari

X,, kiimesine kisitlayalim.

Teorem 7.2.1: m > n+ 2 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

i. peP polinomu X, kiimesinde f fonksiyonuna bir en iyi yaklasimdir ancak ve
ancak f — p farki X, kiimesinde n+ 2 nokta igeren bir alternans kiimesine sahip
ise. Yani, X, kiimesinde alterne olarak f — p=+F (f;X, )dir.

ii. p (X,) tektir.
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Simdi bu teoremin m = n+ 2 durumuna nasil indirgenebilecegini gorelim.

Teorem 7.2.2: feC [a,b] olsun ve m > n+ 2 olacak sekilde n ’yi belirleyelim.

i. Eger, p, € P, polinomu tiim [a,b] araliginda en iyi yaklasim ise bu durumda [a,b]
arahgmin p, = p (X, ,)olacak sekilde n+2 nokta igeren bir X, , altkiimesi

vardir. Ustelik [a,b] araliginin  diger herhangi bir X

n+2

altkiimesi igin
E(f;X,)<SE(f)=E,(f;X,,)olur ve m=n+2 durumunda ise ancak ve
ancak p,(X,.,)= p, ise gegerli olur.

ii. Bger, p (X,)eP,, X, iizerinde en iyi yaklasgim polinomu ise bu durumda
p.(X,)=P (X, ,)ve E(f;X,)=E, (f;X,,,) olacak sekilde X, kiimesinin bir
X, ,altkiimesi vardir. Diger herhangi bir X,.,cX, altkimesi i¢in
E(f;X,)<E(f;X.,)=E(f;X,)olur ve m=n+2 durumunda ise ancak ve

ancak p (X,.,)=p.(X,) ise gegerli olur.

Ispat:

*

i X, ., [a,b] arahigi iizerinde f—p, igin tam olarak 7n+2 nokta igeren bir

. * .. * . .
aletrnans kiime olsun. Bu durumda, X,,, f — p, i¢in ayn1 zamanda X ,,, kiimesi

. . . . . . * « .
tizerinde de bir alternans kiimesi olur. Yani, x € X, i¢in

+(f(x) = p,(x)) = E,(f) =max|f () - p,(») (7.22)

X
yeX o

elde ederiz ve X, kiimesi {izerindeki en iyi yaklasimim tekliginden dolay
po=pi(X.,) ve E,(f)=E,(f;X..,)olur. ikinci iddia da [a,b] araligindaki p,

tekligini kullanarak benzer sekilde ispatlanir.
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il. Yukardaki ispatin aynisidir (sadece [a,b] aralig1 yerine X, alinmalidir).

Buraya kadar, izledigimiz metot (heniiz tamamlanmayan), X, kiimesini
m=n+2 olmak lzere, E (f;X,)<E (f)=E,(f;X,)+¢& olacak sekilde sectik ve
E (f;X,,,) nin en biiylik degeri anlamina gelen “en iyi” i¢in X,,, < X,, kiimesini
artyoruz. Daha sonra p, icin bir yaklasim olarak p (X,,,)’ yi aldik. Biraz sonra
goriilecegi lizere, p,(X,,,)acik¢a ve direk olarak hesaplanabilir.

Simdi, kabul edelim ki, X, ,,’nin elemanlart a<x,<x <..<x, <b,

n

p=p.(X,,.,)polinomu p(x)=a,+a,(x)+..+a,x" ve

E=E,(f;X,.,) = max|f(x) - p(x,)| (7.2.3)

0<i<n+l

olsun. p ve E ‘yi hesaplamak i¢in f(x,) — p(x,) =£E gercegini kullanacagiz.

S(x0)=E+ p(x))

f(xl)::_E+p(xl) (7.2.4)

S(x,0)= (_1)n+1E +p(x,.)

seklinde yazalim. p ve E’yi bulmak i¢in n+2 tane bilinmeyen E,aq,,...,a, degerlerini

ve n+2 denklem iceren bir lineer denklem sistemini ¢6zmemiz gerekiyor. Sistemin

determinant1 asagidaki gibidir.

1 I x, - x,
-1 1 x - xf

. .. =4, +4+...+4,,>0. (7.2.5)
(_1)n+1 1 xn x:
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Burada ilk siitunda kofaktorlerden olusmaktadir ve her bir minor 4, bir Vandermonde
determinantidir (dolayisiyla, her k i¢in A, >0dir). E” yi bulmak i¢in Cramer kuralim

uygularsak

E= S ()4 — f ()4 +--+ (_1)n+1f(xn+l)An+l
AO + Al RS An+1 (726)

= A0S () = A4S o) e+ (DA, (),

n+l

elde ederiz ve burada A, > 0ve z&i = 1dir. Ustelik en ¢ok n. dereceden polinomlar igin
i=0

E=FE (¢;X,,)=0 oldugundan dolayi, her ¢geP, polinomu i¢in ayn1 A ler
n+l

Z(—l)i A.q(x;) =0 ifadesini de saglarlar.

i=0

Bu problemin daha ag¢ik bir ¢oziimiinii daha verelim. n+2 tane nokta

oldugundan dolay1, interpolasyon polinonomu P, sinifindan olacaktir. Bu veri 15181nda

problemi daha agik bir sekilde ifade edelim.
p polinomu P, smifinda p(x,)= f(x,),i =0,l,...,n+1 esitligini saglayan (tek)

polinom ve e polinomuda P, sinifinda e(x;,)=(-1)’, i=0,1,...,n +1esitligini saglayan
(tek) polinom olsun. Eger p—Ae e P, olacak sekilde bir A4 skaleri bulmak miimkiin

olsaydi bu durumda p—Jde=p,(X,,,)ve |/1| =E (f;X,,,)olurdu, ¢linkii X,,, kiimesi

n+2

tizerinde f—(p—Ade)=Ae=x4 (alterne olarak ) dir ve bdylece de

|/1| = max | f(x)—(p(x) —ﬂe(x))| dir. Dolayisiyla, p ve e polinomlarinin bas katsayisini

karsilastirmamiz gerekiyor.

Yukarida elde ettigimiz iizere p polinomu n+1’ den daha kiiclik bir dereceye

) ve E (f;X

n+2

sahip oldugundan dolay1, p = p, (X )=0 dir. Boylece, A =0degeri

n+2
istenilen degerdir. Aksi takdirde p polinomunun derecesi tam olarak »-+1olur ve e

polinomunun da derecesi n +1 midir? sorusu akla gelir.

n+l1
W(x)= H(x —Xx;) olmak iizere, e polinomu

i=0
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= §C W

——. (7.2.7)
/4 (xi) (x _xi)
. . n+l (_l)i )
dir ve e polinomunun bag katsayisi z W) dir. Eger, bu bagkatsayinin sifirdan farkl
i=0 X

oldugunu gosterebilirsek problemin ¢6zmiis olacagiz. Fakat,

i—1 n+l
W'(xi) = H(x —-x)= (_l)rHHH(xi - xj) H(x_/ - X;) (7.2.8)
j#i j=0 J=i+l
oldugundan dolayi, (_,1) sabit (—1)"*" isaretine sahiptir. Son olarak,

i

N W (CARL(E)

i=0 W'(x,-).(X—xl.) ’ (7.2.9)

n+1 (_1)

polinomunun baskatsayisi -
zZ::o W (x,;)

1

dir ve A degerini bulmak kolaydir.

Sonug 7.2.1: p, (X,.,)= p— Aedir ve burada A degeri

n+l

Zf(xi)/W'(xi) n+l
A= =D ) Af(x), (7.2.10)
Z D' (x) =

2 =M (7.2.11)

Z”\VV'(%)\ |
=0

n+l
ve |A|=E,(f;X,,,) dir. Ustelik ¢ € P, polinomu igin ) (~1)'4,¢(x;) = 0 dur.

i=0

76



Ornek 7.2.1: X, = {0,1/ 3,2/ 3,1}C [0,1] kiimesi iizerinde f(x)=x" fonksiyonuna en iyi

lineer yaklagim polinomunu bulunuz.

Coziim: Burada p(x)=aq,+a,(x)polinomunu ariyoruz ve bu polinomu ararken

X, kiimesinin sadece 1+2 =3 noktadan olusan alt kiimelerini ele alacagiz. Bu alt

kiimeler 4 tanedir:
X, ={01/32/3} X, ={0,1/31}, X,, ={0,2/3,1}, X, ={1/3,2/3,1} (7.2.12)

Her bir durumda bir p polinomu ve bir A(=E) bulacagiz. Ornegin, X 4, durumunda

x=0,1/3,1 i¢in f(x)==xA+ p(x) denklemlerinden olusan sistemi ¢6zmeliyiz.

1
@ _ 1
0=1%+a, A 9
7.2.13
—:—/1(2)+ao+la1 :>aO=—l ( )
3 9
1:/1(2)'{‘610“{‘(11 a1:1

diger ii¢ durum icinse A" =1/18, A% =1/9, 1 =1/18 buluruz. En biyiik A1’ w1
aradigimizdan dolayr X,,(veya X, ;) istenen durumdur ve f(x)= x* fonksiyonuna en

iyi lineer yaklasim polinomu p; (X,)(x) = x —1/9 dur.
7.3 Markov ve Bernstein Esitsizlikleri
Sonlu elemanli kiimelerde yaklasimin yakinsakligini tartisabilmemiz igin P,

siifi lizerinde tiirevin sinirli oldugunu bilmemiz gereklidir.

Asagidaki teoremde verilen esitsizlik A. A. Markov’a (1889) aittir.
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Teorem 7.3.1: Eger, peP, ve |x|£ligin |p(x)|£1ise bu durumda |x|£1i(;in

| p'(X)| <n*dir. Ustelik

p'(x)| =n" durumu x = *1noktalarinda ve yalmz n. dereceden
Chebyshev polinomu p =T i¢in olusur.
Markov’ un kardesi, V. A. Markov, 1916 yilinda ‘ p(k)(x)‘STn(k)(l) oldugunu

gosterek bu esitsizligi bir adim Gteye tasimistir. Bu tezin amacina uygun olarak tlirev

lizerinde bazi sinirlamalar bu ¢alisma i¢in yeterli olacaktir. | , C[— 1,1] tizerindeki norm

olmak tizere tiirev iizerinde sadece asagidaki sinirlamalar1 kullanacagiz:

4

p

[P < lpl ve [ < 'l (73.1)

Markov’dan yaklagik 20 yil sonra 1912 ‘de Bernstein |z|$1 birim diski

tizerindeki kompleks bir polinomun tiirevi i¢in benzer bir sinirlama problemini ele

almistir. Giliniimiizde maksimum modiil teoremi sinirlamayi |z|:1, yani z=¢€",

durumuna indirgeyebilecegimizi soOyler. Dolayisiyla teorem 7.3.1°1 trigonometrik

polinomlar anlaminda ifade edebiriz.

Teorem 7.3.2: Eger, S 7, ve |S(0) <lise bu durumda |S'(6)| < n dir. Esitlik durumu

sadece S(6) =sin(f — 6,) durumunda miimkiindiir.

Burada Markov esitsizligini, 1928 yilinda Pdlya ve Szegd’nun ispatindaki metodu
kullanarak Bernstein’in esitsizliginden elde edilebilecegini gosterecegiz. Baslamak i¢in,

x, =cos((2i =)z /2n),i =1,...,n noktalarmin 7, Chebyshev polinomunun kdokleri

oldugu durumdaki Lagrange interpolasyon formiiliini ele alalim. Hatirlarsak,

-I<x,<x,,<..<x <1dir.

Lemma 7.3.1: Her bir p € P_, polinomu asagidaki formda yazilabilir

P =3 pe) ) 1= 2 (732)
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Ispat: Bildindigi iizere Lagrange interpolasyon formiiliinde derecesi n’ den kiigiik olan

polinomlar icin 7 (x)polinomu W(x)=(x—-x)...(x—x,) carpimindan olusmaktadir.

Bu durumda geriye sadece T(x;) tiirevini hesaplamak yeterli olacaktir. x =cos@ igin

nsinn@  nsinn@  nsinnd
sinf  \1-cos’0 N1-x*

oldugunu hatirlarsak bu durumda x; = cos((2i —1)7/2n) olacaktir. Diger bir ifadeyle,

T'(x) = (7.3.3)

0. = (2i =)z /2n igin sinn@, =sin((2i —1)7z/2) = (-1)"" olacaktir.

Sonug olarak,

L _CD-% (1.3.4)
n

T/(x)
elde ederiz.

Lemma 7.3.2: Herhangibir p € P,_, polinomu i¢in

max

—1<x<I1

nv1—x* p(x)

p(x)|< max , (7.3.5)

esitsizligi gecerlidir.

nv1— x> p(x)

Ispat: Kolaylik olmasi agisindan M = max olarak alalim.
—1<x<1]

ilk olarak [x,,x,] araligindaki bir x noktasim ele alalim. Herhangi bir x noktasi igin

|x| <cos(r/2n) = x, olacagindan, v'1-x* ifadesini asagidaki gibi hesaplayabiliriz:

N 2\/1—xl2 = l—cosz(lj :sin(ijzl (7.3.6)
n

2n 2n

79



(ortalama deger teoreminden 0<#<7z/2 igin sinf>26/x dir). Dolayisiyla,

x| < cos(z/2n) igin |p(x)| < nV1-x*|p(x)|< M elde ederiz.

Simdi de, [ n,xl] araliginin disindaki bir x noktasini ele alalim ve interpolasyon
formiiliinii uygulayalim. Bu durumda her bir x —x; faktorii ayni isaretlidir.

Boylece,

; 1) /1_ 27
|p(x)|:%_zp(xi)( ) x—XXI H(X)§
i-1 i (7.3.7)
M &|Lw| MR T,
Snzg‘x—x,- n’ izzl:x_xi’

elde ederiz. ZMZT,:(X) ve |T!(x)|<n’ oldugundan dolayi, |p(x)<M dir ve
i-1 X~ X

1

bdylece lemma ispatlanmis oldu.

Simdi dikkatimizi trigonometrik polinomlara cevirelim. Verilen bir p e P, cebirsel
polinomuna karsilik S(&) = p(cos ) trigonometrik polinomunu ele alalim. Bu durumda

S'(0) = p'(cosf)sin@ en ¢ok n. dereceden tek trigonometrik bir polinomdur ve

dir. Tersine, eger, S €T, tek trigonometrik bir

15'(0)] =|p'(cos O) sin 6] = ‘ P I— 2

polinom ise bu durumda S(&)/sin@ ¢ift bir polinomdur ve en ¢ok (n—1). dereceden
bazi p cebirsel polinomlar1 i¢cin  S(8)/sin@ = p(cos@)seklinde yazilabilir. Lemma
7.3.2° den

S0 _ -
max ol 02§§”| p(cos 6’)| <n. ors%g;{J p(cosf)sin 6’| =n. 02§§”|S (0)| (7.3.8)

yazilabilir ki, buradan asagidaki sonuca ulasiriz.

80



Sonug 7.3.1: Eger, S €T, bir tek trigonometrik polinom ise bu durumda

S(9)

sin @

< n. max , (7.3.9)

0<6<2r7

max
0<0<27

S(0)

dir.

Teorem 7.3.2°(Bernstein Esitsizligi): Eger S €7, ise bu durumda

max |S'(9) < n. max [S(6), (7.3.10)

0<0<2x

dir.
Ispat: ilk once f (a,@):[S(a+6’)—S(a—6’)]/ 2 seklinde yardimci bir fonksiyon
tanimlayalim. Sabit bir a i¢in f(a,d) en cok n. dereceden € degiskenli tek

trigonometrik bir polinomdur. Sonug olarak,

f(a,0)

pove < n.02§§”| f(a,0)|< n.ggﬂb(@) , (7.3.11)

dir. Fakat

S'(a) = lim 22O =S@=0) /(2.0 (7.3.12)
6—0 26 -0 sin@

oldugundan |S'(9)| < n. max S(0)| elde ederiz.

Teorem 7.3.1°(Markov Esitsizligi): Eger, p € P, ise bu durumda

max p(x)|<n’ r¥1axl|p(x) , (7.3.13)

dir.
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Ispat: S(6) = p(cos®) polinomunun

max , (7.3.14)

—1<x<I1

p(x)|= max |p(cos0)

esitligini saglayan en ¢ok n. dereceden trigonometrik bir polinom oldugunu biliyoruz.

S'(6) = p'(cosf)sin @ polinomu da ayn1 zamanda en ¢ok n. dereceden trigonometrik bir

polinom oldugundan dolay1 Bernstein esitsizliginden

Orgr;aglgiijp'(cos@)sin t9| < n.orslggﬁp(cos@) , (7.3.15)

elde ederiz. Diger bir ifadeyle,

max p'(x)m‘ < n.fnlgs(Jp(x) , (7.3.16)

olur. p’' € P,_, oldugundan istenilen esitsizlik lemma 2 kullanilarak elde edilir:
$2§|p’(x)| < n.max p’(x)m <n’ 71m£§1|p(x)|. (7.3.17)

7.4. Sonlu Elemanh Kiimeler Uzerindeki Yaklasimlarin Yakinsakhig

Bu alt béliimii biraz basitlestirmek i¢in bazi kabullerde bulunacagiz. Bu kabuller

sirastyla: Sadece [ = [— 1,1] aralig1 lizerindeki polinom yaklagimlarini ele alacagiz. Sabit
bir n=0,1,... tamsayisi i¢in sabit bir f € C [— 1,1] fonksiyonunu ele alacagiz. Her m > 1
tamsayist i¢in / aralifinin —1<x,<..<x, <1 seklinde m noktadan olusan sonlu
elemanli bir X, alt kiimesini ele alacagiz. Bunlara ek olarak x, =-1 ve x, =1

oldugunu kabul edecegiz. Eger,
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0, = max min|x—xl.|>0, (7.4.1)

xel 1£x;<m

olarak alirsak bu durumda her bir x € [ noktasi1 bazi1 x,noktalarina ait J, ’ler icinde

olacaktir. Eger, X, kiimesi birbirine esit uzakliklarda bulunan noktalardan olsuyorsa bu

durumda 6, =1/(m —1) olacag: agiktir.
Bu alt boliimdeki amag agagidaki sonucu ispatlamaktir.
Eger, (6.4.1) ile verilen J,, i¢in 6, — Oise o zaman E (f;X,)— E (f) dir.

Ispata gegmeden dnce Markov esitsizligi ile ilgili asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 7.4.1: 7, =5.n"/2 <1oldugunu kabul edelim. Bu durumda herhangi pe P,

i¢in
(M max|p(x)|<(-7,)" max|p(x),

@ o,(-11}s,)<5,n*(1-7,)" max|p(x,)

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat:
a : |p(a)| = ||p|| olmak iizere, a’ y1 [—1,1] araliginda alalim. Eger, a=t1e X ise
ispat tamamdir (giinkii bu durumda (1-7,)”" >1 olacaktir), degilse bu durumda

—l<a<l1 ve p'(a)=0 olacaktir. |a - xl.| <9, olacak sekilde x, € X, noktasini

secelim ve Taylor teoremini uygulayalim:

(—LI) araliginda bazi ¢ ‘ler igin

(xi — a)2

p(x,) = p(a)+(x; —a)p'(a) + p'(©). (7.4.2)
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(7.4.2) ifadesini asagidaki gibi diizenlersek

[p(@) <o)+ 2o (6.4.3)

elde ederiz ve Markov esitsizligini dikkate alirsak:

|| p|| < max

1<i<m

Izl (7.4.4)

oint
X)) +—=
px) )

elde ederiz ki, bununla ispat tamamlanmis olur.
(2) : Burada herbir p € P, polinomu 7> || p|| sabiti ile Lipschitz sartin1 saglar. Ayrica,
|p(s) - p(t)| = |(S - t)p'(c)| < |s - l|||p'|| < n2||p|||s - l| (7.4.5)

(ortalama deger teoremi ve markov esitsizliginden) dir. Dolayisiyla,

w,(0) < éhz|| p” dir ve bunu (1) ifadesi ile birlestirirsek
w,(5,)<6,n’|p| <57’ (1-7,)" 93x| p(x,) (7.4.6)

elde ederiz ki, bununla ispat tamamlanmis olur.

Simdi E (f;X,,) ile E (f)ifadelerini karsilastirabiliriz. Lemmada oldugu gibi

24
_o,n

T <1, 7.4.7
= (74.)

oldugunu kabul edelim ve
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A =Cm (7.4.8)

olarak alalim( 6, — Oiken ayni zamanda z, - 0ve A, — 0d).

Simdi, bu alt béliimiin basinda bahsettigimiz sonucu ifade edip ispatlayalim.

Teorem 7.4.1: f e C[-1,1] igin
E(f;X,)SE,(f)<U+A)E,(f;X,)+o,(-L1}5,)+A,| /] (7.4.9)

dir. Sonug¢ olarak, eger, o, >0 1ise bu durumda E (f;X,)—>E (f)dir (

m — oo giderken).

Ispat: p=p (X,)eP, polinomu f fonksiyonuna X, kiimesindeki en iyi yaklasim

olsun. Hatirlarsak
max|f (x,) - p(x)| = E,(f: X,) < E,(f) <[ - p] (7.4.10)

dir. Burada || f- p|| degerini bulmak istiyoruz.

Xe [— 1,1] olsun ve |x - xi| <0, olacak sekilde x, € X, noktasini secelim. Bu durumda,

()= p(0)| <|f(x) = £ )| +[ £ (x) = p(x)| +|p(x) = p(x)|
<w,(8)+E,(f:X,)+©,(5,) (7.4.11)

S a)f(5m) + En (f’ Xm) + Am g§§|p(xz)|
elde ederiz. Yukardaki bolimde w,(5,,) ’1 hesaplamak i¢in bir dnceki lemmamnin (2).

sikkini kullandik. Simdi ise w,(5,,) ifadesini p ‘ye bagl olmadan hesaplamayi revize

edelim. Bunun i¢in liggen esitsizligini kullanacagiz:
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max|p(x,)| < max|f (x;,) - p(x,)| + max|f (x,)

(7.4.12)
<E,(f;X,)+|f]
elde ederiz. Tlim parcalar1 bir araya getirirsek asagidaki sonuca ulasiriz:
E,(f)<®,8,+E,(f;X,)+A,[E(f:X,)+|/]]- (7.4.13)

Boylece ispat tamamlanmis oldu.

Kaynak [8]’de belirtildigi gibi m {izerinde daha diisiik bir sinirlama getirmek olasidir ki,
bu durumda E (f;X,)<E (f)<+E (f;X,)+¢& olur. Fakat bu problem i¢in etkili

olmayan bir yaklagimdir.
Tez ¢alismasmin son kismi olarak asagidaki sonlu elamanli yaklagimlarla ilgili

algoritmay1 verelim.
7.5 Tek Nokta Degisim Algoritmasi
feC[-11],nve &> 0 verilsin.

1. Baslangi¢ olarak X, , kiimesini se¢. Bu kiime i¢in uygun olabilecek bir se¢im

n+2

X = cos(n - ﬁj, i=0,1,..,n+1 dir. Bu noktalar 7, Chebyshev polinomu

i n +1 n+l
igin “zirve” noktalaridir; yani 7, (x,) = (=1)""""" dir (ve bdylece T,,,, sonug 7.2.1

de bahsedilen e polinomudur).

2. p=p.(X,,,) ve A’yt bul (bir lineer denklem sistemini ¢ozerek). [-1,1]

araliginda f fonksiyonuna en iyi yaklasim polinomu p* olmak iizere hatirlarsak

(7.5.1)

|/1|:|f(x[)_p(x[)| SHf—p*Hgnf_p

5
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dir.

3. e(x) = f(x)— p(x) “hata fonksiyonunu” (eger, gerekli ise yaklasik olarak) bul.

Herhangi 7 noktasi i¢in | f(m)—- p(77)| = || f- p|| dir.

4. 7 noktasint uygun bir x, ile degistir. Boylece elde edilen yeni
X!, ={x],x},..} kiimesi igin f(x])— p(x]) alterne olarak isaret degistirecektir ve

n+2

tim  i‘ler i¢in | f(x)— p(xi’)|2/1 olacaktirr.  Bu durumda yeni

p'=p.(X',,)polinomu ve yeni A' asagidaki esitsizligi mutlaka saglar

4= min | ()= p()| < max |£(x) = p'(x)] =], (75.2)

0<i<n+l

Asagidaki gézlem de la Vallée Poussin’ e aittir:

f—p farki f— p'ye ait alternans bir kiime {izerinde alterne olarak
isaret degistirdiginden f — p' farkinin bu kiime {tizerindeki minumum hatayi
artirdig1 sonucu elde edilir (daha genis bir bilgi en iyi yaklasimin karaktreizasyonu
boliimiinde verilmistir). Powell’a gore yeni p’'= p. (X!, ,)polinomu ve yeni
A" matris teknikleri kullanilarak ¢ok kolay bir sekilde elde edilebilir (¢iinkii burada

degistirilen sadece x,’lerden bir tanesidir ve dolayisiyla, sayfa 77°deki matrisde

tek bir satirin degistirilmesine ihytiyag vardir).

< || f- p’” esitsizligini saglar ve hesaplamalar

5. Yeni A’ parametresi |/1'| SHf—p*

- A

<&

=|f"-p'a)| -

|f=p'

elde edilince son bulur.
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8. ARASTIRMA BULGULARI

Calismada sonlu elemanli kiimelerde yaklasim konusu ele alinmig, sonlu
elemanh kiimelerde en iyi yaklasimin elde edilmesi ile ilgili startejiler arastirilmis ve

yaklasimlarin yakinsakligr ile ilgili bilgi sunulmustur.

Ayrica, ¢alismada sonlu elemanli kiimelerde yaklasimla ilgili tek nokta degisim

algoritmasi verilmistir.
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9. SONUC

Tez calismasinda sonlu elemanlt kiimelerde yaklasimin elde dedilmesi ile ilgili
bir srateji ortaya konmustur. Yaklagimlarin yakinsakligi incelenmis ve sonlu elemanl
kiimelerde yaklasimla ilgili bir algoritma verilmistir. Bu konu ile ilgili ¢aligmalarin

yaklasim teorsindeki amac1 ve 6nemi ifade edilmistir.

89



KAYNAKLAR

[1]

2]

3]

4]

5]

6]
[7]

8]

191

Pinkus A., Density in approximation theory, Surveys in Approximation
Theory, 1 (2005) 1-45.

Pinkus, A., Weierstrass and approximation theory, Journal of Approximation
Theory, 107 (2000) 1-66.

Goncharov V. L., The theory of best approximation of functions, Journal of
Approximation Theory, 106 (2000) 2-57.

Tikhomirov, V. M., Commentary on the article by V. L. Goncharov,”The
theory of the best approximation of functions”, Journal of Approximation

Theory, 106 (2000) 58-65.

Kolmogorov, A. N. and Fomin, S. V., Introductory Real Analysis, Dover
Publications, New York, 1970.

Musayev, B., ve Alp, M., Fonksiyonel Analiz, Balct Yayinlari, Kiitahya, 2000.

Mustafa, N., Cozliimlii Problemlerle Fonksiyonel Analiz, Bizim Biiro
Basimevi, Kars, 2006.

Rivlin, T. J., An Introduction to the Approximation of Functions, Dover
Publications, New York ,1981.

Timan, A. F., Theory of Approximation of Functions of a Real Variable, Dover
Publications, New York, 1994.

[10] Cheney, E. W., Approximation Theory, McGraw-Hill Book Company, New

York, 1966.

[11] Lorentz, G. G., Approximation of Functions, Holt, Reinhart and Winston, New

York, 1966.

[12] Rivlin, T. J., The Chebyshev Polynomials, John Wiley &Sons, New York,

1974.

[13] Natanson, 1., Constructive Function Theory, 3 vols., Ungar, 1964-1965.

[14] Fox, L. and Parker, I. B., Chebyshev Polynomials, Oxford University Pres,

1968.

[15] Kamal, A., Approximation by finite rank operators with ranges in co, Internat.

J. Math. & Math. Sci., 16(2) (1993) 283-288.

90



[16] Ali, S. A. and Al-Jarrah, R., Best approximation of finite sets in normed linear
space, Numerical Functional Analysis and Optimization, 21 (5-6) (2000) 571-
578.

[17] Pinkus, A. and Strauss, H., L' —approximation with constraints, Transections of
the American Math. Society, 322 (1) (1990) 233-261.

[18] Mathar, R. J., Chebyshev series expansion of inverse polynomials, Journal of
Computational and Applied Math., 196 (2000) 596-607.

[19] Chatterjee, G. and Roth, B., Chebychev approximation methods for evaluating
conicity, Measurement, 23 (1998) 63-76.

[20] Andrievskii, V., Polynomial approximation of analytic functions on a finite
number of continua in the complex plane, Journal of Approximation Theory,
133 (2005) 238-244.

[21] Abdullayev, F. G. and Shevchuk,l. A., Uniform estimates for polynomial
approximation in domain with corners, Journal of approximation Theory, 137
(2005) 143-165.

[22] Chidume, C. E., and Ali, B., Approximation of common fixed points for finite
families of nonself asymptotically nonexpansive mappings in Banach spaces, J.
Math. Anal. Appl., 326 (2007) 960-973.

[23] Petrushev, P., Multivariate n-term rational and piecewise polynomial
approximation”, Journal of Approximation Theory, 121 (2003) 158-197.

[24] Mezhevich, K. G. and Shirokov, N. A., Polynomial approximations on disjoint
segments, Journal of Mathematical Sci., 98 (6) (2000) 706-715.

[25] Rubinov, A. M., Best approximation by normal and conormal sets, Journal of
approximation Theory, 107 (2000) 212-243.

[26] Vieira, D. M., Polynomial approximation in Banach spaces, J. Math. Anal.
Appl., 328(2) (2007) 984-994.

[27] Walsh, J. L., Note on invariance of degree of polynomial and trigonometric
approximation under change of independent variable, Proc. Natl. Acad. Sci.

USA, 45 (1959) 1528-1531.

[28] Walsh, J. L., On the convergence of sequences of polynomials of best
approximation, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 16 (1930) 297.

[29] Walsh, J. L., On interpolation and approximation by functions analytic and
bounded in a given region, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 24 (1938) 477-486.

[30] Walsh, J. L. and Mottzkin, T. S., Polynomials of best approximation on a real
finite point set, Proc. Natl. Acad. Sci. USA., 43 (1957) 845-646.

91



[31] Walsh, J. L. and Mottzkin, T. S., Polynomials of best approximation on an
interval, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 45 (1959) 1523-1528.

[32] Walsh, J. L. and Mottzkin, T. S., Polynomials of best approximation on an
interval-II, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 48 (1962) 1533-1537.

[33] Sewell, W. E., Degree of approximation to a continuous function on a non-
analytic curve, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 47 (1961) 195-202.

[34] Kakeya, S., On approximate polynomials, Tohoku Math. Journal, 6 (1914) 42-
46.

[35] Wang, G., Sederberg, T. W. and Chen, F., On the convergence of polynomial
approximation of rational functions, Journal of Approximation Theory, 89
(1977) 267-288.

[36] Law, A. G. and McKerracher A., Sharpened polynomial approximation, Pacific
Journal of Math., 51 (2) (1975) 491-494.

[37] Kaufmann, E. H., Leeming, D. J. and Taylor, G. D., Adaptive monotone
rational approximation on finite sets, Numerical Algorithms, 32 (2003) 1-12.

[38] Dunham, C. B., Nonlinear mean-square approximation on finite sets, SIAM
Journal of Numerical Analysis, 12 (1) (1975) 105-110.

[39] Bennett, J. M. and Bryan, R. N., A single-point exchange algorithm for
approximating functions of two variables, ACM Transactions on Mathematical
Software, 5 (3) (1979) 296-307.

[40] Mustafaev, N., “Singiiler integraller i¢in kuadratik formiiller ve kapali diizgiin
egri iizre singiiler integral denklemlerin yaklasik ¢6ziimiine uygulanmasi”,
Doktora Tezi, Azerbaycan Devlet Universitesi, Bakii (1991).

[41] Lund, C. and Yannakakis, M., On the hardness of approximating minimization
problems, Journal of the Association for Computing Machinary, 41 (5) (1994)
960-981.

[42] Ding, J., Li, T. Y. and Zhou, A., Finite approximations of Markov operators,
Journal of Computational and Applied Math., 147 (2002) 137-152.

[43] Abbasbandy, S. and Amirfakhiran, M., A new approach to universal
approximation of fuzzy functions on a discrete set of points, Applied

Mathematical Modelling, 30 (2006) 1525-1534.

[44] Molchanov, I., Tontchev N., Optimal approximation and quantisation, J. Math.
Anal. Appl., 325 (2007) 1410-1429.

92



OZGECMIS

Adi  Soyadi : Murat Ibrahim YAZAR
Dogum Yeri : Ankara

Dogum Tarihi : 17.05.1976

Medeni Hali  : Evli

Yabanci Dili  : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil)

Lise : Vangolii Anadolu Lisesi (1987-1994)

Lisans : Yiiziincii Y1l Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii (1994-
1998)

Y. Lisans :

Cahstig1 Kurum/Kurumlar ve Yil

Calistign Kurum Gorevi Yil

Van Vali Mithat bey ilkdgretim Okulu Matematik Ogretmeni 1998-1999
Kafkas Universitesi Arstirma Gorevlisi 1999-2000
Bogazici Universitesi Arstirma Gorevlisi 2000-2002
Kafkas Universitesi Uzman 2002-
Yaynlar (SCI ve diger)

1. Mustafa, N. and Yazar, M. 1., On the approximate solution of a nonlinear singular
integral equation with a Cauchy kernel, Far East Journal of Applied Mathematics 27
(1) (2007) 101-119.

93



