
 I

T.C 

KAFKAS ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

HİPERBOLİK TİP DENKLEM İÇİN OPTİMAL KONTROL 

PROBLEMİNİN İYİ KONULMASI VE ONUN 

NÜMERİK ÇÖZÜMÜNÜN ALGORİTMASI 

 

 

 

 

Serkan BEYHAN 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

 

DANIŞMAN 

Prof. Dr. Gabil YAGUBOV 

 

 

MAYIS – 2007 

KARS 



 II 

Prof. Dr. Gabil YAGUBOV danışmanlığında Serkan BEYHAN’ın Yüksek 

Lisans tezi olarak hazırladığı Hiperbolik Tip Denklem için Optimal Kontrol 

Probleminin İyi Konulması ve Onun Nümerik Çözümün Algoritması adlı bu çalışma,  

yapılan tez savunması sonunda jüri tarafından Lisansüstü Eğitim ve Öğretim  

Yönetmeliği uyarınca değerlendirilerek Kafkas Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü  

Matematik Anabilim Dalında . . . . . …………….. ile kabul edilmiştir.  

 

…./..../……. 

 

 

Adı Soyadı       İmza  

Başkan :Yrd. Doç. Dr. Nizami MUSTAFA     ……………….. 

Üye : Prof. Dr. Gabil YAGUBOV     ………………. 

Üye : Doç. Dr. Refig ABDULLAHYEV     ………………. 

 

 

Bu tezin kabulü, Fen Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulu’nun …./…./……. 

gün ve  ……../……. sayılı kararıyla onaylanmıştır. 

 

Prof. Dr. Vahit ALİŞOĞLU 

Enstitü Müdürü V. 



 III 

ÖNSÖZ  

 

  Tez çalışmamda bana en büyük katkıyı sağlayan ve değerli yardımlarını 

esirgemeyen Kafkas Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi Matematik Bölümü öğretim 

üyesi Prof. Dr. Gabil YAGUBOV’a ve Kafkas Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi 

Matematik Bölüm Başkanı Yrd. Doç. Dr. Nizami MUSTAFA hocalarıma en içten 

teşekkürlerimi sunarım.  

 

Çalışmam sürecinde ve tezin hazırlanması esnasında fikirlerinden 

yararlandığım Kafkas Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi Matematik Bölümü 

yüksek lisans öğrencisi Salih ÖMÜR’e ve öğretim elemanları Arş. Gör. Erhan 

DENİZ’e ve Arş. Gör. Ömür DEVECİ’ye teşekkürlerimi borç bilirim. 

 

  

Kars-2007         Serkan BEYHAN 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 IV 

İÇİNDEKİLER 

 

 

ÖNSÖZ ……………………………………………………………………………..III 

İÇİNDEKİLER ...…………………………………………………………………...IV 

ÖZET ...……………………………………………………………………………...V 

ABSTRACT ...……………………………………………………………………...VI 

SİMGELER DİZİNİ ...……………………………………………………………..VII 

1. GİRİŞ ...………………………………………………………………………1 

2. KURAMSAL TEMELLER ...……………………………………………......3 

3. MATERYAL ve YÖNTEM ...………………………………………………..6 

3.1. Hiperbolik Denklem için Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol Probleminin

 iyi Konulması ...………………………………………………………………6 

3.1.1. Problemin Konulması …………………………………...…………………...6 

3.1.2. Sınır Değer Problemlerinin Genelleştirilmiş Çözümünün Varlığı ve 

 Tekliği ……………………………………………………………...………...8 

3.1.3. Optimal Kontrol Probleminin Çözümünün Varlığı ve Tekliği .....………….17 

3.2. Hiperbolik Denklem için Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol Probleminde

  Çözüm için Gerek Şartlar ..…………………………………………………25 

3.2.1. Fonksiyonelin Differansiyellenebilmesi ...………………………………….25 

3.2.2. Optimal Kontrol Probleminin Çözümü için Varyasyon Eşitsizliği Şeklinde

  Gerek Şart ..………………………………………………………………...30 

3.2.3. Pontryagin’in Maksimum Prensibi Şeklinde Gerek Şart ...…………………32 

3.2.4. Optimal Kontrol Probleminin Nümerik Çözümü için Algoritma ...………...38 

4. ARAŞTIRMA BULGULARI ...…………………………………………….43 

5. TARTIŞMA ve SONUÇ ..…………………………………………………..44 

6. KAYNAKLAR ...…………………………………………………………...45 

ÖZGEÇMİŞ ..………………………………………………………………………48 

 

 

 

 



 V 

ÖZET 

 

 

Bu tezde hiperbolik tip denklem için Lions fonksiyonelli optimal kontrol 

problemi ele alındı. Bu çalışmanın 3.1 bölümünde önce hiperbolik denklem için I. ve 

II. tip sınır değer problemlerinin genelleştirilmiş çözümlerinin varlığı ve tekliğine ait 

olan ve önceden bilinen hükümlerin ispatı verildi. Bu hükümleri kullanarak göz 

önüne alınan optimal kontrol probleminin çözümünün varlığına ait teoremler 

ispatlandı. Çalışmanın 3.2 bölümünde hiperbolik denklem için optimal kontrol 

probleminin çözümü için gerek şartların elde edilmesi ile bağlı sorular incelendi. Bu 

amaçla önce fonksiyonellin differansiyellenebilmesi ispatlandı ve onun gradiyenti 

için formül elde edildi. Bu formülü kullanarak problemin çözümü için varyasyon 

eşitsizliği şeklinde gerek şart ispatlandı. Bunun yanı sıra Pontryagin’in Maksimum 

Prensibi şeklinde gerek şart da ispatlandı. Bu bölümde en son ise göz önüne alınan 

optimal kontrol problemin nümerik çözümü için bir algoritm verildi. 

 

 

2007, 48 Sayfa 

 

 

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Denklem, Optimal Kontrol, Lions Fonksiyoneli,  

Pontryagin’in Maksimum Prensibi. 
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ABSTRACT 

 

 In this thesis, optimal control problem with Lions functional was taken up for 

hyperbolic type equation. In the 3.1 section of this work, for hyperbolic equation, at 

first judgments relating to existence and uniqueness of the generalized solutions of I 

and II type boundary value problems and known previously were given. By using 

these judgments, the existences of the optimal control problem solutions were 

proved. In the 3.2 section of this thesis for hyperbolic equation and the solution of 

optimal control problem questions relating to getting conditions were analyzed. For 

this reason, firstly differential ability of the function was proved and a formula was 

obtained for its gradient. By using this formula, for the solution of the problem the 

necessity condition, in the form of variation inequality, was proved. In addition to 

this, Pontryagin’s Maximum Principle was proved too. In this part algorithm was 

given for the numeral solution of the optimal control problem taken into 

consideration lastest. 
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Key Words: Hyperbolic Equation, Optimal Control, Lions Functional, Pontryagin’s 

Maximum Principle 
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1.GİRİŞ 

 

Hiperbolik denklemlerle ifade edilen sistemlerin optimal kontrol teorisi 

dağılmış parametreli sistemlerin optimal kontrol teorisinin önemli alanlarından 

biridir. Hiperbolik tip denklemler için optimal kontrol problemleri mekanik 

sistemlerin titreşimini, çeşitli dalga süreçlerini ve bunlar gibi süreçlerin incelendiği 

zaman ortaya çıkar [1– 4]. Söz konusu denklemler için optimal kontrol problemleri 

ile önce [ 1, 2, 4–19]  ve bu gibi çalışmalarda farklı yazarlar tarafından ele alınmıştır. 

Bu çalışmalarda lineer ve lineer olmayan hiperbolik denklemler için optimal kontrol 

teorisi ciddi bir biçimde geliştirilmiştir.  

 

Sunulan bu tezde de hiperbolik tip denklem için optimal kontrol problemi ele 

alınmıştır. Ancak burada incelenen problem konulma açısından önceki 

çalışmalardaki problemlerden farklıdır. İncelenen problemde amaç fonksiyoneli 

olarak Lions fonksiyoneli kullanılmaktadır. Lions fonksiyoneli tipli fonksiyoneller 

ilk kez Fransız matematikçisi Lions tarafından sunulmuştur [5]. Bu tipli 

fonksiyoneller denklemin katsayılarıyla kontrol sistemleri için optimal kontrol 

problemlerinde ilk kez Iskenderov’un çalışmalarında sunulmuş ve analiz edilmiştir 

[20]. Sonralarda ise Lions fonksiyoneli tipli fonksiyoneller Schrödinger denklemi 

için optimal kontrol problemlerinde Iskenderov ve Mahmudov’un çalışmalarında 

sıkça kullanılmıştır [21,22]. Hiperbolik tip denklemler için optimal kontrol 

problemlerinde bu tür fonksiyonellerin çok az kullanılmasından dolayı sunulan 

problemin incelenmesi gerek teorik, gerekse pratik açıdan çok önem taşır. 

 

Tezin içeriğinin materyal ve yöntem bölümü iki alt bölümden, yani 3.1, 3.2 

bölümlerinden oluşmaktadır. 3.1 bölümünde ele alınan problemin iyi konulmasına ait 

sorular cevaplandırılmaktadır. Ele alınan problemi incelemek için ilk önce gereken 

sonuçlar olarak hiperbolik tip denklem için I. ve II. tip sınır değer problemlerinin 

çözümünün varlığı ve bir tekliğini içeren sonuçlar verilmektedir. Bu sonuçları 

kullanarak optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı üzerine teoremler 

ispatlanır. 



 2 

Tezin 3.2. bölümünde hiperbolik tip denklem için optimal kontrol 

probleminde gerek şartlar incelenmektedir. Bunun için önce sunulan amaç 

fonksiyonelinin differansiyellenebilmesi incelenmiş ve onun gradiyenti için formül 

ispatlanmıştır. Bu formülden yararlanarak problemin çözümü için varyasyon 

eşitsizliği biçiminde gerek şart ispatlanmıştır. Sonra optimal kontrol teorisinin en 

önemli sonuçlarından biri olan Pontryagin’in Maksimum Prensibi ele alınan optimal 

kontrol problemi için ispatlanmıştır. Bölümün sonunda ele alınan optimal kontrol 

problemin nümerik çözümü için algoritma verilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

Bu bölümde ilerleyen konularda geçen tanımlar ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 2.1: ),(2 baL  uzayı elemanları ( )ba,  aralığında ölçülebilir ve mutlak 

değerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonların Hilbert uzayıdır. Burada iç 

çarpım ve norm aşağıdaki gibidir: 

.,

,)()(,

),(

),(

2),(2

2

baL

b

a
baL

uuu

dxxvxuvu

baL

〉〈=

∫=〉〈
 

 

Tanım 2.2: )(ΩL  uzayı elemanları Ω  bölgesinde ölçülebilir ve mutlak değerinin 

karesiyle integrallenebilir fonksiyonların Hilbert uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm 

aşağıdaki gibidir: 

.,

,),(),(,

)()(

)(

22

2

ΩΩ

Ω
Ω

=

∫=〉〈

LL

L dxdttxtx

ψψψ

φψφψ
 

 

Tanım 2.3: ),( baL∞  uzayı elemanları ( )ba,  aralığında ölçülebilir ve sınırlı 

fonksiyonların Banach uzayıdır. Burada norm aşağıdaki gibi tanımlanır: 

( )
( )xuvriau

baxbaL ,),(
max

∈
=

∞

 

 

Tanım 2.4: [ ]( )BTC , ,00  Banach uzayı olup elemanları [0,T ] aralığında sürekli olan 

ve değerlerini B Banach uzayından alan fonksiyonlar uzayıdır. Burada norm 

aşağıdaki şekilde tanımlanır:  

=
)],,0([0

BTC
u

BTt
tu )(max

],0[∈
. 
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Tanım 2.5: )(1,1
2 ΩW  Hilbert uzayı olan ve elemanları Ω  bölgesinde tanımlanan öyle 

),( txu  fonksiyonlarıdır ki, )(   ,   , 2 Ω∈
∂

∂

∂

∂
L

t

u

x

u
u  özelliklerini sağlayan Sobelev 

uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

( ) ,
),(),(),(),(

,),(,
)(1,2

2

dxdt
x

tx

t

txu

x

tx

x

txu
txtxuu

W ∫
Ω

Ω 








∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+=〉〈

φφ
φφ  

)()( 1,1
2

1,2
2

,
ΩΩ

〉〈=
WW

uuu  

 

Tanım 2.6: )(
1,1

2

0

ΩW  uzayı )(1,1
2 ΩW uzayının alt uzayı olup elemanları Ω  

dikdörtgeninin sınırında sıfıra eşittir. 

 

Tanım 2.7: Diyelim ki B  herhangi Banach uzayı ve )(uJ fonksiyoneli u noktasının 

herhangi bir { }γγ <−∈= uvBvvuw ,:),(  komşuluğunda tanımlanmış olsun. Eğer 

fonksiyonelin artışı için  

0
),(

lim
0

=
→

B
h h

uho

B

 

olacak şekilde 〉〈+〉′〈=−+=∆ uhohuJuJhuJuJ B ,),()()()(  şartını sağlayan 

∗∈ BuJ )('  elemanı varsa, bu takdirde )(uJ  fonksiyoneli u noktasında Frechet 

anlamında differansiyellenebilirdir. Burada ∗B    uzayı B’nin eşlenik uzayıdır. 

 

Tanım 2.8: Eğer B  Banach uzayından olan { }ku dizisi için ,∗∈∀ Bc  

〉〈=〉〈
∞→

ucuc k
k

,,lim  şartı sağlanıyorsa bu takdirde { }ku  dizisi Bu ∈  noktasına zayıf 

yakınsıyor denir. Burada ∗B    uzayı B’nin eşlenik uzayıdır. 

 

Tanım 2.9: BU   ,  Banach uzayının bir kümesi olsun. Eğer, { } Uuk ∈∀  dizisinden 

zayıf yakınsayan en azından bir alt dizi seçmek mümkün ise bu takdirde U  

kümesine B  de zayıf kompakt küme denir. 
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Tanım 2.10: )(uJ  fonksiyoneli B  Banach uzayının U alt kümesinde tanımlanmış 

olsun. Eğer, Uu ∈ noktasına zayıf yakınsayan { } Uuk ∈  dizisi için )()(lim uJuJ k
k

≥
∞→

 

şartı sağlanıyorsa bu takdirde )(uJ  fonksiyoneline u noktasında alttan zayıf yarı 

sürekli denir. 

 

Teorem 2.11: Diyelim ki BU ,  Banach uzayının bir alt kümesi )(uJ fonksiyoneli bu 

kümede 1. mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonel ve 

{ })(inf)(: uJJuJUuU
U

==∈= ∗∗  kümesi  )(uJ fonksiyonelinin minimum noktalar 

kümesi olsun. Bu takdirde ∗∗ ∈∀ Uu  ve Uu ∈∀  için 0),(' ≥− ∗∗ uuuJ  şartı 

sağlanır.     

 

Teorem 2.12: BU ,  Banach uzayında zayıf kompakt küme olsun. )(uJ  fonksiyoneli 

ise bu kümede tanımlanan sonlu değerlere sahip ve alttan yarı sürekli olsun. Bu 

takdirde { } φ≠=∈=−∞>= ∗∗∗ JuJUuUuJJ
U

)(:    ,)(inf  zayıf kompakttır ve 

U dan olan herhangi minimalleştirici dizi minimum noktaları kümesine zayıf 

yakınsar. 

 

Teorem 2.13 (Goebel): Kabul edelim ki, X
~

düzgün konveks uzay, U  kümesi X
~

 

uzayının kapalı sınırlı kümesi, )(vI  fonksiyoneli U  kümesi üzerinde tanımlanan 

alttan sınırlı ve alttan yarı sürekli fonksiyonel ve 1  ,0 ≥< βa verilen sayılar olsun. 

Bu takdirde X
~

 uzayında her yerde yoğun olan öyle G  alt kümesi vardır ki 

Gw ∈∀ için    

( ) β

Xa wvavIvJ ~)( −+=  

fonksiyoneli U  kümesi üzerinde en küçük değerini alır. Eğer, 1>β  ise )(vJ a  

fonksiyoneli için en küçük değerini U  kümesi üzerinde bir tek noktada alır. 
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3. MATERYEL ve YÖNTEM 

 

3.1. Hiperbolik Denklem için Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol 

Probleminin iyi Konulması. 

 

 Bu bölümde lineer hiperbolik denklem için Lions fonksiyonelli optimal 

kontrol probleminin iyi konulması ile ilgili sorular incelenmektedir. Önce hiperbolik 

denklem için göz önüne alınan sınır değer problemlerinin genelleştirilmiş 

çözümlerinin varlığı ve bir tekliğine ait olan önceden bilinen hükümlerin ispatı 

gösterilir. Bu hükümleri kullanarak hiperbolik denklem için optimal kontrol 

probleminin çözümünün varlığına ait olan teoremler ispatlanır. Benzer problemler ısı 

geçirgenlik ve Schrödinger denklemleri için önceden [5,20,21,22] vs. çalışmalarında 

incelenmiştir.       

 

3.1.1. Problemin Konulması. 

 

0>l , ve 0>T  verilen sayılar olmak üzere, ],0[  ],,0[ Ttx ∈∈ l  

Tt t Ω=Ω×=Ω     ),,0(),0( l  olduğunu kabul edelim. Aşağıdaki optimal kontrol 

problemini göz önüne alalım:  

2

),0(

2

)(21
22

)(
TLL

wvuuvJ −+−=
Ω

αα                 (3.1.1.1) 

fonksiyonelinin 

( ) ( ) ( ) [ ]








∈∀≤∈=≡ TtbtvTLvtvvV ,0   ,   ,,0   :
0

02  

kümesi üzerinde    

,),(   ),,()()(
2

2

02

2

Ω∈=++
∂

∂
−

∂

∂
txtxfutvuxa

x

u
a

t

u
ppp

pp
       (3.1.1.2) 

,2,1    ),,0(    ),(
)0,(

    ),()0,( =∈=
∂

∂
= pxx

t

xu
xxu p

p

pp lψϕ       (3.1.1.3) 

),0(      ,0),(),0( 11 Tttutu ∈== l           (3.1.1.4) 
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),,0(      ,0
),(),0( 22 Tt

x

tu

x

tu
∈=

∂

∂
=

∂

∂ l
                    (3.1.1.5) 

şartları altında minimumunu bulmak gerekir.      

Burada ,00 >a  ,0 ≥α   0b0 > verilen sayılar,  a(x) ölçülebilir sınırlı 

fonksiyon olup, 

=∈∀≤≤< 10

0

10 ,     ),,0(     ,)(0 µµµµ lxxa   sabit         (3.1.1.6) 

şartını sağlar, ),0(2 TLw ∈  verilen eleman, 2,1    ),,(    ),(    ),( =ptxfxx ppp ψϕ   

fonksiyonları ise aşağıdaki şartları sağlar:  

),,0(
1

2

0

1 lW∈ϕ     ),,0(1
22 lW∈ϕ   ),,0(2 lLp ∈ψ    2,1=p          (3.1.1.7) 

),(2 Ω∈ Lf p      2,1=p                       (3.1.1.8) 

Vv ∈∀    için (3.1.1.2) – (3.1.1.4) şartlarından );,(),( 111 vtxutxuu ≡=  

fonksiyonunun bulunması hiperbolik denklem için 1. tip sınır değer problemi, 

(3.1.1.2), (3.1.1.3), (3.1.1.5) şartlarından );,(),( 222 vtxutxuu ≡=   fonksiyonunun 

bulunması hiperbolik denklem için 2. tip sınır değer problemidir. 

 

Tanım 3.1.1.1: Vv ∈∀   için  (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer probleminin çözümü 

olarak 2,1    ,0),(0 == pTxpη   şartlarını sağlayan )(),( 1,1
22

1,1

2

0

1 Ω∈∀Ω∈∀ WW ηη   

için 

=







++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−∫

Ω

dxdtutvuxa
xx

u
a

tt

u
pppp

pppp
ηη

ηη
)()(0  

       ,2,1    ,)0,()(
0

=+ ∫∫
Ω

pdxdtfdxxx pppp ηηψ
l

            (3.1.1.9) 

integral özdeşliklerini ve ),0(     ),()0,( l∈= xxxu pp ϕ   başlangıç şartlarını sağlayan 

),(
1,1

2

0

1 Ω∈Wu  )(
1,1

2

0

2 Ω∈Wu    fonksiyonları anlaşılır. 

 Tanım 3.1.1.1 anlamında (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer probleminin 

çözümünü )(
1,1

2 ΩW sınıfından olan genelleştirilmiş çözümü olarak adlandıracağız. 



 8 

3.1.2. Sınır Değer Problemlerinin Genelleştirilmiş Çözümünün Varlığı ve 

Tekliği 

 

 Bu alt bölümde [23-25] çalışmalarından bildiğimiz (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır 

değer probleminin genelleştirilmiş çözümünün varlığı ve bir tekliğine ait olan 

hükümleri vereceğiz. Bu amaçla önce hiperbolik denklem için aşağıdaki birinci tip 

sınır değer problemini göz önüne alalım:       

Ω∈=++
∂

∂
−

∂

∂
),(    , ),()()( 12

2

02

2

txtxfutvuxa
x

u
a

t

u
        (3.1.2.1) 

),0(     ),(
)0,(

     ),()0,( 11 l∈=
∂

∂
= xx

t

xu
xxu ψϕ         (3.1.2.2) 

0),(),0( == tlutu  ,    ),0( Tt ∈           (3.1.2.3) 

Buradan ),(   ),(   ),(   ),(   , 1110 txfxxxaa ψϕ    verilenleri 3.1.1 alt bölümündeki 

şartları sağlar. 

 

Tanım 3.1.2.1: Vv ∈∀  için (3.1.2.1) – (3.1.2.3) sınır değer probleminin çözümünü 

olarak  ,0),( =Txη   şartını sağlayan )(
1,1

2

0

Ω∈∀ Wη  için  

=







++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−∫

Ω

dxdtutvuxa
xx

u
a

tt

u
))()(0 ηη

ηη
 

= ∫∫
Ω

+ dxdtfdxxx p  )0,()(
0

1 ηηψ
l

         (3.1.2.4) 

integral özdeşliğini ),0(  ),()0,( 1 l∈= xxxu ϕ  başlangıç şartını sağlayan )(
1,1

2

0

ΩW   

uzayına ait olan );,(),( vtxutxuu ==  fonksiyonu anlaşılır.   

 

Teorem 3.1.2.1: Farz edelim ki,  ),(   ),(   ),(   ),( 111 txfxxxa ψϕ  fonksiyonları 

(3.1.1.6) – (3.1.1.8) şartlarını sağlasın. Bu takdirde Vv ∈∀ için ( 3.1.2.1) – (3.1.2.3) 

sınır değer probleminin )(
1,1

2

0

ΩW uzayına ait olan bir tek genelleştirilmiş çözümü 

vardır ve çözüm için aşağıdaki kestirim geçerlidir: 

)(  
)(1),0(1),0(10)( 22

1,1

2

01,1

2

0

ΩΩ
++≤

LLWW
fcu

ll
ψϕ            (3.1.2.5) 
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Burada 00 >c    sayısı   1ϕ  , 1ψ  ve 1f  den bağımsızdır.    

      

İspat: Önce (3.1.2.1) – (3.1.2.3) sınır değer probleminin çözümünün varlığını 

ispatlayalım. Bu amaçla Galerkin metodunu kullanalım. Farz edelim ki,    

...2,1    ),( == kxuu kk  sistemi ),0(
1

2

0

lW   uzayında temel fonksiyonlar sistemi olsun 

ve kmLmk uu δ=),0(2
),( l    şartı sağlansın. Burada kmδ   Kronecker sabitleridir, yani 





=≠

=
=

...2,1,       ,       ,0

       ,1

mkmk

mk
kmδ  

Söylemek gerekir ki,  ...2,1    ),( == kxuu kk  temel fonksiyonlar sistemi olarak  

XLX λ=            (3.1.2.6) 

0)()0( == lXX           (3.1.2.7) 

Sturm-Liouville probleminin   2,1    , == kkλλ    öz değerlerine karşılık gelen   

...2,1  ),( == kxuX k   öz fonksiyonları sistemi kullanılabilir.  Bildiğimiz gibi 

...2,1  ),( == kxuu kk  öz fonksiyonlar sistemi ),0(
1

2

0

lW  de 

...2,1,

     ,)(),(
0

),0(2

=

=







+= ∫

mk

dxuuxa
dx

du

dx

du
auLu kmkmk

mk

Lmk δλ
l

l         (3.1.2.8) 

ortogonallik şartlarını sağlar. ...2,1  , =kkλ  sayıları ise pozitif sayılar olup  

............0 21 <<<<< kλλλ          (3.1.2.9) 

şartlarını sağlar [23]. Burada 

    )(
2

2

xa
dx

d
aL o +−=         (3.1.2.10) 

biçiminde olan operatördür.  

(3.1.2.1) – (3.1.2.3) sınır değer probleminin yaklaşık çözümünü 

∑
=

=
N

k

k

N

k

N
xutCtxu

1

)()(),(        (3.1.2.11) 

biçiminde aşağıdaki sistemden bulalım:        
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Nkdxxutxfdxxuutv

dxxuuxadx
dx

du

x

u
adxxu

t

u

kk

N

k

Nk

N

k

N

,1            ,)(),()()(

)()()(

0

1

0

00

0

0
2

2

==+

++
∂

∂
+

∂

∂

∫∫

∫∫∫
ll

lll

     (3.1.2.12)  

N
k

N
kN

k
N
k

dt

dC
C βα ==

)0(
      ,)0( ,           (3.1.2.13) 

Burada N

kα  sabitleri ∞→N   için  )(xϕ -in   ),0(1
2 lW -in normunda 

approksimasyonu olan )()(
1

xux k
N
k

N

k

N αϕ
=
Σ=  toplamının katsayılarıdır. N

kβ  ise 

∞→N  için )(xψ  in ( )l,02L  in normunda approksimasyonu olan 

)()(
1

xux k
N
k

N

k

N βψ
=
Σ=  toplamının katsayılarıdır. 

Görüldüğü gibi (3.1.2.12) eşitlikleri )(tC
N

k
 bilinmeyenlerinin t’ye göre ikinci 

mertebeden adi differansiyel denklemler sistemidir. Bu denklemler )}({ xuk  sistemi 

ortonormallik şartını sağladığından ikinci mertebeden türeve göre çözülmüş lineer 

differansiyel denklemlerdir. Kabul edilen şartlar altında (3.1.2.12) – (3.1.2.13) 

Cauchy probleminin bir tek çözümü vardır [23]. 

 Şimdi ),( txu
N  için kestirim elde edelim. Bunun için (3.1.2.12) – (3.1.2.13) 

eşitliklerinden her birini 
dt

tdC N

k )(
 ye çarpıp k üzerinden 1’den N’e kadar toplayalım. 

∫∫

∫∫∫

+
∂

∂
−=

=
∂

∂
+

∂∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂

ll

lll

0

1

0

00

2

0

0
2

2

),(),()(

)(

dxtxutxfdx
t

u
utv

dx
t

u
uxadx

xt

u

x

u
adx

t

u

t

u

N
N

N

N
N

NNNN

 

Buradan aşağıdaki eşitliği elde ederiz. 

( )

dxufdx
t

u
utv

dxuxa
x

u
a

t

u

t

N
N

N

N
NN

∫∫

∫

+
∂

∂
−=

=













+











∂

∂
+











∂

∂

∂

∂

ll

l

0

1

0

0

2
2

0

2

)(

)(
2

1
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Bu eşitliğin her iki tarafını (0,t) aralığı üzerinden integrallemiş olursak ve a(x) ‘in 

sağladığı şartı kullanırsak: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ∫ ∫∫ ∫

∫

∫

+
∂

∂
+

+











+









∂

∂
+









∂

∂
≤

≤











+









∂

∂
+









∂

∂

t

o

N

t N
N

N
NN

N
NN

dxdxuxfdxd
t

u
utv

dxxu
x

xu
a

t

xu

dxtxu
x

txu
atx

t

u

0

1

0 0

0

2

1

2

0

2

0

2

0

2

0

2

),(.),(..

)0,(
0,)0,(

2

1

),(
,

),(
2

1

ττττ

µ

µ

ll

l

l

 

eşitsizliğini elde ederiz. Cauchy-Bunyakovsky eşitsizliğini uygularsak 

( )

( )( ) ( )( )

( )

ττ

τττ

ψ
ϕ

ϕ

dxdxf

dxx
x

u
x

t

u
xub

dxx
dx

x
xc

dxtxutx
x

u

t

txu
c

T

NNt
N

N
NN

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

+

+
∂

∂
+

∂

∂
+++

+











+







 ∂
+≤

≤













+











∂

∂
+











∂

∂

0 0

2
1

222

0 0

0

0

2
1

2
12

12

0

2
22

1

),(

),(),(),(1

)(

),(),(
),(

l

l

l

l

 

Burada  ),,1max(     ),,,1min( 102001 µµ acac ==  dir. 

Sonuncu eşitsizlikte Gronwall lemmasını uygularsak, aşağıdaki kestirimi elde ederiz: 

( )

[ ] ,....2,1    ,,0

)(.,)(.,.,

2

)(1

2

),0(1

2

),0(
13

2

),0(

2

),0(

2

),0(

22
1

2

0

2

22

=∈









++≤

≤+
∂

∂
+

∂

∂

Ω

NTt

fc

tut
x

u
t

t

u

LL
W

L

N

L

N

L

N

l
l

l

ll

ψϕ        (3.1.2.14) 

      Bu kestirimin her iki tarafını (0,T) aralığı üzerinden integrallemiş olursak 

aşağıdaki kestirim ispatlanmış olur:        

,....2,1     ,
)(1),0(1

2
14

)( 2
1
2

1,1

2
01,1

2

=













++≤

ΩΩ
Nfucu

LL
W

W

N

l
ψ     (3.1.2.15) 

Burada   04 >c   sayısı   
1

       ,   , 11 fveN ψϕ ’den bağımsızdır. (3.1.2.15) kestirimine 
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göre ,...2,1   },{ =Nu
N  dizisi  )(1,1

2 ΩW   uzayının normunda düzgün sınırlıdır. Bu 

takdirde }{ N
u  dizisinden )(1,1

2 ΩW  da )(1,1
2 Ω∈Wu  elemanına zayıf yakınsayan 

}{ mN
u  alt dizisini seçebiliriz. Bu zayıf yakınsayana alt diziyi yeniden }{ N

u  ile 

gösterelim. Bu takdirde aşağıdaki limit bağıntılarını yazabiliriz. 

∞→N  için 

uu
N →            zayıf  )(2 ΩL  da,       (3.1.2.16) 

x

u

x

u N

∂

∂
→

∂

∂
     zayıf  )(2 ΩL  da,       (3.1.2.17) 

t

u

t

u N

∂

∂
→

∂

∂
     zayıf  )(2 ΩL  da,       (3.1.2.18) 

)(1,1
2 ΩW   uzayının [ ] )),0(,0( 2

0
lLTC ’e kompakt gömülmesinden [6] ∞→N  için  

),0( Tt ∈∀  için   

uu
N →  kuvvetli ),0(2 lL -de        (3.1.2.19)  

limit bağıntısı geçerlidir; yani yakınsama t-ye göre düzgündür.  

 Diğer yandan, )(1,1
2 ΩW  uzayı  )(2 ΩL  -ya kompakt gömüldüğünden ∞→N  

için  

uu
N →  kuvvetli  )(2 ΩL  -da     (3.1.2.20)  

limit bağıntısı geçerlidir.      

 Şimdi limit fonksiyonu olan ),( txuu = ’nin (3.1.2.1) – (3.1.2.3) probleminin 

genelleştirilmiş çözümü olduğunu gösterelim. Önce ),( txu  fonksiyonunun başlangıç 

şartı, yani ),0(    ),(),( l∈= xxtxu ϕ  şartını sağladığını ispatlayalım. Gerçekten 

(3.1.2.19) limit bağıntısını )0,(xu
N -in  ( )x1ϕ ’e  ),0(2 lL -de yakınsadığını ve  

∫

∫∫

−

+−≤−

l

l

0

2

0

2

0

2

)0,()0,(2

)()0,(2)()0,(

dxxuxu

dxxxudxxxu

N

l

N ϕϕ

    

eşitsizliğini kullanırsak, kolaylıkla ),( txu   fonksiyonunun göz önüne alınan 

başlangıç şartı sağladığını elde ederiz. Şimdi ),( txu  fonksiyonunun (3.1.2.4) integral 

özdeşliğini sağlamasını ispatlayalım. Bunun için (3.1.2.12) denklemlerinden her 
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birini 0)( =Td k
  şartını sağlayan ),0(1

2 TW  -den olan  )(td k
 fonksiyonuna çarpıp, 

elde edilen eşitlikleri k  üzerinden 1-den N–1’e kadar toplayıp, sonra (0,T) üzerinden 

integrallemiş olursak, kısmi integrasyon yardımıyla aşağıdaki eşitliği elde ederiz:  

,

)()(0

dxdtf

dxdtutvuxa
xx

u
a

tt

u

N

NNNN
NNNN

η

ηη
ηη

∫

∫

Ω

Ω

=









++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−

    (3.1.2.21) 

Burada   )()(
1

xutd kk

N

k

N

=
Σ=η   dir. Göründüğü gibi (3.1.2.21) eşitliği Nη∀  için 

geçerlidir. Yani (3.1.2.21) bağıntısı özdeşliktir. Bu biçimde olan Nη  ler kümesini  

kW   ile gösterelim. U
∞

=1N

kW   kümesi )(
1,1

2

0

ΩW  uzayında her yerde yoğundur. Bu 

nedenle ∞→N  için (3.1.2.21)-de üstte elde edilen yakınsamaları göz önüne alarak 

limite geçersek ),( txu  limit fonksiyonunun (3.1.2.4) integral özdeşliğini  

)(
1,1

2

0

Ω∈∀ Wη   ( ) 0, =Txη  için sağladığını ispatlamış oluyoruz. 

 Böylece, ),( txuu =  limit fonksiyonunu Vv ∈∀  için (3.1.2.1) – (3.1.2.3) sınır 

değer probleminin )(
1,1

2

0

ΩW  da genelleştirilmiş çözümü olduğunu elde ederiz. Bunun 

yanı sıra 40 cc =  gösterip (3.1.2.15)’de limite geçerek, (3.1.2.5) kestiriminin geçerli 

olduğu ispatlanır. Şimdi (3.1.2.1) – (3.1.2.3) sınır değer probleminin var olan 

çözümünün bir tek olduğunu gösterelim. Farz edelim ki, (3.1.2.1) – (3.1.2.3) 

probleminin iki 1u  ve 2u  hali vardır. 21 uuu −=   olsun. Bu takdirde  ),( txuu =  

fonksiyonu için aşağıdaki integral özdeşliği sağlanacaktır. 

0)()(0 =





++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−∫

Ω

dxdtutvuxa
xx

u
a

tt

u
ηη

ηη
       (3.1.2.22) 

ve ),0(,0)0,( l∈= xxu   olur. Bu integral özdeşliğinde      

  








≤≤

≤≤

=
∫ btdxu

Ttb

tx t

0     ,),(

    ,              0

),(

0

ττ
η        (3.1.2.23) 
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fonksiyonunu yerini yazalım. Kolaylıkla söyleyebiliriz ki, ),( Txη  fonksiyonu  

)(
1,1

2

0

ΩW  uzayının elemanıdır ve 0),( =Txη . Bunun yanı sıra ),( txxη  fonksiyonu 

( ) ( )bb ,0,0 ×=Ω l  dikdörtgeninde ( )bL Ω2 ’ de olan 
x

u

xt ∂

∂
=

∂∂

∂ η2

 genelleştirilmiş 

türevine sahiptir. ),( txxη  ve ),( txxη , ),( txu  fonksiyonları ),0(2 lL  uzayına ait olup, 

t-ye göre ),0(2 lL  normunda sürekli fonksiyonlardır. (3.2.1.23) formülünü 

(3.1.2.22)’de dikkate alıp 
x

u

t

u
u

∂

∂

∂

∂
,,   fonksiyonları η  ve onun türevleri ile ifade 

edersek, aşağıdaki eşitliği elde ederiz:           

0)(.)(
2

02

2

=








∂

∂
−

∂

∂
−

∂∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
∫

Ω

dxdt
t

tv
t

xa
xt

a
tt

b

η
η

η
ηηηη

 

0         ,0
0

0

=
∂

∂
==

∂

∂

=
=

= bt
t

t x
u

t

ηη
    olduğunu kullanıp sonuncu  

eşitlikten bir sonraki eşitliği elde ederiz: 

( ) dxdt
t

tvxa

dx
x

a
t

bx

b

t

η
η

ηη

∂

∂
+

=





















∂

∂
+








∂

∂

∫

∫

Ω

=

)()(

),(

2

1

0 0

2

0

2l

 

Burada a(x) ve  )(tv   üzerine konulmuş şartları kullanırsak, kolaylıkla aşağıdaki 

eşitsizliği yazabiliriz: 

( ) dxdt
xt

b

dx
x

a
t

bx

t

∫

∫

Ω

=












+








∂

∂
+








∂

∂
+≤

≤





















∂

∂
+








∂

∂

6

2
22

10

0 0

2

0

2

)(

),(

η
ηη

µ

ηη
l

         (3.1.2.24) 

( )
τ

τ
d

x

xu
txw

t

∫ ∂

∂
=

0

,
),(    olsun. Bu takdirde (3.1.2.23) formülünü kullanırsak, 

( )
bttxwbxwd

x

xu

x

t

≤−=
∂

∂
=

∂

∂
∫          ),,(),(

,

0

τ
τη

           (3.1.2.25) 
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olur. Diğer yandan ),0(
0

l∈∀ x  için            

( )∫ ∫∫∫ ∫∫ ≤−≤









=

b

t

bbb tb

dubdtdutbdtdudt

0

222

0

2

0 00

2 τττη  elde edilir. Bu  

eşitsizlikten ve (3.1.2.24)’den aşağıdaki eşitsizliğin geçerli olduğunu yazabiliriz. 

( )dxdttxutxwc

dxbxwbbadxbxu

b

∫

∫∫

Ω

+

+≤

≤−+

),(),(

),())(2(),(

22
5

0

2
1

0

00
2

ll

µ

      (3.1.2.26) 

Burada ))(2( 10
2

5 µ+= bbc ’dir. Bu eşitsizlikte b  sayısını  

2
)(2 0

100

a
bba ≥+− µ          (3.1.2.27) 

şartını kullanarak seçelim. Bu takdirde  










+
∈∀

)(4
,0

10

0

µb

a
b  için          (3.1.2.27) 

şartı sağlanacaktır. Yani 








+
∈∀

)(4
,0

10

0

µb

a
b  için (3.1.2.26) eşitsizliğinden 

kolaylıkla  

[ ] ( )∫∫
Ω

+≤+

b

dxdttxwtxucdxbxwbxu ),(),(),(),( 22
6

0

22
l

         (3.1.2.28)  

elde edilir. Burada 5

1
0

6 )
2

,1min( c
a

c

−









=  tir. Bu eşitsizliğe Gronwall lemmasını 

uygularsak,         










+
∈∀==

)(4
,0     ,0),(     ,0),(

10

0

µb

a
bbxwbxu          (3.1.2.29) 

bağıntıları elde edilir. Aynı düşünceleri 








++
∈

)(2
,

)(4 10

0

10

0

µµ b

a

b

a
t  devam 

ettirirsek, bu aralıkta 0),( =txu  elde edilecektir. Sonlu sayıda adım sonucu 

],0[     ,0),( τ∈∀= ttxu   olduğu ispatlanmış olur; yani ),(),( 21 txutxu =  dir.       



 16 

 Böylece (3.1.2.1) – (3.1.2.3) sınır değer probleminin çözümün bir tek olduğu 

da ispatlanmış oldu. Teorem 3.1.2.1 ispatlandı. 

 Şimdi hiperbolik denklem için aşağıdaki ikinci tip sınır değer problemini göz 

önüne alalım:       

Ω∈=++
∂

∂
−

∂

∂
),(    ),,()()( 22

2

02

2

txtxfutvuxa
u

u
a

t

u
    (3.1.2.30) 

),0(    ),(
)0,(

    ),()0,( 22 l∈=
∂

∂
= xx

t

xu
xxu ψϕ ,     (3.1.2.31) 

),0(     ,0
),(),0(

Tt
x

tu

x

tu
∈=

∂

∂
=

∂

∂ l
,       (3.1.2.32) 

Burada ),(  ),(  ),(  ),(  , 2220 txfxxxaa ψϕ  verileri 3.1.1. alt bölümündeki 

şartları sağlar.     

 

Tanım 3.1.2.2. Vv ∈∀   için (3.1.2.30) – (3.1.2.32) sınır değer probleminin çözümü 

olarak 0),( =Txη  şartını sağlayan )(1,1
2 Ω∈∀ Wη  için  

∫ ∫

∫

Ω

Ω

+=

=







++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−

l

0

22

0

)0,()(

)()(

dxdtfdxxx

dxdtutvuxa
xx

y
a

tt

u

ηηψ

ηη
ηη

     (3.1.2.33) 

integral özdeşliğini, ),0(    ),()0,( 2 l∈= xxxu ϕ    başlangıç şartını sağlayan )(1,1
2 ΩW    

uzayına ait olan );,(),( vtxutxuu ≡=  fonksiyonu anlaşılır. 

 

Teorem 3.1.2.2. Farz edelim ki, ),(   ),(   ),(   ),( 222 txfxxxa ψϕ  fonksiyonları 

(3.1.1.6) – (3.1.1.8) şartlarını sağlasın. Bu takdirde Vv ∈∀  için (3.1.2.30) – (3.1.2.32) 

sınır değer probleminin )(1,1
2 ΩW  uzayına ait olan bir tek genelleştirilmiş çözümü 

vardır ve çözüm için aşağıdaki kestirim geçerlidir: 

.
)(2),0(2),0(27)( 22

1
2

1,1
2






 ++≤

ΩΩ LLWW
fcu

ll
ψϕ     (3.1.2.34) 

Burada 07 >c  sayısı 222 ,, fψϕ  -den bağımsızdır.  

Bu teoremde Galerkin metodunun yardımıyla ispatlanır. Ancak bir fark var ki, 
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)()(
1

xutCu k
N
k

N

k

N

=
Σ=   dır. 

Galerkin yaklaşımlarının oluşturulmasında kullanılan temel fonksiyonlar 

sistemi ),0(
1

2

0

lW  uzayında yok. O yüzden ),0(1
2 lW  uzayında baz oluşturması 

gerekir. { }N
u  yaklaşımlarının yakınsaması Teorem 3.1.2.1’de olduğu gibidir. 

Çözümün bir tekliği de ayni biçimde ispatlanır. 

 Böylece teorem 3.1.2.1 ve teorem 3.1.2.2’yi kullanarak (3.1.1.2) – (3.1.1.5) 

sınır değer problemlerinin çözümünün varlığı ve bir tekliği için aşağıdaki teoremi 

ifade edebiliriz.  

 

Teorem 3.1.2.3: Farz edelim ki, 2,1   ),(),(),(),( =pxfxxxa ppp ψϕ fonksiyonları 

(3.1.1.6) – (3.1.1.8) şartlarını sağlasın. Bu takdirde (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer 

probleminin )(
1,1

2

0

1 Ω∈Wu , )(1,1
22 Ω∈Wu olan bir tek çözümü vardır ve çözüm için 

bir sonraki kestirimler geçerlidir:  

( ) ( )
( )

ΩΩ
++≤

22

1

2

01,1

2

0
1),0(1,016)(1 LLWW

fcu
ll

ψϕ       (3.1.2.35)  

( ) ( )
( )

ΩΩ
++≤

22

1

2

1,1

2 2),0(2,027)(2 LLWW
fcu

ll
ψϕ                   (3.1.2.36)

  

3.1.3. Optimal Kontrol Probleminin Çözümünün Varlığı ve Tekliği 

 

(3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol problemini göz önüne alalım. Bu 

problem için gerekli olan çözümün varlığı ve tekliği sorularını inceleyelim. Önce 

0>α için göz önüne alınca optimal kontrol probleminin bir tane çözümünün var 

olmasını ispatlayalım.  

Teorem 3.1.3.1: ),0(2 TL uzayında her yerde yoğun olan öyle bir G alt kümesi 

vardır ki, Gw ∈∀ ve 0>α  için (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin bir 

tek çözümü vardır.  
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İspat: Önce ( )vJ 0 fonksiyonelinin V kümesi üzerinde sürekli olduğunu ispatlayalım. 

Fonksiyonelinin tanımına göre ( )vJ 0  aşağıdaki gibidir:       

( ) ( ) ( )∫
Ω

−= dxdttxutxuvJ
2

210 ,,          (3.1.3.1) 

( )TLv ,02∈∆  artışı Vvv ∈∆+  olacak şekilde herhangi  Vv ∈  elemanına verilen 

bir artış olsun. Bu takdirde (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer probleminin çözümü olan  

( ) ( ),;,, vtxutxuu ppp ≡=  p=1,2 fonksiyonları 

( ) ( ) ( )vtxuvvtxutxuu pppp ;,;,, −∆+≡∆=∆  artışına sahip olacaktır. Burada 

( ) 2,1    ,;, =∆+ pvvtxu p  fonksiyonları (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer probleminin 

Vvv ∈∆+  elemanına karşılık gelen çözümüdür. (3.1.1.2) – (3.1.1.5) şartlarından 

( ) 2,1     ,, =∆=∆ ptxuu pp  fonksiyonlarının aşağıdaki sınır değer probleminin 

çözümü olduğunu kolaylıkla elde ederiz:          

( ) ( ) =∆∆++∆+
∂

∆∂
−

∂

∆∂
pp

pp
uvvuxa

x

u
a

t

u

2

2

02

2

 

),)((    ,2,1     , Ω∈=∆−= tvpvu p          (3.1.3.2) 

( ) ),,0(     x2,1     ,0
)0,(

     ,00, l∈==
∂

∆∂
=∆ p

t

xu
xu

p

p        (3.1.3.3) 

( ) ( ) ( ),,0     ,0,,0 11 Tttutu ∈=∆=∆ l           (3.1.3.4) 

( ) ( )
( ),,0     ,0

,,0 22 Tt
x

tu

x

tu
∈=

∂

∆∂
=

∂

∆∂ l
         (3.1.3.5) 

Burada ( ) ( ) 2,1  ,;,, =≡= pvtxutxuu ppp  fonksiyonları (3.1.1.2) – (3.1.1.5) 

sınır değer probleminin Vv ∈  ye karşılık gelen çözümüdür. Söylemek gerekir ki, 

(3.1.3.2) – (3.1.3.5) sınır değer problemi (3.1.1.2) – (3.1.1.5) gibidir. Bu nedenle 

(3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır probleminin çözümüne ait olan düşünceleri kullanarak 

( ) 2,1   ,, =∆=∆ ptxuu pp  fonksiyonları için aşağıdaki kestirimlerin geçerli olduğunu 

elde ederiz: 

)(18)(1
2

1,1

2

0

ΩΩ
∆≤∆

LW
vucu              (3.1.3.6) 

)(29)(2
2

1,1

2 ΩΩ
∆≤∆

LW
vucu           (3.1.3.7) 
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Burada c8 >0, c9 >0 sayıları v∆ ’den bağımsızdır. ( )Ω∈ 1,1
2Wu p  olduğunu göz önüne 

alırsak, 

,
),0(10)(1

1,1

2

0
TLW

vcu
∞

∆≤∆
Ω

          (3.1.3.8) 

,
),0(11)(2

1,1

2 TLW
vcu

∞
∆≤∆

Ω
          (3.1.3.9) 

kestirimlerini ispatlayabiliriz. Burada c10 >0, c11 >0 sayıları v∆ ’den bağımsızdır.  

Şimdi   ( )vJ 0      fonksiyonelinin artışını bulalım. (3.1.3.1) formülünü 

kullanırsak aşağıdaki formülü kolaylıkla elde ederiz.  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) .,,2

,,,,2

21
2

2
2

1

2121

000

22
dxdttxutxuuu

dxdttxutxutxutxu

vJvvJvJ

LL
∆∆−∆+∆+

+∆−∆−=

=−∆+=∆

∫

∫

Ω
ΩΩ

Ω

    (3.1.3.10) 

 Burada Cauchy – Bunyakovsky eşitsizliğini uygulayıp (3.1.2.35) – (3.1.2.36) 

kestirimlerini kullanırsak,  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
2

2
121120

2222 ΩΩΩΩ
∆+∆+∆+∆≤∆

LLLL
uuuucvJ  

eşitsizliğinin geçerli olduğunu elde ederiz. Bu eşitsizlikte (3.1.3.8) – (3.1.3.9) 

kestirimlerini uygularsak bir sonraki kestirim elde edilir: 

( ) ( )2

),0(),0(130 TLTL
vvcvJ

∞∞
∆+∆≤∆       (3.1.3.11) 

Burada c13>0 sayısı v∆ ’den bağımsızdır. (3.1.3.11) eşitsizliğinde   

0
2

),0(
→∆

∞ TL
v için limite geçersek ( ) 00 →∆ vJ limit bağıntısı ispatlanmış olur. 

Dolayısıyla ( )vJ 0 fonksiyoneli herhangi Vv ∈ noktasında süreklidir, yani ( )vJ 0  V 

kümesi üzerinde süreklidir. Diğer yandan  ( ) VvvJ ∈∀≥     ,00 , yani ( )vJ 0  

fonksiyoneli V kümesi üzerinde alttan sınırlıdır. Tanıma göre V kümesi L2(0,T) 

uzayında kapalı ve sınırlı kümedir. ( )TL ,02   uzayı ise Hilbert uzayı olduğundan 

düzgün konveks uzaydır [ ]26 .           

  ( ) ( ) ( ),,0
~

      , 20 TLXvJvI ==   VU =  

almış olursak kuramsal temeller bölümündeki teorem 2.14’ün şartlarının sağlandığını 

görürüz. Bu takdirde kuramsal temellerindeki teorem 2.14’ün [ ]27  hükmünü 
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kullanmış olursak, ( )TL ,02  uzayında her yerde yoğun olan G alt kümesi bulunur ki, 

Gw∈∀  için 0>α  olduğu takdirde (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin 

bir tek çözüme sahip olduğu elde edilir. Teorem 3.1.3.1 ispatlandı. 

 Şimdi (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin en azından bir 

çözüme sahip olmasını gösterelim.  

     

Teorem 3.1.3.2: Farz edelim ki, ( ) ( ) ( ) 2,1  ),,(  ,  ,  , =ptxfxxxa ppp ψϕ  fonksiyonları 

(3.1.1.6) – (3.1.1.8) şartlarını sağlasın. ( )TLw ,02∈  verilen eleman olsun. Bu 

takdirde (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol problemi 0≥α  için en azından bir 

çözüme sahiptir.  

 

İspat: Herhangi { } Vv
m ∈  minimalleştirici dizisini alalım: 

  ( ) ( )vJJvJ
Vv

m

m
ααα

∈∞→
== ∗ inflim  

her bir ,...2,1   , =∈ mVv
m  için (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer probleminin 

çözümünü 

  ( ) ( ) 2,1   ,;,, =≡= pvtxutxuu m
p

m
p

m
p  

gibi gösterelim. Teorem 3.1.2.3’e göre her bir ,...2,1   , =∈ mVv
m  için (3.1.1.2) – 

(3.1.1.5) sınır değer probleminin bir tek çözümü vardır ve çözüm için aşağıdaki 

kestirimler geçerlidir.     

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,..,2,1,131,01,0161
22

1

2

01,1

2

0 ==++≤
ΩΩ

mcfcu
LLWW

m

ll
ψϕ     (3.1.3.12) 

           
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,..2,1 ,142,02,0272
22

1
2

1,1
2

==++≤
ΩΩ

mcfcu
LLWW

m

ll
ψϕ       (3.1.3.13) 

Burada c13 >0, c14
 >0 sabitleri m’den bağımsızdır. V kümesi ( )TL ,0∞  

uzayında sınırlı küme olduğundan { } Vv
m ∈  dizisinden bu uzayda ( )TLv ,0∞∈  

elemanına (*)- zayıf yakınsayan{ }km
v  alt dizisi seçilebilir. Bu alt diziyi kolaylık için 

yeniden { }m
v  ile gösterelim. Bu takdirde ∞→m  için  

),0(   , TLvv
m

∞→ ’de (*) zayıf.        (3.1.3.14)  
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V  kümesi ),0( TL∞  uzayında kapalı sınırlı ve konveks kümedir. Bu takdirde [ ]28  

çalışmasından bildiğimiz ilgili teoreme göre V kümesi ),0( TL∞ ’de (*) zayıf kapalı 

küme olur. Yani Vv ∈ ’dir. Bu nedenle (3.1.3.14) limit bağıntısından aşağıdaki limit 

bağıntısını elde ederiz: ∞→m  için      

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,0    ,
0

1

0
∫∫ ∈∀→
TT

m
TLqdttqtvdttqtv       (3.1.3.15) 

 (3.1.3.12) – (3.1.3.13) kestirimlerinden görüldüğü üzere { } 2,1  , =pu
m
p  dizileri 

sırasıyla )(
1,1

2

0

ΩW  ,  )(1,1
2 ΩW  uzaylarının normlarına m’ye göre düzgün sınırlıdırlar. 

Bu takdirde { } 2,1, =pu m

p  dizilerinden )(
1,1

2

0

1 Ω∈Wψ , )(1,1
22 Ω∈Wψ  elemanlarına 

zayıf yansıyan alt diziler seçmek mümkündür. Kolaylık olsun diye yakınsayan alt 

dizileri yeniden { } 2,1, =pu m

p  ile gösterelim. Böyle olduğu takdirde aşağıdaki limit 

bağıntılarını yazabiliriz: ∞→m  için        

  ( )Ω→ 2     , Luu p
m
p ’da zayıf        (3.1.3.16) 

  ( )Ω
∂

∂
→

∂

∂
2     , L

x

u

x

u p
m
p

’da zayıf       (3.1.3.17) 

( )Ω
∂

∂
→

∂

∂
2     , L

x

u

t

u p
m
p

’da zayıf       (3.1.3.18) 

p=1,2 limit bağıntıları geçerlidir. )(
1,1

2

0

ΩW , )(1,1
2 ΩW  uzayları L2 ( )Ω  uzayına 

kompakt gömüldüğünden ∞→m  için  

p

m

p uu →     L2 ( )Ω  kuvvetli p=1,2        (3.1.1.19)  

limit bağıntısını elde ederiz.      

{ } { }mm
uu 21   ,  dizilerinin elemanları (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer probleminin 

sırasıyla )(
1,1

2

0

ΩW , )(1,1
2 ΩW  uzaylarına ait genelleştirilmiş çözümleri olduğundan her 

bir m=1,2,... için aşağıdaki integral özdeşliklerinin sağlandığını elde ederiz:  
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∫

∫

Ω

Ω

=+=

=











++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−

2,1    ,,,0,
0

pdxdttxtxfdxxx

dxdtutvuxa
xx

u

xt

u

ppp

p
m
p

m
p

m
p

p
m
pp

m
p

ηηϕ

ηη
ηη

l
    (3.1.3.20) 

( ) ,0,    ),( 1

1,1

2

0

1 =Ω∈∀ TxW ηη  ( ) 0,    ),( 2
1,1

22 =Ω∈∀ TxW ηη , 

Bunun yanı sıra  

2,1    ),()0,( == pxxu p
m
p ϕ         (3.1.3.21)  

şartlarını da sağlamaktadır. (3.1.3.16) – (3.1.3.18) limit bağıntılarını kullanarak, 

∞→m  için  

( )

( ) dxdtuxa
xx

u
a

tt

u

dxdtuxa
xx

u
a

tt

u

pp

pppp

p
m
p

p
m
pp

m
p

∫

∫

Ω

Ω














+

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−→














+

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−

η
ηη

η
ηη

0

0

     (3.1.3.22) 

p=1,2 ( ) ,0,    ),( 1

1,1

2

0

1 =Ω∈∀ TxW ηη  ( ) 0,    ),( 2
1,1

22 =Ω∈∀ TxW ηη  limit 

bağıntılarını elde ederiz.  

Şimdi aşağıdaki limit bağıntılarının geçerli olduğunu ispatlayalım. ∞→m  

için     

  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,2,1   ,,,

),(,

=→

→

∫

∫

Ω

Ω

pdxdttxtxutv

dxdttxtxutv

pp

p
m
p

m

η

η

      (3.1.3.23) 

Kolaylıkla aşağıdaki eşitlikleri yazabiliriz:       

( )

( ) 2,1   , =+−+

−=

∫∫

∫∫

ΩΩ

Ω

pdxdtvudxdtuuv

dxdtuvvdxdtuv

pppp
m
p

m

pp
m

p
m
p

m

ηη

ηη

      (3.1.3.24) 

 ),(,
1,1

2

0

11 Ω∈Wu η   ),(, 1,1
222 Ω∈Wu η  olduğundan ( ) 2,1    ,1 =Ω∈ pLppηψ  şartı 

sağlanır. Bu takdirde (3.1.1.15) limit bağıntısını kullanarak α→m  için 
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  ( )∫
Ω

=→− 2,1    ,0 pdxdtuvv pp
m η        (3.1.3.25) 

bağıntısı ispatlanır. (3.1.3.24) eşitliğinin sağ tarafından ikinci terimi değerlendirelim. 

Cauchy – Bunyakovsky eşitsizliğini kullanıp Vv
m ∈   olduğunu göz önüne alırsak:     

( )

( )
,...2,1    ,2,1  ,

)(
0

22
==−≤

≤−

ΩΩ

Ω
∫

mpuub

dxdtuuv

L
p

m
pLp

pp
m
p

m

η

η
 

eşitsizliğini elde ederiz. (3.1.3.19) limit bağıntısını sonuncu eşitsizlikte dikkate alıp 

limite geçersek, 

  ( ) 2,1  ,0lim ==−∫
Ω

∞→
pdxdtuuv pp

m
p

m

m
η       (3.1.3.26) 

elde edilir. Böylece (3.1.3.25) ve (3.1.3.26) limit bağıntılarını dikkat alıp, (3.1.3.24) 

eşitliğinin her iki tarafında ∞→m  için limite geçersek, (3.1.3.23) limit bağıntısının 

geçerli olduğunu ispatlamış oluyoruz.  

(3.1.3.22) ve (3.1.3.23) limit bağıntılarını dikkate alarak (3.1.3.20) integral 

özdeşliklerinde limite geçersek    

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2,1   ,,,0,
0

0

=+

=







++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−

∫ ∫

∫

Ω

Ω

pdxdttxtxfdxxx

dxdtutvuxa
xx

u
a

xt

u

pppp

pppp

pppp

l

ηηψ

ηη
ηη

    (3.1.3.27) 

( ) ,0,    ),( 1

1,1

2

0

1 =Ω∈∀ TxW ηη  ( ) 0,    ),( 2
1,1

22 =Ω∈∀ TxW ηη  integral 

özdeşliklerinin geçerli olduğunu elde ederiz. Böylece  { } 2,1  , =pu
m
p  dizilerinin limit 

fonksiyonları olan 2,1  , =pu p  fonksiyonlarının (3.1.3.27) integral özdeşliklerini 

sağladığını elde ediyoruz. İspatı tamama erdirmek için; ( ) 2,1,, =ptxu p  

fonksiyonlarının 2,1),()0,( == pxxu pp ϕ  şartlarını sağlamasını göstermek yeterlidir. 

Gerçekten )(
1,1

2

0

ΩW , )(1,1
2 ΩW  uzayları  [ ] ( )( )l,0,,0 2

0
LTC  uzayınca kompakt 

gömüldüğünden { }m

p
u  dizileri [ ]Tt ,0∈∀  için ( )l,02L  uzayının normunda pu ,  

p=1,2 fonksiyonlarını kuvvetli yakınsayacaktır. Yani ∞→m  ve [ ]Tt ,0∈∀  için      
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  ( ) ( )
( )

2,1    ,0.,.,
,02

=→− ptutu
L

p
m
p

l
      (3.1.3.28) 

limit bağıntıları geçerlidir. Bu limit bağıntılarını ve  

  ( ) ( ) ...2,1    ,2,1    ,0, === mpxxu p
m
p ϕ       (3.1.3.29) 

başlangıç şartlarını kullanırsak, 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫ ∫

=−+

+−≤−

l

l l

0

2

0 0

22

2,1   ,0,

0,0,20,

pdxxxu

dxxuxudxxxu

m

p

m

ppp

ϕ

ϕ

 

eşitsizliğinde limite geçersek,      

  ( ) ( ) ( )l,0     ,2,1     ,0,
0

∈∀== xpxxu p ϕ       (3.1.3.30) 

başlangıç şartlarını elde ederiz.  

 Böylece { } 2,1     , =pu
m
p  fonksiyonlar dizisinin limit fonksiyonları olan 

( ) 2,1  ,, == ptxuu pp  fonksiyonları (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer probleminin 

( ) Vv
m ∈  dizisinin limit fonksiyonu olan ( ) Vtvv ∈= ’ye karşılık gelen ve )(1,1

2 ΩW  

uzayına ait olan (3.1.3.27) integral özdeşliklerini, (3.1.3.20) başlangıç şartlarını 

sağlayan çözümleridir, yani 2,1),;,(),( =≡= pvtxutxuu ppp dir. ( ) Vv
m ∈  dizisi 

Vv ∈  elemanına (*) zayıf yakınsadığında { } 2,1, =pu
m
p  dizileri ( ) 2,1,, =ptxu p  

fonksiyonlarına zayıf yakınsar. Bu nedenle 
( ) ( )TLL

wvuu
,0

2

21
22

   , −−
Ω

  normlarının 

alttan zayıf yarı sürekli olduğunun ve 0≥α  olduğunu göz önüne alırsak aşağıdaki 

bağıntıyı yazabiliriz.      

  ( ) ( ) ∗∗ =≤≤
∞→

αααα
JvJvJJ m

m

lim  

Bu bağıntıdan ( )vJJ αα
=∗ olduğu ispatlanır. Yani  Vv ∈  elemanı ( )vJα  

fonksiyonelinin V kümesi üzerinde minimum noktasıdır. Böylece 0≥α  olduğunda 

(3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin en az bir çözüme sahip olması 

ispatlanmış olur. Teorem 3.1.3.2 ispatlandı. 
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3.2 Hiperbolik Denklem için Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol 

Probleminde Çözüm için Gerek Şartlar 

 

 Bu bölümde hiperbolik denklemler için optimal kontrol probleminin çözümü 

için gerek şartlara ait sorular incelenmektedir. Bu nedenle önce göz önüne alınan 

problemde fonksiyonelin differansiyellenebilmesi incelenip, onun gradiyantı için 

formül elde edilir. Bu formülün yardımıyla varyasyon eşitsizliği biçiminde gerek şart 

ispatlanır. Bunun yanı sıra Pontryagin’in Maksimum Prensibi biçiminde gerek şart da 

elde edilir. Nihayet bu bölümde göz önüne alınan optimal kontrol probleminin 

nümerik çözümü için algoritma verilmektedir.  

 

3.2.1 Fonksiyonelin Differansiyellenebilmesi 

  

 Bu alt bölümde (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminde amaç 

fonksiyonelin differansiyellenebilmesi incelenir ve onun gradiyenti için formül 

ispatlanır.      

 Farz edelim ki, 2,1    ),,( == ptxpp φφ  fonksiyonları aşağıdaki eşlenik 

problem denilen sınır değer probleminin çözümü olsun: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) 2,1   ,,,21 21

2

2

02

2

=−−=

=++
∂

∂
−

∂

∂

ptxutxu

xvxa
x

a
t

p

pp

pp
φφ

φφ

       (3.2.1.1) 

( )
( ) ,2,1   ,,0   ,0

,
   ,0),( =∈=

∂

∂
= px

t

Tx
Tx

p

p l
φ

φ       (3.2.1.2) 

( ) ( ) ( ),,0   ,0,,0 11 Tttt ∈== lφφ         (3.2.1.3) 

( ) ( )
0

,,0 22 =
∂

∂
=

∂

∂

x

t

x

t lφφ
,  ( )Tt ,0∈         (3.2.1.4) 

Burada ( ) 2,1  ,, == ptxuu pp  fonksiyonları (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer 

probleminin Vv ∈  için çözümüdür.      
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Tanım 3.2.1.1: (3.2.1.1) – (3.2.1.4) eşlenik sınır değer probleminin çözümü 

denilirken ( ) ( ) ( )Ω∈∀Ω∈∀==

1,1

22

1,1

2

0

1
~   ,~   ,2,1   ,00,~ WWpxp ηηη  için 

 
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) 2,1  ,,~),(,21

~~,
~~

21 =+−−=

=







++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
−

∫

∫

Ω

Ω

pdxdttxtxutxu

dxdttvxa
xx

a
tt

p

p

pppp

pp

o

pp

η

ηφηφ
ηφηφ

      (3.2.1.5) 

integral özdeşliğini sağlayan ( ) ( )Ω∈Ω∈
1,1

22

1,1

2

0

2    , WW φφ  fonksiyonları 

anlaşılmaktadır.        

(3.2.1.1) – (3.2.1.4) eşlenik probleminin (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer 

problemi ile aynı tipli olduğunu gösterebiliriz. Gerçekten τ−= Tt  değişken 

dönüşümü yapılırsa, ( ) ( ) 2,1   ,,,
~

=−= pTxx pp τφτφ  gösterimi kullanılırsa, (3.2.1.1) 

– (3.2.1.4) probleminden aşağıdaki problemi elde edebiliriz:  

  
( )

( ) ( ) ( )( ) 2,1   ,,~,~21

~~~
)(

~~

21

2

2

02

=−−=

=++
∂

∂
−

∂

∂

pxuxu

vxa
x

a

p

pp

pp

ττ

φτφ
φ

τ

φ

       (3.2.1.6) 

  2,1   ),,(   ,0
)0,(

~

   ,0)0,(
~

=∈=
∂

∂
= pox

t

x
x

p

p l
φ

φ       (3.2.1.7) 

  ),0(   ,0),(
~

),0(
~

11 T∈== ττφτφ l         (3.2.1.8) 

  ( )T
xx

,0   ,0
),(

~
),0(

~
22 ∈=
∂

∂
=

∂

∂
τ

τφτφ l
       (3.2.1.9) 

Burada ( ) 2,1    ),,(),(),(~   ),()(~ ==−==−= ptxuTxuxutvTvv ppp ττττ dir. 

Görüldüğü üzere (3.2.1.6) – (3.2.1.9) sınır değer problemi (3.1.1.2) – (3.1.1.5) tipli 

sınır değer problemidir. Bu problem (3.2.1.1) – (3.2.1.4) eşlenik probleme denk 

olduğundan istenen hükme varmış oluyoruz. Bu nedenle ( )Ω∈− 1,1
221 Wuu  

olduğundan teorem 3.1.2.3 hükmünü kullanarak (3.2.1.1) – (3.2.1.4) eşlenik 

probleminin bir tek çözümüne sahip olduğunu ve çözüm için 

   
( ) ( )

,
2

1,1

2

0
21151 ΩΩ

−≤
LW

uucφ        (3.2.1.10) 

   
( ) ( )

,
2

1,1
2

21162 ΩΩ
−≤

LW
uucφ        (3.2.1.11) 
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kestirimlerinin geçerli olduğunu elde ederiz. Burada 0,0 1615 >> cc  sabitlerdir.  

 Aşağıdaki fonksiyonu göz ününe alalım: 

  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )2

0

2211

2121

),(,),(,

.,,.,,,.,,.,,

twxv

dxtxtxutxtxu

ttvtutut

−−

−+−

=Η

∫

α

φφ

φφ
l

      (3.2.1.12) 

 Bu fonksiyona (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol problemi için Hamilton – 

Pontryagin fonksiyonu denir.  

 

Teorem 3.2.1.1: Farz edelim ki, Teorem 3.1.2.3’ün şartları sağlanmış olsun ve 

),0(2 TLw∈  verilen eleman olsun. Bu takdirde ( )vJα  fonksiyoneli V kümesi 

üzerinde Frechet anlamında differansiyellenebilir ve onun gradiyantı için  

    
v

vJ
∂

Η∂
−=′ )(α         (3.2.1.13) 

formülü geçerlidir. Burada ( )2121 ,,,,, φφvuutΗ=Η  fonksiyonu (3.2.1.12) formülü ile 

tanımlanır.  

 

İspat: Vv ∈∀ elemanını alalım ve bu eleman üzerinde ( )vJα  fonksiyonelinin 

artışını bulalım. (3.1.1.1) ve (3.1.3.10) formüllerini kullanırsak kolaylıkla aşağıdaki 

formülü yazabiliriz; 

  ( ) ( ) ( ) =−∆+=∆ vJvvJvJ ααα  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫
Ω

+∆−∆−= dxdttxutxutxutxu ,,,,2 2121  

  + ( ) ( )( ) ( ) +∆−∫
T

dtxvtwtv

0

2α  

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

,0

21
2

2
2

1

2

22
,,2

TL

LL

v

dxdttxutxuuu

∆+

+∆∆−∆+∆+ ∫
Ω

ΩΩ

α

     (3.2.1.14) 

Burada ( ) ( ) ( ) 2,1   ,;,;,, =−∆+=∆=∆ pvtxuvtxutxuu pppp υ fonksiyonları 

(3.1.3.2) – (3.1.3.5) sınır değer probleminin çözümüdür.     
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( ) ( )Ω∈Ω∈

1,1

22

1,1

2

0

2    , WuWu  fonksiyonları (3.1.1.2) – (3.1.1.5) sınır değer 

probleminin genelleştirilmiş çözümü olduğundan (3.1.3.27) özdeşliklerini kullanarak 

(3.1.3.2) – (3.1.3.5) sınır değer probleminin çözümü olan ( ) 2,1 ,, =∆=∆ ptxuu pp  

fonksiyonları için aşağıdaki özdeşlikleri yazabiliriz: 

( ) ( ) =











∆∆++∆+

∂

∂

∂

∆∂
+

∂

∂

∂

∆∂
−∫

Ω

dxdtuvvuxa
xx

u
a

tt

u
pppp

pppp
ηη

ηη
0  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2,1  ,0,  ,  ,

,2,1  ,,,

1,1

22

1,1

2

0

1 ==Ω∈∀Ω∈∀

=∆− ∫
Ω

pTxWW

pdxdttxtxutv

p

pp

ηηη

η

      (3.2.1.15) 

Bu integral özdeşliklerinde ( ) 2,1   ,, =ptxpη  fonksiyonlarının yerine 

( ) 2,1  ,, =ptxpφ   fonksiyonlarını alabiliriz. Bu takdirde 

( ) ( ) =











∆∆++∆+

∂

∂

∂

∆∂
+

∂

∂

∂

∆∂
−∫

Ω

dxdtuvvuxa
xx

u
a

tt

u
pppp

pppp
φφ

φφ
0  

( ) ( ) ( )∫
Ω

=∆−= ,2,1    ,,, pdxdttxtxutv pp φ        (3.2.1.16) 

eşitliğini elde edebiliriz.     

 ( ) ( ) ( ) 2,1  ,00,   ,   , 1,1
22

1,1

2

0

1 ==∆Ω∈∆Ω∈∆ pxuWuWu p  olduğundan (3.2.1.2) 

– (3.2.1.5) özdeşliklerinde ( ) 2,1   ,,~ =ptxpη  fonksiyonlarının yerine ( )txu p ,∆ , p=1,2 

fonksiyonlarını alalım. Bu takdirde aşağıdaki eşitlikleri elde ederiz:  

( ) =











∆+∆+

∂

∆∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∆∂
−∫

Ω

dxdtuvuxa
x

u

x
a

t

u

t
pppp

pppp
φφ

φφ
0  

( ) ( )( ) ( )∫
Ω

=∆−−= 2,1   ,,,,2)1( 21 pdxdttxutxutxu p
p      (3.2.1.17) 

(3.2.1.16) – (3.2.1.17) eşitsizliklerini taraf tarafa çıkarırsak, bir sonraki eşitlikleri 

yazabiliriz:   

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )∫

∫∫

Ω

ΩΩ

=∆−−−

−∆∆−=∆∆

2,1  ,,,,2)1( 21 pdxdttxutxutxu

dxdtutvdxdtutv

p

p

pppp φφ
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p=1 ve p=2 için bu eşitsizlikler aşağıdaki gibi yazılabilir: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
ΩΩΩ

∆∆+∆∆=∆− dxdtutvdxdtutvdxdttxutxutxu 1111121 ,,,2 φφ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
ΩΩΩ

∆∆+∆=∆−− dxdtutvdxdtutvdxdttxutxutxu 2222221 ,,,2 φφ  

Bu eşitlikleri taraf tarafa toplarsak aşağıdaki eşitliğin geçerli olduğunu elde 

ederiz: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )∫∫

∫

ΩΩ

Ω

∆+∆∆++∆

=∆−∆−

dxdtuuxvdxdtuuxv

dxdttxutxutxutxu

22112211

2121 ,,,,2

φφφφ
     (3.2.1.18) 

Bu eşitliği fonksiyonelin artışı için olan (3.1.1.14) formülünde dikkate alarak  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫
Ω

+∆+=∆ dxdtxvtxtxutxtxuvJ ,,,, 2211 φφα  

( ) ( )( ) ( )∫ +∆−+
T

Rdttvtwtv

0

2         (3.2.1.19) 

formülünü elde ederiz. Burada R kalanı aşağıdaki formül ile tanımlanmaktadır.  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

2

,0

21

2

2

2

1

2211

2

22
,,2

,,,,

TL

LL

v

dxdttxutxuuu

dxdttvtxtxutxtxuR

∆+

+∆∆−∆+∆

+∆∆+∆=

∫

∫

Ω
ΩΩ

Ω

α

φφ

     (3.2.1.20) 

(3.1.3.1) – (3.1.3.5), (3.2.1.10) – (3.2.1.11) kestirimlerini kullanarak Cauchy 

–Bunyakovsky eşitsizliğinin yardımıyla R kalanını aşağıdaki gibi değerlendirebiliriz: 

   ( )
2

,016 TL
vcR

∞
∆≤ ,        (3.2.1.21) 

Burada c16> 0 sayısı v∆ ’den  bağımsızdır. Buradan  

   ( )( )
ToL

voR
,∞

∆=         (3.2.1.22) 

olduğu elde edilir. Yani R kalanı ( )ToL
v

,∞
∆ ’ye göre sonsuz küçüktür. Bu eşitliğin 

yardımıyla (3.2.1.19) formülünü aşağıdaki gibi yazabiliriz.  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) +∆







−++=∆ ∫ ∫

T

dttvtwtvdxtxtxutxtxuvJ
0 0

2211 2,,,,
l

αφφα  

   ( )( )
TL

vo
,0∞

∆+         (3.2.1.23) 
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Fonksiyonellerinin Frechet anlamında türevinin tanımını kullanırsak 

(3.2.1.23)  formülünden yola çıkarak ( )vJα  fonksiyonellerinin Vv ∈∀  elemanı 

üzerinde differansiyellenebilir olduğunu ve onun gradiyantı için 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )twtv

dxdttxtxutxtxuvJ

−+

++=′∆ ∫
α

φφα

2

,,,,
0

2211

l

     (3.2.1.24) 

formülünü elde ederiz. Hamilton – Pontryagin fonksiyonu için olan formülü dikkate 

alırsak teoremin hükmünün geçerli olduğu elde edilir. Teorem 3.2.1.1 ispatlandı. 

 

3.2.2 Optimal Kontrol Probleminin Çözümü için Varyasyon Eşitsizliği Şeklinde 

Gerek Şart 

 

 Bu alt bölümde optimal kontrol probleminin çözümü için varyasyon 

eşitsizliği biçiminde gerek şart ispatlanacaktır.  

 

Teorem 3.2.2.1: Farz edelim ki, Teorem 3.2.1.1’in şartları sağlanmış olsun ve 

Vv ∈∗  kontrolü (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin herhangi çözümü 

olsun. Bu takdirde Vv ∈∀  için    

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] 02,,,,
0 0

1211 ≥−







−++∫ ∫ ∗∗∗∗∗∗

T

dttvtvtwtvdxtxtxutxtxu

l

αφφ  

    (3.2.2.1) 

eşitsizliği geçerlidir. Burada  ( ) ( ) ( ) ( ) 2,1  ,;,,  ,;,, ==≡ ∗∗∗∗ pvtxtxvtxutxu pppp φφ  

sırasıyla (3.1.1.2) – (3.1.1.5) ve (3.2.1.1) – (3.2.1.4) sınır değer problemlerinin 

çözümleridir. 

 

İspat: Tanımından görüldüğü gibi V kümesi ( )TL ,0α  uzayının konveks kümesidir. 

Diğer yandan ( )vJα  fonksiyoneli V kümesinde Teorem 3.2.1.1’e göre Frechet 

anlamında differansiyellenebilir fonksiyoneldir ve onun gradiyenti için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )twtvdxtxtxutxtxuvJ −++=′ ∫ αφφα 2,,,,
0

2211

l

      (3.2.2.2) 
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formülü geçerlidir. ( )vJα′ ’nin  V kümesi üzerinde sürekli olduğunu 

ispatlayalım. Bu amaçla ( )vJα′ ’nin Vv∈∀  için artışını bulalım. (3.2.2.2) 

formülünden yararlanarak     

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[∫ +∆+∆+∆=

=′−∆+′=′∆
l

0

111111 ,,,,,, txtxutxtxutxtxu

vJvvJvJ

φφφ

ααα

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]
( )tv

dxtxtxutxtxutxtxu

∆+

∆∆+∆+∆+

α

φφφ

2

,,,,,, 222222       (3.2.2.3) 

Burada ( ) 2,1   ,, =∆=∆ ptxuu pp  fonksiyonları (3.1.3.2) – (3.1.3.5) sınır 

değer probleminin çözümü ( ) ( ) ( ) 2,1  ,;,;,, =−∆+≡∆=∆ pvtxvvtxtx pppp φφφφ  

fonksiyonları için aşağıdaki sınır değer probleminin çözümüdür:    

( ) ( )( ) =∆∆++∆+
∂

∆∂
−

∂

∆∂
− pp

pp
tvtvxa

x
a

t
φφ

φφ
)(
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( ) 2,1   ,),(   )()1(2),( 21 =Ω∈∆−∆−+∆−= ptxuutxtv p

pφ       (3.2.2.4) 

( )
( )l,0   ,0

,
   ,0),( ∈=

∂

∆∂
=∆ x

t

Tx
Tx

p

p

φ
φ         (3.2.2.5)                  

( )
),0(   ,0

),(,0 22 Tt
x

t

x

t
∈=

∂

∆∂
−

∂

∆∂ lφφ
 (3.2.2.6) 

( )Ttttx ,0   ,0),(),( 11 ∈=∆=∆ lφφ                   (3.2.2.7) 

Görüldüğü gibi (3.2.2.4) – (3.2.2.5) sınır değer problemi (3.2.1.1) – (3.2.1.4) 

gibi aynı tipli sınır değer problemidir. Bu nedenle (3.2.1.10), (3.2.1.11) 

kestirimlerine benzer olarak aşağıdaki kestirimlerin geçerli olduğunu yazabiliriz:  

( ) ( ) ( )
( )

ΩΩΩ
∆−∆+∆≤∆

22

1,1

2

0
211171 LLW

uuvc φφ        (3.2.2.8) 

( ) ( ) ( )
( )

ΩΩΩ
∆−∆+∆≤∆

22
1,1

2
212182 LLW

uuvc φφ        (3.2.2.9) 

 Burada c17>0, c18>0 sabitleri v∆ ’den bağımsızdır. (3.2.1.10), (3.2.1.11), 

(3.1.3.8) – (3.1.3.9) kestirimlerini (3.2.2.8) – (3.2.2.9) eşitsizliklerinde kullanırsak; 

( ) ( )TLW
vc

,0191
1,1

2
0

∞
∆≤∆

Ω
φ ,       (3.2.2.10) 

( ) ( )TLW
vc

,0202 1,1
2 α

φ ∆≤∆
Ω

,       (3.2.2.11) 

kestirimlerini elde ederiz, burada c19>0, c20>0 sayıları v∆ ’den bağımsızdır.  
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 Şimdi bu kestirimleri kullanarak ( )vJα′∆ ’ni kestirelim. Cauchy–Bunyakovsky 

eşitsizliğinden yararlanarak ( )vJα′∆  için aşağıdaki eşitsizliği elde edebiliriz: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )TLLL

LLLLLL

LLLLTL

u

uuu

uuvJ

,022

222211

1111,0

222

222222

22221

2 υαφ

φφφ

φφα

∆+∆∆+

+∆+∆+∆∆+

+∆+∆≤∆

ΩΩ

ΩΩΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

 

 Bu eşitsizlikte (3.1.2.35), (3.1.2.36), (3.1.3.8), (3.1.3.9), (3.2.1.10), (3.2.1.11), 

(3.2.2.10) ve (3.2.2.11) kestirimlerinden yararlanırsak 

( ) ( )
),0(21),0(1 TLTL

vcvJvvJ
∞

∆≤′−∆+′ αα       (3.2.2.12) 

eşitsizliğinin geçerli olduğunu ispatlamış oluyoruz. Bu eşitsizlik her hangi Vv ∈  için 

geçerli olduğundan ( )vJα′  gradiyantının V kümesi üzerinde sürekli olduğu elde 

edilir. Böylece ( )vJα  fonksiyonellinin V kümesi üzerinde sürekli 

differansiyellenebilir fonksiyon olduğu ispatlanmış oldu. Şunları dikkate alırsak, [15] 

çalışmasından bildiğimiz teoremin şartlarını sağladığı görülür.( Bazı kuramsal 

temeller, Teorem 2.12). Bu takdirde söz konusu teoreme göre  Vv ∈∗  çözümü için 

   ( )
( )

VvvvvJ
TL

∈∀≥−′
∞

∗∗      ,0,
,0

α  

eşitsizliğinin geçerli olduğu ispatlanır. Bu eşitsizlikle ( )vJα′  gradiyantı ifadesinin 

yerine yazarsak teoremin hükmünün, yani (3.2.2.1) eşitsizliğinin geçerli olduğu 

ispatlanır. Teorem 3.2.2.1 ispatlandı. 

 

3.2.3. Pontryagin’in Maksimum Prensibi Şeklinde Gerek Şart 

 

Bu alt bölümde göz önüne alınan optimal kontrol probleminin çözümü için 

optimal kontrol teorisinin şu önemli sonuçlarından biri olan Pontryagin’in 

Maksimum Prensibi biçiminde gerek şartı ispatlamaya çalışacağız. 

 

Teorem 3.2.3.1: Farz edelim ki, teorem 3.1.3.2’ nin şartları sağlansın ve Vv ∈∗  

kontrolü (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin çözümü olsun. Bu takdirde 

( )Tt ,0
0

∈∀  için         
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =∗∗∗∗∗
tttvtututH .,.,,,.,,.,, 2121 φφ  

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )( ),.,,.,,.,,.,,sup 2121

, 00

ttvtututH
bbv

∗∗∗∗

−∈

= φφ                  (3.2.3.1) 

bağıntısı geçerlidir. Burada ( )2121 ,,,,, φφvuutH   Hamilton - Pontryagin Fonksiyonu,  

( ) ( ) 2,1  , ;,, =≡≡ ∗∗∗
pvtxutxuu ppp , ( ) ( ) 2,1  , ;,, =≡= ∗∗∗ pvtxtx ppp φφφ  sırasıyla 

(3.1.1.2) – (3.1.1.4) ve (3.2.1.1) – (3.2.1.4) sınır değer problemlerinin çözümleridir. 

 

İspat: (0,T) aralığının içinden herhangi θ lebesque noktasını tespit edelim [29]. 

ε>0 sayısı 

   ( )Ttt ,0
22

: ⊂








+<<−≡Π
ε

θ
ε

θε          (3.2.3.2) 

olacak biçimde yeteri kadar küçük pozitif sayı olsun. Farz edelim ki, ( ) Vtvv ∈= ∗∗  

kontrolü (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin çözümü olsun. Bu optimal 

kontrolün iğnesel varyasyonu;         

  ( )
( )




Π∉

Π∈
=

∗
ε

εε

ttv

tW
tv

       ,

           ,
          (3.2.3.3) 

biçiminde tanımlayalım. Burada [ ]00,bbw −∈  herhangi sayıdır. Vv ∈ε  olduğu 

açıktır. Lebesque noktasının tanımı kullanarak 0→ε  için  

∗→ vv
ε  kuvvetli ( )TL p ,0 ’de +∞<≤ p1         (3.2.3.4) 

limit bağıntısını kolaylıkla ispatlayabiliriz. 

 Farz edelim ki, ( ) ( )ε
ε vtxutxu pp ;,, = , p=1,2 fonksiyonları (3.1.1.2) – 

(3.1.1.5) sınır değer probleminin ( ) Vtvv ∈= εε  kontrolüne karşılık gelen çözümü 

olsun. Bu takdirde     

   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2,1    ,;,;,

,,,

=−≡

≡−=∆

∗

∗

pvtxuvtxu

txutxutxu

pp

ppp

ε

εε
 

sınır değer probleminin Vvv ∈∗ ε,  yazıldığında çözümüdür. Böyle olduğu takdirde 

(3.1.3.6) – (3.1.3.7) kestirimleri aşağıdaki biçimde yazılabilir: 

   ( ) ( )Ω

∗

Ω
∆≤∆

2

1,1

2
0

181
LW

uvcu ε
ε ,        (3.2.3.5) 
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   ( ) ( )Ω

∗

Ω
∆≤∆

2

1,1

2 292
LW

uvcu
ε

ε ,        (3.2.3.6) 

 Burada ∗−=∆ vvv
εε  dır. c8>0, c9>0 sayıları 0>ε  dan bağımsızdır. 

Sonuncu eşitsizliklerde iğnesel varyasyonu göz önüne alırsak; 

   ( ) ( ) ( )
( )

2/12/

2/

2

,0
181

2

1,1

2
0 ., 










∆≤∆ ∫

+

−

∗

Ω

εθ

εθ

ε
ε

lLW
tutvcu  

    ( ) ( ) ( )
( )

2/12/

2/

2

,0
292

2

1,1

2
., 










∆≤∆ ∫

+

−

∗

Ω

εθ

εθ

ε
ε

lLW
tutvcu  

eşitsizlikleri elde ederiz. Burada [ ]Tt ,0∈∀  için 

   ( )
( ) ( )Ω

∗∗ ≤ 1,1

2
0

2
122

,0
1 .,

WL
uctu

l
        (3.2.3.7) 

( )
( ) ( )Ω

∗∗ ≤ 1,1

22
223

,0
2 .,

WL
uctu

l
        (3.2.3.8) 

eşitsizliklerini uygularsak, aşağıdaki eşitsizlikleri elde ederiz: 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

2/1
2/

2/

2

,0

1

2
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∂
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∆≤∆
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ε
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θ

ε
θ
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     (3.2.3.9) 
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2

25

,0
2

22

2/12/

2/

2

92

22
2

2

1,1

2

.,.,
.,.

.,max.





























∂

∂
+

∂

∂
+











∆≤

≤









∆≤∆

∫

∫

∫

+

−

∗∗
∗

+

−

∗

+≤≤−

+

−
Ω

εθ

εθ

εθ

εθ

ε
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θ
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θ
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            (3.2.3.10) 

Burada c24=c8.c22 , c25=c9.c23 dir. (3.2.3.9) ve (3.2.3.10) eşitsizliklerinde 
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  ( ) ( ) 2/1
0

2/12/

2/

2
2/12/

2/

2
2 ε

εθ

εθ

εθ

εθ

ε
bdttvwdttv ≤










−=










∆ ∫∫

+

−

∗
+

−

 

eşitsizliğini ve integralın mutlak sürekliğini kullanırsak bir sonraki eşitsizliklerin 

geçerli olduğu elde ederiz: 

   
( ) ( )εηεε 1

2/1
261

1,1

2
0 cu

W
≤∆

Ω
       (3.2.3.12) 

( ) ( )εηεε 2
2/1

272
1,1

2
cu

W
≤∆

Ω
       (3.2.3.13) 

Burada c26>0, c27>0 sabitleri 0>ε  dan bağımsızdır. ( ) 01 >εη , ( ) 02 >εη  ve 

( ) 0lim 1
0

=
+→

εη
ε

, ( ) 0lim 2
0

=
+→

εη
ε

 

 Şimdi (3.1.1.1) fonksiyonelinin Vv ∈∗  elemanı üzerinde artışını bulalım. 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) +∆−∆−=

=−=∆

∫
Ω

∗∗

∗∗

dxdttxutxutxutxu

vJvJvJ

,,,,2

,

2121 εε

α
ε

αα ε
 

  ( ) ( ) +∆∆−∆+∆+ ∫
Ω

ΩΩ
dxdtuuuu

LL εεεε 21
2

2
2

1 .2
22

 

  ( ) ( )( ) ( )
( )

2

,0
0

2 TL

T

vdttvtwtv
εε αα ∆+∆−+ ∫ ∗       (3.2.3.14) 

(3.2.1.18) formülünün aynısını yani ∗
v  ve Vv ∈ε  kontrollerine ve onların artışı olan 

∗−=∆ vvv
εε ’a karşılık geleni yazarsak; 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =∆−∆−∫
Ω

∗∗
dxdttxutxutxutxu ,,,,2 2121 εε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +∆+∆= ∫
Ω

∗∗∗∗ dxdttxtxutxtxutv ,,,, 2211 ιφε  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫
Ω

∗∗∗∗ ∆∆+∆∆+ dxdttxtxutxtxutv ,,,, 2211 φφ εε
ε     (3.2.3.15) 

formülünü elde ederiz. Bu formülü (3.2.3.14) de dikkate alalım. Bu takdirde 

fonksiyonelin artışı için olan formülü aşağıdaki gibi yazabiliriz. 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) +∆+=

=−=∆

∫
Ω

∗∗∗∗

∗∗

dttvtxtxutxtxu

vJvJvJ

ε

α
ε

αα

φφ

ε

,,,,

,

2211
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  ( ) ( )( ) ( )
( )

( )εαα εε
Rvdttvtwtv

TL

T

+∆+∆−+ ∫ ∗
2

,0
0

2

2      (3.2.3.16) 

Burada ( )εR  aşağıdaki formül ile tanımlanır; 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +∆∆−∆+∆= ∫
Ω

ΩΩ
dxdttxutxuuuR

LL
,.,2 21

2
2

2
1

22
εεεεε  

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫
Ω

∗∗ ∆+∆+ dttvtxutxtxutx
ε

εε φφ ,,,, 2211      (3.2.3.17) 

Hamilton – Pontryagin Fonksiyonu için olan ifadeyi kullanırsak fonksiyonelin artışı 

için olan (3.2.3.16) formülünü aşağıdaki gibi de yazabiliriz. 

  ( ) ( ) ( ) =−=∆ ∗∗ vJvJvJ α
ε

αα ε,  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )εφφε Rdt.,,.,,.,,.,, 2121

0

+∆−= ∗∗∗∗∫ ttvtututH

T

    (3.2.3.18) 

Burada   

( ) =∆ ∗∗∗∗∗
2121 ,,,,, φφε vuutH  

( ) ( )∗∗∗∗∗∗∗∗∗ −= 21212121 ,,,,,,,,,, φφφφε
vuutHvuutH      (3.2.3.19) 

Şimdi (3.2.3.8) formülünde yer alan ( )εR  terimini kestirelim. (3.2.3.17) formülünün 

yardımıyla aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz. 

  ( ) ( ) ( ) +∆+∆≤
ΩΩ

2
2

2
1

22
22

LL
uuR εεε  

  ( )∫
+

−

∆+
2/
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εθ

εθ

ε
dttv ( ( )

( )
( )

( )
+×∆

Ω

∗

≤≤≤≤ 22
.,max.,max 1

0,01
0 LTtLTt

ttu φε l
 

( )
( )

( )
( )

)
Ω

∗

≤≤≤≤
×∆+

22
.,max.,max 2

0,021
0 LTtLTt

ttu φε l
      (3.2.3.20) 

εεφφ 2121 ,,, uu ∆∆∗∗  fonksiyonları için (3.2.3.7) – (3.2.3.8) eşitsizliklerinin aynısını 

yazıp (3.2.3.12) – (3.2.3.13) eşitsizliğinden  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )εηεηεεηεε 21
2/3

25328 . ++≤ ccR       (3.2.3.21) 

eşitsizliğinin geçerli olduğunu ispatlamış oluyoruz. Burada c28>0, c25>0 sabitleri 

ε ’dan bağımsızdır. ( ) 03 >εη , ( ) 0lim 3
0

=
→

εη
ε

 

Sonuncu eşitsizlikten kolaylıkla, 
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( )
0lim

0
=

→ ε

ε

ε

R
         (3.2.3.22) 

bağıntısı elde edilir. Bu bağıntıyı kullanarak ( )vJα  fonksiyonelinin birinci 

varyasyonu için formülü ispatlamaya çalışalım. 

 Vv ∈∗  kontrolü (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin çözümü 

olduğundan  

  ( ) ( ) ( ) 0, ≥−=∆ ∗∗ vJvJvJ α
ε

αα ε  

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafını 0>ε ’a bölüp +→ 0ε  için limite 

geçelim. 

  ( ) ( )
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∆
=≤

∗
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∗

+ ε

ε
δ α

ε
α

,
lim0

0

vJ
vJ  

  
( ) ( )
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−

=
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→ + ε
α

ε
α

ε

vJvJ

0
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( )
−

+→ ε

ε
ε

R

0
lim  

( ) ( ) ( ) ( )( )dt.,,.,,.,,.,,
1

lim 2121

0
0

ttvtututH

T

∗∗∗∗∗

→ ∫∆−
+

φφ
ε

ε
ε

 

( )T,0∈θ  noktasının Lebesque noktası olduğunu ve Hε∆  için olan formülü dikkate 

alırsak sonuncu eşitlikten fonksiyonelin birinci varyasyonu için aşağıdaki formülü 

elde ederiz: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ −−=≤ ∗∗∗∗∗ θφθφθθθδ α .,,.,,,.,,.,,0 2121 wuuHvJ  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )]θφθφθθθ .,,.,,,.,,.,, 2121
∗∗∗∗∗− tvuuH  

Bu eşitsizlik herhangi [ ]00,bbw −∈  için ve herhangi Ө Lebesque noktası için geçerli 

olduğundan teoremin hükmünün doğruluğunu elde etmiş oluyoruz. Çünkü 

[ ]00,bbw −∈∀  ve ( )Tt ,0
0

∈∀  için  

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ≤∗∗∗∗
ttwtututH .,,.,,,.,,.,, 2121 φφ  

   ( ) ( ) ( ) ( )( )ttvtututH .,,.,,,.,,.,, 2121
∗∗∗∗∗ φφ  

eşitsizliğinin geçerli olduğu elde edilir. Buradan teorem 3.2.3.1 ispatlanmış oluyor. 
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3.2.4 Optimal Kontrol Probleminin Nümerik Çözümü için Algoritma 

 

 Bu alt bölümde  (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin çözümü için 

algoritmayı vereceğiz. Bu nedenle (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol problemini 

özel hal olarak içeren aşağıdaki optimal kontrol problemini göz önüne alalım: 

   ( ) ( ) ( )
2

,0

2
21

22 TLL
wvuuvJ −+−=

Ω
αα        (3.2.4.1) 

fonksiyonelinin ( ) ( ) ( ) [ ]
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txfutvuxa
x
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u
ppp

pp
=++

∂

∂
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∂

∂
 ,),( Ω∈tx  2,1=p        (3.2.4.2) 

,2,1    ),,0(    ),(
)0,(

    ),()0,( =∈=
∂

∂
= pxx

t

xu
xxu p

p

pp lψϕ       (3.2.4.3) 

( )t),0( 101 gtu = ,   ( ) ),0(      ,),( 111 Tttgtu ∈=l         (3.2.4.4) 

( ),
),0(
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2 tg

x

tu
=

∂

∂
   ( ) ),,0(      ,

),(
21

2 Tttg
x

tlu
∈=

∂

∂
        (3.2.4.5) 

şartları altında minimumunu bulmak gerekir. Burada ,0 ≥α  0b0 > , ,00 >a  0>l , 

0>T  verilen sayılar, w(t), a(x), 2,1    ),,(    ),(    ),( =ptxfxx ppp ψϕ  fonksiyonları 

3.1 bölümündeki şartları sağlar. ( )tg pm , 2,1=p , 1,0=m  fonksiyonları ise [0,T] 

aralığında tanımlanan sürekli türevlenebilir fonksiyonlardır. 

 Görüldüğü gibi (3.2.4.1) – (3.2.4.5) optimal kontrol probleminde ( ) 0=tg pm , 

2,1=p , 1,0=m  alırsak (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol problemini elde ederiz. 

Burada amacımız (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol problemi için uygulanan 

çözüm algoritmasının daha genel biçimde olmasıdır. 

 (3.2.4.1) – (3.2.4.5) optimal kontrol problemini bir sonsuz boyutlu ekstremal 

problem olarak çözmek için gradiyantın izdüşümü metodunu kullanacağız.  

 Farz edelim ki ( ) Vtvv ∈= 00  elemanı verilsin. Gradiyantın izdüşümü 

yöntemine göre ( )tvv mm = , ,...2,1=m  dizisi aşağıdaki şema ile tanımlanmaktadır. 

[15,30]: 
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  ( ) ( ) ( )( )mmmVm vJtvPtv αβ ′−=+1 ,  ,...2,1,0=m        (3.2.4.6) 

Burada ( )zPV  ifadesi ( )tzz =  noktasının V kümesine izdüşümüdür. [15,30] 

çalışmasından bildiğimiz formüle göre ( )tvm 1+  için          

  ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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α

ββ

β

β

      (3.2.4.7) 

formülünü elde ederiz. Burada 0>mβ  sayısı bilinmeyen sayı olup çeşitli 

yöntemlerle bulunabilir. Mesela 0>mβ  sayısı  

   ( ) ( )mm vJvJ αα <+1           (3.2.4.8) 

şartından bulabiliriz. (3.2.4.7) formülünde yer alan ( )mvJα′  miktarı (3.2.4.1) 

fonksiyonelinin gradiyantının Vvm ∈  noktasındaki ifadesidir. (3.2.1.24) formülünü 

kullanırsak ( )mvJα′  için aşağıdaki formülü yazabiliriz. 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ++=′
l

0

2211 ,,,, dxtxtxutxtxuvJ mmmmm φφα  

   ( ) ( )( )twtvm −+ α2 ,    m=0,1,2,…        (3.2.4.9) 

Burada ( ) ( ) 2,1   ,;,, === pvtxutxuu mppmpm  fonksiyonları (3.2.4.2) – (3.2.4.5) 

sınır değer probleminin Vvm ∈  için karşılık gelen çözümüdür. 

( ) ( )mppmpm vtxtx ;,, φφφ ≡= , p=1,2 fonksiyonları ise (3.2.1.1) – (3.2.1.4) eşlenik 

probleminin Vvm ∈  için karşılık gelen çözümüdür.       

 Şimdi (3.2.4.1) – (3.2.4.5) optimal kontrol probleminin nümerik çözüm 

algoritmasını açıklayalım. Bunun için önce (3.2.4.1) – (3.2.4.5) problemine sonlu 

farklar metodunu uygulayalım ve problemin sonlu farklı aynısını yazalım. [0,T] 

aralığında 








====≡
N

T
Nkktttw kk τττ       ,,0      ,:  ile [ ]l,0  aralığında ise 









====≡
N

Mjhxxxw jjh

l
h      ,,0j      ,:  ile değiştirelim. Sonuçta 

[ ] [ ]T,0,0 ×=Ω l  bölgesinin yerine ττ www hh ×=  ile aynısını ifade ediyoruz. 
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 Fonksiyonelin kontroller nümeriğinin ve sınır değer probleminin sonlu taralı 

aynısını da yazarak aşağıdaki problemi elde ederiz. 

  [ ]( ) ∑∑∑
−

=

−

=

−

=

−+−=
1

1

2
21

1

1

1
21

N

k

kk

N

k

M

j

k
j

k
jN wuuuhvI αττα      (3.2.4.10) 

fonksiyonunun [ ] [ ] ( ){ }1,1  ,  ,,...,: 011 −=≤=≡ − NkbvuuvvV kNNNN  kümesi 

üzerinde  

  1111 ++++ =++− k
pj

k
pjk

k
pjj

k
pjxx

k
pjtt fuvuauau δδ ,  

1,1 −= Mj , 1,1 −= Nk , p=1,2     (3.2.4.11) 

  pjpju ϕ=0 ,  pjpjt u ψδ =1 , 1,1 −= Mj ,  p=1,2     (3.2.4.12) 

  1
10

1
10

++ = kk gu ,  1
11

1
1

++ = kk
M gu ,  1,1 −= Nk ,       (3.2.4.13) 

  1
20

1
21

++ = kk
x guδ , 1

21
1

2
++ = kk

Mx guδ ,  1,1 −= Nk       (3.2.4.14) 

minimumunu bulmak gerekir. Burada N,M verilen pozitif tam sayılardır ve  

  ( )∫
+

=
1

1
jx

jx

j dxxa
h

a ,     1,1 −= Mj        (3.2.4.15) 

 ( )∫
+

=
1

1
jx

jx

ppj dxx
h

ϕϕ , 1,1 −= Mj ,   0110 == Mϕϕ ,   

2120 ϕϕ = , 122 −= MM ϕϕ     (3.2.4.16) 

  ( )∫
+

=
1

1
jx

jx

ppj dxx
h

ψψ ,  1,1 −= Mj ,  p=1,2      (3.2.4.17) 

  ( )1
1

+
+ = kpm

k
pm tgg ,     p=1,2   m=0,1 ,  1,1 −= Nk      (3.2.4.18) 

  ( )∫ ∫
+ +

=+
1 1

,
11

kt

k

j

jt

x

x

p
k
pj dxdttxf

h
f

τ
,  1,1 −= Mj ,   

1,1 −= Nk ,  p=1,2     (3.2.4.19) 

  ( )∫
+

=
11 kt

kt

k dttww
τ

, 1,1 −= Nk        (3.2.4.20) 

dır. 
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 Görüldüğü gibi (3.2.4.10) – (3.2.4.14) problemi (3.2.4.1) – (3.2.4.5) optimal 

kontrol probleminin sonlu farklı aynısıdır ve sadece sonlu boyutlu ekstremal 

problemdir. Bu problemin çözümü bulmak için de gradiyantın izdüşümünü 

kullanabiliriz. 

 Farz edelim ki [ ] NVv ∈0  verilen kontrol olsun. [ ]{ }mv  dizisinin elemanlarını 

bulmak için  

  [ ] [ ] [ ]( )( )mmmVm vIvPv
N αβ ′−=+1 ,  ,...2,1,0=m      (3.2.4.21) 

yineleme formülünü kullanabiliriz [15,30]. Burada 0>mβ  bilinmeyen sayı olup  

   [ ]( ) [ ]( )mm vIvI αα <+1         (3.2.4.22) 

şartından seçilebilir. [ ]( )mvIα′  türevi [ ]( )vIα  fonksiyonunun gradiyantının [ ]mv  

noktasındaki değeridir ve bu vektörün bileşenleri aşağıdaki formül ile 

tanımlanmaktadır: 

  [ ]( )( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )( )++=′ ∑
−

=

1

1
2211

M

j

k
j

k
j

k
j

k
jk

vPvuvPvuhvIα  

( )kk wv −+ α2 ,  1,1 −= Nk       (3.2.4.23) 

Burada [ ]( )vu
k
pj , p=1,2,  ağ fonksiyonları [ ] kVv ∈  için (3.2.4.11) – (3.2.4.14) fark 

şemasının çözümüdür. [ ]vP
k
pj , p=1,2,  ise aşağıdaki eşlenik problemin [ ] kVv ∈  için 

çözümüdür. 

( ) ( ) 2,1  ,1,...,1  ,1,1  ,21 1
2

1
1

111
0

=−=−=−−=

=++−

−−

−−−

pNkMjuu

vaa

k

j

k

j

p

k

pjk

k

pjj

k

pjxx

k

pjtt
φφφδφδ

     (3.2.4.24) 

2,1   ,1,1   ,0     ,,0     ,0 =−==== pMjMj N

pjt

N

pj φδφ     (3.2.4.25) 

,   1,...,1-N   k, 0   , 0 1-k
1M

1-k
10 === φφ        (3.2.4.26) 

,  1,...,1   ,  0   ,  0 1
2

1
21 −=== −−

Nk
k

Mx

k

x φδφδ       (3.2.4.27) 

(3.2.4.21) formülünde yer alan mβ  parametresi üstte söylediğimiz gibi 

(3.2.4.22) biçiminde olan ve monotonluk şartı denilen şartın yardımıyla geçilebilir. 

Bunun için == ββm sabit alıp (3.2.4.22) şartının sağlanıp sağlanmadığını kontrol 

ediyoruz. Eğer (3.2.4.22) şartı sağlanıyor ise, bu takdirde  (3.2.4.21) formülünde 

== ββm sabit olarak bulunan parametre olur. Aksi halde, yani (3.2.4.22) şartı 
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sağlanamadığından β  sayısını 1’den büyük sayıya o zamana kadar bölüyorlar ki, 

ββ =m  için  ( 3.2.4.22) şartı sağlanmış olsun.  

          (3.2.4.21) yineleme formülünde iterasyonların bulunması süreci 

ετ ≤







−∑

−

=
+

2

1
1

1

2
1

N

k

kmkm vv         (3.2.4.28) 

şartının sağlanması halinde durdurulur. Burada 0>ε sayısı önceden bilinen sayıdır. 

           Fonksiyonelin gradiyantı için olan formülden görüldüğü gibi, bir adımda 

gradiyantı bulmak için iki tane (3.2.4.11) – (3.2.4.14 ) ve (3.2.4.23) – (3.2.4.26) fark 

şemalarının çözümlerini bulmak gerekir. Bu şemaların çözümünü bulmak için kovma 

metodunun kullanabiliriz [3]. 

           Böylece (3.1.1.1) – (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin nümerik çözüm 

algoritması açıklanmış oldu.   
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4.    ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

                 Tezin 3.1 bölümünde hiperbolik denklem için Lions Fonksiyonelli optimal 

kontrol probleminin çözümünün varlığına ait teoremler ispatlandı. 

                  Tezin 3.2 bölümünde ise ele alınan optimal kontrol probleminde amaç 

fonksiyonelin differansiyellenebilir olduğu ispatlandı ve onun gradiyenti için formül 

elde edildi. Bunların yanı sıra ele alınan optimal kontrol problemin çözümü için 

varyasyon eşitsizliği ve Pontryagin’in Maksimum Prensibi şeklinde gerek şartlar 

ispatlandı. Tezin sonunda problemin çözümü için algoritma verildi. 
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5.   TARTIŞMA ve SONUÇ 

 

            Tezde ele alınan optimal kontrol problemi konulma açısından önceki 

çalışmalardaki problemlerden ciddi biçimde farklılanmaktadır. Hiperbolik tip 

denklem için Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemleri çok az ele alındığından 

tez çalışması gerek teorik, gerekse pratik önem taşır. Bu tezde Lions Fonksiyonelli 

optimal kontrol problemleri için elde edilen araştırma bulguları diye adlandırdığımız 

sonuçlar, önceki çalışmalardaki sonuçlardan farklıdır ve onlarla örtüşmez.  
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