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OZET

Bu tezde hiperbolik tip denklem icin Lions fonksiyonelli optimal kontrol
problemi ele alindi. Bu calismanin 3.1 boliimiinde 6nce hiperbolik denklem i¢in I. ve
II. tip sinir deger problemlerinin genellestirilmis ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligine ait
olan ve onceden bilinen hiikiimlerin ispati verildi. Bu hiikiimleri kullanarak goz
Oniine almman optimal kontrol probleminin c¢oziimiiniin varlifina ait teoremler
ispatlandi. Caligmanin 3.2 boliimiinde hiperbolik denklem i¢in optimal kontrol
probleminin ¢oziimii icin gerek sartlarin elde edilmesi ile bagli sorular incelendi. Bu
amagla once fonksiyonellin differansiyellenebilmesi ispatlandi ve onun gradiyenti
icin formiil elde edildi. Bu formiilii kullanarak problemin ¢6ziimil i¢in varyasyon
esitsizligi seklinde gerek sart ispatlandi. Bunun yani sira Pontryagin’in Maksimum
Prensibi seklinde gerek sart da ispatlandi. Bu boliimde en son ise gdz Oniine alinan

optimal kontrol problemin niimerik ¢6ziimii i¢in bir algoritm verildi.

2007, 48 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Denklem, Optimal Kontrol, Lions Fonksiyoneli,

Pontryagin’in Maksimum Prensibi.



ABSTRACT

In this thesis, optimal control problem with Lions functional was taken up for
hyperbolic type equation. In the 3.1 section of this work, for hyperbolic equation, at
first judgments relating to existence and uniqueness of the generalized solutions of 1
and II type boundary value problems and known previously were given. By using
these judgments, the existences of the optimal control problem solutions were
proved. In the 3.2 section of this thesis for hyperbolic equation and the solution of
optimal control problem questions relating to getting conditions were analyzed. For
this reason, firstly differential ability of the function was proved and a formula was
obtained for its gradient. By using this formula, for the solution of the problem the
necessity condition, in the form of variation inequality, was proved. In addition to
this, Pontryagin’s Maximum Principle was proved too. In this part algorithm was
given for the numeral solution of the optimal control problem taken into

consideration lastest.

2007, 48 pages

Key Words: Hyperbolic Equation, Optimal Control, Lions Functional, Pontryagin’s

Maximum Principle
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1.GIRiS

Hiperbolik denklemlerle ifade edilen sistemlerin optimal kontrol teorisi
dagilmis parametreli sistemlerin optimal kontrol teorisinin 6nemli alanlarindan
biridir. Hiperbolik tip denklemler i¢in optimal kontrol problemleri mekanik
sistemlerin titresimini, ¢esitli dalga siireclerini ve bunlar gibi siireglerin incelendigi
zaman ortaya cikar [1— 4]. S6z konusu denklemler icin optimal kontrol problemleri
ile 6nce [ 1, 2, 4-19] ve bu gibi calismalarda farkli yazarlar tarafindan ele alinmustir.
Bu ¢alismalarda lineer ve lineer olmayan hiperbolik denklemler i¢in optimal kontrol

teorisi ciddi bir bicimde gelistirilmistir.

Sunulan bu tezde de hiperbolik tip denklem i¢in optimal kontrol problemi ele
almmistir. Ancak burada incelenen problem konulma agisindan Onceki
calismalardaki problemlerden farklidir. Incelenen problemde amag fonksiyoneli
olarak Lions fonksiyoneli kullanilmaktadir. Lions fonksiyoneli tipli fonksiyoneller
ilk kez Fransiz matematik¢isi Lions tarafindan sunulmustur [5]. Bu tipli
fonksiyoneller denklemin katsayilariyla kontrol sistemleri i¢in optimal kontrol
problemlerinde ilk kez Iskenderov’un calismalarinda sunulmus ve analiz edilmistir
[20]. Sonralarda ise Lions fonksiyoneli tipli fonksiyoneller Schrodinger denklemi
icin optimal kontrol problemlerinde Iskenderov ve Mahmudov’un c¢aligmalarinda
sikca kullamlmistir [21,22]. Hiperbolik tip denklemler icin optimal kontrol
problemlerinde bu tiir fonksiyonellerin ¢ok az kullanilmasindan dolayr sunulan

problemin incelenmesi gerek teorik, gerekse pratik acidan ¢ok 6nem tasir.

Tezin igeriginin materyal ve yontem boliimii iki alt boliimden, yani 3.1, 3.2
boliimlerinden olusmaktadir. 3.1 boliimiinde ele alinan problemin iyi konulmasina ait
sorular cevaplandirilmaktadir. Ele alinan problemi incelemek i¢in ilk dnce gereken
sonuclar olarak hiperbolik tip denklem i¢in 1. ve IL. tip sinir deger problemlerinin
cOziimiiniin varligi ve bir tekligini iceren sonuclar verilmektedir. Bu sonuglari
kullanarak optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligi {izerine teoremler

ispatlanir.



Tezin 3.2. boliimiinde hiperbolik tip denklem icin optimal kontrol
probleminde gerek sartlar incelenmektedir. Bunun icin ©nce sunulan amag
fonksiyonelinin differansiyellenebilmesi incelenmis ve onun gradiyenti i¢in formiil
ispatlanmigtir. Bu formiilden yararlanarak problemin ¢6ziimii i¢in varyasyon
esitsizligi biciminde gerek sart ispatlanmistir. Sonra optimal kontrol teorisinin en
Oonemli sonuclarindan biri olan Pontryagin’in Maksimum Prensibi ele alinan optimal
kontrol problemi icin ispatlanmistir. Boliimiin sonunda ele alinan optimal kontrol

problemin niimerik ¢6ziimii icin algoritma verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerleyen konularda gegen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tammm 2.1: L,(a,b) uzayr elemanlar (a,b) arahiginda olgiilebilir ve mutlak

degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayidir. Burada ic

carpim ve norm asagidaki gibidir:

b
WYY 1 0y = Ju(XIV(X)d,

Ly (a.b) - m'

g

Tamm 2.2: L(Q) uzayi elemanlar1 Q bolgesinde oOl¢iilebilir ve mutlak degerinin
karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm
asagidaki gibidir:

V.01 0 = £ w(x,0)P(x,1)dxdt,

||'1V||L2(Q) = \/<W’ "V>LQ<Q> :

Tamm 2.3: L_(a,b) uzayr elemanlarn (a,b) araliginda Ool¢iilebilir ve simirh
fonksiyonlarin Banach uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanir:

”””me,b) = vrig(fl})aXW(XM

Tamm 2.4: C° ([O,T] , B) Banach uzayi olup elemanlari [0,7 ] araliginda siirekli olan

ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

””"6“([011,3) - 21“?};‘]“”0)" B



Tamm 2.5: W,"' (Q) Hilbert uzayi olan ve elemanlar1 Q bélgesinde tanimlanan dyle

u(x,t) fonksiyonlandir ki, u, a—u, a—ue L, (Q) ozelliklerini saglayan Sobelev

ox ot

uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

Ju(x,t) 0¢ (x,1) N Ju(x,t) ¢ (x,1)
ox

o0x ot 0x

W, 0) 200, = f[u(x,t)ﬁ(x,m

”u"w}‘ Q) = v \URD) Wy (Q)

}dxdt,

O 1,1
Tamm 2.6: W, (Q) uzayt1 W5'(Q) uzaymn alt uzayr olup elemanlari Q

dikdortgeninin sinirinda sifira esittir.

Tanmm 2.7: Diyelim ki B herhangi Banach uzay1 ve J(u) fonksiyoneli # noktasinin
herhangi bir w(u,y) = {v 1ve B,||v —u|| < 7} komsulugunda tanimlanmig olsun. Eger

fonksiyonelin artig1 icin

o(h,u)
1 — 7 =
i,

olacak sekilde AJ(u)=Jw+h)—Jw)=(J"(u),h)y +ol{h,u) sartim saglayan
J'(u)e B® elemam varsa, bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet

anlaminda differansiyellenebilirdir. Burada B® uzay1 B’nin eslenik uzayidir.

Tanmm 2.8: Eger B Banach uzayindan olan {uk}dizisi icin Vce B,

Pm(c,uk) =(c,u) sarti saglaniyorsa bu takdirde {u,} dizisi u€ B noktasina zayif

yakinsiyor denir. Burada B® uzay1 B’nin eslenik uzayidir.

Tamm 2.9: U, B Banach uzaymnin bir kiimesi olsun. Eger, V{uk}e U dizisinden

zayif yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu takdirde U

kiimesine B de zayif kompakt kiime denir.



Tamm 2.10: J(u) fonksiyoneli B Banach uzayinin U alt kiimesinde tanimlanmig

olsun. Eger, u € U noktasina zayif yakinsayan {u ‘ }e U dizisi i¢in lim J(u )2 J )
k—o0

sart1 saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari

suirekli denir.

Teorem 2.11: Diyelim ki U, B Banach uzayinin bir alt kiimesi J(«) fonksiyoneli bu
kiimede 1. mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve

U, = iu eU:Jw)=J,=inf J (u)j kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar
U

kiimesi olsun. Bu takdirde Vu,e U, ve VYue U igin <J'(u*),u—u*>20 sart1

saglanir.

Teorem 2.12: U, B Banach uzayinda zayif kompakt kiime olsun. J(u) fonksiyoneli
ise bu kiimede tamimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan yan siirekli olsun. Bu

takdirde J, = il;l]f J(W)>—oo, U, = {u elU:Ju)= J*};t ¢ zayif kompakttir ve

U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar1 kiimesine zayif

yakinsar.

Teorem 2.13 (Goebel): Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X

uzaymnin kapali sinirli kiimesi, /(v) fonksiyoneli U kiimesi ilizerinde tanimlanan

alttan sinirh ve alttan yar siirekli fonksiyonel ve a <0, £ >1verilen sayilar olsun.

Bu takdirde X uzaymda her yerde yogun olan Oyle G alt kiimesi vardir ki
vVwe G igin

J,(v)= I(v)+ a||v — w||§
fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiiciik degerini alir. Eger, S>1 ise J, (v)

fonksiyoneli i¢in en kiiciik degerini U kiimesi iizerinde bir tek noktada alir.



3. MATERYEL ve YONTEM

3.1. Hiperbolik Denklem icin Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol

Probleminin iyi Konulmasi.

Bu bolimde lineer hiperbolik denklem icin Lions fonksiyonelli optimal
kontrol probleminin iyi konulmas ile ilgili sorular incelenmektedir. Once hiperbolik
denklem icin g6z Oniine alinan sinir deger problemlerinin genellestirilmis
coziimlerinin varligi ve bir tekligine ait olan Onceden bilinen hiikiimlerin ispati
gosterilir. Bu hiikiimleri kullanarak hiperbolik denklem i¢in optimal kontrol
probleminin ¢6ziimiiniin varligina ait olan teoremler ispatlanir. Benzer problemler 1s1
gecirgenlik ve Schrodinger denklemleri i¢in 6nceden [5,20,21,22] vs. caligmalarinda

incelenmistir.
3.1.1. Problemin Konulmasi.

>0, ve T>0 verilen sayilar olmak iizere, xe[0,/], te[0,T]
Q, =(0,0)x(0,t), =€, oldugunu kabul edelim. Asagidaki optimal kontrol
problemini goz Oniine alalim:
2 2
Ja W) =[uy =us], o +edv=w], 7 (3.1.1.1)

fonksiyonelinin

v {v=v(r): ve L,O.T), W) <b, éze[o,f]}

kiimesi iizerinde

0’ 0’

Sy S A, + v, = £, (). (rD)E Q. (3.1.12)
Ju (x,0)

u,(x.0)= @, (x), pa—t =y,(x), xe(0,0), p=12, (3.1.1.3)

u (0,0) =u, (L,1)=0, 1€ (0,T) (3.1.1.4)



auz((),t) _ auz(ﬂ,t) _
ox ox

sartlar1 alinda minimumunu bulmak gerekir.

0, te(0,7), (3.1.1.5)

Burada a,>0, a=0, b,>O0verilen sayilar, a(x) Olgciilebilir sinirl

fonksiyon olup,

0
O<py,<ax)<y, Vxe(0,0), u,,p1 = sabit (3.1.1.6)
sartin1 saglar, we L,(0,7) verilen eleman, ®, (x), v, (x), fp (x,1), p=12

fonksiyonlari ise agagidaki sartlar1 saglar:

0 1
P eW20,0), @, eW3(0,0), y,eL20,0), p=12 (3.1.1.7)
f,eL(Q), p=12 (3.1.1.8)

YveV icin (3.1.1.2) — (3.1.1.4) sartlarindan u, =u,(x,1) =u,(x,1;v)
fonksiyonunun bulunmasi hiperbolik denklem icin 1. tip sinir deger problemi,
(3.1.1.2), (3.1.1.3), (3.1.1.5) sartlarindan u, =u,(x,t) =u,(x,t;v) fonksiyonunun

bulunmasi hiperbolik denklem i¢in 2. tip sinir deger problemidir.

Tamm 3.1.1.1: VveV icin (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir deger probleminin ¢oziimii

o L1
olarak 7,,(x,T7)=0, p=12 sartlanm saglayan V7, €W, (Q),V7,eW," (Q)

icin

du, 07 u, 97
i(_ atp a;’ +a, a; ax” +a(x)up77p +v([)up77p]dxdt:

l
[w, 0o, (x0)dx+ [ £,m,dxdt, p=12, (3.1.1.9)
0 Q

integral 6zdesliklerini ve u ,(x,0)=¢,(x), xe€(0,/) baslangi¢ sartlarin saglayan

o L o L1
u,eWz (Q), u, e Wo () fonksiyonlar: anlasilir.

Tanim 3.1.1.1 anlaminda (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir deger probleminin

1,1
coziimiinii W, () sinifindan olan genellestirilmis ¢oziimii olarak adlandiracagiz.



3.1.2. Simir Deger Problemlerinin Genellestirilmis Coziimiiniin Varhg: ve

Tekligi

Bu alt boliimde [23-25] ¢aligmalarindan bildigimiz (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir
deger probleminin genellestirilmis ¢Oziimiiniin varligi ve bir tekligine ait olan
hiikiimleri verecegiz. Bu amagla 6nce hiperbolik denklem icin asagidaki birinci tip
sinir deger problemini géz 6niine alalim:

0%u d%u

?—aoax—z+a(x)u+v(t)u = fi(x,1), (x,t)eQ (3.1.2.1)
u(x,0) = @, (x), aué);,O) =y, (x), xe(0,0) (3.1.2.2)
u(0,1)=u(l,1)=0, te(0,T) (3.1.2.3)

Buradan a,, a(x), ¢,(x), v,(x), f,(x,1) verilenleri 3.1.1 alt boliimiindeki

sartlar1 saglar.

Tanmm 3.1.2.1: VveV i¢in (3.1.2.1) — (3.1.2.3) sinir deger probleminin ¢oziimiinii

o LI
olarak 7(x,T)=0, sartin1 saglayan Ve W, (Q) i¢in

j(_ a_ua_n + o 8—77 +a(x)un + v(t)u?])jdxdt =

o ot O 9x ax

Q
I3
= j W, (O)n(x,0)dx + j £, dxdt (3.1.2.4)
0 Q
o LI
integral ozdesligini u(x,0) = ¢,(x), xe (0,¢) baslangic sartim1 saglayan W, (Q)

uzayina ait olan u =u(x,t) =u(x,t;v) fonksiyonu anlagilir.

Teorem 3.1.2.1: Farz edelim ki, a(x), ¢,(x), ¥, (x), f(x,t) fonksiyonlart
(3.1.1.6) — (3.1.1.8) sartlarim1 saglasin. Bu takdirde Vve Vigin ( 3.1.2.1) — (3.1.2.3)

o L1
sinir deger probleminin W, (Q)uzayina ait olan bir tek genellestirilmis ¢oziimii

vardir ve ¢6ziim icin asagidaki kestirim gecerlidir:

"u”ﬁ]/lz‘l(sz) < C0(||¢1||‘51)/12‘1(0,f) +||‘//1"Ln_(o,g) +||f1||Lq(Q)) (3.1.2.5)



Burada ¢, >0 sayis1 ¢, , ¥, ve f, den bagimsizdir.

Ispat: Once (3.1.2.1) — (3.1.2.3) smir deger probleminin ¢oziimiiniin varligim
ispatlayalim. Bu amagla Galerkin metodunu kullanalim. Farz edelim ki,

0 1
u, =u;, (x), k=12.. sistemi W2(0,/) uzayinda temel fonksiyonlar sistemi olsun

ve (Uy,U,,) 1,00y = O, Sarti saglansin. Burada 6, Kronecker sabitleridir, yani

1, k=m
é‘km =
0, k #m, k,m=12...

Soylemek gerekir ki, u, =u,(x), k=1.2... temel fonksiyonlar sistemi olarak
LX =X (3.1.2.6)
X0)=X)=0 (3.1.2.7)
Sturm-Liouville probleminin ~ A=A4,, k=12 06z degerlerine karsilik gelen
X =u,(x), k=12... 0z fonksiyonlar1 sistemi kullamilabilir.  Bildigimiz gibi

0 l
u, =u, (x), k=12... 6z fonksiyonlar sistemi W (0, /) de

¢
du, du
(Lu,,u, )Lz((),/,) = J(a_k_m +a(x)uu, jdx = }“k é‘km >

o\ dx dx (3.1.2.8)
k.m=172...
ortogonallik sartlarini saglar. A, , k =1,2... sayilar1 ise pozitif sayilar olup
0<A <4, <. <A <. (3.1.2.9)
sartlarini saglar [23]. Burada
d 2
L=-a,—+a(x) (3.1.2.10)
dx
biciminde olan operatordiir.
(3.1.2.1) — (3.1.2.3) sinir deger probleminin yaklagik ¢6ziimiinii
N
uN(x,t)zzC,fv(t)uk(x) (3.1.2.11D)

k=1

biciminde asagidaki sistemden bulalim:



/' N2 N / N /
jaa—uuk(x)dx+Ja0 aau—xCZLX"d)c+Jat(x)u’\'uk(x)d)c+
0 0 0

t2
, , (3.1.2.12)
+ J.v(t)uNuk (x)dx = Jfl (x,Hu, (x)dx, k= I,_N
0 0
N N dci’ (0) N
C, 0=« , ” =05 . (3.1.2.13)
Burada @, sabitleri N — oo icin @(x) -in W2l (0,¢)-in  normunda

N
approksimasyonu olan ¢" (x)= X a,iv u, (x) toplammin katsayilaridir. ﬁ,ﬁv ise
k=1
N —»o i¢cin w(x) in L, (0,/) in normunda approksimasyonu olan
N
" (x)= kZl B u, (x) toplamimn katsayilaridir.

Goriildiigii gibi (3.1.2.12) esitlikleri C kN (¢) bilinmeyenlerinin t’ye gore ikinci
mertebeden adi differansiyel denklemler sistemidir. Bu denklemler {u, (x)} sistemi

ortonormallik sartin1 sagladigindan ikinci mertebeden tiireve gore ¢oziilmiis lineer
differansiyel denklemlerdir. Kabul edilen sartlar altinda (3.1.2.12) — (3.1.2.13)

Cauchy probleminin bir tek ¢coziimii vardir [23].

Simdi u" (x,t) icin kestirim elde edelim. Bunun i¢in (3.1.2.12) — (3.1.2.13)

dc; (1)

esitliklerinden her birini ye carpip k iizerinden 1’den N’e kadar toplayalim.

< %u™ ouV ¢ ou 9%V
] [

M et [ag 2
ox OJtox

f ou”
dx +j a(xu” —dx=
o> ot 0 ot

0

f ou ‘
=— j v(Ou" = dx + j fienu® (x,f)dx
0 at 0

Buradan asagidaki esitligi elde ederiz.

lij % 2+a ﬂ 2+a(x)(uN) dx =
20|\ or ° ox

14 a 14
:—Jv(t)uN—dx+Jf1u dx

0 J 0
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Bu esitligin her iki tarafin1 (0,f) araligi {izerinden integrallemis olursak ve a(x) ‘in

sagladig: sart1 kullanirsak:

4 N 2 " )
%0[(%(16,0] +a0(a“a—ix’t)J +ﬂo(uN(x,t))2}dxg

%;')-[(au (xO)J O(HMI;SC)C,O)J +,u1(uN(x,0))2}dx+
o

esitsizligini elde ederiz. Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygularsak

2
ifau (x, I)J (au . ’)J (uN(x,t))2 o<
0

j{co (288 +(w1(x)>2}x+

2

dxdz'+ j j £ ol (x, DldxdT

c

—

2
dx +

N

ou™

ot

e 2
by + D[ [ o0 + +
00

- j j |f, (. 0)| dxd e
00

Burada ¢, =min(l,a,,4,), ¢, =max(l,a,,u,) dir.

Sonuncu esitsizlikte Gronwall lemmasini uygularsak, asagidaki kestirimi elde ederiz:

ou® ’
(.,r)( N iy z)
of L,(0.0) ox L,(0.0) ” LZW)
<cflol,, +Wil, +||f1||;mj @121

relo,7] N=12...

Bu kestirimin her iki tarafimi (0,7) aralig {izerinden integrallemis olursak

asagidaki kestirim ispatlanmis olur:

”uN”WH(Q) {”ul”o“+||y,1||w)+||f1||la(m} N=12... (3.1215

W2

Burada ¢, >0 sayist N, ¢, ¥y, ve f ’den bagimsizdir. (3.1.2.15) kestirimine

11



gore {uN b, N=12,.. dizisi W21’1 () wuzaymin normunda diizgiin sinirlidir. Bu
takdirde {u"} dizisinden Wzl’1 (Q) da ue Wzl’l (Q) elemanina zayif yakinsayan

{u™m} alt dizisini secebiliriz. Bu zayif yakinsayana alt diziyi yeniden {u"} ile

gosterelim. Bu takdirde asagidaki limit bagintilarini1 yazabiliriz.

N — oo icin
u" >u zayif L,(Q) da, (3.1.2.16)
N
o, ou zayif L,(Q) da, (3.1.2.17)
ox ox
ou  ou
—-— zayif L,(Q) da, (3.1.2.18)
ot ot

Wzl’1 (Q) uzaymin C 0([O,T]L2 (0,70))’e kompakt gomiilmesinden [6] N — e igin
Vte (0,T) igin

u™ — u kuvvetli L,(0,/)-de (3.1.2.19)
limit bagitis1 gegerlidir; yani yakinsama t-ye gore diizgiindiir.

Diger yandan, Wzl’l (Q) uzayr1 L,(€) -ya kompakt gomiildiiglinden N — oo
igin

u™ — u kuvvetli L,(Q) -da (3.1.2.20)
limit bagintis1 gecerlidir.

Simdi limit fonksiyonu olan u = u(x,t) 'nin (3.1.2.1) — (3.1.2.3) probleminin
genellestirilmis ¢oziimii oldugunu gosterelim. Once u(x,t) fonksiyonunun baslangig
sartt, yani u(x,t)=@(x), xe(0,f) sartim1 sagladigimi ispatlayalim. Gercekten
(3.1.2.19) limit bagmusint u™ (x,0)-in @, (x)’e L, (0, 7)-de yakinsadigini ve

‘ I
[Ju6.0) = @0 dx < 2| (x.0) = o)+

0 0

Zj.‘u(x,O) ~u® (x.0) dx
0

esitsizligini kullanirsak, kolaylikla u(x,t)  fonksiyonunun g6z Oniine alinan
baslangi¢ sart1 sagladigini elde ederiz. Simdi u(x,t) fonksiyonunun (3.1.2.4) integral

0zdesligini saglamasini ispatlayalim. Bunun icin (3.1.2.12) denklemlerinden her

12



birini d, (T)=0 sartin1 saglayan W21 (0,T) -den olan d, (t) fonksiyonuna carpip,

elde edilen esitlikleri £ iizerinden 1-den N—1’e kadar toplayip, sonra (0,T) iizerinden

integrallemis olursak, kismi integrasyon yardimiyla asagidaki esitligi elde ederiz:

du’ 377N ou® a77N NN NN
i{_ Jt ot * ox Ox +ta(xutn” +vu " dxdt

= [ fn" axar,
Q

(3.1.2.21)

N
Burada 7" :kgldk (Hu, (x) dir. Goriindiigii gibi (3.1.2.21) esitligi V7" igin

gecerlidir. Yani (3.1.2.21) bagmtis1 6zdesliktir. Bu bicimde olan 7" ler kiimesini

o0 o L1
W, ile gosterelim. UWk kiimesi W, () uzayinda her yerde yogundur. Bu
N=1

nedenle N — o icin (3.1.2.21)-de iistte elde edilen yakinsamalar1 géz Oniine alarak
limite gecersek u(x,t) limit fonksiyonunun (3.1.2.4) integral 0Ozdesligini

o LI

Vne W, (Q) n(x,T)=0 icin sagladigim ispatlamis oluyoruz.
Boylece, u = u(x,t) limit fonksiyonunu Vve V icin (3.1.2.1) — (3.1.2.3) sinir

o L1
deger probleminin W, (Q) da genellestirilmis ¢6ziimii oldugunu elde ederiz. Bunun

yan sira ¢, =c, gosterip (3.1.2.15)’de limite gecerek, (3.1.2.5) kestiriminin gegerli
oldugu ispatlanir. Simdi (3.1.2.1) — (3.1.2.3) sinir deger probleminin var olan
¢cOziimiiniin bir tek oldugunu gosterelim. Farz edelim ki, (3.1.2.1) — (3.1.2.3)
probleminin iki u, ve u, hali vardir. u =u, —u, olsun. Bu takdirde u =u(x,t)

fonksiyonu icin agsagidaki integral 6zdesligi saglanacaktir.

i{—g—?%—?+ao g—zz—:+a(x)un+v(t)un}dxdt =0 (3.1.2.22)

ve u(x,0)=0,xe (0,¢) olur. Bu integral 6zdesliginde
0 , b<t<T

n(x,1) = (3.1.2.23)

t
ju(x,r)dr, 0<t<bh
0

13



fonksiyonunu yerini yazalim. Kolaylikla soyleyebiliriz ki, 7(x,T) fonksiyonu

o LI
W2 () uzaymn elemamdir ve 77(x,7)=0. Bunun yan1 sira 7 (x,t) fonksiyonu
_— . , 9’n  du
Q, = (0,¢)x(0,5) dikdortgeninde L, (@ b) de olan FYm :8_ genellestirilmis
tox ox

tiirevine sahiptir. 77 _(x,t) ve 77 _(x,t), u(x,t) fonksiyonlar1 L,(0,¢) uzayina ait olup,

t-ye gore L,(0,/) normunda siirekli fonksiyonlardir. (3.2.1.23) formiiliinii

(3.1.2.22)°’de dikkate alip u, 3” 3” fonksiyonlart 77 ve onun tiirevleri ile ifade
X
edersek, asagidaki esitligi elde ederiz:
on 9°n o°n on
—ay——— v(t)—=1n dxdt =0
J{ara  drax () T
8_77 :u| =0 8_77 =0 oldugunu kullanip sonuncu
o, © ox|,_,

esitlikten bir sonraki esitligi elde ederiz:

sCmse) )]

[(ato+ o) 2L pdxar
ot

Qp

5

Burada a(x) ve wv(t) iizerine konulmus sartlart kullanirsak, kolaylikla asagidaki
esitsizligi yazabiliriz:

¢ 2 2
e ]
0 ot ox o
- ) ” ; 2 (3.1.2.24)
< (by + 1 )é[ﬁ Ha—tj + (a_xj +(n) :ldx‘”

w(x,t) = J. augx’ T)d 7 olsun. Bu takdirde (3.1.2.23) formiiliinii kullanirsak,
by
0
377 j a“(x IRST) 1z = wx,b)—w(xt),  t<b (3.1.2.25)
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0
olur. Diger yandan V xe (0, /) i¢in

b b(t 2 b b b
Inzdt zj(judz'J dt SJ(b—t)Juszdt szjuzdr elde edilir. Bu
0 0\0 0 t 0

esitsizlikten ve (3.1.2.24)’den asagidaki esitsizligin gegerli oldugunu yazabiliriz.

l
u? (x,b)dx + (aq = 2b(by, 1)) [ W (x, b)dx <
0

IN Se—=~

(3.1.2.26)
Cs j (w2 (x,0)+ u’ (x, t))dxdt
Q
Burada c¢5 = (2]92)(190 + ;) dir. Bu esitsizlikte b sayisini
ay — 2b(by + 1) 2%0 (3.1.2.27)
sartin1 kullanarak secelim. Bu takdirde
Vbe [O,L} icin (3.1.2.27)
4(by + 1)
sarti saglanacaktir. Yani Vbe [O,L} icin (3.1.2.26) esitsizliginden
4y +14)
kolaylikla
l
J.[uz (x,b)+w* (x,b)]dx <cq J(uz (x,1) +w? (x,t))dxdt (3.1.2.28)
0 Q,

-1
elde edilir. Burada cg :{min(l,a—o)} cs tir. Bu esitsizlige Gronwall lemmasini

uygularsak,

a
u(x,b)=0, w(x,b)=0, Vbe O,—O} (3.1.2.29)
{ 4(b, + 1)

a a

4(by + 1)) 2(by + 11,)

bagintilari elde edilir. Ayni diisiinceleri te{ } devam

ettirirsek, bu aralikta u(x,r)=0 elde edilecektir. Sonlu sayida adim sonucu

u(x,t)=0, Vtel[0,7] oldugu ispatlanmis olur; yani u, (x,t) =u,(x,t) dir.
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Boylece (3.1.2.1) — (3.1.2.3) sinir deger probleminin ¢6ziimiin bir tek oldugu
da ispatlanmis oldu. Teorem 3.1.2.1 ispatlandi.
Simdi hiperbolik denklem i¢in agagidaki ikinci tip sinir deger problemini goz

Oniine alalim:

2 2
Uy T8 s au v = f (), (e Q (3.1.2.30)
ot ou
u(x,0) = @, (x), a”(a’;’o) =y, (x), xe(0,0), (3.1.2.31)
wO.n _out.) _ 0,1, (3.1.2.32)

ox ox
Burada a, a(x), ¢,(x), ¥, (x), f,(x,t) verileri 3.1.1. alt boliimiindeki

sartlar1 saglar.

Tamm 3.1.2.2. VveV igin (3.1.2.30) — (3.1.2.32) sinir deger probleminin ¢dziimii

olarak 77(x,T) = 0 sartim1 saglayan Vne Wzl’1 (Q) icin

i(_g_”t‘%_’tuao%%—Zw(x)unw(r)unjdxdt =
(3.1.2.33)

S —

[, (o 0)dx + [ fyndedi
Q

integral 6zdesligini, u(x,0)=¢,(x), xe (0,¢) baslangic sartin1 saglayan W," (Q)

uzayina ait olan u =u(x,t) =u(x,t;v) fonksiyonu anlagilir.

Teorem 3.1.2.2. Farz edelim ki, a(x), ¢,(x), ¥,(x), f,(x,t) fonksiyonlar
(3.1.1.6) — (3.1.1.8) sartlarim saglasin. Bu takdirde Vve V ig¢in (3.1.2.30) — (3.1.2.32)
smir de@er problemininW," (Q) uzayma ait olan bir tek genellestirilmis ¢oziimii

vardir ve ¢6ziim icin asagidaki kestirim gecerlidir:

"u”Wzl’l(Q) < ¢7 ("¢2 "vvzl(o,f.) + ”"VZ”LZ(O,() + "fz ||L2(Q) j (3'1'2'34)

Burada ¢, >0 sayis1 ¢,,¥,, f, -den bagimsizdr.

Bu teoremde Galerkin metodunun yardimiyla ispatlanir. Ancak bir fark var ki,
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N
u® =X Cy (Hu, (x) dr.

Galerkin yaklasimlarinin olusturulmasinda kullanilan temel fonksiyonlar

0 1
sistemi W2 (0,/) uzayinda yok. O yiizden W, (0,/) uzayinda baz olusturmasi

gerekir. {uN } yaklasimlarinin yakinsamas: Teorem 3.1.2.1°de oldugu gibidir.
Coztuimiin bir tekligi de ayni bi¢cimde ispatlanir.
Boylece teorem 3.1.2.1 ve teorem 3.1.2.2yi kullanarak (3.1.1.2) — (3.1.1.5)

sinir deger problemlerinin ¢oéziimiiniin varligi ve bir tekligi i¢in asagidaki teoremi

ifade edebiliriz.

Teorem 3.1.2.3: Farz edelim ki, a(x),¢,(x),y,(x), f,(x), p=1.2fonksiyonlari

(3.1.1.6) — (3.1.1.8) sartlarim saglasin. Bu takdirde (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir deger

o LI
probleminin u, e W2 (Q), u, € W;’I(Q) olan bir tek ¢oziimii vardir ve ¢dziim i¢in

bir sonraki kestirimler gecerlidir:

”ul v?/IZVI(Q) < ¢ (Hq)l”v?/]z(o,z) + "l//l "Lq(o,f) + ||fl||LQ(Q)) (3.1.2.35)

”“2"w1;1<9) S¢ (“%IIWL(O,/,) +”')”2||L2<o,m +||f2||l,z(§2)) (3.1.2.36)
3.1.3. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg ve Tekligi

(3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemini goz Oniine alalim. Bu
problem icin gerekli olan ¢oziimiin varligi ve tekligi sorularm inceleyelim. Once
a > (icin goz Oniine alinca optimal kontrol probleminin bir tane ¢oziimiiniin var
olmasimi ispatlayalim.

Teorem 3.1.3.1: L,(0,7)uzayinda her yerde yogun olan dyle bir G alt kiimesi
vardir ki, Vwe G ve @ >0 i¢in (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin bir

tek ¢6ziimii vardir.
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Ispat: Once J,, (v) fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu ispatlayalim.

Fonksiyonelinin tanimina gore J, (v) asagidaki gibidir:

o) = [l (x,) =, (1)

Q

? dxdt (3.1.3.1)

Ave L, (0,7) artist v+ AveV olacak sekilde herhangi ve V elemanina verilen
bir artig olsun. Bu takdirde (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir deger probleminin ¢6ziimii olan

u,=u, (x, t) =u, (x, t; v), p=1,2 fonksiyonlari
Au, =Au, (x,1)= u, (x,t;v+Av)— u, (x,r;v) artigma  sahip olacaktir. Burada
u, (x,t;v+Av), p=12 fonksiyonlar1 (3.1.1.2) — (3.1.1.5) simr deger probleminin

v+AveV elemanma karsilik gelen ¢oziimiidiir. (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sartlarindan
Au, =Au p(x,t), p=L12 fonksiyonlarmin asagidaki sinir deger probleminin
¢Oziimii oldugunu kolaylikla elde ederiz:

azAup azAup

¥ —-a, 0 +a(x)Aup+(v+Av)Aup:
=—Avu,, p=12, (v()eQ), (3.1.3.2)
0Au , (x,0
Au,(x,0)=0, %:O, p=12 xe(0,0), (3.1.3.3)
Au,(0,1)= Au,(¢,)=0, te(0,T), (3.1.3.4)
9w, (0.1) _0Aw, (1) (0.1, (3.1.3.5)
ox ox

Burada u, =u,(x,t)=u,(x,t;v), p=12 fonksiyonlar (3.1.1.2) — (3.1.1.5)

sinir deger probleminin ve V' ye karsilik gelen coziimiidiir. Soylemek gerekir ki,
(3.1.3.2) — (3.1.3.5) siir deger problemi (3.1.1.2) — (3.1.1.5) gibidir. Bu nedenle
(3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir probleminin ¢6ziimiine ait olan diisiinceleri kullanarak
Au, =Au, (x,t), p=1,2 fonksiyonlar i¢in asagidaki kestirimlerin gegerli oldugunu

elde ederiz:

|Au, (o1 < cgAvuy| (3.1.3.6)

W2 (Q) L,(Q)

|Au, | < cofAvus|| (3.1.3.7)

Wa (Q) L,(Q)
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Burada cs >0, co >0 sayilart Av’den bagimsizdir. u , € Wzl’1 (Q) oldugunu goz 6niine

alirsak,

||A”1”‘§/]2'](g) < ClOllAV”Lw(oj)? (3138)

||A”z||w§1(g> = C11||AV||LM(O,T)’ (3.1.3.9)
kestirimlerini ispatlayabiliriz. Burada c;9 >0, c;; >0 sayilar1 Av ’den bagimsizdir.
Simdi  J, () fonksiyonelinin artisini bulalim. (3.1.3.1) formiiliinii
kullanirsak asagidaki formiilii kolaylikla elde ederiz.
ATy (v)=T, (v +Av)= T, (v)=

=2 (u, (3, 1) = e, (3, )ty (x, 1) = Auy (v, 1))t + (3.1.3.10)

+ ||Au1||iz(g) + "AMZMZ(Q) - 2'[ Au, (x, 1)Au (x, £)dxdt.
Q

Burada Cauchy — Bunyakovsky esitsizligini uygulayip (3.1.2.35) — (3.1.2.36)

kestirimlerini kullanirsak,

8700 1 (80 ) 180, )+ 1800 g+l )
esitsizliginin gecerli oldugunu elde ederiz. Bu esitsizlikte (3.1.3.8) — (3.1.3.9)

kestirimlerini uygularsak bir sonraki kestirim elde edilir:

faft (3.1.3.11)

A7, () < ]

L. (0,T)

Burada c¢;3>0 sayist Av’den bagimsizdir. (3.1.3.11) esitsizliginde

2
L (0,T)

||Av|| — Oi¢in limite gecersek AJ, (v)— 0limit bagntis1 ispatlannus olur.

Dolayisiyla J (v) fonksiyoneli herhangi ve V noktasinda siireklidir, yani J 0 ) v
kiimesi tizerinde siireklidir. Diger yandan  J, (v)=0, VeV, yani Jy (v)

fonksiyoneli V kiimesi iizerinde alttan sinirlidir. Tanima gore V kiimesi L(0,T)

uzayinda kapali ve sinirh kiimedir. L, (0,7) uzay1 ise Hilbert uzayr oldugundan
diizgiin konveks uzaydir [26].

1v)=J,0v), X =L,(0,7) U=V
almis olursak kuramsal temeller boliimiindeki teorem 2.14’{in sartlarinin saglandigini

goriiriiz. Bu takdirde kuramsal temellerindeki teorem 2.14’ilin [27] hiikkmiinii
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kullanmis olursak, L, (0,7) uzayinda her yerde yogun olan G alt kiimesi bulunur ki,

Vwe G i¢in & >0 oldugu takdirde (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin
bir tek ¢oziime sahip oldugu elde edilir. Teorem 3.1.3.1 ispatlandi.
Simdi (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin en azindan bir

¢Oziime sahip olmasim gosterelim.

Teorem 3.1.3.2: Farz edelim ki, a(x), ®, (x), v, (x), f »(x,1), p=12 fonksiyonlari

(3.1.1.6) — (3.1.1.8) sartlarin1 saglasin. we LZ(O,T) verilen eleman olsun. Bu

takdirde (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemi « >0 i¢in en azindan bir

cOziime sahiptir.

Ispat: Herhangi {vm }e V' minimallestirici dizisini alalim:

lim 7, (" )= J  =inf T, )

her bir v"eV, m=12,.. i¢in (3.1.1.2) — (3.1.1.5) smur deger probleminin
¢Oziimini

u;" :uzz(x,t)zup(x,t;vml p=12
gibi gosterelim. Teorem 3.1.2.3’¢ gore her bir v" eV, m=1.2,... i¢in (3.1.1.2) —
(3.1.1.5) smir deger probleminin bir tek ¢oziimii vardir ve ¢6ziim i¢in asagidaki

kestirimler gegerlidir.

H“lm“ o) S Co (“(/’1 "xi};(o,/,) +||"V1||L2(0,/5) + ||f1||L2(Q))= cym=12,., (3.1.3.12)

W2 (Q

74— (o:ls00 + Wl #15l)= ci0om =120 (313.13)

Burada cj3 >0, ci4 >0 sabitleri m’den bagimsizdir. V kiimesi L (O,T)
uzayinda smirli kiime oldugundan {vm}e V dizisinden bu uzayda ve L_(0,T)
elemanina (+)- zayif yakinsayan {vmk } alt dizisi secilebilir. Bu alt diziyi kolaylik icin

yeniden {v’” } ile gosterelim. Bu takdirde m — oo igin

v" —>v, L_(0,T) de («) zayif. (3.1.3.14)
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V kiimesi L_(0,T) uzayinda kapali siirli ve konveks kiimedir. Bu takdirde [28]
calismasindan bildigimiz ilgili teoreme gore V kiimesi L_(0,7)’de () zayif kapal
kiime olur. Yani ve V ’dir. Bu nedenle (3.1.3.14) limit bagintisindan asagidaki limit

bagintisini elde ederiz: m — oo icin

[ ()i = vlglekr, vge 1,0.7) (61315

(3.1.3.12) - (3.1.3.13) kestirimlerinden goriildiii izere (' } p =12 dizileri

o LI
stirastyla W, (Q) , Wzl’1 () uzaylarinin normlarina m’ye gore diizgiin sinirhidirlar.

o LI
Bu takdirde {u:f}, p =12 dizilerinden y,e W2 (Q), w,eW,"'(Q) elemanlarina

zayif yansiyan alt diziler se¢gmek miimkiindiir. Kolaylik olsun diye yakinsayan alt
dizileri yeniden {uf}, p =12 ile gosterelim. Boyle oldugu takdirde asagidaki limit

bagintilarim1 yazabiliriz: m — oo i¢in

uy —u,, L,(Q)’da zayif (3.1.3.16)
u”  du

P 2 L,(Q)dazayif (3.1.3.17)
ox ox
Ju”  du

P 2, L,(Q)dazayf (3.1.3.18)
ot ox

o L1
p=1,2 limit bagmnular gecerlidir. W (Q), W,'(Q) uzaylan L;(Q) uzayma

kompakt gomiildiigiinden m — o igin
ul su, L (Q) kuvvetli p=1,2 (3.1.1.19)
limit bagintisini elde ederiz.

{ul’"}, {ug"} dizilerinin elemanlar1 (3.1.1.2) — (3.1.1.5) siir deger probleminin

o L1
sirastyla Wo (Q), Wzl’1 (Q) uzaylarna ait genellestirilmis ¢oziimleri oldugundan her

bir m=1,2,... icin asagidaki integral 6zdesliklerinin saglandigini elde ederiz:
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ou” o ou” a
I ut 77p “p O +a(x)u;f‘77p+vm(t)ul':‘77p dxdt =
Q

ax dox Ox
) (3.1.3.20)
:J x)?] x,0 dx+Jf X, t)?] (x,t)dxdt, p=12
0
o L1
Vi eWa (Q), 7,(x.T)=0, Vi, e W, (Q), n,(x,T)=0,
Bunun yani sira
u;,"(x,O)zq)[7 (x), p=12 (3.1.3.21)

sartlarim da saglamaktadir. (3.1.3.16) — (3.1.3.18) limit bagintilarim1 kullanarak,

m —> oo i¢in

ag
Jt ot ox Ox

Q

ou, In ou, an
—>J.(— at‘" atp +a, 8): ax‘" +a(x)up77dexdt

Q

ou” a ou” d
J{— “p S + tp S +a(x)u,’f’77,,}dxdt

(3.1.3.22)

o L1
p=12 Vg eW, (Q), 17(xT)=0, Vn,eW, (Q), n,(x,T)=0  limit

bagintilarini elde ederiz.
Simdi asagidaki limit bagintilarinin gecerli oldugunu ispatlayalim. m — oo
icin

Jvm (x, t)ﬂp (x,t)dxdt —

e (3.1.3.23)
—>J (t)u (x t)l] (x,1)dxdt, p=12,
Q
Kolaylikla asagidaki esitlikleri yazabiliriz:
Jvmumnpdxdt = J.(v'" - v)upnpdxdt
(3.1.3.24)

+J ( —u )77dxdt+fvu pdxdt, p=12

o L
weWa (Q), uy,m, €W, (Q), oldugundan w77, € L(Q), p=12 sart

saglanir. Bu takdirde (3.1.1.15) limit bagintisimi kullanarak m — & icin
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[6 = vk, dxdt 0, p=12 (3.1.3.25)
Q

bagintis1 ispatlanir. (3.1.3.24) esitliginin sag tarafindan ikinci terimi degerlendirelim.

Cauchy — Bunyakovsky esitsizligini kullanip v" € V' oldugunu goz 6niine alirsak:

vm(um—u )77 dxdt| <
J P pHp

Q

< b()anHLZ(Q)Hup B MPHLZ(Q) . p=L2, m=12,.
esitsizligini elde ederiz. (3.1.3.19) limit bagintisin1 sonuncu esitsizlikte dikkate alip
limite gegersek,

rii_r)riivm(u[’f —u, Y, dxdt =0, p=12 (3.1.3.26)

elde edilir. Boylece (3.1.3.25) ve (3.1.3.26) limit bagintilarim1 dikkat alip, (3.1.3.24)
esitliginin her iki tarafinda m — oo i¢in limite gegersek, (3.1.3.23) limit bagintisinin
gecerli oldugunu ispatlamis oluyoruz.

(3.1.3.22) ve (3.1.3.23) limit bagintilarim1 dikkate alarak (3.1.3.20) integral

0zdesliklerinde limite gecersek

I _aup an, du, d7,

5 +a, = o +a(x)up77p+v(t)up77p dxdt =

Q

, (3.1.3.27)
J")Vp (x)ﬂp (x,O)dx+ jfp (x,t)ﬂp (x,t)dxdt, p=12
0 Q

o LI

Vn,eWa (Q), n,(x.T)=0, vn,e W' (Q), 7,(x,T)=0  integral

m

"} p =12 dizilerinin limit

0zdesliklerinin gecerli oldugunu elde ederiz. Boylece {u
fonksiyonlart olan u,, p=12 fonksiyonlarinin (3.1.3.27) integral 6zdesliklerini
sagladigim elde ediyoruz. Ispati tamama erdirmek icin; u p(x,t), p=12

fonksiyonlarmin u , (x,0) = ¢, (x), p=1,2 sartlarin1 saglamasini gostermek yeterlidir.

o LI

Gergcekten W2 (Q), Wzl’l(Q) uzaylari CO([O,T],Lz(O,f)) uzaymca kompakt
gomiildiigiinden {upm} dizileri Vte [O, T] icin L, (0,¢) uzaymn normunda u oo

p=1,2 fonksiyonlarin1 kuvvetli yakinsayacaktir. Yani m — o ve Vre [O,T] icin
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“u;"(.,z)—up (.,r)ﬂLz(M) —0, p=12 (3.1.3.28)

limit bagintilar gecerlidir. Bu limit bagintilarini ve
uh (x0)=9,(x). p=12, m=12.. (3.1.3.29)

baslangic sartlarini kullanirsak,

j|up (x,0)- (0(sz dx < Zﬁup (x,0)- uy ()C,OX2 dx +

0 0

of
0

esitsizliginde limite gecersek,

u, (x,0)- ql(xxzdx, p=12

0
u,(x0)=0x), p=12, Vxe(0,/) (3.1.3.30)

baslangic sartlarini elde ederiz.

m

p}, p =12 fonksiyonlar dizisinin limit fonksiyonlar1 olan

Boylece {u

u :up(x,t), p =12 fonksiyonlar1 (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir deger probleminin

p
(vm )e V dizisinin limit fonksiyonu olan v=1v(r)e V ’ye karsilik gelen ve WZI’I(Q)
uzaymna ait olan (3.1.3.27) integral 6zdesliklerini, (3.1.3.20) baslangi¢c sartlarim

saglayan ¢oOziimleridir, yani u, = u, (x,1) = u, (x,t;v), p=1,2dir. (v'" )e VvV dizisi

p

veV elemanma () zayif yakinsadiginda {uZ‘ }, p=12 dizileri u, (x,1), p=12

fonksiyonlarina zayif yakinsar. Bu nedenle ||u1 —u2||i @)’ ||v —w||LQ 01) normlarinin

alttan zayif yan siirekli oldugunun ve & =0 oldugunu goz Oniine alirsak asagidaki
bagintiy1 yazabiliriz.

J.<J,0)<1imJ,(")=7

m-—»oo

Bu bagintidan J o J, (v)oldugu ispatlanir. Yani veV  elemam J a(v)

fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde minimum noktasidir. Boylece & =0 oldugunda
(3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin en az bir ¢oziime sahip olmasi

ispatlanmig olur. Teorem 3.1.3.2 ispatlandi.
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3.2 Hiperbolik Denklem icin Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol

Probleminde Co6ziim icin Gerek Sartlar

Bu boliimde hiperbolik denklemler i¢in optimal kontrol probleminin ¢6ziimii
icin gerek sartlara ait sorular incelenmektedir. Bu nedenle 6nce goz Oniine alinan
problemde fonksiyonelin differansiyellenebilmesi incelenip, onun gradiyanti igin
formiil elde edilir. Bu formiiliin yardimiyla varyasyon esitsizligi biciminde gerek sart
ispatlanir. Bunun yani sira Pontryagin’in Maksimum Prensibi biciminde gerek sart da
elde edilir. Nihayet bu bolimde goz Oniine alinan optimal kontrol probleminin

niimerik ¢6ziimii i¢in algoritma verilmektedir.

3.2.1 Fonksiyonelin Differansiyellenebilmesi

Bu alt boliimde (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminde amag
fonksiyonelin differansiyellenebilmesi incelenir ve onun gradiyenti i¢in formiil
ispatlanir.

Farz edelim ki, ¢ 6=¢ (x), p=12 fonksiyonlari asagidaki eslenik

problem denilen sinir deger probleminin ¢dziimii olsun:

929 9%
5z g Talg, +v(xg, = (3.2.1.1)
= (_ 1)p2(u1(x7t)_”2(x’t))’ p=12
0 T
6,(x,T)=0, %) =0, xe(0,0), p=12, (3.2.1.2)
,(0,1)=¢,(¢,1)=0, te (0,7), (3.2.1.3)
99,(0.0) _96.(0) _y 1 (0.7) (3.2.1.4)
ox ox
Burada u, :up(x,t), p=12 fonksiyonlart (3.1.1.2) — (3.1.1.5) simr deger

probleminin ve V igin ¢oziimiidiir.
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Tamm 3.2.1.1: (3.2.1.1) - (3.2.1.4) eslenik smir deger probleminin ¢oziimii

o LI 11
denilirken 77, (x,0)=0, p=12, Vi eW, (Q), Vij,eW: (Q)icin

J' _a¢p aﬁp +a, a¢p aﬁp

sl or ot ox Ox

= j((— 1)? 2(u1(x,t)—u2(x,t))+77p (x,t))dxdt, p=12
Q

+a(x).@,77, +v(1)d, 7], }dxdt =
(3.2.1.5)

o L1 1,1

integral ~ 6zdesligini  saglayan @, e W, (Q), ¢, e W, (Q)  fonksiyonlari

anlasilmaktadir.
(3.2.1.1) — (3.2.1.4) eslenik probleminin (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir deger

problemi ile aym tipli oldugunu gosterebiliriz. Gercekten f=T7 —7 degisken
doniisiimii yapilirsa, ;Zp (x,7)= 9, (x,T—7), p=12 gosterimi kullanilirsa, (3.2.1.1)

—(3.2.1.4) probleminden asagidaki problemi elde edebiliriz:

Y3 9%9 -

ﬁ—ao ax2p +a(x)¢, +v(T)¢p = (3.2.1.6)

= (=1)" 2@ (x,7)-ii,(x.7)), p=12

- ¢, (x,0)

6,(x0)=0, —===0, xe(0.0), p=12 (3.2.1.7)

$,(0,7)=¢,(4,7)=0, 7€ (0,T) (3.2.1.8)

90.0.0) _9%(0) _ ¢ (o,1) (3.2.1.9)
0x ox

Burada ¥(7)=v(T —7)=v(t), ii,(x,0)=u,(x,T -7)=u,(x,1), p=12dir.
Goriildiigi tizere (3.2.1.6) — (3.2.1.9) sinir deger problemi (3.1.1.2) — (3.1.1.5) tipli
sinir deger problemidir. Bu problem (3.2.1.1) — (3.2.1.4) eslenik probleme denk
oldugundan istenen hiikkme varmis oluyoruz. Bu nedenle u, —u,e€ Wzl’1 (Q)
oldugundan teorem 3.1.2.3 hiikmiinii kullanarak (3.2.1.1) — (3.2.1.4) eslenik

probleminin bir tek ¢éziimiine sahip oldugunu ve ¢6ziim icin

”¢l Vs (@) < ClS””l _”2||Lq(9)7 (3.2.1.10)

||¢2 "wzlvl(g) < c16||u1 - u2||LZ(Q)’ (3211 1)
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kestirimlerinin gegerli oldugunu elde ederiz. Burada c¢,; > 0,c,, >0 sabitlerdir.

Asagidaki fonksiyonu goz iiniine alalim:

H(t,u, (0),uy (0)v.0, (1), 6, (1)) =
j (X, 1), (x,1) + 10, (x,1), (x, 1) )dox — (3.2.1.12)

—a(v(x) - w(1))®
Bu fonksiyona (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemi i¢in Hamilton —

Pontryagin fonksiyonu denir.

Teorem 3.2.1.1: Farz edelim ki, Teorem 3.1.2.3’iin sartlar1 saglanmis olsun ve

we L,(0,T) verilen eleman olsun. Bu takdirde J a(v) fonksiyoneli V kiimesi

izerinde Frechet anlaminda differansiyellenebilir ve onun gradiyanti i¢in

J;(v):—%—lj (3.2.1.13)

formiilii gecerlidir. Burada H = H(t,u,,u,,v,8,,4,) fonksiyonu (3.2.1.12) formiilii ile

tanimlanir.

Ispat: VveVelemamni alalm ve bu eleman iizerinde J a(v) fonksiyonelinin

artistn1 bulalim. (3.1.1.1) ve (3.1.3.10) formiillerini kullanirsak kolaylikla asagidaki
formiilii yazabiliriz;

AJa(v):Ja(v+Av)—Ja(v):

= 2J u2 X, t))(Aul(x,t)—Au2 (x,1))dxdt +

: m} (o0) - wlO (e +

A o) HAual; ) = 2] Au, (. 0)Au, (x, )i +
Q
2 (3.2.1.14)
+aAv] o

Burada Au, =Au, (x,1)= u, (x,1;v+Av) - u, (x,£;v), p=1,2fonksiyonlari

(3.1.3.2) — (3.1.3.5) sinir deger probleminin ¢oziimiidiir.

27



1,1 L1

0
u, e W (Q), u,eWs (Q) fonksiyonlar1 (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sir deger
probleminin genellestirilmis ¢oziimii oldugundan (3.1.3.27) 6zdesliklerini kullanarak
(3.1.3.2) — (3.1.3.5) siur deger probleminin ¢dziimii olan Au ), :Aup(x,t), p=12
fonksiyonlari icin asagidaki 6zdeslikleri yazabiliriz:
J. dAu, a7, dAu, dan,
ot ot ox Ox

Q

- J.Av(t)u,, (x,t)f],, (x,0)dxdt, p=1.2,
Q

+ a(x)Au,,?],, +(v+ Av)Au,,?],, }dxdt =

o . (3.2.1.15)

Vi eWs (Q) Vn,eWs (Q), 7,(x,T)=0, p=12
Bu integral 0©zdesliklerinde 7 p(x,t), p =12 fonksiyonlarinin yerine

4, (x,t), p=12 fonksiyonlarini alabiliriz. Bu takdirde

dAu , ¢ JdAu , ¢

i— at” atp +a, axp axp+a(x)Aup¢p+(v+Av)Aup¢p dxdt =

=— j Av(t)u, (x,0), (x,1)dxdt, p=12, (3.2.1.16)
Q

esitligini elde edebiliriz.

0 1.1
AuyeWs (Q), Au, e W, (Q), Au,(x,0)=0, p=1,2 oldugundan (3.2.1.2)

~(3.2.1.5) bzdesliklerinde 77, (x,z), p =12 fonksiyonlarinin yerine Au ,(x,t), p=1,2

fonksiyonlarini alalim. Bu takdirde asagidaki esitlikleri elde ederiz:

0A@, du, 09, dAu,
- va,
ot ot ox Ox

Q

+a(x)p,Au, +vp,Au, dxdt =

=(=1" 2I (e, (3, 1) = uy (x, t))Aup (x,0)dxdt, p=1,2 (3.2.1.17)
Q

(3.2.1.16) — (3.2.1.17) esitsizliklerini taraf tarafa ¢ikarnirsak, bir sonraki esitlikleri
yazabiliriz:

IAv(t)Aup¢pdxdt =— IAv(t)Aup¢pdxdt -
Q Q

- (—1)”2j (ul(x,t)—uz(x,t))Aup (x,t)dxdt, p=12
Q
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p=1 ve p=2 igin bu esitsizlikler asagidaki gibi yazilabilir:
2 j (x,2))Au, (x,1)dxdt = j AV(t)Au, @, dxdr + j AV(t)Au, g, dxdt

- 2J. —u, (x,1))Au, (x,t)dxdt —I Av(t)u, @, dxdt +I Av(t)Au, @, dxdt
Q

Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak asagidaki esitligin gecerli oldugunu elde
ederiz:

2J.(u1 (x,1) —u, (x,1))(Au, (x,1) — Au, (x,t))dxdt =

@ (3.2.1.18)
[ Av(x)(aw g, + 1,9, dxdr+j Av(x)(Au, @, + Au, @, )dxdi
Q

Bu esitligi fonksiyonelin artis1 i¢in olan (3.1.1.14) formiiliinde dikkate alarak

AT, () = [, (e, 1), (1) + 1, (. )6, (x, 1)) Av(x)dxelt +

Q

+ 2} (v(t) = wl(?))Av(t)dt + R (3.2.1.19)

formiiliinii elde ederiz. Burada R kalan1 asagidaki formiil ile tanimlanmaktadir.

R= J.(Aul (x,8)6, (x,1) + Au, (x,2), (x,1))Av(t)dxdt +

A, "i(g) + ||Auz||2

L) 2 f Au, (x,1)Au, (x,t)dxdt + (3.2.1.20)
Q
+ v} o)

(3.1.3.1) = (3.1.3.5), (3.2.1.10) — (3.2.1.11) kestirimlerini kullanarak Cauchy
—Bunyakovsky esitsizliginin yardimiyla R kalanini agagidaki gibi degerlendirebiliriz:

|R| < c16||Av|| Lel0.7) (3.2.1.21)
Burada c /s, 0 sayist Av’den bagimsizdir. Buradan

R=olav], () (3.2.1.22)
oldugu elde edilir. Yani R kalani ||Av|| )'ye gore sonsuz kiigiiktiir. Bu esitligin

yardimiyla (3.2.1.19) formiiliinii asagidaki gibi yazabiliriz.
T| ¢
v)= j{f (0,08, (x,1) + u, (x,1), (x,1))dx + 206(v(t) — w(t ))}Av(t)dt+
0oLO0

+0(“AV”LOO(0,T)) (3.2.1.23)
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Fonksiyonellerinin Frechet anlaminda tiirevinin tamimini  kullanirsak

(3.2.1.23) formiiliinden yola ¢ikarak J a(v) fonksiyonellerinin VveV elemani

izerinde differansiyellenebilir oldugunu ve onun gradiyant1 i¢in

/

AT 0) = [, (6,00, (x,0) + 1, (x, 1), (x,) et +

0

+2a(v(t)—w(t))

(3.2.1.24)

formiiliinii elde ederiz. Hamilton — Pontryagin fonksiyonu icin olan formiilii dikkate

alirsak teoremin hitkmiiniin gecerli oldugu elde edilir. Teorem 3.2.1.1 ispatlandi.

3.2.2 Optimal Kontrol Probleminin Céziimii icin Varyasyon Esitsizligi Seklinde
Gerek Sart

Bu alt boliimde optimal kontrol probleminin ¢oziimii igin varyasyon

esitsizligi biciminde gerek sart ispatlanacaktir.

Teorem 3.2.2.1: Farz edelim ki, Teorem 3.2.1.1°in sartlart saglanmis olsun ve

v eV kontrolii (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin herhangi ¢oziimii

olsun. Bu takdirde Vve V igin

[ (v,0)07 (1) 4+ 105 (5,065 (e, )+ 262" (£) = () [ (1) = v (1)} 2 0

O ey N
O ——y

(3.2.2.1)

esitsizligi gegerlidir. Burada u;(x,t) =u, (x,t;v* ), 9, (x,1)= 9, (x,t;v* ), p=12

sirastyla (3.1.1.2) — (3.1.1.5) ve (3.2.1.1) — (3.2.1.4) sinir deger problemlerinin

coziimleridir.

Ispat: Tanimindan goriildiigii gibi V kiimesi L, (0,7) uzaymn konveks kiimesidir.
Diger yandan J a(v) fonksiyoneli V kiimesinde Teorem 3.2.1.1°’e gore Frechet

anlaminda differansiyellenebilir fonksiyoneldir ve onun gradiyenti i¢in

I, (v) = | (,(x,0)@, (x,2) + 1, (x, ), (x,1))dx +2a(v(t) — w(t)) (3.2.2.2)

O ey
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formiilii gegerlidir. J, (v)’nin V  kiimesi  lizerinde  siirekli  oldugunu
ispatlayalim. Bu amagla J, (v)’nin VveV icin artigm bulahm. (3.2.2.2)
formiiliinden yararlanarak
A, (v)=J, (v+Av)-J, (v)=
l
= J. [Au, (x,0)p, (x,1) + u, (x,1)AQ, (x,1) + Au, (x,0), (x,1) +
0

+ Au, (x,8)@, (x,1) + u, (x,1)A@, (x,1) + Au, (x,1)Ad, (x,1)]dx

2.2,
+20Av(t) (322.3)

Burada Au, =Au,(x,t), p=12 fonksiyonlar: (3.1.3.2) — (3.1.3.5) smur
deger probleminin ¢ozimii Ag, = Ag, (x,1)= 4, (x,5;v+ Av)—¢p (x,5;v), p=12
fonksiyonlar1 i¢in asagidaki sinir deger probleminin ¢oziimiidiir:

T8 T (g, + 0+ A, =
ot ox P P

=—Av(t)p, (X, ) +2(=D)" (Au, —Au,) (x,)eQ, p=12  (3.2.2.4)

A, (x,T) =0, aA%—(tx’T) —0, xe(0,0) (3.2.2.5)

9Ag(0.) IAGLD) _o o7y (3.2.2.6)
0x ox

AG(x,1) = AG (4,1 =0, 1€ (0,T) (3.2.27)

Goriildiigii gibi (3.2.2.4) — (3.2.2.5) sinir deger problemi (3.2.1.1) — (3.2.1.4)
gibi aynmi tipli smr deger problemidir. Bu nedenle (3.2.1.10), (3.2.1.11)

kestirimlerine benzer olarak asagidaki kestirimlerin gegerli oldugunu yazabiliriz:
"A¢1”é};1(g) Scy (“AV¢1||L2(Q) +[Au, — A”2||L2(g)) (3.2.2.8)
"A¢2”W;I(Q) Sy (I|AV¢2 "Lq(g) + "Aul - Au2||L2(Q)) (3.2.2.9)

Burada c;7>0, c;g>0 sabitleri Av’den bagimsizdir. (3.2.1.10), (3.2.1.11),
(3.1.3.8) — (3.1.3.9) kestirimlerini (3.2.2.8) — (3.2.2.9) esitsizliklerinde kullanirsak;

”A¢1 ||‘2/;1(Q) < C19||AV||L°Q(0’T), (3.2.2.10)

(3.2.2.11)

L,(0,1)°

”A¢2”w21~1(9) S C20||Av

kestirimlerini elde ederiz, burada c9>0, cy0>0 sayilart Av *den bagimsizdir.
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Simdi bu kestirimleri kullanarak AJ, (v)’ni kestirelim. Cauchy-Bunyakovsky

esitsizliginden yararlanarak AJ, (v) icin asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

SCD) P VAL P ) P eV P 0 P

Haw] oA ) +lAws] 01021, @) +lieal oy 1422 ], o) +

A, o181, ) + 20188 o)

Bu esitsizlikte (3.1.2.35), (3.1.2.36), (3.1.3.8), (3.1.3.9), (3.2.1.10), (3.2.1.11),
(3.2.2.10) ve (3.2.2.11) kestirimlerinden yararlanirsak

|7, +av)-a, () <cy Ay

1,(0.T) < (3.2.2.12)

L.(0.T)
esitsizliginin gecerli oldugunu ispatlamis oluyoruz. Bu esitsizlik her hangi ve V icin
gecerli oldugundan J ['Z(v) gradiyantimin V' kiimesi iizerinde siirekli oldugu elde
edilir. Boylece J a(v) fonksiyonellinin V' kiimesi {izerinde siirekli

differansiyellenebilir fonksiyon oldugu ispatlanmis oldu. Sunlar dikkate alirsak, [15]
calismasindan bildigimiz teoremin sartlarimt sagladig goriiliir.( Bazi kuramsal

temeller, Teorem 2.12). Bu takdirde s6z konusu teoreme gore v+e V ¢oziimii igin

<J;,(v*),v —v*>Lm(O’T) >0, VveV

esitsizliginin gecerli oldugu ispatlanir. Bu esitsizlikle J;,(v) gradiyant1 ifadesinin
yerine yazarsak teoremin hiikmiiniin, yani (3.2.2.1) esitsizliginin gecgerli oldugu

ispatlanir. Teorem 3.2.2.1 ispatlandi.
3.2.3. Pontryagin’in Maksimum Prensibi Seklinde Gerek Sart

Bu alt boliimde g6z 6niine alinan optimal kontrol probleminin ¢éziimii icin
optimal kontrol teorisinin su Onemli sonuclarindan biri olan Pontryagin’in

Maksimum Prensibi biciminde gerek sart1 ispatlamaya calisacagiz.

Teorem 3.2.3.1: Farz edelim ki, teorem 3.1.3.2° nin sartlan saglansin ve v¥eV

kontrolii (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii olsun. Bu takdirde

0
Vte (0,7) icin
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H(tu; (o) (0" (0.9, (.05 (1) =
= sup Hleu (o)l (oewg (b1).05 (1)) (3.2.3.1)

ve [_bo Jbo ]
bagintist gecerlidir. Burada H (t,u1 JUy VL0, ¢2) Hamilton - Pontryagin Fonksiyonu,
u,=u, (x,1)= up(x,t;v*), p=12, ¢, =0 (x.1)=9, (x,t;v*), p=12 sirasiyla
(3.1.1.2) = (3.1.1.4) ve (3.2.1.1) — (3.2.1.4) sinmir deger problemlerinin ¢oziimleridir.

Ispat: (0,7) araliginin icinden herhangi € lebesque noktasini tespit edelim [29].

>0 sayist

H€5{119—§<t<9+§}C(O,T) (3.2.3.2)

olacak bicimde yeteri kadar kiiciik pozitif say1 olsun. Farz edelim ki, v* =v*(t)e V

kontrolii (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii olsun. Bu optimal

kontroliin ignesel varyasyonu;
w, tell,
(3.2.3.3)
{v*(t), teIl,
biciminde tamimlayalim. Burada we [— bo,bo] herhangi sayidir. v eV oldugu
aciktir. Lebesque noktasimin tanimi kullanarak £ — 0 i¢in
vé —>v" kuvvetli L,(0,7)’de 1< p < +oo (3.2.3.4)
limit bagintisimi kolaylikla ispatlayabiliriz.

Farz edelim ki, u,,(x,t)=u,(x,;v°), p=12 fonksiyonlan (3.1.1.2) —
(3.1.1.5) simir deger probleminin v¢ :vg(t)e V kontroliine karsilik gelen ¢oziimii
olsun. Bu takdirde

Aupg(x,t)zupg(x,t)—u*,,(x,t)z
Eup(x,t;vg)—up(x,t;v*), p=12
sinir de@er probleminin v*,v¢ € V yazildiginda ¢oziimiidiir. Béyle oldugu takdirde

(3.1.3.6) — (3.1.3.7) kestirimleri asagidaki bicimde yazilabilir:

A1 ) < s AvEu; (3.2.3.5)

HLz(Q) ’
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At 2 ) < c9||Av€u;||LZ . (3.2.3.6)

Burada Av® =v® —v" dir. ¢cg>0, co>0 sayilart £>0 dan bagimsizdir.

Sonuncu esitsizliklerde ignesel varyasyonu goz oniine alirsak;

011 O+e/2 . . 2 172
”A”w” S cg j "AV () ("IMLz(o,z)

0-¢/2

s, < (“j”ume(,)u*( ! ]
2ellw, (@) =9 2 00

6-¢/2

esitsizlikleri elde ederiz. Burada Vze [O,T] icin

uf(”t)"@(o,z) <c,, "u1 ”W1 1(9) (3.2.3.7)
) (.,t)"bz(w) < cz3||u;||wlz’l(g) (3.2.3.8)

esitsizliklerini uygularsak, asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:

11 O+e/2 112
"Aule v [g.LZHAv )" j ’9_§i§+;ul("tj|1,z(o,z)s
SCQ{HT2||AVS(4|%#}
0-¢/2
6+e/2 2 aLt*(.Z) ? aLt*(.l) ’ "
J' uf(,r)" 4= 4| dt
6-¢12 L (0.1) dx 1,(0,0) dx L(0,¢)
(3.2.3.9)
G+¢€/2 172
[Auac ]y, g < [9 .LZHAV )ﬂ } 'g_gr:i);% u;("t)”bz(o,f)S
s%s(“f”umeqfdz
6-¢€/2
O+e/2 5 au*(.t) 2 au*(.t) 2 12
) j u;(.,t)ﬂ (OZ)+% +% dt
6-£/2 fa 10 * 1,(0,0) * 1,(0,¢)
(3.2.3.10)

Burada co4=cg.c25 , C25=Cg.Cp3 dir. (3.2.3.9) ve (3.2.3.10) esitsizliklerinde
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O+el2 o+e/2 172
[jm ) a J (IW v f tJ <2pye'”

O-£/2
esitsizligini ve integralin mutlak siirekligini kullanirsak bir sonraki esitsizliklerin

gecerli oldugu elde ederiz:

Ay g3 o) < cs€'?n, () (3.2.3.12)
|Ause |, @) Scne’me) (3.2.3.13)

Burada c»6>0, ¢»7>0 sabitleri £ >0 dan bagimsizdir. 7, (8) >0, 7, (8) >0 ve

lim 7,(€)=0, lim 7,(g)=0

e—0" e—0"

Simdi (3.1.1.1) fonksiyonelinin v* € V elemam iizerinde artisini bulalim.

A1 b €)= 1,0 )- 1, 7)=
—2J( x,t)—us(x,1) XAMLg t)— Au,, (x,t))dxdt +

+ ||Au1€||fa(g) +||Aus, "Z o)~ 2 Ay By ddt +
Q

+ a} (v* (t)- w(t))Av‘€ (t)dr + aﬂAvg

0

(3.2.3.14)

L,(0.1)

(3.2.1.18) formiiliiniin aynisin1 yani v* ve v € V kontrollerine ve onlarin artis1 olan
Av¢ =v¢ —v " a karsilik geleni yazarsak;

2J. (ul* (x,7)- U, (x, t)XAulg (x,7)- Au,, (x,1))dxdt =

= JAvs (t)(uf (x, 1)@ (x,1)+u, (x,1)At, (x,t))dxdt +
+ j AV () A, (1) (x,1) + Aus, (x,0)A@; (x,1))dxdr (3.2.3.15)

formiiliinii elde ederiz. Bu formiili (3.2.3.14) de dikkate alalim. Bu takdirde

fonksiyonelin artis1 i¢in olan formiilii asagidaki gibi yazabiliriz.
A‘]a(v*’g): Ja(vg)_ Ja(v*):
= [y (e.0)gy (o) + 03 (e, 0)g5 (o, ))AVE (1)t +
Q

35



2

+ 20{} (0 ()= wlo)lave (e)ee + afAve +R(e) (3.2.3.16)

Ly (0.7)
Burada R(e) asagidaki formiil ile tanimlanur;

R(e)= ||Au1€||i2(g) + "A”%”Z(g) - 2j Auy, (x,1)Au,, (x,1)dxdt +
Q

+ I (67 (e, )Auy, (1) + 6 (1t (o)A (¢t (3.2.3.17)

Hamilton — Pontryagin Fonksiyonu i¢in olan ifadeyi kullanirsak fonksiyonelin artist
icin olan (3.2.3.16) formiiliinii asagidaki gibi de yazabiliriz.
AJa(V*’g): ‘]a(vg)_ ‘]a(V*):

T

= —IAEH(t,uf(.,t),u;‘(.,t)v,¢1*(.,t),¢2*(.,t))dt+ R(¢) (3.2.3.18)

0

Burada
AH (] v 4.0 )=
= Hlw ;v 0005~ Hlo) 30" 4. 07) (32.3.19)
Simdi (3.2.3.8) formiiliinde yer alan R(8) terimini kestirelim. (3.2.3.17) formiiliiniin
yardimiyla asagidaki esitsizligi yazabiliriz.
|R(‘9] < 2||A”18 "Z(Q) + 2"A”2€”;(Q) +
6+e/2

+ '”Avf (t)(dt (max”Auls (.,t)”LZ(N) X max

0<t<T 0<t<T
0-¢/2

& (..1)

|Lq(:z)

+ max ¢ (.,t)||w)) (3.2.3.20)

0<r<T

Au,,,(.,1)

Xmax
|Lz 0.) " o<r<r

.9, Au,,,Au,, fonksiyonlar igin (3.2.3.7) — (3.2.3.8) esitsizliklerinin aynisini
yazip (3.2.3.12) — (3.2.3.13) esitsizliginden
3/2(771(€)+772(€)) (3.2.3.21)

esitsizliginin gecerli oldugunu ispatlamis oluyoruz. Burada c;s>0, c5>0 sabitleri

R(e) < cy58175(€)+ cp5€

£’dan bagimsizdir. 7, (e)>0, lir% /B (e)=0
£

Sonuncu esitsizlikten kolaylikla,
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lim @
e-0 &£

=0 (3.2.3.22)

bagintis1 elde edilir. Bu bagmtiyr kullanarak J a(v) fonksiyonelinin birinci
varyasyonu i¢in formiilii ispatlamaya ¢aligalim.

v' eV kontroli (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢oziimii
oldugundan

AJa(V*’g): ‘]a(vg)_ ‘]a(V*)Z 0
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafim £ >0 ’a boliip € — 0" icin limite
gecelim.

0<&, ()= lim M) _

07 e

= lim 1ol )=1alr) lim X&) _
£—0" £ 0" g

—tim L [ AL H (o (e 67 (), 65 (o))t

0 (0,7) noktasinin Lebesque noktast oldugunu ve A ~H icin olan formiilii dikkate

alirsak sonuncu esitlikten fonksiyonelin birinci varyasyonu i¢in asagidaki formiilii

elde ederiz:

o<, v )=—-[H (0.1 (.6).ui(.0), w0 (.0).6(.0))-

—H(0.u (.0),u(.0),v" (), 6 (..0).6; (..O))]
Bu esitsizlik herhangi we [— by, bo] i¢cin ve herhangi © Lebesque noktasi icin gecerli
oldugundan teoremin hiikmiiniin dogrulugunu elde etmis oluyoruz. Ciinkii

0

Vwe [— bo,bo] ve Ve (0,T) icin

H(tu; (1), (1) w, 8 (20,5 (1)) €

H (] (003 (1707 (20). 95 (1)

esitsizliginin gecerli oldugu elde edilir. Buradan teorem 3.2.3.1 ispatlanmig oluyor.
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3.2.4 Optimal Kontrol Probleminin Niimerik Coziimii icin Algoritma

Bu alt boliimde (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in
algoritmay1 verecegiz. Bu nedenle (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemini

0zel hal olarak iceren asagidaki optimal kontrol problemini géz 6niine alalim:

J (v)= ||141 - u2||iz(g) + a||v - W”Z(O,T) (3.2.4.1)

0
fonksiyonelinin V= {v =v(r): ve L, (0,7), |v(t] <b,, Vte [O,T ]} kiimesi

iizerinde
82up azup
—— —a,—= tau, +v(u, = f,(x1), (x,)e Q, p=12 (3.24.2)
ot ox
aup (x,0)
uy(£0)= g, (0, —LE= =y, (0, xe (0.0, p=12 (32.43)
u (0,0)=go(t), w,(t,r)=g,(). 1e(0.7) (3.2.4.4)

a0 _ o ), 22D o),

o X ox

sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada « >0, b, >0, a,>0, />0,

te (0,7), (3.2.4.5)

T >0 verilen sayilar, w(7), a(x), ¢,(x), ¥ ,(x), f,(x,7), p=12 fonksiyonlari
3.1 boliimiindeki sartlar1 saglar. g o (l) , p=12, m=0,1 fonksiyonlar1 ise [0,T]
araliginda tanimlanan siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

Goriildugu gibi (3.2.4.1) — (3.2.4.5) optimal kontrol probleminde g, (t) =0,

p=12, m=0,1 alirsak (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemini elde ederiz.

Burada amacimiz (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemi i¢in uygulanan
¢Oziim algoritmasinin daha genel bicimde olmasidir.

(3.2.4.1) — (3.2.4.5) optimal kontrol problemini bir sonsuz boyutlu ekstremal
problem olarak ¢6zmek i¢in gradiyantin izdiisiimii metodunu kullanacagiz.

Farz edelim ki v, :vo(t)e V elemani verilsin. Gradiyantin izdiisiimii

yontemine gore v, =v,, (t), m=12,... dizisi asagidaki sema ile tammlanmaktadir.

[15,30]:
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vou)=P v, t)-B8,J.,)), m=012,.. (3.2.4.6)
Burada P, (z) ifadesi z=z(r) noktasimn V kiimesine izdiisimiidiir. [15,30]

caligmasindan bildigimiz formiile gore v, (¢) icin

_bo’ IBn ;(Vm)< bOs
v, . (t)=1b,, ) =B, J.(v,)>b,, (3.2.4.7)
v, (0)=B,7,0,), () B.J, v, ) <b

formiillinii elde ederiz. Burada S, >0 sayist bilinmeyen sayr olup cesitli
yontemlerle bulunabilir. Mesela £, >0 sayist

J,,.0)<J,0,) (3.2.4.8)
sartindan bulabiliriz. (3.2.4.7) formiilinde yer alan J,(v,) miktart (3.2.4.1)
fonksiyonelinin gradiyantinin v,, € V' noktasindaki ifadesidir. (3.2.1.24) formiiliinii

kullanirsak J, (vm) icin asagidaki formiilii yazabiliriz.

7200, = [l () G ) 1, (10 (e +

+2a(v,, (t)-w(t)), m=0,1,2,... (3.2.4.9)
Burada u,, =u,, (x,t) =u, (x,t;vm ), p =12 fonksiyonlar1 (3.2.4.2) — (3.2.4.5)
smmir  deger  probleminin v, eV icin  karsihk  gelen  ¢Oziimiidiir.
Do =¢pm(x,t)5¢p(x,t;vm), p=1,2 fonksiyonlann ise (3.2.1.1) — (3.2.1.4) eslenik

probleminin v, € V i¢in karsilik gelen ¢oziimiidiir.

Simdi (3.2.4.1) — (3.2.4.5) optimal kontrol probleminin niimerik ¢oziim
algoritmasinmi aciklayalim. Bunun i¢in 6nce (3.2.4.1) — (3.2.4.5) problemine sonlu

farklar metodunu uygulayalim ve problemin sonlu farkli aynisini yazalim. [0,7]

arahginda w, = {t =t,:t, =k, k=0,N, 7 :%} ile [0,¢] arahgnda ise

w), = {x =x;:x;=jh, j=0M, h= %} ile degistirelim. Sonucta

Q= [O,E]x [O,T] bolgesinin yerine w, . = w, X w, ile aynisini ifade ediyoruz.
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Fonksiyonelin kontroller niimeriginin ve sinir deger probleminin sonlu tarali

aynisini da yazarak asagidaki problemi elde ederiz.

1,(v]y) ﬂzz; Z;|u1] u2]| +0{2‘Z|uk we|® (3.2.4.10)
=l j=
fonksiyonunun Vy = {[V]N :[v]N = (g sty ) 0, k=1,N — 1} kiimesi
lizerinde
é‘t;uﬁj —aé‘x}u;’l +au, k+1 +vkuk+1 ;}“ ,
j=LM -1, k=1LN-1,p=12 (3.2.4.11)
W) =@, Su, =y, j=LM-1, p=12 (3.2.4.12)
ulit = gkt kit = gkt k=1, N -1, (3.2.4.13)
Sust = ghtt Suktl = ght', k=1,N-1 (3.2.4.14)

minimumunu bulmak gerekir. Burada N,M verilen pozitif tam sayilardir ve

ay=- [a(x)ax, —j=1.M-1 (3.2.4.15)
Xj
1 Xj+1
= I(/)P(x)dx, j=LM -1, ¢,=¢, =0,
Xj
Dr0 = Pa1s Popyr = Py (3.2.4.16)
1 Xj+1
V= [, (&ax, j=1LM-1, p=12 (3.2.4.17)
Xj
gl =g,mt), p=12 m=0,1, k=1LN-1 (3.2.4.18)
1 g1 Xj+1
fht = j jf x,t)dxdt, j=1,M—1,
17 )Cj
k=1LN-1, p=12 (3.2.4.19)
1 Tk+1
W, =— j w(t)dt, k=1,N-1 (3.2.4.20)

dir.
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Goriildiigii gibi (3.2.4.10) — (3.2.4.14) problemi (3.2.4.1) — (3.2.4.5) optimal
kontrol probleminin sonlu farkli aymisidir ve sadece sonlu boyutlu ekstremal
problemdir. Bu problemin ¢6ziimii bulmak icin de gradiyantin izdiisiimiini
kullanabiliriz.

Farz edelim ki [vo]e Vy verilen kontrol olsun. {[vm ]} dizisinin elemanlarim
bulmak i¢in
Val=PR, v, 1-B,1,(v,]). m=012.. (3.2.4.21)
yineleme formiiliinii kullanabiliriz [15,30]. Burada £, >0 bilinmeyen say1 olup

L)< 1,(v,,]) (3.2.4.22)
sartindan segilebilir. [ ;([vm ]) tirevi [/ a([v]) fonksiyonunun gradiyantinin [vm]

noktasindaki degeridir ve bu vektoriin bilesenleri asagidaki formiil ile

tanimlanmaktadir:

1), Mz( DB D+t DR D)+

+2a(v, —w,), k=1,N -1 (3.2.4.23)
Burada u, ([v]) p=1,2, ag fonksiyonlar [v]e V, ic¢in (3.2.4.11) — (3.2.4.14) fark
semasinin ¢oziimidiir. P;j [v], p=1,2, ise asagidaki eslenik problemin [v]e V, i¢in

¢cOziimiidiir.

k k-1 k-1 k-1
0:0, — 4,050, +a;p, +v@, =

(3.2.4.24)
_( ) (u1] _”2, ), j:l,M—l,k:N_l’“.’l’ p:1’2

¢ =0, j=0M, &.¢)=0, j=1LM-1, p=12 (3.2.4.25)

=0, @5/ =0, k=N-1,..,1 , (3.2.4.26)

S0 =0, 8.0), =0, k=N-1..1, (3.2.4.27)
(3.2.4.21) formiiliinde yer alan f, parametresi istte sOyledigimiz gibi

(3.2.4.22) biciminde olan ve monotonluk sarti denilen sartin yardimiyla gegilebilir.

Bunun i¢in S, = S =sabit alip (3.2.4.22) sartinin saglanip saglanmadigini kontrol

ediyoruz. Eger (3.2.4.22) sart1 saglamiyor ise, bu takdirde (3.2.4.21) formiiliinde
B, = B =sabit olarak bulunan parametre olur. Aksi halde, yani (3.2.4.22) sart1
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saglanamadigindan S sayisimi 1’den biiyiik sayiya o zamana kadar boliiyorlar ki,
B, =B icin (3.2.4.22) sart1 saglanmis olsun.

(3.2.4.21) yineleme formiiliinde iterasyonlarin bulunmasi siireci

N-1 ) %
(72|vkm+1—vkm| j <e (3.2.4.28)
k=1

sartinin saglanmasi halinde durdurulur. Burada & > 0 say1s1 6nceden bilinen sayidir.
Fonksiyonelin gradiyanti i¢in olan formiilden goriildiigii gibi, bir adimda

gradiyanti bulmak i¢in iki tane (3.2.4.11) — (3.2.4.14 ) ve (3.2.4.23) — (3.2.4.26) fark

semalarinin ¢oziimlerini bulmak gerekir. Bu semalari ¢6ziimiinii bulmak i¢in kovma

metodunun kullanabiliriz [3].

Boylece (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziim

algoritmasi aciklanmis oldu.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1 boliimiinde hiperbolik denklem i¢in Lions Fonksiyonelli optimal
kontrol probleminin ¢oziimiiniin varligina ait teoremler ispatlandi.

Tezin 3.2 boliimiinde ise ele alinan optimal kontrol probleminde amag
fonksiyonelin differansiyellenebilir oldugu ispatlandi ve onun gradiyenti i¢in formiil
elde edildi. Bunlarin yami sira ele alinan optimal kontrol problemin ¢6ziimii igin
varyasyon esitsizligi ve Pontryagin’in Maksimum Prensibi seklinde gerek sartlar

ispatlandi. Tezin sonunda problemin ¢6ziimili i¢in algoritma verildi.
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5. TARTISMA ve SONUC

Tezde ele alman optimal kontrol problemi konulma agisindan o©nceki
calismalardaki problemlerden ciddi bigcimde farklilanmaktadir. Hiperbolik tip
denklem i¢in Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemleri ¢ok az ele alindigindan
tez caligmasi gerek teorik, gerekse pratik onem tagir. Bu tezde Lions Fonksiyonelli
optimal kontrol problemleri i¢in elde edilen arastirma bulgular1 diye adlandirdigimiz

sonuglar, dnceki ¢alismalardaki sonuglardan farklidir ve onlarla ortiismez.
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