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Bu calismada Asimtotik Iterasyon Metodu kullanilarak 3 boyutlu lineer
potansiyel icin Schrondinger denklemi nidmerik olark ¢ozulmastir.
Schrondinger denkleminin enerji 6z dgerleri, hem Asimtotik Iterasyon
Metodunun direk uygulamasi, hem de Asimtotik iterasyon Metodunun
cercevesinde pertirbasyon yaklami yapilarak elde edilmstir. Elde edilen

sonugclar tam ¢ozumleri ile kasilastiriimi stir.
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1.GIRIS:

Isigin davranyl ile maddenin davragn arasinda yakin bir gki vardir. Her ikisi de
hem dalga hem de parcacik karakteri sergiler. §mngik dalgalarinda belirli bir
zaman aragiinda verilen noktada fotonun bulunma ol&smni dalga teorisinden elde

edilebilir. Benzerekilde madde dalgalari, kompleks kismi olan datgek$iyonuyla
tanlmlanlr.|zp|2 ="y, belirli bir anda ve verilen bir noktada, pargacibulunma

olasilgini verir. Ayrica dalga fonksiyonu parcacik haklkandilmek istediimiz

batdn bilgileri elde etmemizi ghar.(1)

Madde dalgalarinin ilk agiklamasi, Max Born tardéin 1928 yilinda yapildi. Ayni
yilda Ervin Schrondinger uzay ve zaman icindgigen madde dalgalarini agiklamak
icin bir dalga fonksiyonu 6nerdi. Schréndingergdafonksiyonu olarak bilinen bu
dalga fonksiyonu kuantum mekgmide cok onemli bir rol oynar. Bu dalga
fonksiyonu hidrojen atomuna ve bircok mikroskobikstamlere bgariyla
uygulanmgtir. Nasil ses dalgalari bir basin¢gdemi ile acgiklaniyorsa veya bir
yaydaki enine dalgalar y eksenindeki yegigierme ile aciklaniyorsa, bir elektronun

hareketini aciklayan De Brogle dalgasi gtaadini verdiimiz dalga fonksiyonu ile
aciklanir. Geneldey bir sistemdeki butiin parcaciklar icin hem konumanhee
zamana bglidir. Bu nedenley(x, Yy, z,t) olarak yazilir.¢/, yapi olarak agiklagi

sistemin yapisina, ayrica sisteme etki eden kuewetlyapisina kgidir. Eger
parcacgin dalga fonksiyonu biliniyorsa, parcam belli 6zellikleri acgiklanabilir.
Aslinda kuantum mekagnin temel problemi, t=0 aninda verilen bir dalga
fonksiyonun belli bir zaman sonra ne gidau bulmaktir. Bildgimiz gibi De Brogle

denklemi, bir pargcagin momentumu ile dalga boyunuskilendirir. (ng). Eger

bir serbest parcagin momentumu biliniyorsa dalga fonksiyorﬂJ:%olmak Uzere

sintizoideal bir fonksiyondur. Dalga fonksiyonun Iréesmi x-ekseninde hareket

eden bir parcacik icinsagidaki formal ile verilir. (1)



W(X) = Asin(zTnX) = Asin(kx) [14]

Buradak :% olmak Uzere dalga sayisidir. A ise bir sabittisliAda genel olarak

boyle bir serbest parcacik icin dalga fonksiyonud* yapisiyla aciklariz ki, bu
fonksiyonun sanal kismi dalganin fazini verir. RBiadd@ diger bir ayrinti, ¢ 'nin

kendisi bir dalga fonksiyonu olmamasinagmeen |t//|2 nin bir fiziksel anlami
olmasidir. Ber ¢ bir tek parcag tanlmllyorsa,|(//|2birim hacim baina tek bir

parcacgin verilen bir noktada bulunma olagihi verir. Bu yorum ilk defa 1928

yilinda Born tarafindan ortaya atigtr. (1)

Eger dv belli noktalari saran birim hacim elemani garcaciin bu hacim elemani

icerisinde bulunma olasgh;
2
Olasilik=ly|*dv [12]

seklinde ifade edilir. Parcagin tek boyutlu uzay icin, x noktasi civarinda sansu

kiguk dx icinde bulunma olasilidP(x);
dP(x) =|¢| dx [13]

olarak ifade edilir. Parcacik x ekseni boyuncayeierde bulunmak zorunda olglu

icin x in tum dgerleri Gzerinden olasiliklar toplami 1 olmahd(t)Yani;

+o0

[l dx=1 [1.4]

—00

Bu esitli gi saglayan herhangi bir dalga fonksiyonu normalize ajndemektir. |(,l/|2

bazen olasilik ygunlugu olarak da adlandirilir. Normalizasyonun anlanargpcgin



butiin zamanlarda, bazi noktalarda bulynohw belirtir. Eser olasilik sifir olsaydi

parcacik var olmazdi. Bu nedenle bir pargacikonumunu tam bir hassaslikla
. . 2 . . -
bilememize rgmen, |1p| onu goOzlemleme olasgini verir. Dahasl, parcagn

a< x<b aralginda bulunma olasgi;
o 2
P, = j l|” dx [16]

seklinde ifade edilir. P, olasilik ygunlugunun x’e gbre grafinde eri altinda

kalan alanagttir.(1)

¢ dalga fonksiyonun ggadigl dalga denklemi SCHRONDNGER dalga denklemi
olarak da adlandinlirys dlgulebilir bir buydklik olmamasina gmen, enerji ve
momentum gibi butin o6lgulebilen buyidklikler dalga fonksiyonun bilinmesiyle

elde edilir. Orngin bir parcagkin dalga fonksiyonu biliniyorsa parcgm ortalama

konumu bulunabilir. Bu ortalama konum x’ in beklarasseri olarak da adlandirilir.
(x) = J-><I¢/|2dx [1.7]

Bu ifade parca@n belli bir durum icinde oldgu anlamina gelir.Boylece olasilik

yogunlugu zamandan kamsizdir.(1)

De Brogle dalgalarini agiklamak icin kullanilangifonksiyonu Schrondinger dalga
denklemini sglamalidir. Dalga mekapindeki temel problem, bu denklemin
¢6zUmUnU bulmaktir. Boylece atamilan bir sistem icin enerji dizeyleri ve izinli
dalga fonksiyonu elde edilgblur.(1) Tek boyutta hareket eden dalgalar icirgdal

denkleminin genel formu;



[18]

seklindedir. Burada v dalga hizidir ge zamana ve konuma gedir. De Brogle

dalgalarini aciklamak icin sistemin toplam enenmjisisabit kaldgini varsayalim.
E=hf olduwu icin parcacia slik eden De Brogle dalgasinin frekansi da sabit
kalacaktir. Bu durumda dalga fonksiyogi{x,t , X)e ba&l bir terimle, t ye bal bir

terimin carpimi olarak yazilabilir.(1) Yani;
W(x,t) = (x) cost) [19]

Bu ayni bir ipteki duran dalgalarin mahgila benzer bir durumdadiipteki duran
dalga icin dalga fonksiyonu;

y(xt) = y(x) cosfnt) [1.10]

seklinde olur. Cunki frekans hassas @adlucin frekansa b#i kisim periyodiktir. Bu

dalga fonksiyonL[l.S] denkleminde yerine yazilirsa;

cosfut) v (—V2 ) cosfnt) [111]
dy __w
o - W [112]

Acisal hiz w=27f =2ﬂ% ve p:D ise



w2 2. 4 2
F=0="T p2=%

[113
Dahasi toplam enerji kinetik ve potansiyel enemnjitiplami olarak yazilarak;

p2
E=K+U=—"-+4+U
2m

p? =2m(E-U) [114]
2 2
‘\’/"_2=%=2m(5_u) [115]

elde edilen sonuﬁ:l.lZ] konuldiygu zaman;

d

2””(E u) [116]

denklemi, yani zamandan @ansiz Schrondinger denklemi elde ediligeE sistemin
potansiyel enerjisi biliniyorsa Schrondinger denkilegtzulebilir. Ayrica izinli
durumlarin enerijileri ve dalga fonksiyonlari eld#lebilir. Potansiyel enerji konuma
bagli olarak degisebilecgginden, Schrondinger denklemini uzayin farkli béégeide
cbzmek faydali olacaktir. Bunu yaparken farkli leddgin sinirlarinda, dalga

fonksiyonlari uygurgekilde birlestirilmelidir. (1)

d /R
a_4t”_—2—m w(r O +V(w(r 1) [127]

ifadesiyle bilinen Schréndinger dalga denklemi,nkisdiferansiyel denklemlerin

bilinen, degisken ayirma yontemiyle ¢ozullr. Bunun igin



w(r.t) = xOw(r) 118

Seklinde r ve t ye b#i bir cozim aranir. Buna gore;

oy(r) _ dx
ot ot

w(r) ve D%(r.t)x0%(r ) [119]

degerleri Schrondinger denkleminde vyerine vyazilipsitligin her iki tarafi

)((t)z//(F) ifadesine bolunirse;

. h? TR
in—t=_=_ ——DZw(r)+V(r)w(r)} [120]
X ot w(r) 2m

denklemi elde edilir. Etli gin sol tarafi sadece t gigkenine sg tarafi da sadece r
degsiskenine bghdir. Bu sitli gin salanabilmesi icin her iki tarafinin ayni sabitgte

olmasi gerekmektedir. Secilen bu sabite E dersek;

i la_/\/z

L E [121]
1| #n SRR

| =2 D2(r)+V(r)(r) |=E [122]
w(r)

ifadesi elde edilir. Burada ilk denklemin ¢oztumu

x(t) = Ae™=/ [123]
seklindedir. Dger denklem desagidaki gibi dizenlenir.

—;’ 02(r) +V () (r) = Eg(r) [124

m



Daha sonra bu denklemdeKr (laplasyeni) kiiresel koordinatlarda yazarsak;
nl1a(,0 1 o(. .0 1 9

S i — |+ —_ 68— |+ -
Zm[r2 ar (r arj rzsineae[sm 69) rzsinzearpz}w
+V(r)y = Eg [125]

seklini alir ve ¢ dalga fonksiyonu(r,8,¢ )koordinatlarinin bir fonksiyonu olur.

Potansiyelin sadece r gigkenine b&l olusu nedeniyle, désken ayirma yontemi

burada uygulanabilir.(2) Bu amacla;

@(r) =R(rOO) () [126]

seklinde bir ¢bziim aranacaktir. Bu ifadeyi yukarid#nklemde yerine yazarsak;

| 10(,0 1 od(. .0 1 0°

-——| ==\ "= |*+————| sin— |+ ————— |ROy
2m|r2or or) r?singdoé 96) r*sin’80¢

+V (1 )ROp= ERGp [127]

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemin hetarafi RG¢ ile bélunirse;

1o 2 e v)-

Yoar\ or h*
2
- 1—_1 i(siné’ﬁj+ _12 0P [128]
6 sind 06 08) ®sin®8 o¢

denklemi elde edilir. Dikkat edilirse bu denklensgs tarafi yalniz r ye kg, sol

tarafl (6, ¢ )baghdir. Ayni zamanda iki ifade birbirlerinesie oldugu icin her iki taraf

da bir A sabitine gitlenir.



2 —
a[ GRJ 2 [E—V(r)}R—)IR:O [129]
or or h
l_ii(siné?%j+ S [130]
6 sind 08 06) ®sin?8 ag?

Yukaridaki denklemlerderﬁ129] radyal, [130] acisal Schrondinger denklemi adini
alir.(2) A =1(l + 1) 6z degeri [129] denkleminde yerine konulursa;

d( ,0Rr) [2mr? |(| )
g(f arj {h E-V(r)- o }R() 0 [131]

seklini alir. Buraday (r) = rR(r )bagintisiyla yeni birg/(r Jonksiyonu tanimlarsak
radyal Schrondinger denklemi daha basit bir ifaddyedir.

%y [2m _ .\ 1(+D)] _
arz{hz (E-V)-—5 }w 0 [132]

Radyal denklemde potansiyele ek olatgk+1)% /(2mr® gib) daima I’ e bgl bir

terim olmasi dikkat cekicidir. Merkez ka¢ potandiyelarak bilinen bu

terim(l # 0)icin ve r sifira yaklgrken 6nem kazanif. = 0oldugun da ise merkezkac
terim kalkar ve ¢/(r ) fonksiyonu icin yazdimiz radyal denklem tek boyutta

Schréndinger denklemine indirgergwlur.(2)

[132] denkleminde gerekli dizenlemeler yapilirsa radyehrondinger denklemi

asagidaki halini alir. (2)

{—%wﬂ(' )}w( ) = Eg(r) [133



2.ASIMTOT iK iTERASYON METODU

ikinci dereceden lineer homojen diferansiyel denkéenmatematiksel fiziin birgok
uygulamasinda kamiza c¢ikmaktadir. Sinir derleri verilen bu tip diferansiyel
denklemleri ¢6zmek icin bircok farkli metod kullanaktadir. Bu boélimde,
Asimtotik iterasyon Metodu (A.M) olarak adlandirilan yeni bir metodagida

verilen, ikinci dereceden lineer homojen difergakidenklemleri ¢ozmek igin

calisiimistir.
Y= ()Y +S, (X)y [21]

BuradaA,(x )ve S,(x)yeterli sayida surekli tiireve sahip x’eghgonksiyonlardir.

Simdi ikinci dereceden lineer denklem formgagidaki gibi yazilsin;
Y'= A0y +S,(X)y

Bu sitlikte A,(X) ve S,(x),C, (a,b) aralginda tanimlh, yani a,b arglnda sonsuz

turevlenebilir birer fonksiyon olsun.

Genel bir ¢bzim yolu bulmak igiry" = A,(x)y'+S,(x)y denkleminin sg tarafinin

simetrik yapisi kullanilacaktir.ger denklemin x’e gére turevi alinirsa,
y'= A0y +S,(X)y

Y= A (Y +A (N Y+, (NS (Y + S () Y+ S ()Y

y=y (1 00+ S0+ 4200 )+ V(S (040 + S (%)

Y= A Y+S (XY [22]



10

Yukaridaki denklemde:

A =400+ S0+ A () S0 =%+ S'(x) [23]
Eger [2.1] in 2. trevi alinirsa;

Y= A" (Y +A, () Y"'+S) (XY + S (X) '
YV = A" (YA (Y A ()Y A, () Y+, ()Y + S (X Y+S, (X Y +S,(X) Y

Y = A" )Y+, ()Y A, (Y A, () (Ao (D Y+, ()Y '+S, (XY S, (X Y)
+5," (XY + S, (XY+S) (X y+S,(X) y"

V" = 26" (Yo A0 ()Y +," () Y+ () Ay ()Y +A,2 (X Y+, (0 S, ' (X) Y
+ A, (NS, (Y+S," (XY + S, (N Y+S,' (Y +S, (X y"

Y'Y = A" (X) Y +24," () Y+, () A" () Y+, 7 ()Y "+, (S, (X Y + A () S, () Y'+S, " (X) Y
+2S,' (X)y+S,(X)y"

v =y (2200 + 2200 + S, (0)+ Y (A" (9 + Ao (0" (%) + A ()8, () + 25, (X))
+ (A (S, (%) + S, (%))

denkemi elde edilif2.1] denklemi yukaridaki bu denklemde yerine konulursa;

y" =245 (X) Ao (X) Y'+A,2 (X) Y'+S, (X) Ag (X) Y +2S (X) Ao (X) + A,” (X) S, (X)
+S2(X) Y+ Y (A" (X) + A () Ay (X) + A (X)Se (X) +2S," (X)) + Y(A (XS, (X) + Sy (X))

y =y (/10" () +34,(04" () + A" () + 25, () A (X) + 250'(X))
+ y(ZSo(X)/lo' 00+ S (0400 + S () + 4" (), + SOZ(X))

denklemi elde edilir. Bu ifade dizenlenirse:
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Y" = A, (0y+S,(9y [24]
seklini alir. Yukaridaki denklem de;

A,(X) = A (X) + S,(X) + A (X)4,(X)
S,(X) =5 (¥ +S(x)A,(x) [25]

seklinde alinmgtir.(3)

Bdylece (n+1). ve (n+2). turevler i¢in (n=1,2,3,)....

Y= AL ()Y S, ()Y [26]
Y™ = 2, (9 y+S,(x)y [27]
sonuclari elde edilir. Burada;

A=A (0+S  + AN, S, =S, (0+SA,, [28]

(n+2). turevin (n+1). tireve orani alinirsa,

)
0 . (n+2) " /]n
Sin(y™) =Y =

= [29]
0 (n+1) S
x Y An_l[y' = yj

ifadesi elde edilirSimdi burada metodun asimtotik tarafi tanitilacakieteri kadar

buyik herhangi bir n der icin ;
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IS [210]
An An—l

ifadesi allnlrsa[2.9] ifadesi @agidaki denkleme indirgenir;

d A

~ In(y"™Dy = 21
= [211]

Bu ifade aagida bilinen birinci dereceden lineer homojen difeigiel denklem

¢6zUmUni s@ar.

et

CA. . ex;{f(a + Ao)de ex;{f (a+ Ao)dt] [212]

BuradaC, integrali sabittir ve sataraftaki gitlik [2.1.7] nin devamindan ver 'nin
tanimindan gelmektedir.[2.12] denklemi [2.6] denkleminde yerine konunca

asagidaki birinci dereceden denklemi elde edilir.

y+ay =C, ex;{f (a+ Ao)dtj [213]

Bu denklemin elde edilmesi ile ikinci derecedene&n homojen diferansiyel

denklemleri icin ¢cozumsagidaki gibi elde edilir.(3)

y(X) = expl j adt){cz + clfexp{ j (A (1) + Za(r))Jd r] [214]
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Boylece, [2.1] formu ile verilen ikinci dereceden lineer homojeliferansiyel

denklemler icin genel bir ¢c6ztim) 0 icin aagidaki sekilde verilir.(3)

S-S, [215]
An An—l

burada k=1,2,3.... olmak Uzere

A= A4S AL [216]
St =SiatSAa [2'17]

denklemleri elde edililir.

2.1Asimtotik Iterasyon Metodunun 2. Dereceden Homojen Lineer Adi

Diferansiyel Sistemlerine Uygulanmasi

A, =4 ve S, =-3olmak Uzerey"=A,(X)y'+S,(X)y denklemiy"=4y'-3y seklini
alir. [2.16] ve [2.17] esitlikleri icin A ve S, ifadeleri;

A, =%(3“+2 -1) [214]
S, = _73 3™ -1) [219]

seklini allrlar.[2.10] daki asimtotik iterasyon kalu uygulanirsaa sabiti;
lim f— =-1 [220]

olarak bulunur. Boylece ikinci dereceden lineer bgn diferansiyel denklem

¢6zUmu icin gagida verilen genel ¢ozum elde edilir.
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y(x) = C,e* +C,e™ [221]

Genel olarakA,(x )ve S,(x) fonksiyonlari sabitse ikinci dereceden lineer hgmo

diferansiyel denklemleri igin, genel ¢tzim Asimkolierasyon Metodu kullanilarak

asagidakisekilde genellgtirilebilir.

An = Sn—l +A0/1n—1 ve Sn = S0/1n—1 [2'22]
S 5 o
Sonug olarak/]—n orani @agidaki gibi olur.

- SO/1 n-1 - SO [223]
Sn—l + AOAn—l Sn—l/An—l + /10

Sh
A,

[2.15] denkleminden yola ¢ikilirsa,

Sy :# [224]
An Sn/An +AO
denklemini , dolayisiyla da;

S, S

) +A,—-5,=0 225
GV rhr-S [225)

denklemi elde edilir. Bu salik % oranint A, ve S, ‘ a gobre bulmak icin

n

kullanilan aitliktir. Haliyle sabit katsaylll[Z.l] diferansiyel gitliklerinin ¢ézimleri

direk olarak[214] den elde edilir. (3)
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3.PERTURBASYON TEORISI

Kuantum mekaginde PERTURBASYON TEORSI basit, bilinen bir fiziksel
sistemden bgayarak bilinmeyen complike bir sistemin fizikselzadliklerini
aciklayabilmek icin kullangamiz bir nimerik ¢6zim yontemidir. Burada ki mantik
basit, bilinen bir sistemden fayarak, sistemi aciklayan Hamiltonyene eklemeler
yaparak dgistirerek yani, pertirbe ederek daha complike bikgen, sistemlerin
fiziksel 6zelliklerini agiklayabilmektir. Eer Hamiltonyendeki bu pertirbasyon yani,
degisim cok buyuk dgil ise, bu yeni pertlirbe edilgisistemin enerji seviyeleri,
enerji 6z dgerleri gibi fiziksel 6zellikleri bilinen basit gism kullanilarak elde
edilebilir.(10)

Pertirbasyon teorisi, gercek kuantum sistemlergiklanmasi igin oldukga dnemli
bir teoridir. CUnkl orta zorlukta bir sistemin Hatoinyenini iceren Schréndinger
denkleminin bile tam c¢oziumlerini elde etmek mumkiggildir. Tam ¢c6zimuinl
bildigimiz hidrojen atomu, kuantum harmonik salinicisr, kutudaki parcacik gibi
sistemler, birgcok bilinmeyen sistemi aciklamadadmulmistir. Pertirbasyon teorisi
kullanilarak bu ¢oztmleri bilinen basit Hamiltonyem kullanilarak daha karngek
sistemler icin ¢ozumler elde edilebilir. Ogme; hidrojen atomunun kuantum
modeline bir perturbatik elektriksel potansiyel eldrek bir elektrik alanin
varligindan kaynaklanan hidrojen atomunun enerji cizoiter gortlen kucguk
kaymalar bulunabilir. Bu olay kuantum mekgnde ‘STARK’ etkisi olarak
bilinmektedir. Pertlrbasyon teorisiyle elde edigamuclar tam d&ldir yani yaklasik
cozumlerdir. Ber a yani acilim parametresi ¢ok kucuk ise pertirbabkuclarda
saslikl bir sekilde elde edilebilir.(10)

Kuantum elektrodinanginde elektron-foton etkilgneleri pertirbatik olarak
incelenmekte ve bu sayede elektronun manyetik mandeneysel sonuclarda elde

edilen sonucla 11. ondalik haneye kadarsmaktadir.

Bazi durumlarda pertirbasyon teorisini kullaniimétadir. Boyle bir durumda

aclklamak istenilen sistem bilinen, basit sisterde@siklik yapilarak elde edilemez.
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Ornegsin; kuantum renk dinaminde gluonlarin quarklarla etkiimeleri pertiirbatik
olarak, diguk enerjilerde incelenemez. Cunki kuvvetli etjabe sabiti cok buyutktar.

3.1.Zamandan B& msiz Pertlirbasyon Teorisi
Perttrbasyon teorisi iki kisimda incelenmekted)(1

-Zamandan bamsiz

-Zamandan bamh
Zamandan bamsiz Pertirbasyon Teorisi 1926 yilinda ERWSCHRONONGER

tarafindan bulunmyiur. Zamana b#i olmayan, pertirbe olmambir hamiltonyen

H_alinirsa bu hamiltonyen icin zamandangibasiz Schrondinger denklemi

kullanilarak elde edilmiolan enerji dizeyleri ve 6z durumlari

H e =E°°¢" @©=123..) [311]

seklindedir. BuradaEnove z/lno pertirbe olmamngi hamiltonyenin 6z deer ve 0z

durumlarini belirtir.(10)

Sistemin toplam hamiltonyeni (H) ,6z fonksiyon ve durumlari bilinen temel

durum yani perturbe olmagmhamiltonyen (H) ve perturbe olmu(H’) cinsinden

ifade edilirse;
H=H_ +H [312]
seklinde olur. Bu ifade Schréndinger denklemindeng@konulursa;

Hy, =(H +H) ¢, =E, ¢, [313]
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seklini alir. Ayricay, ve E, ifadeleri gagidaki gibi yazilabilir.

‘/ln = wno + Awn [314]
[3.15]

H’ yani pereturbe olmuhamilyonyen ¢ok kiicuk oldw icin A ¢, ,wno " a kuguk
bir katki, benzegekilde A E,’ de E,  a kuguk bir katki getirecektir.(10)

H hamiltonyeni yine ¢ok kicuk oldiw disunulirse ifadeyeA carpani eklenerek
AH’ seklinde yazilabilir. Burada A sonsuz kicuklukte bir parametredir. O zaman

ifade gagidakisekli alir.(10)
(H +AH) ¢, =E, ¢, [3.16]

Artik yukaridaki ifadelerden hamiltonyenin 6z durwe 6z vektorleri bilinmektedir.

Ifadelerdey, , zﬂno " a yaklagtikca A paremetresi de O * gaklasir. ¢, ve E, i

kuvvet serisi yontemiyle acilirsa;
W =, 02,0+ O [317]
E, =E“+E® +22E @+ .. [318]

ifadeleri [3.1.3] denkleminde yerine konularak v& paremetresinin kuvvetlerinin

ortak parantezine alinirsa,

lH W@ - En(o)l//n(o)]’f/‘lH WO H Y ©—E Oy O Ena)‘/,n(O)J+
Ale WP HHY O -E Oy @ -E Oy ® _E Oy (o>J+ =0 [319]
07 n n n n n n n n -
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seklini alir ve denlem gagidaki sekilde yazliabilir.

FO+AFY + PF@ + PE@ +...=0 [3.110]
Eger bu aitlik keyfi, batin kiicik A degerleri icin dg@ru ise;
FO=FO=F@=FO® = =0 [3111]

seklini alir. Benzersekilde [3.1.9]denklemi de 0" a @t oldugundan 1,42, A° ...

kuvvetlerinin carpanlarinin her biri ayri ayri O&gt olacaktir. Buna gore;

Hw,” =E,%," [3117]
(Ho -E,“W,® =([E,2 -H Jp,° [3113
(Ho-E, W, 2 =(E,% -H J,® +E, Py, [3114)

(Ho - )wn(a) :(En(l) _H ')wn(z) +EPp @ +E Oy © [3_1.15]

En diUk yaklgimda yan[ 3.1.12] esitli ginde zﬂno ve E, ° bildigimiz gibi dejenere
olmams H, Hamiltonyeninin bilinen 6z durum ve 6z enerjilerid2. ve daha

yiiksek dereceden denklemler igianu soyleyebiliriz.[ 3113 esitli ginin sol tarafl

asagidaki gibi yazilabilir.(10)

‘/ln(l) :[/In(l) + a‘//n(O) [3116]
Buradaa keyfi bir sabittir. Boylece b)sitligi . ve E,® icin ¢oziiliiyorsa
w. P +ayw © ; E.Y de bir ¢dziimdir. Burada tek zorluk bu keyfi sabitrtadan

kaldiriimasi ile ilgilidir. Bu zorluk gagidaki gibi gilabilir.
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(w,”

w,”)=0 (s>0) [3127]

Yani ¢, ‘e gelen tim katilany,® * a diktir. Hilbert uzayinda bu olay\ ¢,

° In normali olarak aciklanabilir. Bu kal wn‘s’ ‘lerin yapilandiriimasinda

v,
yardimcl olacaktlr.[3.1.13] esitli ginde H, operatoriy,

@ < e opera et icin

¢OzUmH,"in 6z durumlarinin bir stiperpozisyonu i(;indq(l)’ in actlimi tzerinden

elde edilebilir. (10)Yani;

wi)=2c

) [3119]

bu denklen{ 3.1.13] denkleminde yerine konursa,

(Ho = E, )X Colw” ) = (E,%) - ), ) [3119)

Denklemi elde edilir. Bu denklem de soldémj(o)‘ ile carpilirsa;

(Ej(O) _ En(O))an +H ljn = En(l)djn [3120]

denklemi elde edilir. Burada Hamiltonyenin matrideneani olarH', nin

(w,®) cinsinden gésterimi isesagidaki gibi olur.

H' = (w0 e, ) [3121]

j #nigin (C)katsayilari elde edilir ve[3.1.18] de yerlerine konursay, 'e 1.

dereceden katkiyi verir.
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H Iin
ni EO_gO [3.122]

p0=y M 0.0 40 [3123

0 0
o En( ) _Ei()

Burada bir Hilbert uzayinda buluna biitin,® katkilarinin pertiirbe olmag
w,) dalga fonksiyonlari ile spanlamgiidistntlir. C,, katsayisi[3117] den
asagidaki gibi elde edilir.(10)

Cpn =0 [3124]
] #nicin E 1. dereceden katki elde edilir.
E®=H'_ [3125]

Bunlar H' nln diagonal elemanlarldlr.[3.122] ve [3.125], [3.1.17] ile

[3.1.18]denklem|erinde yerlerine konursa Me= alfhirsa;

H'
W, =y, + Z,E(O)—_mE(o)‘ﬂ. © [3.126]
E =E@+H" [3127]

Bu denklemlerdesunu belirtmek gerekir ki acilm katsayilari 1 denicék

olmalidir.(10)

E,” -E")| [3128]

H' (K
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4 ASIMTOT iK iTERASYON METODUNUN UYGULAMALARI
4.1.Asimtotik iterasyon Metodunun Pertiirbasyon Teorisine Uygulanmsi

Sinir deger problemleri matematiksel fizikte dnemli bir yesahiptir. Kuantum

mekangi 6z dezer problemleri, fizikte en 6nemli matematiksel desbleri gosterir.

Belli 6zel potansiyeller icin Schrondinger denklemi tam c¢6zimleri olmasina
ragmen, bircok durumda, Schrondinger denklemini gélzmgin yaklgik yontemler

kullantlir.(4)

Perturbasyon teorisinde, HamiltonyerH =H, + AV, seklinde verilir. BuradaH ,,

cOzulebilen hamiltonyen, AV, ise buna eklenen pertirbe terimdir. Toplam

hamiltonyen, dalga fonksiyonlari ve 6z fonksiyomarA parametresi cinsinden
pertirbasyon serisi olarak yazilir. Bu pertirbasgerilerinin katsayilari bil@gmiz

gibi tam olarak c¢o6zulebilen H,cinsinden elde edilmektedir. Pertisbasyon

katsayilarini bulmak icin AM. de kullanilabilir. Ayrica ALM. sayesinde

pertirbasyon katsayilarinin Hg), 6z fonksiyonlari kullaniimadan elde edilebilir.

Bunun icin sinir dger problemlerini ifade eden diferansiyel denklemlé:i.M. in
uygulanmasini ggayacak forma dorgitrilmesi gerekmektedir.(4)

Asimtotik Iterasyon Metodundan bilinen;

=q [411]

ifadesinin kuantumlanma kolu agagidaki gibi yazilabilir.

5(X) = Sn (X)/‘n+1(x) - Sn+:l.An (X) = O [412]
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o(x) fonksiyonu sinir dger problemleri ¢ozuminde 6nemli rol oyna®, ve
A katsayilar busekilde bilinmeyen E 0z derlerine bglanabilir. E nin uygun

secimi icin bu gtlik her x noktasi icin sglanirsa, bu problem tam olarak ¢ozulebilir.
(Analitik bir problem olur.) Asimtotik iterasyon Metodunu ikinci dereceden
diferansiyel denklemlerde minimum matematiksgémler kullanilarak ¢6zmemizi
sglar. Dahasi mathematica, meple gibi sembolik matigksel hesaplamalar
yapilabilen paket programlar kullanilarak Asimtotikerasyon Metodu yiiksek

iterasyon sayilari icin dahi kolay hesaplama imiksammaktadir.(4)

Oz deaerler icin pertiirbasyon acilimlari bu boélimde Sacllitiger 6zdger
problemleri icin tanimlanmibir pertiirbasyon aciliminin katsayilariniiMiile de
hesaplanabile@ni gdstermektedir. Varsayalim ki Schrondinger denknin
potansiyeli gagidaki gibi iki kisimda verilsin;

V(%) =V, (X) + AV, (X) [413]

BuradaV, (x) tam olarak ¢ozulebilenV,(x) de ek potansiyeldird ise pertirbasyon

acthminin parametresidir. Varsayalim ki 6zgee bir pertirbasyon seriseklinde

asagidaki gibi yazilsin,

E=E@+IEY + PE@ + PEO@ +......... [4.14]

Amacimiz buradaE" (j=0,1,2,...) katsayilarini hesaplamaktir. Yukarnarilen

potansiyeller icin Schrondinger denklemigagidaki gibidir.(4)
d2
(_W +Vi(X) +/1V2(x)j¢(x) =Ef(x) [4.15]

?(X) =Y, (x) f (x)gibi uygun dgisken dongumleri yapilarak ikinci dereceden lineer

homojen diferansiyel denklemler elde edilebilir.yBHbir diferansiyel denklem igin
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f (x) carpani ile birlikte boyle bir dgsken deistirme sonucu ile elde edilen ikinci

dereceden lineer homojen diferansiyel denklemiminel formu gagidaki gibidir.(4)
fr1= A, (%, A) £1(X) + Sy (%, A) f (%) [4.16]

Eger EO0z deeri yukaridaki gibi bir pertirbasyon serisi formandrerilirse
A,(x,A)ve S,(x,A)fonksiyonlari tabii ki direk olarakE'” ye bali olacaktir. Bu

sartlar altinda Asimtotiiterasyon Metodu, lineer homojen diferansiyel denkhe

uygulanarak A (x4 ye S, (x,A)fonksiyonlari hesaplanirsa, d fonksiyonunu

asagidaki gibi kurulabilir.
3(x,4) = S, (% A) Ay (%, A) = 8,1 (X, A)A,(x,A) =0 [417]

o(x,A) fonksiyonu A = Qcivarinda gagidaki seriye acilirsa;

A 65(x ) 923(x, 1)
O(x,1) =0(x,0) + ( a0+ ( FYe )i=o
LA 0°3(x ©
+ G CoE a(; Y ot :é)l"ék(x) [4.18]
W 210706 _ _
oW (x) (j!—(w l_o 0 =012 ... [419]

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden agikcaridyektedir ki 6 (x) = 0,

E©@deserine, % (x)= Qda E® deserine kasilik gelir. E® 6z deerin birinci

EQE®@, ... ifadeleri elde edebilir. Yani 6z gerlerin katsayilari bulunabilir. Bu da

Asimtotik iterasyon Metodunun yeni bir kullanimini gosteroiur.(4)
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4.2.Dalga Fonksiyonlarinin Pertiirbasyon Katsayilari
5(X,/1) = Sn (XiA)/‘nﬂ(X’A) - Sn+1(X1A)An(X’/1) = O

Sarti s@landgl zaman ikinci dereceden lineer homojen diferadsdanklemlerin

coziimleri denklen] 4.1.2] kullanarak elde edilebilir.

Eger [4.1.2] denkleminin ilk kismi yeniden yazilirsa,

f(x) =C, ex;{—fa(t,/l)dtj [421]

Sc(x,1)

kX'

denklemi elde edilira(x,A) = alinarak, yineA = @ivarinda seri acllirsa;

a(x,A) =a®@(x)+Aa® (x) + 1*a? (x)

+22a® () +......= i/‘ka‘k) (X) [422]
g =12 [S A _1fdlatxA) (423
e (A xn)) -t e ), 2

F()=Ct O f ) PO (x)..... =Czljf(")(x) [424]

f O (x) ex;{—akf(a“) (t))dtj k=012 ... [425]

Denklemleri elde edilir. (4)
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5. ASIMTOT iK iTERASYON METODUNUN L iNEER POTANSIYELE
SAHIP SCHRONDINGER DENKLEM iNE UYGULANMASI

Schordinger denkleminin bulunmasindan sonra ata@istemlerin aciklanmasi icin
bu denklem c¢ozilmeye calmisti. Birgcok durumda, Schoérdinger denklemi tam
olarak ¢Ozulmez. Sadece columb , harmonik ositgdpoesst- teller potansiyelleri
gibi bircok potansiyel icin Schérdinger denklemialitik olarak ¢ozulmektedir. Bu
denklem, WKB(6), Hill determinant(7.8), pertirbasyee varyasyon metodlari gibi
nimerik hesaplama metodlariyla yakka ¢cozulebilmektedir. Butin bu metodlar,
bircok potansiyel icin, Schordinger denklemininzgii kullanilarak fiziksel
sistemleri cakmaktadir.lyi bilinen énemli potansiyellerden biri lineer posiyeldir.
Bildigimiz gibi bu potansiyel = @in analitik olarak ¢c6zllebilmektedit.Z &in
ise, bazi yaklgmlar veya direk nimerik integrasyon uygulanmaktaBu calsmada
3 boyutlu Schordinger denklemi lineer potansiyeh igalsilacaktir. Asimtotik
iterasyon metodu yaldek ¢c6zum olarak kullanilacaktir.(5)

3 boyutta gagidaki lineer potansiyeli ele alinir;
V(r)=r [5.4]

Potansiyel kuresel simetri olgu icin Schordinger denkleminin radyal kismi
asagidaki gibi elde edilmti.

{——2+V+I(I J;l)}w(F): Eg(r) [52]
dr r
Bu diferansiyel denkleme Asimtotikerasyon Metodu uygulamadan énce, asimtotik

dalga fonksiyonu elde edilerek denkle[5.2]i, Asimtotik Iterasyon Metodunda

1
kullanilacak forma déngiurilmelidir. Bunun igin r =u® ve ¢, =u2¢(u) degisken



26

degisimleri yapilsin. Sonugta asimtotik analiz i¢cin dabggun olan gagidaki
Schordinger denklemi elde edilir.

{— o(ljz +4u* — 4EL? +|‘(IL‘J—2+1)}‘D(U) =0 [53]

u2

Basitlik icin u = u,y donii kullanilarak,

{—3—22+y4—a,y2+|'(|':1)}q3(y):0 [54]
y y

elde edilir. Buradau, = , w:Z%E . 1'=2 +% seklinde kullaniimgtir.

1
7
Ayrica | acisal momentum kuantum sayisidir. Denl{léfnz]den acikca

gortlmektedir ki y sifira gittikceb, y" +1 gibi davranir. Ve y sonsuza gittikce de

1 -~ -
o, , exp(—é y®) gibi davranir. Sonugta bu problem igin

o, =y exp(—%yg) £(y) [55]

denklemi elde edilir. Bu dalga fonksiyonu denk[ém] de yerine konursa,

Asimtotik Iterasyon Metodu icin uygun olan 2. dereceden lindesmojen,
diferensiyel denklemisagidakisekilde elde edilebilir.

£ =2y —'T”)f' + (- ay?) T [56]

Burada 77 =-2 - 4 seklinde kullaniimgtir. Bu son denklem artik Asimtotik

iterasyon Metodunda uygulamak igin uydundur. Burada
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" +1
Ao =2(y? _T) S = -1y -y’

[57]
seklindedir. Asimtotikiterasyon Metodudan bilingligibi A (y)ve S, (y) asagidaki

sekilde elde edilir.
A=A S  +AA [58]
S, =S+ S, [59]

Bu fonksiyonlar hesaplandiktan sonra, 6zeatteri elde etmek icin kullangimiz

delta fonksiyonu gagidakisekilde yazabiliriz.

S.(y,@)=A..,S, - A.S. [510]
Asimtotik Iterasyon Metoduna goré(y,«) = dénkleminin ¢éziimi bize 6z gher

setlerini verecektirSunu belirtmek énemlidir ki ger bu problem buttin y noktalari
icin ¢Ozllebilseydi, tam c¢Ozulebilir bir problemluodu. Fakat inceledimiz

durumda, problem tam ¢oOzulebilir olmgdicin uygun bir y, noktasi secilmelidir
ve adegerini bulmak icin J,(y,,w) = @enklemi ¢ozulmelidir. Bu caimaday,,
A, (y) =0 denkleminin koku ile ayni olan Asimtotik dalga ksmyonunun

maksimum noktasindanagidaki gibi elde edilir.(5)
Yo =(' +1% [511]

Denklem [5.6] yI kullanarak enerji 6z gerleri nimerik olarak hesaplayabiliriz.

Bunun yerine burada Asimtotikerasyon Metodu, pertirbasyin katsayilarini bulmak

icin kullanilacaktir.(9) Daha sonra ise lineer msigel ile verilmg Schréndinger
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denkleminin 6zdgerleri igcin bazi Analitik formdller verilecektir. Bamacla denklem

[5.6] dan, aterimli seriler olarak gagidaki gibi yazilabilir. (5)
=1 _zwk”k [5'12]
k=1

o, (y,w) fonksiyonua = Ocivarinda seriye acilirsa sagidaki denklem elde edilir.

sy =ay0+ 0D 1y @AD, o =0 [s13

)0+ & (

Eger bu denklem hew. degeri icin s&lanirsa, « 'nin her katsayisi sifirasig olmak

zorundadir. Sonugcta, sifirinci mertebedeitin dizeltmeyi hesaplamak istiyorsak
o(y,0) = 0denklemini ¢Ozer ki bunun sonucu bizg =6n olarak verilir. Burada

(n= 012,.....)seklindedir. Benzegekilde 1. mertebeden dizeltme igin

do(r,a)
dw

( )0 =0 [514]

alhinir ki buda bizer, ‘i verir. Benzersekilde daha yiksek mertebeden katkilar
bulunabilir. Dger taraftang =-21' — 4e | =2 +%&;itlikleri ile denklem [5.12] u

kullanarak;
i W, =6n+4 +5 [515]
k=1

elde edilir. Buradaw = 2?°E alinirsa, gagidaki denklem elde edilir.

i
3

=6n+4 +5 [516]

>2
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Sonucta E’ nin sonsuz bir serisi elde edjlnoiur. pertlirbasyon katsayilari icin
yaptgimiz hesaplamalar gosterir ki bu seri ¢izelgel'dsterildigi gibi yakinsak bir
seridir. Denklem[5.16] den E (enerji) ifadesi icin analitik denklemlegagidaki

sekilde elde edilebilir. Eer serinin ilk terimi alinirsa;

£, =222 ANEAES [517]
M

Ilk iki terimi alinirsa;

E, 027%3(-h \/’71 on+ 4 +5 518
2, NG T ) (519

Ik Gic terim alinirsa;

E 34 n, 2, n +E _6n+4l +5

] E, L= [519]
L%y, Y 2%, 4n,

elde edilir.(5) Burada n,,n7,,n, pertirbasyon Kkatsayilari, yukarida verilen

denklemlere gore bulunabilir. Cizelge 1.1’ de illk&sayiya gorey,,n,,n7,degerleri
mimkdn | dgerleri igin denklem[5.17] , [5.19] kullanilarak bulunmstur.(4)

Denklem[5.18] den gosterilir ki bwekilde bir hesaplama, hem basit hem de birgok
amag icin ¢cok daha uygundur. Tabii ki daha yuksekt@beden katkilar bulundukca,

daha hassas sonuclar elde edilecektr. , 0= Otaban enerji durumu icin cizelge

1.2 ‘de ilk dort terim kullanilarakg,, = 2, 338@ulunmutur ki, bu sonucun tam

degeri 2,33810 dur.(5)



Cizelge 1.1. Farklpve | deserleri igin ilk dort pertirbasyon katsayilari

3

n,(n,1)

n,(n,1)

n5(7,1)

n,(,1)

1,268036¢

30,0187994

0,0006158

0,0000173

15980098

0,0161128

0,0003478

0,0000057

1,8185091

0,0144628

0,0002409

0,0000028

2,0008632

0,0133223

0,0001839

0,0000017

1,6061799

) 0,0123305

0,0001744

0,0000026

1,8256689

0,0124174

0,0001827

0,0000029

2,0050228

0,0119866

0,0001559

0,0000019

2,1577937

0,0115048

0,0001325

0,0000014

1,8456979

) 0,0100538

0,0000732

-0,0000008

2,0154338

0,0105644

0,0001096

0,0000012

2,1643366

0,0104259

0,0001079

0,0000012

2,2964154

0,0102396

0,0000933

0,0000009

2,036401¢

) 0,0088362

0,0000382

-0,0000014

2,1763584

0,0092481

0,0000719

0,0000005

2,3044037

0,0093508

0,0000784

0,0000007

W N P O W N P o W N P o w N + o

2,4211514

0,0093079

0,0000767

0,0000007
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Cizelge 1.2 Farkhn ve |

fterasyon

Metodunun

31

deserleri icin enerji 0z dgerlerinin, Asimtotik

direk

ve

pertlrbasyon

uygulanmasi sonucu elde edilerek tam ¢ozumlekalglastirilmasi.

katsayilageklinde

n |1 E® E® E® Eye (AIM) | E,.,(5)

0 0 | 2,35362| 2,33951 2,33808 2,33810 2,33810
1 | 3,38164| 3,36285 3,36112 3,36125 3,36130
2 | 4,27290| 4,24924 4,24799 4,24818 4,24818
3 | 507965 | 5,05305 5,05069 5,05093 5,05093

1 O | 4,10860| 4,09206 4,08993 4,08795 4,08795
1 |4,91503| 4,88867] 4,88524  4,88445 4,88445
2 | 5,66508| 5,63536 5,63005 5,62971 5,62971
3 [6,37123| 6,33569 6,33198 6,33215 6,33212

2 0 | 553719| 5,52245 5,52336 5,52056 5,52056
1 |6,24274| 6,21186 6,20976 6,20757 6,207/62
2 |6,91133| 6,87585 6,87002 6,86877 6,86888
3 | 7,55171| 7,51191 7,50525 7,50427 7,50465

3 0 | 6,79679| 6,78327 6,7/8861 6,78667 6,78G71
1 | 7,44175| 7,41084 7,40847 7,40581 7,40567
2 | 8,05648| 8,01668 8,01197 8,01027 8,00971
3 | 8,65005| 8,60437 8,59841 8,59888 8,59712
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6.SONUC

Bu calsmada, 3 boyutlu lineer potansiyel icin Schrondindenklemini Asimtotik

fterasyon Metodunu kullanarak olarak ¢Ozigtiii Calsma sonunda hem
pertirbasyon acilimiyla elde edilen hem de Asirktitérasyon Metodununun direk
uygulamasiyla elde edilen sonucglar vergtini Pertirbasyon aciliminin
uygulamasinin sebebi 6z ghler icin yari analitik formdllerin elde edilmek
istenmesidir ve sonuclar gostermektedir ki hetifkihesaplamalar birbirleriyle uyum

icindedir.
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