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OZET

Bu tezde analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann  smur deger problemleri ele

alindi.

Kaydirilmis Riemann sinir deger problemleri gosterilip;

bu problemlerin c¢oziimleri yapildi.

Kaydirilmig Riemann sinir deger problemlerinin siradan Riemann sinir deger

problemine doniistiiriilebilecegi elde edildi.

Anahtar Kelimeler:Fredholm Denklemi,Sinir Deger Problemi,Liapunov

Egrisi,Cauchy Integralleri.



ABSTRACT

In this thesis the boundary value problems for Riemann shift are studied.

Riemann Boundary Value Problems with shift and solutions of this problems obtained.

Transfer of Riemann Boundary Value Problems with shift to Riemann boundary value

problems obtained.

Key Words:Fredholm Equation,Boundary Value Problems,Liapunov Curve ,Cauchy

Integrations.
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1.GIRIS

Analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann smir deger problemleri matematigin

Kompleks Analiz dalinda kullanilir.

Mekanik, fizik ve miithendislikteki ¢cogu problemler bu problemlere doniistiiriilebilir.
Bu konuda en 1iyi c¢alismalar Rusya’da yapilmistir. N.I.Muskhelishvili’nin [10]
F.D.Gakhov’un [8] kitaplar1 1970’lerden bu yana giincelligini korumaktadir.

Analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann sinir deger problemlerini ¢dzmek igin
analitik fonksiyon, Holder Kosulu, Fredholm Denklemi gibi temel kavramlar

tanimlanmis ve bazi yardimcei teoremlerden yararlanilmistir.

Bu tez calismasinda Analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann sinir deger

problemleri ve bu problemlerin ¢coziimleri ele alinmistir.

Tez caligmasinin en 6nemli boliimlerinden birisi Analitik fonksiyonlarin kaydirilmis
Riemann siir deger problemlerinin siradan Riemann smnir deger problemlerine

doniigebileceginin ispatidir.

Bu ispati yapabilmek icin sifir indeksli sifir atlamali problem kullanilmis olup,

Fredholm denkleminden yararlanilmistir.



2.TEMEL BiLGILER
2.1 Analitik (Holomorf) Fonksiyonlar

Tammm: Bir bolgede tiirevi mevcut olan fonksiyona orada analitik fonksiyon denir.
Bolgeye fonksiyonun analitiklik bolgesi denir. Bu bdlgenin her noktasi icin fonksiyon

orada analitiktir denir.

Rasyonel fonksiyonlar paydasinin sifir oldugu noktalar harig biitiin diizlemde

analitiktir.

Her {islii seri kendi yakinsaklik dairesinde bir analitik fonksiyonu gosterir. Bu daire

gosterilen fonksiyonun analitik oldugu bolgedir[1].

Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D( z,,, d) komsulugundaki biitiin

noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z, da analitiktir denir[2].

Eger bir f kompleks fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse f, S
tizerinde analitiktir denir. Yani f(1/z) fonksiyonu sifirda analitikse,

f(z) sonsuzlukta analitiktir.

Bir fonksiyonun analitik oldugu noktalarin kiimesi acik bir kiimedir. Yani,

A= {z e C|f,z7'de, analitik} kiimesi agiktir. Ciinkii, herhangi bir z,€ A noktas1 alinirsa

D( z,,0) c A olacak sekilde bir D( z,,d) komsulugu vardir.

Bu nedenle bir f fonksiyonunun analitikligi bir acitk AcC kiimesinde tanimlanir.
f, herhangi bir S kiimesinde analitiktir denirse gercekte f bu S kiimesini kapsayan agik

bir A kiimesinde analitiktir.

Bir f fonksiyonu C’nin tiim noktalarinda analitikse f’ye tam(entire) fonksiyon denir.[2]



Uyar: z, noktasinda analitik olan fonksiyon bu noktada diferansiyellenebilirdir. Fakat
tersi her zaman dogru degildir.

Ornek: f(z):|z|2 fonksiyonu z=0 da diferansiyellenebilir. Fakat bu noktada analitik
degildir.

Ciinkii; z=0 hari¢ z=0 '1n hicbir komsulugunda diferansiyellenemez.

f(z)=u+iv=x> + y* |Z| = x> +y°

Buradanu=x*+y*> v=0 u,=2x u,=2y v, =0 v =0 olur

Cauchy-Riemann esitlikleri sadece (x,y)=(0,0) noktasinda gerceklenir.[2]

Teorem: f(z)=u(x,y)+iv(x,y) olsun. f’nin bir z,=x, + iy, noktasinda analitik ve

f7 niin siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart z,=(x,,y,) noktasinin bir D(z,,J)
komsulugunun biitiin noktalarinda u _, u sV oV kismi tiirevlerin var olmasi siirekli ve

bu komsulukta u, =v ,v. =-u, Cauchy-Riemann esitliklerinin gergeklenmesidir[2].

y

Eger f analitikse  f'(z,) =u, (x5, Yy) +iv, (X5, ¥o) = v, = (Xg, yo) —iu, (x,, y,) dir.

Tamm: Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinin her komsulugundaki bazi

noktalarda analitik fakat z,’da analitik degilse f'nin z,’da aykirligi(singiileritesi) var

denir[2].
Ornek: f(z):l fonksiyonunun z=0 ’da aykiriligi vardir. Ciinkii ,fonksiyonun bu
Z

noktada tiirevi yoktur.
Dolayisiyla ,bu noktada analitik degildir.
Ancak, z=0 ’dan farkli her noktada analitiktir.

Ornek: f(z)=x ise f’nin hicbir yerde analitik olmadigin1 gosteriniz.
f(z)=u+iv=x u=x v=0

u, =v,,v, =-u, esitliklerinin saglanip saglanmadigina bakalim.



u, =l u =0 v, =0 v, =0 esitliklerin saglanmadig gorilir.

Dolayisiyla, f hicbir yerde analitik olmaz.
2.2 Egri

Tanim: a) [a,b]cR olmak iizere siirekli bir ;/:[a,b]——)C Fonksiyonuna C

diizleminde bir egri denir[2].

Burada, y(a) , y(b) egrinin baslangic ve bitim noktalaridir.

b) y(a)= y(b) ise y’yakapali egri denir.

¢) Bir y egrisi verildiginde ¥ ’nin tiirevi var ve siirekli ise diferansiyellenebilir egri
denir.

d) y diferansiyellenebilir bir egri olsun . Eger, ’(1) #0 ise ¥ ya diizgiin egri denir.
e) [a,b] araliginin sonlu tane noktas: hari¢ ¥ egrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu soz
konusu noktalarda ¥’nin sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar ¥ ’niin bu
noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse ¥ parcali diferansiyellenebilir egridir.

f) y parcali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger, V te [a,b] icin %’ (t)# 0 ise y pargali
diizgiin egridir. ¥ (t,)=y(t,) oluyorsa basit Jordan egrisi denir.

g) 7 basit bir egri ve ¥(a) = y(b) ise basit kapal1 egri

(kapali Jordan egrisi) denir[2].



2.3 Kapah Jordan Egrisi Teoremi

a <t < B arahiginda x(t) ve y(t) t’nin siirekli ve reel fonksiyonlari olduguna gore

x=x(t), y=y(t) siirekli bir egrinin parametrik denklemidir. Burada yalniz t’nin farkl iki
degerine farkli iki noktanin tekabiil etmesi, yani egrinin ¢ifte noktasiz olmasi lazimdir.
Boyle bir sekle Jordan egri parcasi denir.

X+1y=z yani x(t)+1y(t)=z(t) konursa bu egri pargasi kisaca z=z(t) ile gosterilir[3].

Basit kapal1 bir egri (kapali Jordan egrisi) diizlemi ii¢ kiimeye ayirir[2].

1)Kapal1 Jordan egrisinin i¢ kismindaki noktalardan olugmus sinirh agik kiime,

2)Kapali Jordan egrisinin lizerindeki noktalarmin(sinir noktalar1) olusturdugu kapali
kiime,

3) Kapali Jordan egrisinin disindaki noktalarin olusturdugu siirsiz acik kiime
Asagidaki ozellikler de gergeklenir.

a)Bir i¢ noktay1 bir dis noktaya birlestiren her Jordan egrisi bir sinir noktasi bulundurur.
b)i¢ noktalarin her cifti tamamen i¢ noktalardan olusan bir Jordan Egrisi ile
birlestirilebilir.

c)Di1s noktalarin her c¢ifti tamamen dis noktalardan olusan bir Jordan Egrisi ile
birlestirilebilir.

d)ig noktalarin kiimesi sinirli ,dis noktalarin kiimesi sinirsizdir.



3. BAZI YARDIMCI TEOREMLER

Teorem:(analitik fonksiyonlarin siirekliligi iizerine). Diisiinelim ki bir ortak diizgiin
smurlart L egrisi olan D, ve D, iki bolge olsun. f,(z) ve f, (z) bu bolgelerde verilen iki

analitik fonksiyon olsun.

Farz edelim ki , bir z noktas1 L egrisine egilimli ve her iki fonksiyonun limit degerlerine

egilimli L egrisinde siirekli ve birbirine esit olsun.
Bu kosullarda f, (z) , f, (z)’nin ¢oziimsel islevi bir bagkasin1 olusturur.[2]

Rezidiiler Teoremi:f(z), D bolgesinde analitik bir fonksiyon ve ¥, D’ye ait, iizerinde
singiiler nokta olmayan kapal1 bir egri olsun. f(z) 'nin ¥ egrisi icindeki (sonlu sayida)

singiiler noktalar1 z,,z,,...z, 1se bu noktalardaki rezidiilerin toplami
1

— | f(2)dz

= j f (@)

ifadesine esittir.[4]
Teorem: Eger f(z) kompleks diizlemde sinirli analitik bir fonksiyon ise f(z) sabittir.[5]

Holder Kosulu: Diizgiin bir L yayi(kapali veya agik,sonlu veya sonsuz) iizerinde

taniml1 bulunan bir ¢(7) fonksiyonunun bu yay iizerindeki herhangi iki noktada almis
oldugu degerlerin farki, A ve A verilmis pozitif sayilar olmak iizere,

P!
|¢(72) - (1, )| <A|Tz - Z'1|

bagintisini saglasin. Bu halde , ¢(7) L lizerinde bir Holder kosulu saghyor, denir.
Buradaki pozitif A ve A sabitlerine , sira ile Holder sabiti ve Holder indisi denir.

Bir Holder kosulu saglayan her fonksiyon L iizerinde siireklidir.

A>1 halinde (1) bagintis1 @(7) 'nun L iizerinde tiiretebilir ve ¢’(7) =0

oldugunu gosterir. Biz, ¢(7) 'nun bir sabitten ibaret oldugu bu ¢ok 6zel durumu bir yana

birakacak ve her zaman 0<A <1 oldugunu varsayacagiz.[6]



Teorem(Kapali Cevreler Hali): L kapali bir diizgiin yay, ¢(r) da L iizerinde bir

Holder kosulu saglayan herhangi bir fonksiyon olsun. Bu halde , re L ve z¢ L olmak
uizere

(=L [2D =00,
27

. T—2

ile tanimlanan W(z) fonksiyonu t noktasinda siireklidir.[6]

LiouvilleTeoremi: f(z) fonksiyonu kompleks degiskenli tam diizlemde

a,= ,a, (k=1,2,...,n).gibi kutuplar1 olan noktalar hari¢ analitik olsun.

Farz edelim ki f(z) fonksiyonunun genislemesinin temel boliimlerinin kutuplar
cevresindeki formu:

a noktasinda:G  (z)=c; z+¢;z° +...+¢, 2" ;

a, noktasinda:

k
1 ck ck c
Gk( ): ! + 2 2+...+¢Mk.
z—a, z-a, (z—a,) (z—a,)

f(z) bir rasyonel fonksiyondur. Ve asagidaki bagint1 ile temsil edilebilir.

f(z)=C+G ,(z)+ Zn: G, ( ~

k=1 Zi—a,

).

Ozel olarak f(z) fonksiyonunun tekligi m dizisinin sonsuzluktaki bir kutbu ise; f(z) m

dereceli bir polinomsal fonksiyondur.

f(z)=c,+c,z+...4c,z" [7]

Sokhotski Formiilii: ¢(7), Holder kosulunu saglasin, . parcali diizgiin egri olmak

izere , cauchy integrali

()= [P
M T2



ze ¥ ise ®(z)’nin limit degeri®(r) ve ze y~ ise P(z)’nin limit degeri ® ()

degerleri olmak iizere

y
.
Sekil.3.1
ciny o] (p(f)
® 0=+~ j
iy} (/’(T)
®(O) == e+ j

ifadesine Sokhotski formiilii denir.[8]
Burada taraf tarafa toplarsak ;

. - @(7)
O (1) +P (1) = j T dr elde edilir

Taraf tarafa cikarirsak ;

D7 (1)-D (1) =¢(7) elde edilir.



4.CAUCHY INTEGRALLERI

L kompleks uzayda kapali1 ya da agik olan L ,...L, diizgiin egrilerinin bir kiimesi olsun

Pozitif yonlii her bir L ; igin L; sembolii kullanilsin. Bu suretle L de pozitif yonliidiir.
= Z}Lj ile gosterilir.
=

L, yadaL’ ninters yonii L; yada L™ ile gosterilir.

Tamm: Eger f(t) L izerinde taniml1 bir kompleks fonksiyon ise

I f (t)dt z¢ L integraline Cauchy Integrali denir.[7]

Genelde f(t) sinirh ve integrallenebilir farz edilir.
z=oo i¢in tanimlidir. F (e0)=0 dir.Bundan dolay1 F(z) fonksiyonu L hari¢ kompleks

uzay iizerinde tanimlidir.



5.CAUCHY CEKIRDEGI ILE iIFADE EDILEN FONKSIYONLAR

L, kapali bir diizgiin yay , ¢(z) de L ilizerinde tamml ve integre edilebilen bir

fonksiyon olsun. Bu halde , L’nin iizerinde bulunmayan her z i¢in tanimli olan

@()——jﬂd‘i z#i,z¢L,ze B',ze B~

B-

Sekil. 5.1

fonksiyonu hem L’nin i¢indeki B, hem de disindaki B_ bolgesinde ayri ayri , z’nin
regiiler fonksiyonudur. ®(z) 'nin B, ve B_ bolgelerindeki ifadelerini acik¢a belirtmek
istedigimizde, bunlari(+) ve (-) iist indisleri ile ,® " (z) ve @ (z) seklinde yazariz. Buna

®*(2),z¢e B
gore P(z)= (2).2¢€ B, olur.
P (2),z€ B

L tizerinde tanimli olan ¢(7) fonksiyonuna Cauchy integralinin yogunlugu

‘ye de cekirdegi adi verilir.[6]
T—-2

10



6. LIAPUNOV EGRIiSi

L bir egri olsun, L egrisinin tanjantinin egim agis1 @, yay uzunluk parametresi s’nin bir
fonksiyonu olsun , ve Holder kosulunu saglasin Yani 8(s) € H

Verilen f’(t) e H ve t,, L iizerinde sabit bir nokta

fO-1),
"1 # 1 is€
F(t)= r—t, te Lve F(t)e H

f@)r =t,ise

Ayrica Liapunov egrisi 6 (t), Holder kosulunu saglamalidir.[7]

11



7. ANALITIK FONKSIYONLARIN KAYDIRILMIS RIEMANN
SINIR DEGER PROBLEMLERI

L kompleks diizlemde bir kapal1 Liapunov parcal1 egrisi

Farz edelim 7 = a(t) L’de siirekli L iizerinde birebir icine fonksiyon olsun.

Boylece ters fonksiyonu t=’(7) *da siirekli ve birebirdir.

Buna gore a(t), L’de kendisine bir homeomorfizmadir. Buna L’nin kaydirilmisi

denir.[7]

Eger 7 =a(t) L boyunca t gibi pozitif doniislii tanimlanirsa L’nin degismeyen pozitif

yoniinii korur. Ve a(t) bir pozitif kaydirmadir.
Diger taraftan 7 =¢a(f) L’nin pozitif yOniinii negatif yOniine gotiiriirse bu bir
negatif(ters) kaydirmadir. Ustelik her zaman «’(t)e H ve L iizerinde sifira esit degildir

farz edilir.

a(t), L’nin bir pozitif kaydirilmisi ve L’nin i¢ ve dis tarafinda D", D~ ile tanimlanmig

P (a(t)=Gt)D (1)+g() teL (7.1)

Sinir deger sartin1 saglayan bolgesel holomorf ®(z) fonksiyonunu bulunuz.

Bu probleme , L iizerinde Riemann kaydirilmis sinir deger problemi denir.

G(t),g(t)e H ve G(t)#0

Eger, (7.1) probleminin ¢oziimii ®(z) varise ' (r)e H

Lemma: Eger ®(z) bolgesel analitik ve a(¢), L’nin pozitif kaydirilmisi ise

P (a(t))=D (1) teL

12



Eger ®() =0 ise, d(z)=0
Eger, ®(oo) sinirliise, P(z)=sabit [7]

7.1. Fredholm Denklemi:Farz edelim ki, L acik ya da kapali olan diizgiin bir egri

olsun.

Kd=d@1)+ j K(t,7)®(0)dr=ft) te L (7.1.1)

Ifadesine ikinci cesit Fredholm integral denklemi denir. K’ya da Fredholm operatorii
denir. K(t, 7) ’ya denklemin cekirdegi denir.[7]
Genel olarak,

K'(t,7)
-

K(,7)= O<ax<l (7.1.2)

kabul edilir.
K (t,7) LxL ’de siirekli bir fonksiyondur .

Eger, a >0 ise (7.1.1) denklemi zayif Fredholm denklemi olarak adlandirilir.

K de zayif Fredholm operatorii dolarak adlandirilir.

Ayrica, verilen f(t) fonksiyonu bilinmeyen ®(¢) gibi siirekli bir fonksiyondur.

K'y =y + [K(@0p@dr =0 (7.1.3)

denklemine (7.1.1) numarali denklemin adjointi denir. K°~ de K’nin adjoint
operatoriidiir.

(7.1.1) numaral teoremin 6nemli sonuglari vardir:

1.K® =0 probleminin Kompleks taniml1 bolgedeki lineer bagimsiz ¢oziimlerinin sayisi
sinirhidir.

2. K® =0 ve K@ =0"m lineer bagimsiz ¢ziimlerinin sayis1 esittir.

3.(7.1.1) numarali denklemin ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

[vifwdi=0, x=1,...0 (7.1.4)

13



v, v, de (7.1.3) numarali denklemin ¢oziimlerinin sistemi olarak tanimlanir.
7.2. Sifir Atlamal Problem

& [a(r)]- D (1) =0 (7.2.1)
Sartim1 saglayan parcali diizgiin egri iizerinde tanimli bolgesel analitik bir fonksiyon

®(z) tamimlansin ve ayrica P (e0) =0 olsun.

¢(t) , D~ bolgesinde analitik
1 1 o) 1 1 9
-—pt)+— | —=d7t=0 —ot)+— | —=d7r-T'=0 (I'=(¢(eo
2(/)() Ziziiz'—t v 2(/)() Ziziiz'—t (1'=(gl=)

sartlarin1 kullanarak @7 (r) fonksiyonu icin integral denklemi olustururuz ki, bu uygun
bolgelerde fonksiyonlarin sinir degeri olacaktir.
Denklemin coziilebilirligini diisiiniirsek Cauchy Integralini saglayan iki yeni analitik

fonksiyon tanimlariz ki ,

(2 )_—jq’ (T) v ()= [ Dy, (7.2.2)
7 2my T2

Sokhotski formiiliinii hatirlayalim,

¢(7) Holder kosulunu saglasin

fiy L 1 (9@
® (t)_zgp(t”zm[:df

~iy= L 1 (e@
D (1) = 2¢)(t)+2m_[2__td2'

ile

Lo+ (D0 Lo+ [(2Dyr_r= — ((eo
—2¢)(t)+2ﬂi_[2__td2' 0 2¢(t)+2m_£7_tdr =0 (I'=(@(x))

sartlarindan dolay1

pt (z)——op () zij (7.2.3)
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g- (t)——%cp (t) + —jq) (T)d —0 (7.2.4)

olur.

Esitliklerin sag tarafi D’ bolgesinde analitik fonksiyonlarin &7 (7) simr degerleri
oldugu zaman saglanir.

Esitligi @7 (7) i¢in diizenlersek

LA —j—dq) @ 4r=0 (725
—t 27 T-a) o

¥ () - )] = {<I> () + @ [a(r)]}+— I
(7.2.1) siur deger kosulunun anlamiyla @7 (¢) fonksiyonu bu bagintidan ¢ikarilir.
Ikinci integralde 7 ’yu 7 =(z,) olarak degistirip yerine koyarsak ve 7,degiskenini 7

ile tekrar ifade edersek @~ (¢) icin integral denklemini

o/ (7) 1 _ 3
() -V [a®)]=d () - > j LM) o f_t}b (t)dr=0 (7.2.6)
Denklemin ¢ekirdegi
Kt.7)= o) 1

a(t)—at) 77—t
olur.

7 =t olacak sekilde birinci mertebeden tekil indirgenebilen bir nokta vardir ki;

at) —a(r) = j o (u)du

& (2)(t—7) = [ & ()du
bagintilan ¢ikarilir.
) - @)~ &' (@)t ) = [ [o'(w) - &/ (7) pu

elde edilir.

Son integrali hesaplarsak

|u - T| = r yazarsak ve |d T| = |ds| < m|dr| esitsizligini kullanirsak

|du| = |ds| <mdr

15



|a'(u) - a'(f)| < Ar Holder kosulunda hesaplarsak

A
|a(t) —a(t) - (7)(¢ —T)| < Amjrﬂdr = ﬂ?&”
0 A+1

_ Am
1+ A4

elde ederiz.

1+4
t—1]

A yeteri kadar kiiciik bir say1 oldugundan
|K(t,0)| < M|t - Z'|/H

M sabit olmak iizere, elde edilir.

Dolayisiyla, (7.2.6) integral denklemi bir Fredholm denklemidir.

Kolayca goriilebilir ki ,(7.2.1) sinir deger sartlarim1 saglayan ve (7.2.3) analitiklik

sartlarini saglayan &~ (¢) fonksiyonu (7.2.6) integral denklemini saglar.

Lemma 1:Sifir atlamali ve @~ (o) = O sarth genel problem ¢6ziilemez.[8]

Farz edelim ki ¢oziilebilir olsun ®(z) bolgesel analitik fonksiyonu ¢6ziim olsun (7.2.1)
sinir  deger sartinin  sonucu olarak; k herhangi bir sabit olmak iizere
P, (2)= [CI)(z)]k problemin ¢oziimleridir.

Bu fonksiyonlarin hepsinin lineer bagimsiz oldugu apaciktir.

Dolayisiyla @, () sonsuz sayida c¢oziimleri oldugundan ( 7.2.6) integral denklemini

saglar.
Ancak bir Fredholm integral denklemi sadece sinirli sayida ¢oziimlere sahip oldugundan
bu bir celiskidir.

Dolayistyla lemma ispatlanir.
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Lemma 2:Homojen Fredholm denklemi (7.2.6) ¢oziimsiizdiir.[8]

Farz edelim ki homojen Fredholm integral denkleminin ¢oziimii sifirdan farkli &~ (¢)
olsun. Bu ¢6ziimiin anlamiyla yeni bir fonksiyon diizenlersek

@ (1) = [B(1)]

Eger, A1) a(r) ye ters ise yani ( Sla()]=1)

Daha sonra (7.2.2) formiiline gore iki analitk W7 (z), ¥ (z)fonksiyonlari
tanimlayalim.(7.2.6) denklemine gore

Y () =¥ [a@)] yada P [B0)]=¥ () (7.2.7)
Ayrica, ¥ (e0) = 0 olmak kaydiyla elde edilir.

B(t) egri tizerinde kendisine resmedilen «(¢) kadar iyi olan bir fonksiyondur.

Dolayistyla (7.2.7) problemi ile (7.2.1) problemi ayni cesittendir.
Bu sebepten Lemma 1’in bazlart ¥* (z) =¥ (2) =0

(7.2.3),(7.2.4) formiilleri sebebiyle en son sonu¢ @' (¢), ® (r) swrasiyla D*,D”
bolgelerinde analitik olan fonksiyonlarin sinir degerlerini olusturur.

Dolayisiyla, (7.2.1) sinir deger probleminin ¢oziimleri ®*(z),® (z) fonksiyonlaridir.
Ve Lemma 1’e gore benzer sekilde O olurlar.

Netice itibariyle @ (1) =0 olur.
7.3. Verilen Atlama ile Problem:

& [an)] -2 (1) = g(1) (7.3.1)
n.mertebeden sonsuzlukta bir kutbu olan fonksiyon siniflarinin ¢oziimiinii ararsak

problemi genelleyebiliriz.

n P2), _
()+2mj P =0

sart1 ve ¢(t), D™ bolgesindeki bir analitik fonksiyonun sinir degeri ise ,

sonsuzluk hari¢ n.mertebede bir kutbu vardir.
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l o)+ LJ-M dT—y(t)=0 analitiklik sartlar1 sebebiyle
2 e T—t

analitiklik sartlar1 bu durumda

Lo+ L (2% 40 (7.32)
2 27a T—t

Lo+ L [2D4rp (=0

2 2my Tt

Eger P, (z)=c +c z+.......... c,z" sonsuzlukta & (z) fonksiyonunun polinomsal

temel bilesenleri ise

¥ (z )——Iq) (Z)dr—Pn(z)
o (7.3.3)
P (2 )__ (z)
M T2
iki bagint1 dolayisiyla (7.3.2) sartlarim
@, _
p* (t)——<I> (t)+ij . JTTRO=0
(7.3.4)
o (1),
Y =-0 (t)+2m'£ —— ~dr=0

yazariz. Devam ettirirsek @~ (#) i¢in homojen olmayan Fredholm denklemi elde edilir.

con vl Ll @@ 1
¥ (t) ¥ [OZ(I)]—CI) (t) ZMﬂa(T)_a(t) T—l‘:|<p (T)dz- P"(t)+ (735)

1 1 rgd@
i 2 8@ 27 J; a(t)— a(t)dT

(7.2.6) denklemine benzeyen homojen denklem Lemma 2’ye gore ¢oziilemez.
Netice itibariyle (7.3.5) denklemi herhangi bir sag taraf icin ¢oziilebilir.

R(t,7) (7.3.5) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Boylece (7.3.5)’in ¢6ziimii

() =g,(1)+ P, () + [ R, Dg, (0) + P, () k7 (7.3.6)
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ile ifade edilir. Halbuki

I g’ (f) (73.7)

8, 0=3 8@+ [ EOF O
Eger, g(t) Holder sartin1 saglamasi hesaba katilmazsa bu ispatlanir.

(7.3.5) denkleminin ¢6ziimii bu sart1 saglar.

Gercekten denklemin R(t,7) c¢oOziimii, tekrarlayan koklerin toplami olarak
adlandirilabilir.

Tekil olmayan koklerin tekrarlamasi 6zelliklerini gelistirir;

Netice olarak ¢oziimiin fonksiyonel 6zellikleri ile o koklerin 6zellikleri aynidir.

Lemma 2’nin ispatina benzer sonug olarak (7.3.5) denkleminin her ¢6ziimii (7.3.1) sinir

deger probleminin bir ¢oziimiidiir.

@ (¢) "nin sinir degerini

o' (1)=2 [B()]+g[B1)]  (Blan)]=1) (7.3.8)

Olarak buluruz.
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8. INDEKS

L kapali diizgiin pargali egri ve G(t) siirekli L iizerinde sifir olmayan bir fonksiyon
olmak tizere,

L {izerinde 27 ile boliinen pozitif yonde resmedilen G(t) fonksiyonun argumentinin
artisina G(t) fonksiyonunun indeksi denir.[8]

Eger L iizerine resmedilen w sabitinin artis1 [w] , seklinde tanimlanirsa,

G(t) fonksiyonunun indeksi

1
X = IndG(t) = —[arg G(1)],

2z
Seklinde gosterilir. Fonksiyonun logaritmasi alinarak indeks hesaplanabilir.
InG(t)=In |G(1)| + i arg G(1)
yani
z=—=[nGo),
27

Indeks, integralle hesaplanabilir.

1 1
X =IndG(t) = de arg G = de InG(t)

Indeks 2 7 *nin kat1 olmalidar.
8.1. Sifir indeks ile Homojen Problem

Diisiinelim ki ,

& [a(1)]=G(t) (1) (G(t)# 0) (8.1.1)
a(t) , parcali diizgiin L egrisinde birebir yolla kendi kendisine yOniinii koruyarak
resmedilsin

Ind @ [a(r)]=Ind ®* (1)=N"*

Elde edilir.

Boylece

7 =Ind G(t)=N"+N"~
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Bundan dolay1 asagidakileri elde ederiz.

1. ¥ <0 i¢cin homojen problem coziilemez.
2. x =0 i¢in homojen problemin ¢6ziimii sifirlar1 icermez.
@™ (o0) =1 sartini1 saglayan ¢oziimii arayacagiz.
(8.1.1) bagintisindaki logaritmalar alirsak
In®* [a(1)]-In®~ (1) =InG(1)
elde edilir.
Bolgesel analitik fonksiyon icin I'(z)=In®(z) ®*[a(r)]-P~ (1) = g(¢)
(7.3.1) siir deger kosulu ile toplamsal I'(e0) =0 sartini elde ederiz.
I'(z) fonksiyonunun (7.3.6) formiilii ile verildigi apagiktir. (7.3.8) nin i¢inde
g(t)=InG(t) ve P, (z)=0 koyarsak, netice olarak,

® (z)=c"?; r_*(z)=LJ L@y, (8.1.2)
2y T2
()= R(,7)g,(7)d
(=& +[ Rt D)g,(2)d7 613)

I =I"[f0]+InG[B0)]
bagintilar1 problemin bir tek ¢oziimiidiir. g, () (7.3.6) formiilii ile tanimlanmsti.
Ayrica, g(t)=In G(t) ve R(z,7 ), (7.3.5) integral denkleminin ¢oziimii idi.

1

y*lan)]= 70

) (8.1.4)

Sinir deger sartiyla ¥ (z) (¥ (e0) = 0) bolgesel analitik fonksiyonu bulmaliy1z.
a'(r) ’nin sifir indeksi oldugunu ispatlariz.

[a'(z') - a'(t)]/( 7 —t) oranini goz Oniine alalim.

L egrisinin iizerindeki 7 noktas1 boyunca pay ve payda ayn1 7z artisi elde eder.

Kesrin serbest degiskeninin artis1 t ve 7 ‘ya esit olmayanlar i¢in sifirdir.

7 —t limit alirsak istedigimizi elde ederiz. Hem de &'(¢) # 0 olmadig bilinir.

Sonug olarak (8.1.4) problemi kosulsuz ve tekil degerli ¢oziilebilirdir.
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9. HOMOJEN KAYDIRILMIS RIEMANN SINIR DEGER PROBLEMI

O (a(t)=GH) P (t) te L
G(t)e H ve G(t)#0

Problemin indeksi k= % [arg G(t)] ., 0e D" farz edebiliriz.
V4

Buna gore problem kaydirilmadan

O (a(1) = | "Gt *®@ (1) yazilabilir ki ,bu da

X|o ()]
T—2

+ _ 1 +
X" ()= exp{%L dt,ze D

X (z)=

X ()=z" exp{%j X (@) df}z e D™

My T2
x(t) € H olmak tizere y(r), Ky =log {t"“G(t)} ‘nin tek ¢coziimii oldugu
kolayca goriiliir ki
X "(at)=G@®).X () telL
(9.3), teorem (9.1)’in her iki tarafinin logaritmasi alinarak dogrulanir.
X (z)# Oher yerde ve X (z)’nin z=oo’da - x dizisi vardir, ki ;
X (z) ayn1 zamanda problemin kanonik fonksiyonu olarak adlandirilir.
(9.1)’1 (9.3) ile yazip ve Q(z) =P(z)/ X (z) alirsak
Q" (a()=Q (t) teL

elde ederiz.

Q(z) ’nin z=o da smirh bir dizisi vardir. Yine (9.1) denkleminden

1 [ wle (0]

- dr,ze D"
27 T—2
Q(z)=
L_ Mdl‘+ P(2),ze D™
2L T—7

P(z) herhangi bir polinom ve w(t), P(z) ile tanimli tek Kw=P(t)’nin ¢6ztimiidiir.
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®(z) bilinmeyen fonksiyona donersek

X(2) ¢ wla ()]
27m L T—2z

D(z)= (9.4)

X(z)  w(7)
27 LT—2z

dt,ze D'

dt+ X (2).P(z),ze D~

(9.1)’nin ¢6ziimii bulunur. P(z) herhangi bir polinom ,

w(t), Kw=P(t)’nin ¢oziimii X (z), (9.2) deki gibi kanonik fonksiyon
20, Ky=log|*G()| nin ¢oziimi

k, G(t) 'nin indeksi ®(z) sonsuzlukta m dizisiyle saglanirsa

P(z)= x+m dereceli herhangi bir polinom ve x+m=0 ise problemin x+m+1 tane
lineer bagimsiz ¢oziimii vardir.

k +m<0 ise ¢oziim sadece 0’dur.
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10. HOMOJEN OLMAYAN KAYDIRILMIS RIEMANN SINIR DEGER

PROBLEMININ COZUMU

Basit atlama problemi
O () =D (t)+g(t) telL

g0z Oniine alalim

(10.1)

®(z) sonsuzda sinirli bir dizidir. Oyleyse bunun asil parcalanmasi

P(z)=c, +c¢,z+..c,z" yazabiliriz.

Farz edelim sonsuzlukta asil par¢calanmasi P(z) olan ®(z) fonksiyonu ¢dziim olsun.

L lizerinde ¢(t)e H fonksiyonu tanimlanir ki,

D(z) =

Plemlj Formiilii

(1) -

L2 O mgen

md =0

O (1) +— j

(10.2) yerine konursa

D (a(1)) ——CP(t) Vo) - a(z)

1 1 ®(0)
O (1) = 2<I>(t)+2m_£—z__td1'+P(t)

Elde edilir.

(10.1) *de yerine koyarsak

.[ /(1) <1>(r)

() =ﬁj @) S dre Pz D

(10.2)

Ljdao)] ¢[a (r)] dr e

(10.3)

(10.4)
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K¢ = é(t) —zim [K@09@dT =)+ P@), te L ge H (10.5)

¢cOziimii varsaoda € H
1 ad@

K =
©7) -t a@t)-a)

(Zayif Fredholm Cekirdegi)
(10.5) denklemine zayif Fredholm denklemi denir.[7]

Verilen g(t) ve P(t) i¢in (10.5) ‘un tek ¢oziimii oldugunu ispatlayalim.

K¢ = 0’1n sadece ¢coziimiiniin sifir oldugunu ispatlamak yeterlidir.

@,(t), K¢=0’1mn ¢oziimii olsun ¢@,(t)e H

I Glo @] [a <r>]

D,(2)= z€ D*,ze D” (10.6)

%@ .
®@)= | 7z

@,(t)e H ise <I>é (t)e H ur.(10.2)’in ¢coziimiine benzer olarak

K¢, =0ile P () =D, () teL

Apacik bellidir ki @, (o) =0 bundan dolay1 ve (10.6) nin sonucu ®,(z) =0

(10.6) denklemin sonucu olarak ¢, (a'(1) D~ deki uygun W (z) analitik
fonksiyonun sinir degeridir ki;

dy(a” (D) =y (1) ile Y~ () =0

elde ederiz.

Benzer olarak D™ 'daki uygun ¥ (z) analitik fonksiyonun sinir degeri
@, (1) ‘dir; ki @,(t)=yw" (1)

Boylece w*(a™' (1)) =w (t) ile y (o) =0 elde ederiz.

w (e H ise w'(z)=0dir.

Dolayisiyla, ¢,(z)=0 yani, K¢ =0'1n ¢oziimii sadece sifirdir.
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11. HOMOJEN OLMAYAN PROBLEMIiN KANONiK GOSTERIMIi

O (a(t)) = G(t).P () +g(t) homojen olmayan denklemin kanonik fonksiyonu X (z)
olsun

(o) _ (1), g()
X" () X @) X'(a@)’

yazilabilir. Ve (9.4) dolayisiyla,

X(2) ¢ @fa (r)]
27 L T—7

®(z)= (11.1)
X(2) ¢ P(7)
27m LT —7

ze D

dt+ X (2).P(2),ze D™

P(z) herhangi bir polinom ve

g(1)

0, Kp=—2""T_
o ¢ X" (1))

P(t) (11.2)

Probleminin ¢oziimii

P(z) , k-1 dereceli k sabitlerini i¢eren herhangi bir polinom olmak iizere

Eger homojen olmayan problemin indeksi & = 0 ise genel ¢oziimii (11.1) deki gibidir.

Eger indeksi & <0ise (11.1) deki P=0 sart1 saglanmali ve
Lr’gp(r)dr:o r=0,.— k-1 (11.3)

coziilebilirlik kosulunun saglanmasi gereklidir.

g()

Kop=—2"""
’ X" (a)

‘nin tek ¢oziimii @¢(¢) dir ki;

90 =g(O+ ij g(0)dr

y(t,7) , K'nin kararliligt  (11.3) de yerine yazilirsa
[ n@ewdi=0 r=1..-x (11.4)

hy,...h_,. g(t)’den bagimsiz lineer bagimsiz fonksiyonlar: tanimlanir.

26



Boylece Homojen olmayan problemin ¢oziimii
Eger, indeksi x >0 ise (11.1)-(11.2) deki gibidir ki; P(z) x-1 dereceli herhangi bir
polinom. Eger, indeksi x <0 ise tek ¢coziim var (11.1)-(11.2)" deki P=0 sart1 ve ancak

ve ancak (11.4)’lin - x sartlar1 saglanir ve ¢oziimiin derecesi x .
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12. KONFORM DONUSUM

@:D — D" D,D’” kompleks diizlemde tanimli iki agik kiime

Eger asagidaki sartlar saglanirsa ¢ ’ye konform doniisiim denir.[9]
a) ¢ eslenebilir
b) ¢ analitik

¢) ¢ ' analitik

Kompleks fonksiyonlar genelde bir bolgeyi bagka bir bolge iizerine resmeder.
Resmedilen bolge ile resim bolgesi arasindaki ilginin daha iyi belirlenebilmesi ve bu
resmetme isleminden uygulamada yararlanabilmek i¢in , herhangi kompleks fonksiyon

yerine konform doniisiim yapan analitik fonksiyonlar goz oniine alinir.
Bu uygulamalarda amacg ;
Problemi verilen bolge yerine bundan daha basit bir bolgede ¢dzmek ve sonucu ters

doniisiim yardimiyla verilen ilk bolgeye tasimaktir.

Bunun i¢in verilen bolgeyi basit bolgeye resmeden 1-1 analitik fonksiyonu bulmak

gerekir.[2]

Tanmm: B,C  ‘de bir bolge olmak iizere f:B——> C siirekli doniistimii verilsin.

Eger bir z,€ B noktasindan gecen ve aralarinda & agis1 yapan herhangi iki diizgiin
y,vey, egrilerinin f( y,)ve f(y,)resim egrileri de w, da aralarinda yon ve biiyiikliik
bakimindan ayni a acis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z, da bir konform

doniisiimdiir denir.[2]

Eger her z ;e B noktasinda f konform ise f, B de konformdur denir.
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13. ANALITIiK FONKSiYONLARIN
KAYDIRILMIS RIEMANN SINIR DEGER PROBLEMINi
SIRADAN RiEMANN SINIR DEGER PROBLEMINE DONUSTURME

Iki D* bolgesinin konform doniisiimle iki yeni ortak parcali diizgiin egri ile ayrilan
D,” bolgesine resmedildigini , D,” ’nin tim diizlem igin birbirini tiimledigini ve
bundan dolay1 ,

parcali diizgiin L egrisinde tanimhi t ve «(f)noktalar1 yeni L, parcali diizgiin egrisi

tizerinde ayni1 noktalara doniistiiglinii gostermek yeterlidir.

Buna istinaden kaydirilmis Riemann problemi siradan Riemann problemine doniisiir.

Sifir indeksli sifir atlamali problemi
wla]-w @)=0 (13.1)
w™ (2) 'nin sonsuzlukta bir kutbu oldugu ve agiliminin

w(2) =2+ 4 . (13.2)
Z

olmasi sarti1 saglansin.

Problemin integral denklemini olusturursak

PP S i 1) RS ) P 1o 1 s@ad@ _
*0 ijL{a(r)—a(t) r—t}p (e)dz P”(I)Jrzg(t) 27 L (1) — a(t) 7=0

(&7 (¢) i¢in homojen olmayan Fredholm denklemi )
@~ (1) icin homojen olmayan Fredholm denklemi’nde
gt)=0 P (r)=t ved (t)=w () yazarsak

w-(t)_i{ ad@ 1
2mtl a(t)—a(t) T-—-t

}w‘(r)dr =t (13.3)

kosulsuz tek degerli ¢oziilebilir denklem elde ederiz.

w™ (¢) buradan bulunur. Ve  (13.1) ’in simir-deger sartindan w* (1) = w~ [,B(t)]

w"(z)’ de Cauchy formiiliinden elde edilir.
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o(t), w (¢)’nin ters fonksiyonu olsun yani, (w~ [G(t)]Et) (13.1)°’de t ile o(t) yer
degistirirsek

degiskenlerin biitiin degerleri icin saglanan

wHelo®)] }=1 (13.4)
Elde ederiz.

Bolgesel analitik &, (z) fonksiyonu

o @)=2/[w @] . @@=/ ) (13.5)
dir.

@*[an]=Gn)®™ (1) + (1)

(homojen olmayan denklemin Kkaydirilmis Riemann sinir deger problemi)

dolayisiyla, problem
o {w [a)] =G, [w (0)]+ g(t) yazhr.
t=o0(t,) yazilirsa
o {w[ao@, )= Glow)e () + glo,)] Elde edilir.
(13.4) Ozdesliginin saglanmasi1 ve G, =G,g, =g yazilrsa Riemann sinir deger

problemi elde edilir.

@7 (1) = G, ()P (1) + g, (1) (13.6)

Boylece kaydirilmis Riemann sinir deger problemi siradan Riemann siir deger

problemine doniisiir.

En son ¢6ziim itibariyle hala kalan iki problemin denkliginin ispatidir.

Yani (13.5) bagmtilarinin kiimesi ,®"(a(r)) = G(t).® (t) +g(t) homojen olmayan
kaydirilmis problemin her bir ¢6ziimii ve (13.6) Riemann probleminin ¢oziimii
karsilikli olarak aynidir.

Diigiinelim ki D* bolgesinde w’(z) analitik fonksiyonlar1 kendine 6zgii L~
egrileriyle stmirli D, © bolgesine resmedilsin;

Buna gore,
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Asagidakileri aciklayabiliriz.

1.D,” ic bolgesinde ortak noktalar1 olmayan ve bunlar ortak sinir L, ile boliinen
biitiin diizlemde birbirinin tiimleyeni olarak sekillenen bolgelerdir.

2.D",. D, ile birebir karsilik gelen bolgelerdir.

Buna gore,

Ispat: L, parcali diizgiin egrileri E=w(r) E=w (1) (te L)
denklemleriyle kendine 6zgii tanimlanabilir.

Fakat sinir deger kosulundan dolay1

w0 =w fa)]=w" (1)
t, L egrisini bir kez donerse

t,= a(t) 'de aym yonde bir kez gider.
Bu sebepten L~ parcal diizgiin egrisi ile L, " cakisur.

Biz bunu kisaca L, diye gosterebiliriz.

Konform doniisiim o6zelliklerinden dolay1r ve parcali diizgiin egrilerin 6zelliklerinden

dolay1 karsilikli bire bir bolgeleri a¢iklayabiliriz.
Oncelikle Holder kosulunu saglayan w* [a(t)] -w (t)=0 (13.1) smr deger
probleminin bir tiirevi vardir..

(13.1) smnir deger kosulunun diferansiyeli ile

o)y lan)]=y (t)(ﬂz) = ‘;—VZ”] (13.7)

elde edilir.

(13.2) dolayisiyla, (13.7) sinir deger problemi ¥~ (e0) =1 sartiyla ¢oziilebilir.

1
o' (t)

Aslinda bu problem y* [a(t)] = ¥~ (¢) ile cakigir.

Ayni1 ¢6ziimden dolay1 Bu problemin ¢dziimii vardir ve ¥ (t) Holder kosulunu saglar.

w' [a(t)]— w™ (1) =0 (13.1) orjinal problemin ¢6ziimiinii integral ile yapalim.
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Integral sonucunda hig logaritmik terimin kalmadig1 goriiliir.

Bundan dolayr sonsuz uzakliktaki noktanin rezidiisiiniin sifir oldugunu ispatlamak
gereklidir.
Gercekten

[y @ar =’y law] dt =]y @)d1,=0

¥(z) integrali ve uygun bir sabit secilmesi halinde Holder kosulunu saglayan egri
tizerinde tiirevlenebilen (13.1) probleminin ¢oziimiinii bulabiliriz.

Diisiinelim ki tersi dogru olsun yani t,#t, icin

w(t)=w (t,)=w,

w ' (z)=w'(z)- w, farkin1 goz 6niine alirsak

w ' (z) fonksiyonlari (13.1) sinir deger kosulunu saglar ve asagidaki esitlikler olusur.

wi () =w; (1) =w/ [a(t)]=w [a(t,)]=0

Parcal1 diizgiin egri lizerinde sifir olmayan fonksiyonlara ulasiriz.

wi (2) W) = wi (2)

_ 13.8
(z—1,)(z—1,) [z—at)]z-a,)] (139

w;(z) =

(12.1) sinur deger kosulunda w, * fonksiyonlarin1  w () "nin terimleri olarak belirtirsek

(t _tl)(t_tz)
[a() - a(t) Jext) — ex(t,)]

w, [a'(t)] = w, (t) simir deger kosulu bulunur.

Indeksin katsayis1 sifir ve (13.8) kosuluna goére w~ (c0) =0 sonra (sifir indeksli

homojen problem ) konusuna gore wzi (z) =0 isew’ (z) = w, = sabit

w™ (2) 'nin sonsuzlukta bir kutbunun olmas1 anlamsizligindan

Birebir ayn1 doniisiim gerektigi gibi ispatlanmis olur.
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Bu kaydirilmig problemin basit Riemann problemine indirgenebilirligi asagidaki

teoremi iiretir.
Teorem: x>0 icin homojen kaydirilmis problemin (x+1) tane lineer bagimsiz
cOziimii vardir. Homojen olmayan problem kosulsuz c¢oziilebilir;ve bunun ¢oziimii

(x +1) keyfi sabitlerden lineer bagimlidir.[8]

Eger k< -1 ise homojen olmayan problemin cozilebilirlik (-x-1) sartlan

tamamlanmadan homojen problem ¢oziilemez.[8]
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14. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 1. sayfasinda tanimlanan analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann sinir deger

problemlerinin ¢oziimleri yapilmistir.

Tezin 13. bolimiinde analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann smir deger

problemlerinin siradan Riemann sinir deger problemine doniisebilecegi elde edilmistir.
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15. TARTISMA VE SONUCLAR
Tezde incelenen analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann sinir deger problemlerinin
coziim yontemleri ve bu problemlerin siradan Riemann problemlerine

doniisebileceginin elde edilis yontemi bakimindan diger ¢alismalardan farklidir.

Belirtmek gerekir ki Litvincuk, F.D.Gakhov ve onlarin 6grencileri tarafindan analitik

fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann sinir deger problemleri ¢oziilmiistiir.

Bu yazarlar cogunlukla analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann sinir deger

Problemlerinin ¢oziimiiyle ilgilenmislerdir.

Tezde analitik fonksiyonlarin kaydirilmis Riemann sinir deger problemlerinin siradan

Riemann sinir deger problemine doniisebilecegi gosterilmistir.
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