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OZET

Bu tez ¢alismasinda analitik fonksiyonlarin yari diizlem ig¢in Riemann sinir deger problemi

ele alimmastir.

Once analitik fonksiyonlarin simr deger problemlerinden stz edilmis ve sir deger

problemlerinin ¢éziimlerinde kullanilan teoremler verilmigtir.

Ayrica, analitik fonksiyonlarmm basit baglantili bdlge i¢in Riemann smr deger

problemlerine deginilmig ve sinir deger problemlerinin uygulama alanlar1 dgrenilmistir.

2008, 26 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Riemann sinir deger problemleri, indeks, homojen problem




ABSTRACT

In this thesis, Riemann boundary value problem analitic functions for semi plane is
studied.

At first, fo talk about the Riemann boundary value problems of analytic functions and the

problems which are used on the solutions of boundary value problems are given.

Furthermore, to touch on the Riemann boundary value problems of analitic functions for

simple connected domain and the fields of applications of the boundary value problems

are learned.

2008, 26 Pages

Key Words: Riemann boundary value problems, index, homogenus problem
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SIMGELER DIZiNi

Simdi tezde kullanilan bazi simgeleri gosterelim:

¥ Indeks
G(t) L tizerinde sifir degeri almayan bir fonksiyon
IndG(t) G(¢) fonksiyonunun indeksi
arg G(¢) G(f) fonksiyonunun argiimam
detG(?) G(#) fonksiyonunun determinantt
i G(k) G(k) fonksiyonlarinin genel toplami
P
C(X) X tizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi
X*(z) ve X (2) X(z) probleminin kanonik fonksiyonu
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1. GIRIS

Matematikte, diferansiyel denklemler alaminda, sinir sartlart adi verilen ek sartlarla
kurulan bir diferansiyel denkleme sinir deger problemi denir. Bir siir deger probleminin

¢dziimil aym zamanda sinir sartlarini saglayan bir diferansiyel denklemin de ¢éziimidiir.

Sir deger problemleri, fizigin, fiziksel diferansiyel denklemler dalinda oldugu gibi

birgok bransta yer alir.

Uygulamalarin faydali olmas: i¢in bir smir deger problemi iyi konulmalidir. Fen ve
miihendislik uygulamalarinda iyi konulmusg olan sinir deger problemleri, teorik bir ¢aligma

olan kismi diferansiyel denklemlerin ispat: ile yer alir.

[lk siur deger problemleri ¢aligmalari arasinda, ¢dztimii Dirichlet prensibi ile verilen
harmonik fonksiyonlarin bulunmas: ( Laplace denkleminin ¢6ziimil } min bir ¢aligmas
olan Dirichlet problemi yer alir Konunun uygulamalari arasinda Lineer olmayan Poisson

denklemleri, iki nokta smir deger problemleri ve Laplace denklemleri yer alir.

Bu ¢alismada analitik fonksiyonlarin yari diizlem i¢in Riemann simir deger problemleri
incelenmistir. Oncelikle konu ile ilgili klasik ¢aligmalar incelenmis ve smr deger
problemleri ile ilgili bilgi verilmigtir. Yar diizlem igin simr deger problemi, basit
baglantili bolge iginde incelenir. Caligmada ayrica Riemann sinir deger problemlerinde

sikea kullanilan teoremlere yer verilmigtir.

Son yillardaki ¢aligmalar incelenerek sonuglart verilmistir.




2. TEMEL BILGILER
2.1 Analitik Fonksiyonlarmn Smir Deger Problemleri

Bir bélgedeki analitik fonksiyon problemi, onun reel ve imajiner kisimlarinin degerleri
arasindaki baginti ile verilir. Bu problem ilk olarak B.Riemann [2] tarafindan 1857 yilinda
konulmustur, D.Hilbert [3] de bunu Riemann — Hilbert problemi ile smir deger
probleminin formiilasyonu c¢aligmasiyla takip etmigtir. Bulunan ®(z) =u+iv fonksiyonu,
L egrisi tarafindan siirlanan bir basit baglantili S™ bélgesinde analitiktir ve ST w L’de

siireklidir, a,b ve ¢ L’de verilen reel degerli stirekli fonksiyonlar olmak {izere simr

sartindan

Re(a+ib )DP=qau-bv=c, (2.1.1)

yazuwr, Hilbert’in bir tekil integral denklemine indirgedigi bu problem, bir tekil integral

denklemin uygulamalarina verilebilecek bir érnektir.

(2.1.1) problemi iki Dirichlet problemine bagarili bir ¢dziim olarak indirgenebilir [4]

H. Poincaré [5] de yer alan problem (2.1.1) probleminjn gelismis matematiksel teoremine
benzer. Poincaré problemi $* bélgesinin L sinirinda agagidaki sarti saglayan bir u(x, y)

harmonik fonksiyonunun belirlenmesine baglidir:
A2+ B 2y Csu= £ (9), 2.12)
on Os

burada A(s), B(s),C(s) ve f(s) L’de reel fonksiyonlar, s yayin apsisi ve n de L’nin

normalidir,

Genellestirilmis Riemann-Hilbert-Poincaré problemi asagidaki lineer smir deger

problemidir: Sinir sartindan S* da bir ®(z) analitik fonksiyonu bulunur

Re{ldD}= f(1,), tyeS” (2.1.3)




burada A, agagidaki formiille tanimlanan bir integro-diferansiyel operatérdiir

o

ﬂ®=Zﬁ%ao®mao+I%am0®%ow} 2.1.4)

J=0

burada a,(¢,),...,a,(?) 'ler L’de ( Holder sartim saglayan ) tamimli H smifimn  ( genelde
kompleks degerli ) fonksiyonlanidir, f(¢#) H simufimin reel degerli bir fonksiyonu ve

h;(¢,,£) de L’de agafidaki formda olan ( genelde kompleks degerli ) fonksiyonlardir

h3 (1, 1)

l—1,|"

by (tgs1) = 0<a<l, 2.1.5)

burada h;’(to,t) ¢ift degiskenli H S$inifimin fonksiyonlandir. (2.1.4) esitlifinin sag

tarafindaki CDU)(tO) ifadesinden, ®(z)’ nin j. tiirevinin S* bdlgesindeki L egrisinde

oldugu anlagtlhir.

Riemann-Hilbert-Poincar¢ probleminin bir 6zel hali, m=0,4,(z,,¢) =0 iken Riemann-

Hilbert problemidir; Poincaré problemi‘ de aym problemin 6zel bir formiilasyonudur, Pek
¢ok Onemli sinir deger problemi — &Srnegin iki bagimsiz degiskenli eliptik tipli kismi
diferansiyal denklemler igin siir defier problemleri — Riemann — Hilbert — Poincaré

problemine indirgenebilir.

Riemann — Hilbert — Poincaré problemi bir de a,(¢,)#0,t, € L igin gosterildi ve

[.N.Vekula [4] tarafindan ¢6zuldi.

Problemin indeksinin konsepti sinir deger problemlerinin teorisinde 6nemli bir rol oynar (

formiil bir tamsay1y1 verir )
¥ =2(m+n),
burada 2zn S* bolgesinde ydn soldan ayrilicken L egrisinin traversali altmda

arg a, (t) 'nin artisadar.

o




Riemann — Hilbert — Poincaré problemi asagidaki formda verilen bir tekil integral

denklemine indirgenir

N, = A, )#(%)"‘IN(%J)»”(I)dS = fty)—colty), (2.1.6)

burada u, H simfinin bilinmeyen reel degetli fonksiyonudur, ¢ bilinmeyen bir reel sabit

Ve

K{t5,1)

0

N(ty,t) = @2.1.7)

dir. A(t,),K(t,,¢) ve a(t,) fonksiyonlan () ve h,(¢,,t),j=0,.,m terimlerinde

ifade edilir.

kve k', ve

N, = Alty)v(te) + [ Nt 1 (0)ds =0 (2.1.8)

i hatilatan homojen integral denklemine karsiik olan N, = 0 homojen integral

denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimierinin sayilaridir, k ve & sayilar
y=k-k (2.1.9)
esitligiyle verilen Riemann — Hilbert — Poincaré probleminin y indeksiyle iligkilidir.

f(t,) " esitligin sad tarafinda iken ¢dzlilebilir olmasi bir 8zel haldir. Riemann — Hilbert
— Poincaré probleminin f(z,) sag tarafta iken ¢ozillebilir olmast i¢in gerekli ve dnemli

sart k& =0 veya &k =1 olmasidir ve son halde (2.1.8) denkleminin v(¢) ¢dziimii

j v(t)o()ds # 0 (2.1.10)

L




sartimt salamalidir. Her iki halde ¥ >0 dir ve Re{lCD} =0 homojen probleminin y +1

tane lineer bagumsiz ¢ozlimil vardir. Eger o(¢t) =0 ise Riemann — Hilbert — Poincaré

probleminin sag tarafi sadece £ =0 igin ¢oziilebilirdir.

Riemann — Hilbert problemine gelince asagidaki durumlar gegerlidir:

1. Eger y =0 ise homojen problemdir,

2. Eger y <0 ise problemin tek ¢6ziimi

2r
j‘ei(km/z)mg(q))c(q))dq) =0,k=1..,—x-1, (2.1.11)

0

burada

1 1 P =9
Qp) = expi—— [ O(p)cot g do, (2.1.12)
Va* (@) +b (p) ar g 2
o) = arg[—t"‘ 4 _‘:b},az +b% #0 (2.1.13)
a+ib

dir,

Riemann — Hilbert problemi, lineer eslenik problemle kapali baglantihidir, L, z = x+iy
kompleks diizleminin baz1 S* bolgelerinde kapali egrilerden olusan diizgiin veya pargalt
diizgiin bir egri olsun ve S* UL birlesimi z diizleminde S~ ile gdsterilsin, Bir d(z)
fonksiyonu verilsin ve bu fonksiyon L egrisinin bir komsulugunda siirekli olsun. Eger
@(z) sonsuz bir ®*(f) veya (veya @ (¢)) limitini sagliyorsa yani L’nin soluna ( veya
sagina ) kalirken bir keyfi yol boyunca z, #'ye benziyorsa @(z) fonksiyonunun soldan (

veya sagdan ) bir ¢ e L ’de siirekli oldugu séylencbilir.

Eger S* ve S de analitik ve herhangi ¢ e L noktasinda soldan ve sagdan siirekli ise,

@(z) fonksiyonu sigramali L egrisinde parcali analitiktir.




Lineer eslenik problem I efrisiyle bir ®(z) parcali analitik fonksiyonundan olusur,

sonsuzdaki problemin sinir sartindan
O () =GO () +g(t),te L, (3.1.3)

dir. Burada G(¢) ve g(¢) L’de verilen H simfinin fonksiyonlaridir. L iizerinde her yerde
G(t) # 0 oldugu varsayilirsa

z= QL larg G(1)], 2.1.14)
/4

esitligi, lincer eslenik fonksiyonun indeksi olarak adlandirilir.

Eger ®(z) = (d)l yeres CD") bir par¢al1 analitik vektdr, G(¢) (nxn) tipinde bir kare matris ve

g(t) =(g,,.., g, ) bir vektdr ve bir de det G(z) = 0 ise

|
¥ = 2— [arg det G(t)]L
T

tamsayisi lineer eslenik problemin toplam indeksi olarak adlandirilir, indeksin konsepti ve

toplam indeks, lineer problem teorisinde 6nemli bir rol oynar [6], [7], [8].

(2.1.6) formundaki tek boyutlu tekil integral denklemleri teorisi, lineer eslenik problem

teorisinin temelidir,




2.2 Baz1 Yardime: Teoremler
Simdi Riemann siir deger problemlerinin ¢ézlimiinde sik¢a kullanilan teoremleri verelim:

1. Analitik Devam Teoremi: D, ve D, bélgeleri ortak diizgiin bir L simrina sahip
olsun; D, ve D, bolgelerinde iki tane f,(z) ve f,(z) fonksiyonlar1 verilsin. Bir z noktasi
L egrisine yaklagtiginda her iki f,(z), f,(z) fonksiyonlar1 L egrisi Uizerinde stirekli olan
limit degerine yaklassin ve limit deZerleri birbirine esit olsun. Bu kosullar altinda f,(z),

f+(z) fonksiyonlari birbirlerinin analitik devamini olugtururlar.

2. Genellestirilmis Liouville Teoremi: f(z) fonksiyonu kutup noktasi olabilecek,
a, =, a,(k=12,..,n) noktalar hari¢ tlim kompleks diizlemde analitik olsun ve kutup
noktalar1 civarindaki f(z) fonksiyonunun a¢iliminin temel kisimlar1 asagidaki formda

olsun:

. 0 o _2 ] Hy .
a, noktasinda G (z)=c,z+c,z°+ .. T, 27" ;

1 cf ck et
113
a, noktalarinda : G, =—1 4 2 Tt —
z-a, ) z-a, (z-a,) (z—a, )™

Bu takdirde f(z) rasyonel bir fonksiyondur ve agagidaki sekilde ifade edilebilir

H 1
f(z)=c+Go(z)+§Gk[Z_a ]

k

Ozel olarak, eger f(z) fonksiyonunun tek singularitesi sonsuzda m . dereceden bir kutup

noktasi ise bu durumda f(z) fonksiyonu m . dereceden bir polinomdur:;

f(Zy=cy+ciz+...+c,z" [9].




3. ANALITIK FONKSIYONLARIN BASIT BAGLANTILI BiR BOLGE iCiN
RIEMANN SINIR DEGER PROBLEMI

3.1 Problemin Formiile Edilmesi

Tanm: ¢ = X — Y kompleks fonksiyonu verilsin. V¢,,¢, € X, K>0 ve a >0 igin

le() - o) <Kt —1,|" (3.1.1)

oluyorsa @(t) fonksiyonu X lizerinde K sabiti ve « ssii ile Holder Sarti’ni saglar denir

vebu ¢ € KH ,(X) ile belirtilir [10].

Uyar:: C(X), X iizerinde siirekli fonksiyoniar kiimesi olsun. Burada

KH (X) < C(X) oldugu agiktir.

Kompleks diizlemi i¢c bblge D* ve dig bolge D~ bélgelerine ayiran basit kapal diizgiin
bir L egrisi Hoélder sartim saglayan bu egri izerinde G(#) (G(¢) egri tizerinde sifir deBeri
almayan bir fonksiyon ) ve g(f) pozisyon fonksiyonlari verilsin. Iki fonksiyon bulmak

gerekir: z=o0 dahil olmak lizere, D" bolgesinde analitik olan ®*(z), D~ bblgesinde

analitik olan @~ (z), dyle ki bu fonksiyonlar L egrisi tizerinde asagida verilen iki lineer

ifadeden birini saglar

O () =Gy (1) { homojen problem ) (3.1.2)
veya
O () =GP () +g() ( homojen olmayan problem ) (3.1.3)

G(r) fonksiyonuna Riemann probleminin katsayis1 ve g(f) fonksiyonuna da serbest terim

denir.




Verilen Sicrama Mikéarma Uygun Olarak Analitik Fonksiyonun Bélgesel Olarak
Belirlenmesi: Ik olarak 6zel tipte bir Riemann problemini ele alalim. Kapali bir L egrisi
Uzerinde Holder sartim saglayan bir G(f) fonksiyonunun verildigini kabul edelim.
Sonsuzda sifir degeri alan ve bir @(¢) sigramasinda L egrisi boyunca gegen bdlgesel
analitik bir ®(2)(ze D" i¢in ®(z2)=0"(z),ze€ D™ i¢in ®(z) =D (z)) fonksiyonunun,

diger bir ifadeyle, asagidaki kosulu saglayan bir fonksiyonun bulunmas: gerekir
O () -D (D) =p(t) (3.1.4)

Bu problemin ¢éziimi

(z )——Iwm (3.1.5)

mrz

dir. Bu ¢dziimin tekligini ispatlamak kolaydir. Aslinda, iki ¢dziimiin varh@im kabul
edersek ve ¢dztimler arasindaki fark: ele alirsak, L egrisi tizerindeki bu fark sigramasinin
sifir oldugunu buluruz; bu fonksiyon tiim diizlemde analitiktir ve sonsuzda sifir degerini

alir. Dolayisiyla, Liouville teoremi de ayni sekilde sifir degerini aldigini ifade eder [3].

Kapali bir egri {izerinde verilen ve Holder sartim1 saglayan keyfi bir ¢(¢) fonksiyonu,
@ (0)=0 sarth altinda, D" (z),® (z)analittk fonksiyonlarmm simr degerlerini

olugturan @~ (¢), @ (¢) fonksiyonlarinin farkinin formunda tek bigimde ifade edilebilir.

Eger @ (0)=0 ek sartt gbz ardi edilirse, problemin ¢dziimiiniin (3.1.5) formiili ile

verilebilecegi kolaylikla goriiliir.




3.2 Homojen Problemin Coziimii

Problemin Coziimii: ©* () = G(/)® (¢) homojen problemi ¢6ziilebilir olsun ve @7 (z)
ve ® (z) fonksiyonlar ¢6zim olsunlar. ©*(z),® (z) fonksiyonlarinin tanimlanan
D*,D~ bolgelerindeki sifir sayilari, swasiyla N ve N~ ile gosterilsin.

O (O =GP (¢) esitliginin her iki tarafindaki indeks hesaplanir ve indeksin

dzellikleri kullamlirsa
NY+N™ =lndG(t)=y (3.2.1)
elde edilir.

Riemann probleminin katsayisinin y indeksi, problemin indeksi olarak adlandirilir.

Yukaridaki esitlifin sol tarafi negatif olmayan bir sayidir. Dolayisiyla,

1) Homojen Riemann smir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi igin problemin y
indeksinin negatif olmayan bir sayr olmasi gerekir ( ®*(z) ve @ (2):
fonksiyonlarinin kutup noktalar1 yoktur).

2) Eger > 0 ise ®*(z),® (z) fonksiyonlar: ikisinin de indeksi sifir olmak iizere
problemin ¢dziimiinii olustururlar,

3) Eger y =0 isec @' (z), @ (z) fonksiyonlarinin sifir degeri aldip1 nokta yoktur.

Tanm: O () =GP (¢) smr sartini saglayan ve diizlemin sonlu kismindaki her yerde

sifir dizisine sahip bolgesel analitik bir fonksiyona homojen Riemann probleminin

kanonik fonksiyonu denir. Dolayisiyla, sonsuzdaki noktada fonksiyonun derecesi y

indeksine esit olur [10].

¥ =0 igin kanonik fonksiyonun higbir kutup noktas: yoktur ve sinir deger probleminin

bir ¢éziimiinii olusturur.

10




¥ < 0igin kanonik fonksiyonun sonsuzda bir kutup noktas1 vardir ve dolayisiyla homojen

Riemann probleminin bir ¢dziimii degildir. Bunun yamnda, homojen olmayan problemi

¢6zmek igin yardimer bir fonksiyon olarak da kullanilabilir.
Eger Riemann probleminin sinir sart1 agagidaki formda yazilirsa
ot () =t* [ * e, (3.2.2)

keyfi herhangi bir y igin X(z) probleminin kanonik fonksiyonunun agagidaki esitliklerle

verilebilecegi kolaylikla bulunabilir
X*(z)=e" ), X (z)=z %' (3.2.3)
burada

['(z)= ﬁ _!:——w—ln[t;ii(f)] dr

dir, ¥ 20 i¢gin homojen problemin genel ¢6ziimii kanonik fonksiyonldrla agagidaki

sekilde ifade edilir:

O(2) = X(2).2, () (3.2.4)

11




3.3 Homojen Olmayan Problemin Céziimii

Problemin Coziimii: Sinir gartinin G(¢) katsayisini, (3.1.3) homojen probleminin kanonik

X' (@)

fonksiyonunun sinir degerinin oram, G(t) =

ile degistirilirse bu durumda agagidaki

kisaltilmis formiil elde edilir

') _ W), _g)

i (3.3.1)
X' X X'
) fonksiyonu Holder sartini saglar. @' (¢) = G(£)@ (1) + g(¢) ye bagh olarak £
X" X"

fonksiyonunu analitik fonksiyonlarin sinir degerlerinin fark ile ifade edilirse

g _\yrin -
X0 Y'(O-Y @), (3.3.2)
olur. Burada

¥(2) =LI g(r) dr

27y X' (r) T2z 333)

dir. Bu durumda sir sart1 agagidaki formda yazilabilir

D) gy 270

X0 X0 —¥ (1) (3.3.4)

O (2)
X (2)

fonksiyonu y 2 0 igin sonsuzda bir kutba ve 7 <0 igin y. dereceden bir sifira

sahiptir.

12




Teorem: y =0 oldugu durumda homojen olmayan Riemann problemi keyfi bir serbest

terim i¢in ¢6ziilebilirdir ve genel ¢dzlim asagidaki esitlikle ifade edilir

2= X2 0] g() dr

e —+X(2).P,(2) (3.3.5)

burada kanonik fonksiyon X(z) (3.3.3) ile tammlanmigtir ve P, (z) keyfi kompleks

katsayili y . dereceden bir polinomdur. Eger y =-1 ise homojen olmayan problem yine

¢ozillebilirdir ve tek ¢dziime sahiptir [10].

¥ < -1 oldugu durumda genel olarak homojen olmayan problem ¢oziilebilir degildir.

(oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart problemin serbest teriminin — y —1 sartlarim

I g(®)

saglamasidir ( -
: X7 (7)

e =0k =1,2,..~x —1)] . Eger bu sartlar saglanmyorsa

X(z) J- g(r) dr

problemin tek ¢oziimli P(z) =0 olmak lizere ®(z)= X0 7

+X(2).2,(2)
esitligidir.
Sonug olarak, y =0 igin @~ () =0 sarti altindaki ¢dzlim asagidaki formiille ifade edilir

(D(z)=X(z)[‘P(z)+Px_l(z)J ( eger yx=0 ise P(z)=0 olarak almr )
(3.3.6)

x < 0ise P(z) =0 olmak iizere ¢dztim daha nce oldugu gibi yine yukaridaki formiille

ifade edilir ve ¢oéziilebilirlik i¢in agsagidaki —  sartintn saglanmas: gereklidir:

g(r) i, _ _ _
!—Xw)f dr =0, (k=12,..,~x) (3.3.7)

Dolayisiyla, homojen olmayan problemin ¢oziilebilirligi tizerine olan teorem daha simetrik

bir formu kabul eder ve lineer olarak y keyfi sabitlerine baglidir:
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r 20 icin homojen olmayan problemin genel ¢ézlimii lineer olarak y keyfi sabitlerine

baglidir.

¥ <0 igin goziilebilirlik sartlarinin sayis1 — y *dir.

v =0 icin problem mutlak olarak ¢oziilebilirdir ve ¢oziim tektir.
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4. ANALITIK FONKSIiYONLARIN YARI DUZLEM iCiN RIEMANN SINIR
DEGER PROBLEMI

Problemin Coziimii:

L egrisinin reel eksende oldugu kabul edilirse Riemann problemi fist ve alt yar
diizlemlerde sirasiyla ®*(z) ve @ (z)( bolgesel olarak analitik olan ®(z) fonksiyonu )

analitik fonksiyonlarinin bulunmasindan olusur, bu analitik fonksiyonlarin limit degerleri

egri lizerinde (3.1.3) sinur gartim saglar.

Verilen G(f) ve g(f) fonksiyonlari efrinin hem sonlu noktalarinda hem de sonsuz

civarindaki noktalarinda Hoélder sartini saglar. Burada G(#) = 0 oldugu kabul edilir,

(Cozlim, sonlu egridekine benzer olarak elde edilir. Sonlu bir egrinin durumu ile arasinda
olan temel fark, burada noktanin sonsuzda olmasi ve koordinat sisteminin orijin egrisinin
kendi egrisi lzerinde kalmig olmasidir ve dolayisiyla, kanonik fonksiyonunun sifir
olmayan bir dereceye sahip olmasina olanak saglayan istisna bir noktanin alinamamasidir.
Burada £ egrisi boyunca birime esit indekse sahip olan ¢ yardime:1 fonksiyonunun yerine

reel eksende aym ozellige sahip agagida verilen lineer kesir fonksiyonu tanimlanir

(=i

—, (4.1.1)
f+1
bu fonksiyonun arglimani
, N2
a:rgf—l_=arg(t2 I) =2arg(t —i) : (4.1.2)
t+i t“+1
dir, Reel eksende pozitif yonde hareket eden ¢ icin 27 ile degisir. Boylece,
t—i
Ind—=1 (4.1.3)

t+i

15




Eger IndG(f) = y ise

oo

indeksi sifirdir ve logaritmasi reel eksende tek degerli bir fonksiyondur.,

-i istisna noktas i¢in kanonik fonksiyon su formda olusturulur

NTX
X (2)=e"®, X-(z)=[iii.) e,
zZ+1
Burada
o N X
M= | ln[(ﬂ] G(r)] a
2mi v, |\T+i r-z

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

dir. Bu fonksiyonun limit degeri kullamlarak ®*(f) = G(O)D () + g(t) (—oo <t< oo)

sir sart1 (3.3.1) ifadesine doniigtiiriilebilir,

Daha sonra smir gartim (3.3.4) formuna déniigtiirmeyi miimkiin kilan

_ 1 e dr
LP(Z)_Zm'_IX*(T)r—z’

00

analitik fonksiyonu tammlanir,

4.1.7)

Sonlu bir egrideki durumun tersine, burada, genel olarak ¥ (o0) # ¢ oldugu gézlemlenir.

Analitik tamlama ile ilgili teorem ve ilgili fonksiyonun z = —i noktasinda - 3 ( x> Oig¢in

) derecesini agmayan bir kutup noktast olabilecegi dikkate alimrsa, genellestirilmis

Liouville teoreminden agagidaki ifade elde edilir
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D) gy @D g2 £, (@)

- ———x =20 (4.1.3)
X' (z) X (z) (z+i)"( )
Burada P,(z) derecesi y ’ten biiyiik olmayan keyfi katsayil bir polinomdur. Buradan

problemin genel ¢dzimii

P, (z) -
O(z) = X(@)| P(2)+-—3 |,  x>0igin (4.1.9)
{ (z+f)"]

®(z) = X(2)[¥(2)+C], ¥ <0 igin (4.1.10)

x< 0 igin X(z) fonksiyonu z=-i noktasinda -y derecesinde bir kutba sahiptir;
dolayisiyla, problemin ¢8ziilebilir olmas: igin C =¥~ (—i) olarak almaliy1z. y < -1 i¢in

asafida verilen ek sartlarin saglanmasi gerekir:

T g(@) dr
2 X' (1) (r +i)k

=0 (k=23,..~%) (4.1.11)

Bdylece, sonlu bir egri olmasi durumundakine benzer bir sonug elde edilmig oldu.

Teorem: y = i¢in homojen ve homojen olmayan Riemann sinir deger problemleri yar1
diizlem i¢in mutlak ¢6ziilebilirdir ve ¢bzlim y +1 tane keyfi sabite lineer bagimlhidir, y <
(0 i¢in homojen problem ¢ozimsiizdiir, 7 < 0 i¢in homojen olmayan problemin ¢éziimii
tektir.  =—1 olmasi durumunda homojen olmayan problem mutlak ¢dziilebilirdir ve y <

-1 igin eger — y —1 tane ek sart saglanirsa ¢zillebilirdir [10].

Sonsuzda basitge sinurli olan Riemann problemlerinin ¢dzlimlerinin arastirilmasmdan

sonra simdi de sonsuzda sifir degeri alan ¢oziimlerin 6zel bir arastirmast yapilacaktir,

17




Sinir gartlart ®* (o) =0 ve ® () =0 olarak degistirilirse g(«0) =0 elde edilir. Sonug
olarak, Riemann probleminin sonsuzda sifir degeri alan bir ¢dziime sahip olabilmesi igin,
siir sartinin serbest terimlerinin de sonsuzda sifir dederini almasi gerekir, Coziimii elde
etmek igin (4.1.9) deki P,’i, P, , ile degistirmek gerekir ve (4.1.10) bagintisinda da C =0
olarak alinmalidur.

Béylece, ¥ <0 igin (4.1.11) formilinde P, | =0 olarak alinir.

(4.1.11) bagintisindaki ¢oziilebilirlik sartlar: bir sart daha eklenerek tamamlanmig olur, bu

sartta ‘W (i) =0 dir. BSylece bu sart asagidaki formu alir

Tt eg(r) dr
XH1) (r+i)k

=0 (k=23,..—x) (4.1.12)

x> 0igin ¥ tane keyfi sabite bagli bir ¢6ziim vardir; y <0 igin ¢oziim tektir ve x<0

olmas1 durumunda ¢dziimiin varhig igin gerek ve yeter sart — ¥ tane sartin saglanmasidur.
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5. ARASTIRMA BULGULARI

Yar diizlem i¢in Riemann simr deer problemleri incelenirken analitik fonksiyonlara
deginilmig, indeks hesabt ve sinir defer problemleri {izerine yapilan ¢alismalar

Ggrenilmigtir.
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6.SONUC

Tez galigmasinda yar1 diizlem i¢in Riemann sinir deger problemlerinin bir tist baglig1 olan
basit baglantili bslgeden, bu bélgede homojen ve homojen olmayan problemlerden ve bu
problemlerin kanonik fonksiyonlarindan bahsedilmigtir. Konu ile ilgili yapilan diger
caligmalardan farkli olarak giris ve 6n bilgiler kisimlarinda sinir deger problemlerinden ve

bunlarin uygulama alanlarindan bahsedilmistir.
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