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ÖZET 

 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 

bölümde, çalışmamız için gerekli temel tanım ve teoremler verilmiştir. Üçüncü ve 

dördüncü bölümde Riemann sınır değer problemleri ve çeşitleri incelenmiştir. En basit 

Riemann problemi olan sıçrama problemi, homojen ve homojen olmayan Riemann 

problemleri ve bu problemlerin çözümlerine yer verilmiştir.  
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ABSTRACT 

 

 

This thesis consists of four chapters. The  first chapter is devoted to the introduction. 

Second chapter of this thesis deals with some basic definitions and theorems which are 

the main tools used in the subsequent chapters. The third and fourty chapter Riemann 

boundary value problems and their properties are investiagated. Finally, the jump 

problem which is the simplest Riemann problem, homogeneous and non-homogeneous 

Riemann problems   are given in detail. 
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1.GİRİŞ 

 

 

Başlangıç değer ve sınır değer problemleri reel ve kompleks diferansiyel denklemler 

teorisinde uygulama açısından önemli bir yer tutmaktadır. Gerek adi türevli, gerekse 

kısmi türevli denklemlerde genel çözümün varlığı bilinse bile belli tipten çözümlerin 

araştırılması ve bunların bazı başlangıç ve sınır değerlerinin sağlanmasının istenmesi 

fizik, mühendislik ve temel bilimlerde oldukça sık karşılaşılan bir durumdur. Genel 

olarak Cauchy Problemi olarak isimlendirilen başlangıç ve sınır değer problemlerindeki 

başlangıç ve sınır koşulları uygulamalarda ortaya çıkar. Örneğin bir bölgenin iç 

kısmındaki potansiyeli ölçme imkanımız olmayabilir, ancak sınırdaki potansiyel 

belirlendiğinde belli bir potansiyel denklemini çözüp sınır koşulları uygulanarak iç 

kısımdaki potansiyeli veren fonksiyonu belirleyebiliriz. Bu ise basit anlamı ile eliptik 

diferansiyel denklemler için bir sınır değer problemidir [1]. 

 

Özellikle sınır değer problemlerinde problemin tanımlı olduğu bölgenin sınırının 

düzgünlüğü çok önemlidir. Çünkü sınır değer problemlerinin çözümleri için geliştirilen 

metodlarda integral kavramı kullanılmaktadır. İntegraller ise sınırı düzgün bölgeler için 

hesaplanabilmektedir. Bu nedenle sınırı düzgün olmayan bölgelerde tanımlanan çeşitli 

sınır değer problemleri için değişik metodlar geliştirilmiş veya çözümün varlığı ve 

tekliği için değişik kriterler ortaya konmuş, teoriler geliştirilmiştir [2]. Ayrıca 

denklemlerin formu değiştikçe sınır değer koşullarının yanında bazı ek koşullar ortaya 

çıkmaktadır. Ancak en zayıf koşullar altında problemi çözmek temel amaçtır. Sınır 

değer problemlerindeki zorluklar bölgenin sınırının düzgün olmayışından 

kaynaklanabileceği gibi denklemin katsayılarının singülerliğinden de ortaya çıkabilir. 

 

Bilindiği gibi bir bölge içinde (sınır hariç)bir diferansiyel denklemi sağlayan ve 

bölgenin sınırı üzerinde sürekli (problemin özeliğine göre Hölder sürekli) olan çözümün 

bulunması ya da çözümün varlık ve tekliğinin araştırılması problemine Dirichlet sınır-

değer problemi denir. Bu tür problemlerin çözümünün varlık ve tekliğinin 

araştırılmasında uygun koşullar altında Banach ve Schauder Sabit Nokta Prensipleri 

kullanılır. Bölgenin sınırı üzerindeki dönme sayısı olan indis kavramına ihtiyaç 
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duyulmaz. Ancak bu tezin temel konusu olan Riemann sınır değer problemlerinin 

çözümlerinde indis kavramı önem kazanır ve indisin pozitif, negatif tamsayılar veya 

sıfır olmasına göre aynı problemin çözümünün varlık ve tekliği değişir. Hölder 

süreklilik ancak bu tür problemlerde önem kazanmaktadır. 

     

Analitik fonksiyonlar için sınır değer problemleri teorisinin en önemli araçlarından 

birisi Cauchy tipli integrallerdir. Birçok tipten sınır değer problemi, Cauchy tipli 

integraller kullanılarak çözülebilmiştir. 

 

( ) ( )
Lzdt

zt

tf

i
zF

L

∉
−

= ∫ ,
2

1

π
 

 

Cauchy tipli integrali incelendiğinde Lt ∈0  olmak üzere integalin ( )0tF ±  sınır 

değerleri ne zaman vardır ve nasıl hesaplanır sorusu ile karşılaşılır. I.Plemelj, L  parçalı 

düzgün kapalı bir eğri olmak üzere, ( ) ( )LHtf α∈  iken sınır değerlerinin varlığını 

göstermiştir. I.I.Privalov, ( ) ( )LHtf α∈  iken ( )zF  Cauchy tipli integralinin ve ( )0tF ±  

sınır değerlerinin de H  sınıfına ait olduğunu ispatlamıştır [3]. 

 

Riemann problemi ilk olarak D.Hilbert tarafından göz önüne alındığı için bazı yazarlar 

bu problemi Hilbert problemi olarak adlandırırlar. L  basit kapalı düzgün bir eğri; ( )zΦ , 

L  nin dışında her yerde analitik; ( )tg  ve ( )tG  L  üzerinde verilmiş Hölder sürekli 

fonksiyonlar olmak üzere  

 

( ) ( ) ( )ttGt −+ Φ=Φ  (homojen hal) 

( ) ( ) ( ) ( )tgttGt +Φ=Φ −+  (homojen olmayan hal) 

 

özelliğini sağlayan ( )zΦ  analitik fonksiyonunun bulunması problemine Riemann 

Problemi denir. Burada ( )t+Φ  ve ( )t−Φ  fonksiyonları +D , D  bölgesinin iç kısmı, −D  

dış kısmı olarak tanımlanır. 
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( ) ( ) ( )scsbsa ,,  reel fonksiyonları aynı L  eğrisi üzerinde tanımlanmış Hölder -sürekli 

fonksiyonlar olmak üzere +D  da analitik ve L  üzerinde 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 10, ≤≤=+ sscsvsbsusa  

bağıntısını sağlayan ivuf +=  analitik fonksiyonunun bulunması problemine ise 

Hilbert Sınır-Değer Problemi denir [4]. Bu tür problemlerdeki sınır verileri, genellikle 

uygulamalardan direkt olarak ortaya çıkan sınır koşullarıdır. 

 

Fakat Hilbert problemi çok özel koşullar altında incelemiş, üstelik oldukça karmaşık 

yöntemler kullanarak onu Fredholm integral denklemine dönüştürmüştür. Plemelj, 

Cauchy tipli integraller yardımı ile oldukça basit olarak homojen Riemann probleminin 

tam çözümünü vermiştir. Aynı problem, E.Picard tarafından iki integral denklem inşa 

edilerek incelenmiştir. Onların ilki, ikinci tipten bir Fredholm integral denklemi diğeri 

ise singüler integral denklemidir; bu denklemleri araştırmamış daha sonra onlarla ilgisi 

olmayan Plemelj’in çözümü ile aynı olan basit bir çözüm aktarmıştır. 

 

Genel çözüm, ilk olarak F.D.Gakhov tarafından verilmiştir. Bu çözüm bazı basitleştirme 

ve genelleştirmelerle üçüncü bölümde yer almaktadır. Gakhov ‘da, sadece, L  nin bir tek 

kapalı eğri olduğu durumu dikkate alınmıştır; genel durumu ise, yani, L  nin birden 

fazla kapalı eğrilerden oluşması durumunu B.V.Khvedelidze incelemiştir. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) LttgttGt ∈+= −+ ,ΦΦ  

 

Homojen olmayan Riemann Problemi ilk olarak Privalov tarafından göz önüne 

alınmıştır. L  yi düzgün kapalı bir eğri, G  ile g  yi Lebesque anlamında 

integrallenebilir fonksiyonlar ve ( ) MtGm 〈〈〈0  almıştır. Bununla beraber, Picard’ın 

incelediği homojen problemin çözüm yöntemini kullanmış ve tam bir çözüm elde 

edememiştir. Problemin çözümünü ilk olarak Gakhov yapmıştır. Söz konusu çözüm 

bazı genelleştirmelerle 3. ve 4. bölümde yer almaktadır. Gakhov’un incelediği L  nin bir 

tek kapalı eğri olması durumunu Khvedelidze genelleştirmiştir. Ayrıca Privalov, ve 

Gakhov’dan sonra T.Carlemen söz konusu probleme benzer bir problemi    (özel durum 

için) çözmüştür. Gakhov ve Carlemen’in çözüm yöntemleri aslında aynıdır. 



 

 4

Hilbert Problemi, reel ve imajiner kısımlarının limit değerleri arasında verilen bir 

bağıntı ile bir bölgede analitik olan bir fonksiyonun bulunmasıdır. Bu problem, ilk defa 

B.Riemann’ın meşhur makalesinde ifade edilmiş ve Hilbert tarafından  çalışılmıştır. Bu 

yüzden Riemann-Hilbert Problemi de denmektedir. Başlangıçta, Hilbert singüler 

integral denklemlerin bir uygulamasını vermek için problemi böyle denklemler tipine 

indirgemiştir. Sonra, iki Dirichlet probleminin çözümüne çok basit olarak 

uygulanabileceğini görmüştür. Problemin tüm araştırmaları ve kullanılan çözüm 

yöntemleri, I.N.Vekua’nın makalesinde yer almaktadır [5]. 

 

Sınırı düzgün olmayan bölgelerde Dirichlet Problemlerini çözümleri genelde yoktur. 

Çünkü çözümler sınır integralleri ile ifade edilmektedir. Bölgenin sınırı düzgün 

olmadığı zaman genelleştirilmiş anlamda çeşitli regülerlik kriterleri verilmektedir. 

Örneğin bir dikdörtgenin çevresi klasik anlamda düzgün olmadığı halde Vekua’nın 

geliştirdiği bir kritere göre dikdörtgenin çevresi düzgündür. Problemlerin çözümlerinin 

bulunuşunu, çözümlerin varlık ve tekliğini araştırmak için çeşitli regülerlik 

kriterlerinden biride Wiener anlamında regülerlikdir [6]. Ayrıca analitik fonksiyonların 

periyodik Riemann sınır değer problemlerinin yaklaşık çözümü  Heinric Begehr 

tarafından çalışılmıştır [7]. 

 

Dirichlet probleminin matematiksel fizik ve mühendislik alanlarında geniş uygulamaları 

mevcuttur. Elektrostatik (elektrostatiğin temel problemi), hidrodinamik gibi dallarda 

Dirichlet probleminin tipleri ile karşılaşılmıştır. Ayrıca, elastikliğin düz statik teorisinde 

uygulamaya sahip olan elastik yarı düzlem için birinci, ikinci ve birleşik problemler, 

sürtünmesiz bir elastik yarı düzlemin sınırında katı pulun basınç problemi, sürtünmeli 

bir elastik yarı düzlemin sınırında bir katı pulun dengesi problemi, iki elastik zeminin 

birbiriyle teması problemi (Hertz’ ingenelleştirilmiş düzlem problemi) ile hidrodinamik, 

elastik teori ve matematiksel fiziğin diğer alanlarında karşılaşılan süreksiz katsayılar 

için Hilbert problemi önemli problemlerdendir. 

 

Bu çalışma içerik bakımından dört bölümden oluşmaktadır. İkinci bölümde 

çalışmamızda gerekli temel tanım ve teoremler verilmiş ve analitik fonksiyonların sınır 
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değer koşulları ile sıçrama problemi tanımlanmış, üçüncü ve dördüncü bölümde ise 

Riemann sınır değer problemleri ve çeşitleri tanıtılarak çözümleri araştırılmıştır. 
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2. TEMEL BİLGİLER 

 

2.1. Kompleks Düzlemde Eğri Ve Bölge 

 

Tanım 2.1.1: }{ RyxiyxzC ∈+== ,:  kompleks düzleminde (x,y) dik koordinat 

sistemi verilsin. 

a)  ][ Rba ⊂,  olmak üzere sürekli bir, ][ Cba →,:ϕ , ( ) ( ) ( )tiytxt +=ϕ     

fonksiyonuna C düzleminde bir eğri denir. Burada ( ) ( )ba ϕϕ ,  noktalarına sırasıyla 

eğrinin başlangıç ve bitim noktaları denir. 

b) Bir ϕ  eğrisi verildiğinde ( ) ( )ba ϕϕ =  ise, ϕ   ye kapalı eğri denir. 

c) Bir ϕ   eğrisi verildiğinde her [ ]bat ,∈  için ( ) ( ) ( )tiytxt ''' +=ϕ  türevi ( at =  

için ( )+a'ϕ  sağ ve bt =  için ( )−b'ϕ  sol türevleri) var ve sürekli ise ϕ  

diferensiyellenebilir bir eğridir denir. 

d) ϕ  diferensiyellenebilir bir eğri olsun. Eğer [ ]bat ,∈∀  için ( ) 0' ≠tϕ  (veya 

[ ]bat ,∈∀  için ( )( ) ( )( ) 0
2'2' 〉+ tytx ) ise ϕ  ye düzgün eğri denir. 

e) Bir ϕ  eğrisi sadece 21 tt =  için ( ) ( )21 tt ϕϕ =  oluyorsa ϕ  ye basit eğri denir. 

Tanımından görülüyor ki basit eğri kendisini kesmeyen eğridir. Basit eğrilere Jordan 

eğrileri de denir, ϕ  basit bir eğri ve ( ) ( )ba ϕϕ =  iseϕ  ye kapalı basit eğri (Kapalı 

Jordan eğri) adı verilir. 

f) Bir [ ] ( ) ( ) ( ) [ ]battiytxtCba ,,,,: ∈+=→ ϕϕ  eğrisi verilsin. Eğer, eğri üzerindeki 

noktalar ( )aϕ  dan başlamak üzere t  nin artışına karşılık geliş sırasına göre taranırsa, ϕ  

üzerinde pozitif yönde dönülmüş olur.   Eğer, ϕ  kapalı eğri ise bu eğri üzerinde hareket 

ettiğimiz zaman ϕ  eğrisinin sınırladığı sınırlı bölge solda (sağda) kalıyorsa ϕ  eğrisi 

pozitif yönlüdür denir [8]. 

Cz ∈0  noktası ve 0〉ε  sayısı verilsin. ( ) { }εε 〈−∈= 00 : zzCzzU  kümesine 0z  ın −ε   

komşuluğu, ( ) ( ) { }000 / zzUzU εε =  kümesine de 0z  ın delinmiş −ε komşuluğu denir(18). 
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Tanım 2.1.2: Bir CD ⊂  kümesi verildiğinde Dz ∈∀  için Rz 〈  olacak şekilde bir 0〉R  

sayısı varsa, D  ye sınırlı küme denir. 

Dz ∈0  noktası verildiğinde, ( ) DzU ⊂0ε  olacak şekilde bir 0〉ε  sayısı varsa 0z  

noktasına D  nin iç noktası denir. 

Dz ∉0  noktasının ( ) =∪ DzU 0ε Ø olacak şekilde bir komşuluğu varsa 0z  noktasına D  

nin dış noktası denir. 

( )NnDzn ∈∈  olmak üzere yakınsak her ( )nz  dizisinin limiti D  nin bir limit noktası 

adını alır. 

D  kümesine ait noktalar sadece iç noktalar ise D  ye açık küme, D  kümesi limit 

noktalarının hepsini içeriyorsa D  ye kapalı küme adı verilir. 

a)  Bir CD ⊂  kümesinin içindeki her P  noktasını her DQ ∈  noktasına, kümenin 

dışına taşmayan bir çizgiyle birleştirme olanağı varsa, D  ye irtibatlı (veya bağımlı) 

küme denir. İrtibatlı bir küme içindeki P  noktasını Q  noktasına birleştiren bütün 

çizgiler sürekli kaydırmalarla, kümenin dışına taşmadan üst üste getirilebiliyorsa ve bu 

özellik her ( )QP,  nokta çifti için varsa, söz konusu küme basit irtibatlı (basit bağımlı) 

küme adını alır. 

b)    Açık ve irtibatlı CD ⊂  kümesine bir bölge, açık ve basit irtibatlı CD ⊂  kümesine 

de basit irtibatlı bölge adı verilir. 

C,ϕ  kompleks düzleminde herhangi bir kapalı Jordan eğrisi olsun. Jordan teoremi 

gereğince, bu eğri kompleks düzlemini, ∞=z  noktasını içermeyen iç +D  ve ∞=z  

noktasını içeren dış −D  bölgeleri olmak üzere ikiye böler. Buna göre 

−+ ∪∪= DDC ϕ  dir. Biz ϕ  üzerindeki yönün (aksi söylenmedikçe), her zaman +D  

bölgesini sol tarafta bırakacak biçimde, yani ϕ  üzerindeki pozitif yönü, seçeceğiz.  ϕ  

üzerinde pozitif yönün seçildiğini açıkça belirtmek istediğimizde ϕ  yi +ϕ  şeklinde 

yazacağız [8-9]. 
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2.2. Hölder Koşulunu Sağlayan Fonksiyonlar Sınıfı 

 

Tanım 2.2.1: C  kompleks düzleminde herhangi bir kapalı ϕ  Jordan eğrisi ve 

C→ϕλ :  fonksiyonu verilsin. Eğer, herhangi ϕ∈21 , tt  için 

 

( ) ( ) α
λλ 2121 ttKtt −≤−                                                                                             (2.1) 

 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde 0〉K  ve 10 ≤〈α  sayıları varsa, ( )tλ  fonksiyonunu 

ϕ  üzerinde K  sabiti ve α  üssü ile Hölder koşulunu sağlar diyecek ve bunu 

( )ϕλ αKH∈  (yada ( )ϕλ αH∈ ) şeklinde göstereceğiz. 

( ) ( ) ϕϕ ,:1 CUyarı  üzerinde sürekli bütün fonksiyonlar kümesi olsun. 

( ) ( )ϕϕα CH ⊂  olduğu açıktır. 

( ) 1:2 〉αuyarı  halinde (2.1) bağıntısı, apaçık bir biçimde ( )tλ  nin ϕ  üzerinde 

türevlenebilir ve ( ) 0' ≡tλ  (yani ϕ  üzerinde  ( ) sabitt ≡λ ) olduğunu gösterir. 1=α  ise 

( )ϕαH  sınıfı ϕ  üzerinde sabit fonksiyonlar kümesidir. Buna göre her zaman 10 ≤〈α  

olduğunu varsayacağız. 1=α  hali, özel olarak Lipschitz koşulu olarak da 

isimlendirilmektedir [8]. 

 

Tanım 2.2.2: .: nC→ϕλ  mertebeden türevlenebilir fonksiyon olsun Nn ∈ . Eğer 

( ) ( )ϕλ αHtn ∈  ise, ( )tλ  fonksiyonu ϕ  üzerinde ( )( )ϕα
nH  sınıfındandır diyeceğiz . 

 

( ) ( )( )ϕϕ ϕα HH =0  

 

Hölder sınıfından olan fonksiyonların bazı özelliklerini verelim. ϕ  C  nin de herhangi 

bir Jordan eğrisi olduğunu varsayalım. 

1.      Özellik: Eğer 10 〈≤〈 αβ  ise ( ) ( )ϕϕ βα HH ⊂  dir. 

2. Özellik: Eğer C→ϕλ : , C→ϕψ :  ve ( ) ( )ϕψϕλ αα 21
, HH ∈∈  ise 

( )( ) ( ) ( )ttt ψλψλ ±=± , ( )( ) ( ) ( )ttt ψλψλ .. = , her ϕ∈t  için ( ) 0≠tϕ  olduğunda 



 

 9

( )( ) ( ) ( )ttt ψλψλ // =  fonksiyonları α = min ( )21 ,αα  olmak üzere ( )ϕαH  sınıfındandır. 

3.  Özellik: ( )stt = , [ ]βα ,∈s  fonksiyonu [ ]( )βαα ,H  sınıfından, 0<α≤1 ve 

[ ]( ) Ct →βαλ ,:  fonksiyonu [ ]( )βα ,t  üzerinde 10, ≤〈ββH  sınıfındansa, 

[ ]( ) CQ →βα ,:  fonksiyonu ( ) ( )( ) [ ]βαλ ,, ∈= sstsQ  bileşik fonksiyonu [ ]βα ,  

üzerinde αβH  sınıfındandır. 

4.    Özellik: t  ve 0t  noktaları ϕ  eğrisi üzerinde sırasıyla değişken ve sabit noktalar 

olsunlar. ( ) 10,0 ≤〈−= αλ
α

ttt  fonksiyonu ( )ϕαH  sınıfındandır [8]. 

 

Teorem 2.2.1: C,ϕ  üzerinde herhangi bir kapalı Jordan eğrisi olsun. ( )ϕαH  vektör 

uzayı ( )ϕλ αH∈  için; 
( )

( ){ }ϕλλ
ϕ

∈= tt
C

:max  ve olmak üzere 

( )
( )αλλλ

ϕα
,H

C
+=  normuna göre bir Banach uzayıdır [4]. 

 

2.3. Analitik Fonksiyonlar 

 

Tanım 2.3.1: Bir CB ⊂  bölgesinde tanımlı CBf →:  fonksiyonu bu bölge üzerinde 

sürekli bir türeve sahip (yani ( ) ( )BCzf ∈' ) ise, bu fonksiyon söz konusu bölge 

üzerinde analitiktir(regülerdir) denir. CB ⊂  bölgesi üzerinde analitik bütün 

fonksiyonlar kümesini ( )BA  ile göstereceğiz [8]. 

 

Tanım 2.3.2: Bir CCf →:  fonksiyonu Cz ∈0  noktasının bir ( )0zU ε  komşuluğunda 

tanımlı olsun. Eğer, ( )zf  fonksiyonu 0z  noktasının herhangi bir ( ) εδδ ≤,0zU  

komşuluğunda düzgün yakınsak bir ( ) ( )n

n
n zzczf 0

0

−=∑
∞

=

 serisi şeklinde 

gösterilebiliyorsa, ( )zf  fonksiyonuna 0z  noktasında analitik bir fonksiyon denir. 

Kompleks düzlemin her bir noktasında analitik fonksiyona tam fonksiyon denir. İleride 

B  nin C  de bir bölge olduğunu varsayacağız [8]. 
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Teorem 2.3.1: CBf →:  fonksiyonunun Bz ∈0  noktasında analitik olması, onun 

0z  noktasında diferansiyellenebilir olmasıdır. 

Uyarı:  Bir CBf →:  fonksiyonunun Bz ∈0  noktasında analitik olması için onun 

0z  noktasında diferansiyellenebilir olması yeterli değildir [8]. 

 

Tanım 2.3.3: Bir CCf →:  fonksiyonu, ∞=0z  noktasının bir 

( ) { } 0: 〉〉∈=∞ εεε zCzU  komşuluğunda tanımlı olsun. Eğer, ( )zf  fonksiyonu 

( ) ( ) εδεδ ≥∞⊂∞ ,UU  komşuluğunda yakınsak ( ) ∑
∞

=

−=
0n

n
n zczf  serisi şeklinde 

gösterilebiliyorsa, ( )zf  fonksiyonu ∞=0z  noktasında analitiktir denir [8]. 

 

Teorem 2.3.2: Bir CCf →:  fonksiyonunun ∞=0z  noktasında analitik olması için 

gerekli ve yeterli koşul ( ) ( )ξξφ /1f=  fonksiyonunun 00 =ξ  noktasında analitik 

olmasıdır. 

Bir kompleks fonksiyonun analitikliği için yeterli koşullar veren aşağıdaki üç teoremi 

verelim [8].  

 

Teorem 2.3.3(Morera Teoremi): CCf →:  fonksiyonu basit irtibatlı bir CB ⊂  

bölgesinde tanımlı ve B üzerinde sürekli olsun. Eğer, ( )zf  fonksiyonunun B  

bölgesinin içinde kalan her kapalı Jordan eğrisi üzerinde integrali sıfırsa, ( )zf , B  

üzerinde analitiktir [8].  

 

Teorem 2.3.4(Weierstrass Teoremi): ( )zf n , Nn ∈  fonksiyonları bir CB ⊂  

bölgesinde analitik ve ( )∑
∞

=1n
n zf  serisi B  içinde kalan her kapalı bölge üzerinde düzgün 

yakınsaksa, ( ) ( )∑
∞

=

=
1n

n zfzf  tanımıyla ( )zf , B  üzerinde analitiktir [8]. 
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Teorem 2.3.5(Cauchy-Riemann Teoremi): CBf →:  fonksiyonunun B  üzerinde 

analitik olması için gerekli ve yeterli koşul, bu fonksiyonun reel u ve sanal v 

kısımlarının bu bölge üzerinde birinci dereceden sürekli, 
y

v
ve

x

v

y

u

x

u

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
,,  kısmi 

türevlerine sahip olması ve bu türevlerin Cauchy - Riemann diferensiyel denklemler 

sistemi adı verilen: 

 

y

v

x

u

∂

∂
=

∂

∂
 , 

y

u

x

v

∂

∂
−=

∂

∂
 sistemini sağlamasıdır. 

 

Analitik fonksiyonların bazı özelliklerini verelim:  

1. Bir noktada analitik fonksiyon bu noktanın belirli bir komşuluğunun her bir 

noktasında analitiktir. 

2. ( )BAf ∈  ve ( )BAg ∈  ise 

a)       C∈∀ βα ,  için ( ) ( ) ( )BAzgzf ∈+ βα  dir. 

b)       ( ) ( )BAgBaf ∈∈ ,  ve Bz ∈∀  için ( ) 0≠zg  ise 

( ) ( ) ( )
( )

( )BA
zg

zf
zgzf ∈,  dir. 

3.       ( ) 01
1

1 ... azazazazP n
n

n
nn ++++= −   

           ( Caaa n ∈,...,, 10  sabit katsayılar ve Cz ∈ ) polinomu bir tam fonksiyondur. 

4. İki analitik fonksiyonun bileşkesi de analitik bir fonksiyondur. 

5. Analitik fonksiyon her mertebeden diferensiyellenebilirdir. 

6. Basit irtibatlı bölge üzerinde analitik fonksiyonun ilkel fonksiyonu ve türevi 

de analitiktir. 

7. ( )0zUε  üzerinde analitik ( )zf  fonksiyonu ( )0zUε  üzerinde yakınsak 

( ) ( )
( )

( )∑∑
∞

=

∞

=

−==
0

0
0

0 !n

n

n
n zz

n

zf
zfzf             ( )( ) ( )( )00

0 zfzf =  

Taylor serisinin toplamı şeklinde gösterilebilir. 
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8.         Bir ∞≠0z  noktasının bu noktada analitik  f  fonksiyonunun m. dereceden 

sıfırı olması için gerekli ve yeterli koşul ( )zh , 0zz =  noktasında analitik ve ( ) 00 ≠zh  

olmak üzere ( ) ( ) ( )zhzzzf
m

0−=  şeklinde yazılabilmesidir. 

9. Eğer ∞≠0z  noktası, bu noktada analitik bir f fonksiyonunun m. mertebeden 

sıfırı ise, 0z  noktası ( ) ( )[ ] ( )NpzfzF
p

∈=  fonksiyonunun mp. Dereceden 

sıfırıdır. 

10.  ( )zf  fonksiyonu 0z  noktasının bir ( )0zU ε

o

 komşuluğunda analitik, fakat 

bizzat 0zz =  noktasında analitik değil ise, bu noktaya ( )zf  fonksiyonunun izole 

singüler (ayrık tekil) noktası adı verilir. 

11. Eğer 0zz =  noktası komşuluğunda f nin Laurent serisi Nna n ∈≠− 0  olmak 

üzere ( )
( ) ( )

...
1

1

0

+
−

+
−

=
+

+−−

n

o

nn

zz

a

zz

a
zf   

şeklinde ise, 0zz =  noktası ( )zf  nin n. mertebeden bir kutbudur denir. Bu halde 

( ) ( )zfzz
m

0−  fonksiyonu artık 0zz =  noktası komşuluğunda analitiktir. 

12. Eğer, C  de tanımlı bir fonksiyonun, C  nin her sonlu bölgesindeki singüler 

noktaları yalnızca kutuplardan oluşuyorsa, bu fonksiyon meromorfiktir denir [8-9]. 

 

Teorem 2.3.6(LiouvilleTeoremi): CCf →:  fonksiyonu Caa k ∈∞= ,0  { }( )nk ,...,1∈  

kutup noktaları hariç C üzerinde analitik bir fonksiyon ve f nin bu kutup noktalar 

komşuluğunda Laurent serisinin esas kısmı sırasıyla:  

0az =  için: 

 

0

0

020
2

0
10 ...)( n

n zczczczG +++=
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kaz =  için: 

 

( ) ( )
{ }( )nk

az

c

az

c

az

c

az
G

k

k

m

k

k
m

k

k

k

k

k

k ,...,1...
1

2
21 ∈

−
++

−
+

−
=









−
        

    

olsun o halde ( )zf  fonksiyonu: 

 

∑
=










−
++=

n

k k

k
az

GzGezf
1

0

1
)()(  

 

şeklinde yazılabilir [8]. 

 

Sonuç 2.3.1: Bir CCf →:  fonksiyonu bütün düzlemde sınırlı ve sonlu her bölgede 

analitik ise, bir sabitten ibarettir. Üstelik ( ) 0=∞f  ise C üzerinde ( ) 0=zf  dır.  

 

Sonuç 2.3.2: Bir CCf →:  fonksiyonu C  üzerinde analitik ve ∞=z  noktası bu 

fonksiyonun m. mertebeden kutup noktası ise, ( )zf  m. dereceden bir polinomdur: 

( ) m
m zczcczf +++= ...10  

 

Tanım 2.3.4(Analitik Devam Prensibi): CBveCB 21 ⊂⊂  bölgelerinin arakesiti 

düzgün bir λ eğrisi olsun. B1 de analitik olan bir ( )zf1  fonksiyonu ve B2 de analitik olan 

bir ( )zf 2  fonksiyonu verilmiş olsun. Eğer her λ∈t  için  

 

( ) ( )zftf
Bz
tz
1

lim1

∈
→

=  ve ( ) ( )zftf
Bz
tz
2

lim2

∈
→

=  

 

limitleri λ üzerinde sürekli ve eşit ise ( )zf 2  fonksiyonu ( )zf1  fonksiyonunun (ya da 

( )zf1  fonksiyonu ( )zf 2  fonksiyonunun) λ üzerinden B2 ye (B1 e) analitik devamıdır 

denilir [8]. 
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2.4. İndis (İndeks) ve Onun Bazı Özellikleri 

 

λ, C de kapalı düzgün Jordan eğrisi ve λλ ,: CG →  üzerinde sürekli bir fonksiyon 

ve λ∈∀t  için ( ) 0≠tG  olsun . 

 

Tanım 2.4.1: t noktası λ üzerinde pozitif yönde bir tam dönüş yaptığında  ( )tG  nin 

argümentinin aldığı artımın 2π ye bölümü ( )tG  nin λ ya göre indisi olarak adlandırılır 

ve indG ile gösterilir: 

 

( )[ ]λπ
tGİndG

2

1
(t) =                                                                                                     (2.2) 

 

)(arg)(lnlnG(t) tGitG +=  olduğundan ve λ üzerinde pozitif yönde bir tam dönüş 

yapıldığında ( )tG  fonksiyonu kendi başlangıç değerine döndüğünden 

( )[ ] ( )[ ]λλ tGitG argln = , dolayısıyla 

 

( )[ ] ( )[ ]λλ ππ
tG

i
tGindG ln

2

1
arg

2

1
==                                                                          (2.3)            

 

dır. G, λ üzerinde sürekli olduğundan bu eğrinin G(λ) görüntüsünde kapalı bir eğri ve λ 

üzerinde pozitif yönde bir tam dönüş yapıldığında ( )tG  nin argüment artımı 2π nin bir 

katı olacağından indG, ya sıfırdır ya da (pozitif veya negatif) bir tam sayıdır. 

İndisin bazı özelliklerini verelim. Burada, λ nın C  düzleminde kapalı ve düzgün bir 

Jordan eğrisi, +D  ve −D  nin de sırasıyla λ ile sınırlı iç ve dış bölgeler olduğunu 

düşüneceğiz. 

1.        CG →λ:  fonksiyonu λ üzerinde diferensiyellenebilir ve +D  da analitik ve 

λ∪+D  üzerinde sürekli veya −D  de analitik ve λ∪−D  üzerinde sürekli olan bir 

fonksiyonun λ üzerindeki limit değeri ise, 
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( )( )∫=
λ

π
tGd

i
indG ln

2

1 ( )
( )∫=

λ
π

dt
tG

tG

i

'

2

1
                                                                       (2.4)           

 

2. 1G  ve 2G  fonksiyonları λ  üzerinde sürekli ve sıfırdan farklı değerler alan 

fonksiyonlar ise, 

 

( ) 2121. indGindGGGind +=  

 

( ) 2121 / indGindGGGind −=  

 

elde edilir. 

3. Sıfırları katlılıkları kadar farklı düşündüğümüzde; 

a) +D  da analitik ve λ∪+D  üzerinde sürekli olan bir ( )zG +  fonksiyonunun +D  daki 

sıfırlarının sayısı n ise nindG =  dir. 

b) −D  de analitik ve λ∪−D  üzerinde sürekli olan bir ( )zG −  fonksiyonunun −D  

deki sıfırlarının sayısı n ise, nindG −=  dir. 

c) +G , +D  da analitik ve λ∪+D  üzerinde sürekli, −G , −D  de analitik ve λ∪−D  

üzerinde sürekli fonksiyonlar olsun; +G  nın  +D  da +n  tane, −G  nin −D  de −n  tane 

sıfırı bulunduğunda ( ) 0/ ≥+= −+
−+ nnGGind . Buradan ( ) 0/ =−+ GGind  olması için 

0== −+ nn  olması gerekir. 

d) ( )zG  nin +D  daki singülerlikleri sadece p-tane kutup noktasından ibaret olsun 

(Kutuplar katlılıkları kadar farklı düşünülüyor). Bu halde, pnindG −=  dir. 

Buradaki n, ( )zG  nin +D  daki sıfırlarının sayısıdır [4]. 
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2.5. İndisin (İndeksin) Hesaplanması 

 

)s(0     )()( 21 l≤≤+= sitstt  

 

L  eğrisinin denklemi olsun. Kompleks koordinat t  ifadesini )(tG  fonksiyonu ile 

değiştirirsek 

 

[ ] (s).i(s) )()()( 21 ξη +=+= sitstGtG                                                                      (2.5) 

 

ifadesini elde ederiz. ξη ,  yı kartezyen koordinat olarak kabul edeceğiz. Böylece 

 

)(        ),( ss ξξηη ==  

 

bir  Γ  eğrisinin parametrik denklemini ifade eder. )(tG  fonksiyonunun sürekliliği ve 

L  eğrisinin  kapalı olduğu  göz önüne alınırsa Γ  eğrisi de kapalı olacaktır [4].  

 

Orijin etrafındaki Γ  eğrisinin spirallerinin sayısı, başka bir ifadeyle s değişkeni  0’ dan 

l ’ ye değişirken pozisyon vektörünün tam devrinin sayısı, açıkça, )(tG  fonksiyonunun 

indeksi olacaktır. Bu sayı bazen koordinat sisteminin orijinine göre Γ  eğrisinin 

derecesi olarak adlandırılır. 

 

Eğer, Γ  eğrisi gerçekten de kurulabilirse, spirallerin sayısı direkt olarak bulunabilir. Γ  

eğrisinin formu gereğince indeksin belirlenebileceği bir çok örnekten bahsetmek 

mümkündür. Örneğin, eğer )(tG  fonksiyonu reel veya imajinali sıfır olan fonksiyon ise 

bu durumda )(tΓ  bir doğru parçasıdır (çift sayı kez hareket etmiş) ve )(tG  ‘nin indeksi 

sıfırdır. Eğer, reel kısım )(sη  veya imajinal kısım )(sξ  işaret değiştirmiyorsa, bu da 

indeksin yine sıfır olduğunun bir kanıtıdır. Eğer,  )(tG  fonksiyonu eğrinin içinde veya 

dışında analitik olan fonksiyonların limit değerlerini teşkil eden fonksiyonların bir 

çarpımı veya bölümü ise bu durumda indeks 2,3,4 özellikleri dikkate alınarak 

hesaplanır. 
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Genel durumda indeks (2.2) formülü kullanılarak hesaplanır. Formül (2.4) uygulanırsa 

formül (2.5) gereğince, 

 

)(

)(
arctan)(arg

s

s
dtGd

ξ

η
=

 

 

ifadesini elde ederiz. 

 

.
)()(

)()()()(

2

1

2

1 1

0
2222

ds
ss

ssssdd
∫∫ +

′−′
=

+

−
=

Γ ηξ

ξηηξ

πηξ

ξηηξ

π
χ

                                                  (2.6) 

 

Bazı basit durumlarda, indeksi hesaplamak için cebirsel bir algoritma oluşturmak 

mümkündür. 

 

İndeks kavramı açık eğri L ’ ye, ve bunun yanında )(tG  fonksiyonunun süreksiz olduğu 

veya sıfır değeri aldığı noktalar olması durumlarına da genişletilebilir. 

 

Hatırlatma: Eğer, )(tG  analitik bir fonksiyonun sınır değeri ise, indeksi 

değiştirmeksizin, indeks geniş bir oranda çeşitli olabilir. Açıkçası, eğrinin 

deformasyonu ikinci (takip eden) indeksin )(tG  fonksiyonunun bir sıfır yada kutup 

noktasından geçmesi şeklinde ise indeks her zaman değişecektir. 

 

Örnek 2.5.1: ( ) nttG =  fonksiyonunun orijini içeren herhangi λ kapalı ve düzgün 

Jordan eğrisine göre indislerini hesaplayalım. 

I.Yol: nt  fonksiyonu +D  da analitik ve n katlı sıfıra sahip nt  fonksiyonunun λ üzerinde 

limit değeri olduğundan nindt n =  dir.  

II.Yol: ϕnt n =arg  olacağından 

 

[ ] nntindt nn === π
ππ

λ 2
2

1
arg

2

1
 bulunur. 
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İndeks yüksek hızlı bilgisayarlarda nümerik metotlarla da hesaplanabilir. İndeks tam 

sayı olduğundan dolayı, ½ civarındaki herhangi bir yaklaşımın en yakın tamsayıya 

yuvarlanması kesin değeri verir. 

 

İndeksi hesaplamanın nümerik metotlarından birini şimdi tanımlayacağız. L eğrisinin 

denklemini belirleyen s parametresinin değişiminin [ ]l,0  aralığını Issss n == ,...,,,0 210  

noktalarında n eşit parçaya bölelim. Sonuç olarak L eğrisinin kendisi ve L’ nin 

görüntüsü olan Γ  eğrisi )(tG  fonksiyonu ile n tane yay ‘a bölünmüş olacak. 

( ) ( )iiii ηξηξ ,,, 11 −−  bitiş noktaları koordinatları olmak üzere iγ , Γ  eğrisinin yukarıda 

tanımlandığı şekliyle herhangi bir yay’ı olsun. Burada,  )(    ve)( ss iiii ηηξξ ==  dir. iγ  

yayının bitiş noktalarının pozisyon vektörleri arasındaki açıyı iϕ∆  ile göstereceğiz. Bu 

durumda (2.5.1) örneğinden, 

 

∑
=

∆==
n

i
i

12

1
IndG(t) ϕ

π
χ

 

 

yazılır.Yeterince büyük  n için 

 

( ) ( )
,sin

222
1

2
1

11

iiii

iiii
ii

ηξηξ

ηξηξ
ϕϕ

++

−
=∆≈∆

−−

−−

 

 

ve dolayısıyla nR  hata olmak üzere, 

 

( ) ( ) n

n

i iiii

iiii R+
++

−
= ∑

=
−−

−−

1
222

1
2

1

11

2

1

ηξηξ

ηξηξ

π
χ

. 

 

Kolayca gösterilebilir ki eğer, )(tG  fonksiyonu β  indeksi ile Hölder şartını sağlarken 

 )(   ve)( 21 stst  fonksiyonları, L eğrisinin denkleminde ise, α  indeksi ile Hölder şartını 

sağlıyorsa bu durumda C sabit olmak üzere,  
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13 −
<

αβn

C
Rn

 olur. 

 

Bu nedenle, eğer, ∞→> n     ve3/1.βα  ise bu durumda 0→nR  dır. Böylece, 

programlama için uygun bir formül elde ederiz: 

 

( ) ( )
.

2

1

1
222

1
2

1

11∑
=

−−

−−

++

−
=

n

i iiii

iiii

ηξηξ

ηξηξ

π
χ

                                                                            (2.7) 

 

Bu formülün kullanımı ile ilgili olarak U.S.S.R. (Sovyet) daki “strela”  bilgisayarı 

tarafından hesaplanan bir örneği verelim. Fonksiyonun indeksi için 

 

)(
1)(8

9
)(

2
sin

22
yxi

xyx
yxivuw −+

+++
−+=+=

π

 

 

Birim çemberde, üçüncü kez dolandıktan sonra,  

 

Eğer, 949.0  ise   32 −== xn  

 

Eğer, 983.0  ise   64 −== xn  

 

elde ederiz. Sonuç olarak, 1−=χ  dir. 

 

Bu örnekte gösterildiği gibi, çok daha küçük bir n alınarak ta bu sonuca ulaşmak yeterli 

olacaktı. 

 

Ele alına fonksiyonun reel ve imajinal kısımları analitik fonksiyonlar ile tanımlıdır ve 

çemberin içinde de analitikliği devam ettirilebilinir. Çemberin içinde analitikliği devam 

ettirilen ),( yxw  fonksiyonu 







2

1
,

2

1
 noktasında sıfıra eşittir ve 8/1

2

1 2

2

=+







+ yx  

çemberi üzerinde sonsuza gider. Örnekten görülecektir ki analitik olmayan kompleks 
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fonksiyonlar için, indeksin bölgede ki fonksiyonun sonsuzlukları veya sıfırları ile basit 

bir bağlılığı(bağlantısı) yoktur [4]. 
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3. RİEMANN SINIR-DEĞER PROBLEMLERİ 

 

Bu tezde, sınır-değer problemlerinden biri olan Riemann sınır-değer problemi ve 

çeşitleri verilecek. Önce, analitik fonksiyonların sınır değerleri için iki temel şart 

verilerek en basit sınır-değer problemi olan sıçrama problemini ele alacağız. Sonra, 

homojen problemin çözümlerini, L  nin bir tek kapalı eğri olduğu basit durum ve 

∑
=

=
n

j
jLL

1

 ( )1>n  olduğu durumda inceleyeceğiz [4].  

 

3.1. Analitik Fonksiyonların Sınır-Değerlerinin İncelenmesi: 

L  kompleks düzlemde kapalı basit bir Jordan eğrisi, +D  bu eğrinin sınırladığı iç bölge, 

−D   dış bölge olsun. 

 

Teorem 3.1.1: ( ) ( )LHtf ∈  fonksiyonu verilsin. f  nin  +D  daki analitik bir ( )zF  

( )( )0=∞∈∞ +iseFD  fonksiyonunun sınır-değeri olması için gerek ve yeter şart 

 

( ) −∈=
−∫ Dzdt

zt

tf

i L

,0
2

1

π
                                                                                       (3.1) 

olmasıdır [10]. 

 

İspat: Eğer −∈∞ D  ve ( ) ( ) ++= DtFtf ,  daki analitik bir ( )σF  fonksiyonunun sınır-

değeri ise bu durumda −∈ Dz  için 
( )

z

F

−σ

σ +D  da analitik ve L  üzerinde sürekli bir 

fonksiyondur. Dolayısıyla, her bir bağlantılı +D  bileşenine Cauchy teoremi uygulanırsa 

(3.1) geçerli olur. Eğer +∈∞ D  ve ( ) 0=∞F  ise bu durumda 
( )

z

F

−σ

σ
 nin ∞=σ  da 

rezidüsü sıfırdır ve buradan (3.1) yine geçerlidir.  
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F  yi 

( ) ( )
Lzdt

zt

tf

i
zF

L

∉
−

= ∫ ,
2

1

π
                                                                                    (3.2) 

 şeklinde tanımlayalım. Plemelj formülünden 

( ) ( ) ( ) LttftFtF ∈=+ −+ ,  

dir. Hipotezden −∈ Dz  iken ( ) 0≡zF  dır. Dolayısıyla, ( ) 0=− tF  dır. Böylece, L  

üzerinde  ( ) ( )tFtf +=  dir. +∈∞ D  ise bu durumda ( ) 0=∞F  olduğu açıktır. (3.1) yi 

−∈ Dz  için uygulamak çok kullanılmamaktadır, onun yerine Lt ∈0  olan bir şart daha 

kullanışlı olacaktır. 

 

Teorem 3.1.2: Bir ( ) ( )LHtf ∈  fonksiyonu verilsin. f  nin +D  daki analitik bir 

( ) ( )( )0=∞∈∞ +iseFDzF  fonksiyonunun sınır-değeri olması için gerek ve yeter şart 

 

( ) ( ) Lttfdt
tt

tf

i L
∫ ∈=

−
00

0

,
2

1

2

1

π
                                                                            (3.3) 

 

olmasıdır [10]. 

İspat: Kabul edelim ki, ( ) ( )tFtf +=  dir, Bu durumda, (3.1) sağlanır. Burada Plemelj 

formülünü kullanarak 

( ) ( )
∫ ∈=

−
+−

L

Ltdt
tt

tf

i
tf 0

0

0 ,0
2

1

2

1

π
 

elde ederiz ki bu (3.3) dir. +D  da analitik olan (3.2) ile tanımlı F  yi göz önüne alalım 

( )( )0=∞∈∞ +iseFD . Bu durumda F  ye Plemelj formülünü uygularsak 

 

( ) ( )
∫ ∈=

−
+−

L

Ltdt
tt

tf

i
tf 0

0

0 ,0
2

1

2

1

π
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elde ederiz. Böylece, hipotezden dolayı ( ) ( )tFtf +=  olduğu görülür [10]. 

 

3.2. Riemann Sınır-Değer Problemlerine Giriş 

 

Tanım 3.2.1: Riemann sınır-değer problemi veya kısaca R  problemi: L  sıçrama eğrili 

bir parçalı analitik f  fonksiyonu bulma problemidir öyle ki 

 

( ) ( ) ( ) ( ) LttgtftGtf ∈+= −+ ,                                                                                  (3.4) 

 

sınır-değer şartı sağlanır, burada ( )tG  ve ( )tg , L  üzerinde tanımlı Hölder şartını 

sağlayan iki fonksiyondur. Eğer ( )zf  sonsuzda en fazla .m  mertebeden olursa bu 

durumda problem mR  ile gösterilir. En önemli problemler, 0R  ve 1−R  dir ki onlar için 

( )∞f , sırasıyla, sonlu ve sıfıra eşittir. Eğer L  üzerinde her yerde ( ) 0≠tG  ise bu 

durumda R  problemi normal tiptendir aksi takdirde normal olmayan tiptendir denir 

[10]. 

3.3. Sıçrama Problemleri ve Çözümleri  

Tanım 3.3.1: (3.4) te ( ) 1≡tG  alınarak elde edilen 

( ) ( ) ( ) Lttgtftf ∈=− −+ ,                                                                                         (3.5) 

problemine sıçrama problemi denir. 

 

Bu sıçrama problemini mR  de çözeceğiz: ( ) ( )LHtg ∈  olduğundan ve Plemelj 

formülünden kolayca görülür ki, 
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( ) ( )
Lzdt

zt

tg

i
z

L

∉
−

= ∫ ,
2

1

π
ϕ                                                                                     (3.6) 

 

(3.5) şartını sağlar, yani, 

( ) ( ) ( ) Lttgtt ∈=− −+ ,ϕϕ                (3.7) 

 

dir. Bu durumda, (3.5) ve (3.7) den 

 

( ) ( ) ( ) ( ) Ltttfttf ∈−=− −−++ ,ϕϕ  

 

dir. Yani, ( ) ( ) ( )zzfzF ϕ−=  hem de +D  hem de −D  de analitiktir öyle ki L  nin farklı 

taraflarında aynı sınır-değerlere sahiptir. Dolayısıyla, analitik devam ilkesinden,  F  bir 

tam fonksiyondur. 

İlk olarak 0〉m  olsun, ( ) 0=∞ϕ  olduğundan F  nin ∞=z  da aynı f  gibi en fazla .m  

mertebeden bir kutbu vardır. Liouville teoreminden F  en fazla .m  mertebeden bir 

polinom olmalıdır. Buradan, (3.5) in mR  deki genel çözümü 

( ) ( ) ( )∫ +
−

=
L

m zPdt
zt

tg

i
zf

π2

1
                                                                                        (3.8) 

dir, burada mP , .m  dereceden bir keyfi polinomdur, buradaki .m  dereceden bir keyfi 

polinom, aslında derecesi m  yi geçmeyen ve sıfır sabitini de içeren bir keyfi polinom 

anlamındadır. Genel çözümde 1+m  keyfi (kompleks) sabit vardır. Yani, çözümün 

bağımsızlık derecesi 1+m  dir. 

 

Eğer (3.5) 0R  da çözülürse, yani, ( )∞f  un sonlu ( ∞=z da analitik) olması istenirse bu 

durumda (3.8) deki ( ) sabitzP ≡0  tir ve çözümün bağımsızlık derecesi 1 dir. 
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Eğer (3.5) 1−R  de çözülürse, yani, ( ) 0=∞f  alınırsa bu durumda problem ϕ  tek 

çözümüne sahiptir (veya (3.8) de ( ) 01 ≡− zP  alınır). Bu durumda, çözümün bağımsızlık 

derecesi sıfırdır. 

 

Eğer (3.5), rR−  de çözülürse bu durumda (3.8) deki ( ) 0≡− zP r  alınsa bile ( )zf  nin 

sonsuzda en az .r  mertebeden bir sıfıra sahip olduğu garanti edilemez. 

(3.6) integralindeki 
( )zt −

1
 terimi ∞=z  da ( )içintz 〉  Laurent serisine açılırsa  

( ) ( )∑ ∫
∞

=
+

−=
0

1

1

2

1

k L
k

k

z
dtttg

i
zf

π
 

 

bulunur ve buradan görülür ki, f  nin ∞=z  da en az .r  mertebeden bir sıfıra sahip 

olması için gerek ve yeter şart 

 

( )∫ −==
L

k rkdtttg 2,...,1,0,0                                                                                                                             (3.9) 

olmasıdır. Bu demektir ki; ( )rmR r −=−  deki (3.5) sıçrama problemi çözülebilirdir 

ve bu durumda onun (3.8) tek çözümüne sahip olması ( ( ) 0≡− zP r  olması durumu) için 

gerek ve yeter şart g  nin bu ( )1−r  tane şartı sağlamasıdır.   Yani, 2≤m  ise (3.5) mR  

problemi, ( )11, +−=− mrg  şartı sağladığında tek çözüme sahiptir. Bu durumda, 

çözümün bağımsızlık derecesi ( )1+m  (negatif tamsayı) dir. Böylece aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 

 

Teorem 3.3.1: (3.5) sıçrama probleminin mR  deki genel çözümü, ( )1+m   bağımsızlık 

derecesine sahiptir. Daha açık olarak, 0≥m  olduğunda onun çözümü (3.8) ile verilir, 

burada ( ) ., mzPm  dereceden bir keyfi polinomdur; 1−=m  olduğunda ( )00 ≡zP  

olmak üzere (3.8) tek çözüme sahiptir; 2−≤m  olduğunda onun (3.8) tek çözümüne   

sahip   olması   için  gerek  ve   yeter   şart   (3.9)   deki   ( )1+− m  tane çözülebilirlik 
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şartlarının sağlanmasıdır ( )mr −= . Üstelik, Privalov teoreminden dolayı ( ) ( )LHtf ∈±  

dir. Bundan sonra, negatif dereceden bir ( )0〈mPm   polinomunun daima sıfıra özdeş 

olduğunu kabul edeceğiz. Bu durumda, (3.5) nin mR  deki çözümü herhangi bir durumda 

( 2−≤m  için çözülebiliyorsa) (3.8) olarak yazılabilir. Şimdi, sıçrama problemine bir 

örnek verelim [10]. 

 

Örnek 3.3.1: L , 1=t  pozitif yönde yönlendirilmiş birim çember  olmak üzere parçalı 

analitik bir f  fonksiyonu bulunuz öyle ki, 

 

( ) ( ) πθθ θ 20,,cos ≤≤=+= −+ iettftf  

 

ve ( )∞f  sonlu olsun.  

 

Çözüm: θiet =  dan 

 

t

ttt

2

1

2
cos

21 +
=

+
=

−

θ  

 

olur. ( )∞f  un sonlu olması istendiğinden problem 0R  da çözülecektir. Buradan, (3.8) 

genel çözümü 

 

( ) ∫ +
−

+

=
L

cdt
zt

t

t

i
zf 2

1

2

1

2

π
 

halini alır. Bu integralin değeri, 1〉z  için Cauchy integral formülünden 

 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ −===
−

+

=
−

+

L L L z
fdt

t

tf
dt

t

zt

t

i
dt

zt
t

t

i 2

1
0

2

1

2

12

1

2

1

22

ππ
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dir. 1〈z  için, sırasıyla, 0=t  ve zt =  merkezli, birbirlerini kesmeyen ve tamamen L  

içinde kalan 1L  ve 2L  çemberlerini seçelim. Cauchy integral formülünden 

( )
( ) ( )∫ ∫ ∫ ==

+
+

−

+
=

−

+

+
−

+

=
−

+

L L L

ztt
t

t

zt

t
dt

zt
t

t

i
dt

t

zt

t

i
dt

zt
t

t

i
1 2

2

1

2

12

1

2

12

1

2

12

1

2

1 2

0

2

222

πππ
 

                        z
z

z

z 2

111

2

1 2

=






 +
+−=  

dir. Böylece, istenen çözüm 

( )








〉+−

〈+
=

1,
2

1

1,
2

1

zc
z

zcz
zf  

olarak elde edilir [10]. 

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 28

4. BASİT-BAĞLANTILI BİR BÖLGE İÇİN RİEMANN SINIR DEĞER 

    PROBLEMİ 

 

4.1. Problemin Formülasyonu 

 

Kompleks düzlemi iç bölge +D  ve dış bölge −D  bölgelerine bölen basit düzgün kapalı 

bir L eğrisinin verildiğini ve Hölder şartını sağlayan eğri üzerinde iki tane )(tG  

( )(tG eğri üzerinde sıfır değeri almayan bir fonksiyon) ve )(tg  pozisyon fonksiyonları 

verilsin. İki tane fonksiyon bulmak gereklidir: ∞=z  dahil olmak üzere, +D  bölgesinde 

analitik olan )(z+Φ , −D  bölgesinde analitik olan )(z−Φ , öyle ki bu fonksiyonlar L 

eğrisi üzerinde aşağıda verilen her iki lineer ifadelerden birini sağlarlar 

 

 )()()( ttGt −+ = ΦΦ  (homojen problem)                                                                     (4.1) 

 

veya 

 

)()()( ttGt −+ = ΦΦ +g(t)  (homojen olmayan problem)                                              (4.2) 

 

)(tG  fonksiyonuna Reimann probleminin katsayısı; )(tg  fonksiyonuna da serbest terim 

denir. 

 

İlk olarak özel tipte bir Riemann problemini ele alalım. Kapalı bir L eğrisi üzerinde 

Hölder şartını sağlayan bir )(tG  fonksiyonunun verildiğini kabul edelim. Sonsuzda sıfır 

değeri alan ve bir )(tϕ  atlamasında L eğrisi boyunca geçen bölgesel olarak analitik olan  

bir )(zΦ ( )()(için    ),()(için    zzDzzzDz −−++ =∈=∈ ΦΦΦΦ ) fonksiyonunun, 

diğer bir ifadeyle, aşağıdaki koşulu sağlayan bir fonksiyonun bulunması gerekir [4]. 

 

)()()( ttt ϕ=Φ−Φ −+

                                                                                                   (4.3) 

 

Problemin çözümünün  
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τ
τ

τϕ

π
d

zi
z

L
∫ −

=Φ
)(

2

1
)(

                                                                                                   (4.4) 

 

olduğu (4.3) formülünden açıktır. Bu çözümün tekliğini ispatlamak kolaydır. Aslında, 

iki çözümün varlığını kabul ederek ve çözümler arasındaki farkı ele alırsak L doğrusu 

üzerindeki bu fark atlamasının sıfır olduğunu buluruz. Sonuç olarak, bu fonksiyon tüm 

düzlemde analitiktir ve sonsuzda sıfır değerini alır. Dolayısıyla, Liouville Teoremi aynı 

şekilde sıfır değerini aldığını ifade eder. 

 

Yukardaki problemin çözümü aşağıdaki şekilde olduğu gibi de formüle edilebilir: 

 

Kapalı bir eğri üzerinde verilen ve Hölder şartını sağlayan keyfi bir )(tϕ  fonksiyonu, 

0)( =∞−Φ  şartı altında, )(),( zz −+ ΦΦ  analitik fonksiyonlarının sınır değerlerini 

oluşturan )(),( tt −+ ΦΦ  fonksiyonlarının farkının formunda tek bir biçimde ifade 

edilebilir. 

 

Eğer 0)( =∞−Φ  ek şartı göz ardı edilirse, problemin çözümünün aşağıdaki formülle 

verilebileceği kolaylıkla görülür 

 

sabitd
zi

z
L

+
−

=Φ ∫ τ
τ

τϕ

π

)(

2

1
)(

                                                                                     ( 4.4 ′ ) 

 

4.2 Homojen Problemin Çözümü 

 

(4.1) homojen probleminin çözülebilir olduğunu kabul edelim, ve )(    ve)( zz −+ ΦΦ  

fonksiyonları çözüm olsunlar. )(),( zz −+ ΦΦ  fonksiyonlarının tanımlanan +D , −D  

bölgelerindeki sıfır sayılarını, sırasıyla, +N  ve −N  ile gösterelim. (4.1) eşitliğinin her 

iki tarafındaki indeksi hesaplarsak ve 2.4. ‘ ün 2. ve 3. özelliklerini kullanırsak: 

xtIndGNN ==+ −+ )(                                                                                            

eşitliğini elde ederiz. 
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Reimann probleminin katsayısının x indeksi,  problemin indeksi olarak adlandırılır. 

Açıkçası, son eşitliğin sol tarafı negatif olmayan bir sayıdır. Dolayısıyla, 

 

1. Homojen Reimann sınır değer probleminin çözülebilir olması için problemin x 

indeksinin negatif olmayan bir sayı olması gerekir (kabulden 

)(    ve)( zz −+ ΦΦ fonksiyonlarının kutup noktaları yoktur). 

2. Eğer 0>x  ise )(),( zz −+ ΦΦ  fonksiyonları ikisinin de indeksi sıfır olmak üzere 

problemin çözümünü teşkil ederler. 

3. Eğer 0=x  ise )(),( zz −+ ΦΦ  fonksiyonlarının sıfır değeri aldığı nokta yoktur. 

 

1. 0=x  durumu. Burada,  )(ln tG  tek-değerli bir fonksiyondur, ve )(ln  , )(ln zz −+ ΦΦ  

fonksiyonları analitiktir. (4.1) sınır şartında her iki tarafın logaritmasını alırsak 

 

)(ln)(ln -)(ln tGtt =ΦΦ −+

                                                                                     (4.3`) 

 

ifadesini elde ederiz. 

)(ln tG  hangi dal değerini alırsa alsın, en son sonucun bu dalın seçiminden bağımsız 

olduğu kolayca gösterilebilir. 

 

Böylece, L eğrisi üzerinde verilen atlama miktarına bağlı olarak bölgesel bir analitik 

)(ln zΦ  fonksiyonunun belirlenmesinin problemine ulaşmış oluruz. Bu problemin 

0 )(ln =∞−Φ  ek şartı altındaki çözümü aşağıdaki formülle verilir 

 

τ
τ

τ
d

z

G

πi
z

L
∫ −

=Φ
)(ln

 
2

1
)(ln

                                                                                           (4.5) 

 

Kısa olması için 

 

)()(ln zz Γ=Φ                                                                                                              (4.6) 
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olarak alalım. 

 

Sokhotski formülünün direk bir sonucu olarak 1 )( =∞−Φ  şartını sağlayan (4.1) sınır 

değer probleminin çözümü aşağıdaki fonksiyonlardır: 

 

)()( )(  , )( zz ezez
−+ Γ−Γ+ =Φ=Φ                                                                                    (4.7) 

 

Eğer 1 )( =∞−Φ  ek şartı göz ardı edilirse, (4.5) formülü herhangi keyfi bir sabit terimle 

tamamlanmalıdır ve problemin çözümünü aşağıdaki forma sahiptir: 

 

)()( )(  , )( zz AezAez
−+ Γ−Γ+ =Φ=Φ                                                                              (4.8) 

 

burada A keyfi bir sabittir. 0 )( =∞−Γ  olduğundan, A sayısı )( z−Φ ’ nin sonsuzda 

aldığı değerdir. 

 

Böylece, 0=x  olduğu durumda ve 0 )( ≠∞−Φ şartı altında çözüm keyfi bir sabit içerir, 

diğer bir ifadeyle bir tane lineer bağımsız çözüm vardır. Eğer 0 )( =∞−Φ  ise, bu 

durumda 0=A  dır ve problemin sadece sıfıra özdeş olan alışılmış çözümü vardır. 

Yukardaki ifadeler önemli bir sonuca işaret eder.  L eğrisi üzerinde Hölder şartını 

sağlayan ve sıfır indeksine sahip verilen herhangi bir )(tG  fonksiyonu,  +D  ve −D  

bölgelerinde analitik olan ve bu bölgelerde sıfırı olmayan fonksiyonların sınır 

değerlerini teşkil eden )(),( tt −+ ΦΦ  fonksiyonlarının bir oranıyla temsil edilebilir. Bu 

tür fonksiyonlar keyfi sabit bir faktör ile belirlenir ve (4.8) formülü ile ifade edilir. 

 

2. 0>x   durumu. Özel olarak koordinat sisteminin orijinin +D  bölgesinde kaldığını 

kabul edelim. xt  fonksiyonu x indeksine sahiptir (2.5.1. de ki örnek). Sınır şartını 

aşağıdaki formda yazalım: 

[ ] )()()( ttGttt xx −−+ Φ=Φ  

Açıkça, )()(1 tGttG x−=  sıfır indeksine sahiptir.  
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[ ]
,

)(ln
 

2

1
)( τ

τ

τ
Γ d

z

Gt

πi
z

L

x

∫ −
=

−

                                                                                        (4.9) 

 

olmak üzere )(1 tG  fonksiyonu oran formunda temsil edersek 
)(

)(

1 )(
i

i

e

e
tG

−

+

Γ

Γ

=  elde ederiz. 

Sınır şartları aynı zamanda aşağıdaki gibi yazılabilir: 

 

)()(

)()(
t

x

t e

t
t

e

t
−+ Γ

−

Γ

+ Φ
=

Φ
 

 

Son eşitlik 
)(

)(
ze

z
+Γ

+Φ
 fonksiyonunun, x’ den büyük olmayan mertebeden bir kutup 

noktasına sahip olabileceği sonsuzluklar hariç +D  bölgesinde ve 
)(

)(
z

x

e

z
z

−Γ

−Φ
 

fonksiyonunun −D  bölgesinde analitik olduğunu ve bu fonksiyonların L eğrisi boyunca 

birbirlerinin analitik devamlarını oluşturduğunu belirtiyor. Sonuç olarak, bu 

fonksiyonlar, sonsuzlukta x’ den büyük mertebeden bir kutup noktasında, tüm düzlemde 

sadece bir singülariteye sahip olan tek bir analitik fonksiyonun dallarıdır. 

Genelleştirilmiş Liouville teoremine göre bu fonksiyon keyfi kompleks sabitli derecesi 

x’ den büyük olmayan bir polinomdur. 

 

Dolayısıyla, aşağıda verilen problemin genel çözümünü elde ederiz 

 

)()(  ),()( )()( zPzezzPez x
xz

x
z −Γ−Γ+ −+

=Φ=Φ                                                             (4.10) 

 

Şimdi son sonucu ifade edebiliriz. 

 

4.2.1.Teorem : Eğer Riemann sınır değer probleminin x indeksi pozitif ise, bu durumda 

problem x+1 tane lineer bağımsız  çözüme sahiptir 

 

),...,1,0(    .)(  ,.)( )()( xkezzezz zxk
k

zk
k ==Φ=Φ

−+ Γ−−Γ+  
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genel çözümü x+1 tane keyfi sabit içerir ve (4.10) formülü ile verilir. 

 

Sıfır indekse sahip olma durumu son teoremin özel bir durumu olarak daha önce 

incelendi. Eğer 0<x  ise homojen problemin çözümsüz olduğu henüz gözlemlendi. 

 

)(),( zz −+ ΦΦ  fonksiyonları üzerine x+1 tane bağımsız şart uygulanırsa problemin 

çözümü tamamen belirlenebilir. Ek şartlar birçok farklı yolla tanımlanabilir. Örneğin, 

x+1 inci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem için Cauchy probleminin durumuna 

benzer olarak, ( −+ ΦΦ   veya ) fonksiyonlarının değerlerini ve bazı noktalardaki( örneğin, 

koordinat sisteminin orijininde)  ilk x türevlerini verebiliriz. Bu durumda tüm keyfi 

sabitler x+1 tane tutarlı lineer denklemden oluşan bir sistemden belirlenirler. 

Takip eden kısımda, singüler integral denklemlerin çözümü ile ilgili Reimann 

probleminin uygulamalarında, problemin çözümünü 0 )( =∞−Φ  ek şartı altında 

arayacağız. 

(4.10) formülünden  )(∞−Φ ’un )(zPx  polinomunda xz ’ in katsayısına eşit olduğunu 

elde ederiz. 

 

Sonsuzda çözümün olmaması şartında, problemin çözümünü aşağıdaki formla ifade 

edebiliriz. 

 

)()( ;)()( 1
)(

1
)( zPzezzPez x

xz
x

z
−

−Γ−
−

Γ+ −+

=Φ=Φ                                                          (4.11) 

  

burada 1−xP , (x-1)inci dereceden keyfi katsayılı bir polinomdur. Böylece, bu durumda 

problem x tane lineer bağımsız çözüme sahiptir [4]. 

 

 

4.3. Homojen Problemin Kanonik Fonksiyonu 

 

Homojen olmayan problemin çözümünü elde etmek için halen incelemeye devam 

ettiğimiz homojen problemin özel bir durumunu kullanmak uygun olur. 
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4.3.1. Tanım: 0z  noktasında )(zϕ  analitik fonksiyonunun derecesinden )(zϕ ’nin 

)( 0zz −  kuvvet serisine açılımındaki en düşük kuvvetinin üssünü anlıyoruz. 

 

Bu tanım 0z  noktasında )(zϕ ’nin m. dereceden bir sıfıra sahip olduğunu gösterir, bu 

durumda bu m sayısı fonksiyonun derecesidir. m. dereceden bir kutuba negatif dereceli 

(-m) karşılık gelir. Eğer bir fonksiyon 0z  noktasında analitik ise ve bu noktada sıfır 

değilse bu durumda fonksiyonun derecesi sıfırdır. 

 

Sonsuzluk civarında açılımı z/1  ‘ nin kuvvetleri formunda ifade ediyoruz; buna göre, 

sonsuzda bir fonksiyonun derecesi, fonksiyonun açılımındaki z/1  ‘ nin en küçük 

kuvvetinin üssüdür, diğer bir ifadeyle pozitif bir derece fonksiyonun bir sıfırına ve 

negatif bir kutbuna karşılık gelir. 

   

Bir analitik fonksiyonun tanım bölgesindeki tüm noktalardaki derecelerinin cebirsel 

toplamına toplam derece diyeceğiz. Sonuç olarak, toplam derece fonksiyonun kutup 

noktaları ile sıfır sayısı arasındaki farka eşittir.  

 

Eğer, (4.3)‘ün tersine, Riemann problemi fonksiyonlarının çözümünün kutup 

noktalarına sahip olduğunu kabul edersek bu durumda (4.4) eşitliklerini türetmede 

kullanılan benzer bir mantıkla homojen Riemann probleminin çözümünün toplam 

derecesinin problemin indeksine eşit olduğunu ispatlarız. 

 

Tüm düzlemde, derecenin indekse eşit olduğu tek bir nokta hariç sıfır dereceye sahip bir 

çözüm arıyoruz. Bu istisnai nokta, takip eden bölümlerde, sonsuzlukta bir nokta 

olacaktır [4]. 

 

4.3.2. Tanım: (4.1) sınır şartını sağlayan ve düzlemin sonlu kısmındaki her yerde sıfır 

dereceye sahip bölgesel analitik bir fonksiyona homojen Riemann probleminin kanonik 

fonksiyonu diyeceğiz. Dolayısıyla, Sonsuzluktaki noktada fonksiyonun derecesi x 

indeksine eşit olacaktır. Sıfır indekse sahip olma durumu son teoremin özel bir durumu 



 

 35

olarak daha önce incelendi. Eğer 0<x  ise homojen problemin çözümsüz olduğu henüz 

gözlemlendi. 

  

0≥x   için kanonik fonksiyonun hiçbir kutup noktası yoktur ve sınır değer probleminin 

bir çözümünü teşkil eder. 

 

0<x  için kanonik fonksiyonun sonsuzda bir kutup noktası vardır ve dolayısıyla 

homojen Riemann probleminin bir çözümü değildir (4.1 bağlamında). Bunun yanında, 

homojen olmayan problemi çözmek için yardımcı bir fonksiyon olarak kullanılabilir. 

 

Eğer Riemann probleminin sınır şartını aşağıdaki şekilde yazarsak 

 

[ ] ),()()( ttGttt xx −−+ Φ=Φ  

herhangi keyfi bir x için )(zX  probleminin kanonik fonksiyonunun aşağıdaki 

eşitliklerle verilebileceğini kolaylıkla bulabiliriz 

 

)()( )(    ,)( zxz ezzXezX −−−++ == ΓΓ                                                                           (4.12) 

 

Burada )(zΓ  (4.9) formülünde verilen ifadedir. 

 

0≥x  için homojen problemin genel çözümü kanonik fonksiyonlarla aşağıdaki şekilde 

ifade edilir: 

 

).().()( zPzXz x=Φ                                                                                                     (4.13) 

 

olarak yazılır [4]. 
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4.4 Homojen Olmayan Problemin Çözümü 

 

Sınır şartının )(tG  katsayısını, 

 

)()()()( tgttGt += −+ ΦΦ                                                                                             (4.2) 

 

homojen problemin kanonik fonksiyonunun sınır değerinin oranı, 
)(

)(
)(

tX

tX
tG

−

+

=  ile 

değiştirirsek bu durumda aşağıdaki kısaltılmış formu elde ederiz 
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Birbirlerine yeterince yakın keyfi ,1t  2t  için 

 

∫








−

−
−

−

−
=−

L

d
t

t

t

t
tt τ

τ

ϕτϕ

τ

ϕτϕ

π
ψψ

1

1

2

2
12

)()()()(

2

1
)()(                                

 

eşitliği geçerlidir. 

 

 

 Yukarda ki eşitlik gereğince 
)(

)(

tX

tg
+

 fonksiyonu Hölder şartını sağlar. (4.2)’ ye bağlı 

olarak 
)(

)(

tX

tg
+

 fonksiyonunu analitik fonksiyonların sınır değerlerinin farkı ile ifade 

edelim: 

 

)()(
)(

)(
tt

tX

tg −+

+
Ψ−Ψ=

, 

 

buradan  
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Ψ                                                                                          (4.14) 

 

yazılır. Bu durumda sınır şartı aşağıdaki  formda yazılabilir: 

).(
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)(

)(

zX

z
−

−Φ
 fonksiyonu 0≥x  için sonsuzda bir kutba, ve 0<x  için x. dereceden bir sıfıra 

sahip olduğunu gözlemleyelim. 

 

(4.3)’dekine benzer bir çıkarımla (homojen problemin çözümünde kullanılan) aşağıdaki 

sonuçlara ulaşırız: 

1. 0≥x . Bu durumda 

 

 

 

)(),( zzX Ψ  (4.12), (4.14) formüllerinde verilmiş ve xP  keyfi katsayılı x. dereceden bir 

polinom olmak üzere aşağıdaki çözümü elde ederiz 

 

[ ])()()()( zPzzXz x+= ΨΦ                                                                                         (4.15) 

 

(4.15) formülünün homojen olmayan problemin genel çözümünü ürettiğini 

gözlemliyoruz; çünkü homojen problemin çözümü olan bir terimi, )().( zPzX x  yi 

içeriyor. 

 

2. 0<x . Bu durumda 
)(

)(

zX

z
+

−Φ
 sonsuzda sıfır değerlerini alır ve 

)()()( zzXz ΨΦ =                                                                                                       (4.16) 

 

olmak üzere  
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dır. 

 

)(z−Φ  fonksiyonunun ifadesinde ilk faktör (4.12) formülünde olduğu gibi sonsuzda –x. 

dereceden bir kutba sahiptir, diğer taraftan  ikinci terim, (4.14) Cauchy tipi bir integral 

olarak, )(z−Φ fonksiyonu sonsuzda –x-1’ i aşmayan dereceden bir kutba sahiptir. 

Böylece, eğer 1−<x  ise genel olarak homojen olmayan problem çözümsüzdür. Sadece 

serbest terim belli bazı ek şartları taşıdığı zaman çözülebilirdir. Çözülebilir yapmak için, 

(4.14) Cauchy tipi integralini  sonsuzluk etrafında seriye açalım. 
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burada 
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Sonsuzda )(z−Φ ’nin analitikliği için )(z−Ψ ’ nin açılımındaki ilk 1−− x  katsayılarının 

sıfır olması gereklidir. dolayısıyla, ( 1−<x ) negatif indeksin olması durumunda 

homojen olmayan problemin çözülebilir olması için gerekli ve yeterli şart aşağıdaki 

1−− x  şartlarının sağlanmasıdır: 

 

).1,...,2,1(   0
)(

)( 1 −−==∫ −

+
xkd

X

g

L

k ττ
τ

τ
                                                                    (4.17) 

 

Yukardaki incelemelerden aşağıdaki sonucu ifade etmek mümkündür. 

 

4.4.1. Teorem: 0≥x  olduğu durumda homojen olmayan Reimann problemi keyfi bir 

serbest terim için çözülebilirdir ve genel çözümü aşağıdaki eşitlikle ifade edilir 
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Φ                                                                  (4.18) 

burada kanonik fonksiyon )(zX  (4.12) ile tanımlanmıştır ve )(zPx  keyfi kompleks 

katsayılı x. dereceden bir polinomdur. Eğer 1−=x  ise homojen olamayan problem yine 

çözülebilirdir ve tek bir çözüme sahiptir. 

1−<x  olduğu durumda genel olarak homojen olmayan problem çözülebilir değildir. 

Çözülebilir olması için gerekli ve yeterli şart problemin serbest teriminin  

1−− x şartlarını sağlamasıdır (4.17). Eğer bu şartlar sağlanıyorsa problemin tek çözümü 

0)( ≡zP olmak üzere (4.18) ile verilen eşitliktir. 

 

Bilinmeyen çözüm üzerine, sonsuzda sıfır olmanın getirdiği ek şartı uygulanmak 

istenilmesi durumunda, x. dereceden polinom 1−x  dereceden polinomla 

değiştirilmelidir. Negatif indeks söz konusu olduğunda problemin çözülebilir olması 

için xc−  katsayısının sıfır olması gereklidir. 

 

Sonuç olarak, 0≥x  için 0)( =∞−Φ  şartı altındaki çözüm aşağıdaki formülle ifade 

edilir: 

 

[ ])()()()( 1 zPzzXz x−+= ΨΦ                                                                                     (4.18’) 

  

(Eğer 0=x  ise 0)( ≡zP olarak alınır.) 

 

0<x  ise 0)( ≡zP olmak üzere çözüm daha önce olduğu gibi yine (4.18) ile ifade edilir 

ve çözülebilirlik için aşağıdaki –x şartın sağlanması gereklidir: 

 

).,...,2,1(    0
)(

)( 1 xkd
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ττ
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τ
                                                                        (4.19) 

Dolayısıyla, homojen olmayan problemin çözülebilirliği üzerine olan teorem daha 

simetrik bir formu kabul eder lineer olarak x keyfi sabitlerine bağlıdır: 
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0≥x  için homojen olmayan problemin genel çözümü lineer olarak x keyfi sabitlerine 

bağlıdır; 

 

0<x  için çözülebilirliğin şartlarının sayısı x− ’ dir. 

 

0=x  için problem mutlak olarak çözülebilirdir ve çözüm tektir [4]. 

 

4.5. Örnekler 

 

Reimann probleminin çözümü temel olarak iki operasyona indirgenir: 

 

1. −+ DD     ve  bölgelerinde analitik fonksiyonların sınır değerlerinin formunda eğri 

üzerinde belirlenen keyfi fonksiyonun temsili 

2. Yine  aynı fonksiyonun sınır değerlerin oranı formunda temsili. 

 

İkinci operasyon logaritma alınarak birinci operasyona indirgenebilir. İndeksin sıfır 

olmadığı durumlardaki ortaya çıkan zorluklar sadece logaritmanın çok-değerliliğine 

bağlıdır. Keyfi fonksiyon için ilk operasyon Cauchy tipinde bir integralin 

hesaplanmasına denktir. Bundan dolayı, (4.9), (4.14), (4.16) formülleri ile verilen 

problemin çözümü Cauchy tipi integrallerle(veya daha bilindik bir ifadeyle-kapalı bir 

formda) açık olarak ifade edilmiştir. 

 

Genel durumda böyle integralleri hesaplamak için basit bir algoritma yoktur. Çok 

ağır(sıkıcı) hesaplamalara yol açan yaklaşım metotlarından birini uygulamak gerekir. 

Biz burada kendimizi problemin katsayı ve serbest teriminin, kompleks düzlem 

üzerindeki eğri tarafından analitik olarak tamamlanabilecek olması durumu ile 

sınırlayacağız. Bu durum söz konusu olduğunda 1. ve 2. operasyonlar basitleşir. Eğer L 

integre edilen eğri (tamlama yapan eğri) çeşitlenirse, çözüm sadece eğriye bağlı olarak 

)(zG  katsayısının sıfır ve singüler noktalarının pozisyonunda bir değişme olursa 

değişir. 
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Dikkat edersek rasyonel katsayılarla problemin çözümü için sunulan metodun önemi 

örneğin ötesindedir; çünkü keyfi sürekli bir fonksiyona ( Hölder şartını sağlayan) 

rasyonel fonksiyonlarla herhangi bir doğruluk derecesinde yaklaşılabilinir ve rasyonel 

katsayılarla problemin çözümü genel durumda ki yaklaşık bir çözüm için temel teşkil 

edilebilir. 

Reimann sınır değer problemini sonlu sayıda basit eğrilerden oluşan bir eğri için 

çözeceğiz, rasyonel bir fonksiyon olarak problemin katsayılarının eğri üzerinde sıfırı 

veya kutbu olmayacak: 

  

)()(
)(

)(
)( tgt

tq

tP
t += −+ ΦΦ .                                                                                        (4.20) 

)(),( zqzp ++  ve )(),( zqzp −− nin çarpımları olarak )(),( zqzp   polinomlarını açarsak 

 

)()()(    ),()()( zqzqzqzpzpzp −+−+ ==                                                                    (4.21) 

 

burada )(),( zqzp ++   +D  bölgesinde kökleri olan ve )(),( zqzp −−   −D  bölgesinde 

kökleri olan polinomlardır. İndeksin (2.3) eşitliğinden ++ nm , ,  )(      ve)( zqzp ++  

polinomlarının sıfırlarının sayısını göstermek üzere ++ −= nmx  olduğu kolayca 

bulunabilir.  

 

Katsayı, ±D  bölgesinde analitik olarak tamamlanabilir bir fonksiyon olduğundan, genel 

formülden yararlanmak tavsiye edilmez; fakat analitik tamlamadan direkt olarak 

katsayıyı elde edebiliriz. Sınır şartlarını aşağıdaki gibi alırsak 
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(4.5) ‘te olduğuna benzer bir şekilde, çözüm 
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                                                                            (4.22) 

 

Eğer indeks negatif ise, 01 =−xP  olarak almak ve çözülebilirlik şartını eklemek 

gereklidir: 
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Bu ifade eğer kanonik fonksiyon 
+

+−

−

−+ ==
p

q
X

q

p
X   ,  olduğu dikkate alınırsa (4.14) ve 

(4.15) genel formülü ile uyumludur. ikinci ifade yani 
+

+− =
p

q
X  (4.4)‘ de tanımlanan 

kanonik fonksiyondan elde edilebilir. 

 

Genel durumda Riemann probleminin pratik bir çözümü için katsayıların 
−+

−+=
qq

pp
G  

olarak tanımlanmasının faydalı olacağına dikkat ediniz. Burada, ++ qp     ve  katsayısının 

tipine bağlı olarak seçilmek üzere G sıfır indeksli bir fonksiyondur. Çözüm de 

çoğunlukla bu katsayılar uygun seçilirse elde edilir. 

 

Bir örnek olarak, L keyfi düzgün kapalı bir eğri olmak üzere ve 0)( =∞Φ  şartı altında  

aşağıda verilen Riemann problemini verilen formlarda çözelim: 
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a) L eğrisi 01 =z  noktasını içeriyor ve 12 =z  , 13 −=z  noktalarını içermiyor. 

b) L eğrisi 01 =z  ve 12 =z  noktalarını içeriyor 13 −=z  noktasını içermiyor. 

c) L eğrisi 01 =z  , 12 =z , 13 −=z  noktalarını içeriyor . 

d) L eğrisi 12 =z  ve 13 −=z  noktalarını içeriyor 01 =z  noktasını içermiyor. 

 

Problemi çözmek için homojen problemin ((4.12), (4.13) formülleri) )(zX  kanonik 

fonksiyonu bulmak ve homojen olmayan problemin ((4.14) formülü) )(zΨ  özel 

çözümünü bulmak yeterlidir. Önceki sonuçlar kullanılarak )(zX  fonksiyonu Cauchy 

tipi integralleri hesaplamadan direkt olarak bulunabilir. 

 

Çözüm için aşağıda verilen metod kullanılacaktır.  

 

a) Şekil.4.1’de verilen durumda 
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Sınır değer problemini aşağıdaki gibi yazarsak: 
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dolayısıyla, 

 

,
/1

2

11

2

1
)(

)(

)(

2

1
)(

3

τ
τ

τ

π
τ

τ

ττ

πτ

τ
τ

τ

τ

π
Ψ d

zi
d

ziz

d
g

p

q

i
z

LLL
∫∫∫ −

+
−

+−
=

−
=

−

−  

 

formül (4.22) ve (4.23) ‘ ten  
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 Şekil 4.1. L kapalı eğrisinin gösterimi 

 

Problemin genel çözümü keyfi bir sabit içerir. (4.22) ‘den 
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elde ederiz. Burada c keyfi bir sabittir. c  yerine 1−c  alırsak, çözüm aşağıdaki gibide 

yazılabilir: 
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Problem tek bir çözüme sahiptir. 
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c) Bu durumda 
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Problemin çözümü sadece (4.23) çözülebilirlik şartları sağlandığında veya bu durumda, 

aşağıdaki şart sağlandığında vardır. 
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bu integrali hesaplarsak,  
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böylece çözülebilirlik şartı sağlanır ve problemin tek çözümü 
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d) Bu durumda 
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Problemin çözülebilirliği için, iki koşulun sağlanmalıdır: 
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1=k  için bu integrali hesaplarsak, 

 

( )
.02

1

111
1

1
22

23

≠=







−

+−−=
−

+−
∫∫ idd
LL

πτ
τττ

τ
τττ

ττ

 

 

Böylece, çözülebilirlik şartı sağlanmadığından problemin çözümü yoktur. 

 

Formel olarak )(zΦ  fonksiyonunu hesaplasaydık, sonsuzda bir kutbu olacaktı ve 

dolayısıyla, )(zΦ  problemin bir çözümü olamayacaktı. 
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5. TARTIŞMA VE BULGULAR 

 

 

Tezin ikinci bölümünde çalışmamızda gerekli temel tanım ve teoremler verilmiş, 

üçüncü ve dördüncü bölümde ise Riemann sınır değer problemleri ve çeşitleri tanıtılarak 

çözümleri araştırılmıştır 

 

Çalışmada basit bağlantılı bölgelerde analitik fonksiyonların Riemann sınır değer 

problemleri ele alınmış, holomorfik fonksiyonların sınır değerleri için temel koşullar 

verilerek problemin özel koşullar altında çözümleri incelenmiştir. 
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6. SONUÇ 
 
 
 
Temel bilim dallarında önemli bir yeri olan Cauchy integral denklemlerin analitik 

fonksiyonlarını Riemann sınır değer problemlerinde inceledik. Basit irtibatlı bölgelerde 

Riemann sınır değer problemlerini analitik fonksiyonlar üzerindeki çözümlerinde indis 

kavramı önem kazanır. İndisin pozitif, negatif tamsayılar veya sıfır olmasına göre aynı 

problemin çözümünün varlığı ve tekliği değişir.  

 

Tüm bu incelemeler analitik fonksiyonlar sınıfında yapılmış olup bu çalışmaların 

analitik olmayan fonksiyonlar üzerinde de yapılarak genelleştirilmesi mümkündür. 
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