T.C.
KAFKAS UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

BASIT IRTIBATLI BOLGELER ICiN ANALITIiK FONKSIYONLARIN
RIEMANN SINIR DEGER PROBLEMLERI

NiSBEL KOC
YUKSEK LiSANS TEZi

DANISMAN
Yrd.Do¢.Dr. Nizami MUSTAFA

NISAN - 2008
KARS



T.C. Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilimdali Yiiksek
Lisans ogrencisi Nisbel Ko¢’un Yrd.Do¢.Dr. Mizami MUSTAFA’nin danismanliginda
Yiiksek Lisans tezi olarak hazirladigi “Basit Irtibath Bolgeler Icin Analitik
Fonksiyonlarin Riemann Sinir Deger problemleri” adli bu calisma, yapilan tez
savunmasi swmavi Jiiri tarafindan Lisansiisti Egitim YOnetmeligi uyarinca

degerlendirilerek oy birligi ile kabul edilmistir.

18/04/ 2008
Ad1 ve Soyadi Imza

Baskan  ProfDrGabil YAGUBOY s
Uye  VidDrNigami MUSTAFA o
Uye . YwDrGileimBiLGICE e
Uye L s
Bu tezin kabulii Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulunun ....... /...../2008 giin ve
...... /..... sayili karariyla onaylanmistir.

Prof. Dr. Vahit ALISOGLU
Enstitii Midiirii



OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci
boliimde, ¢aliymamiz igin gerekli temel tamim ve teoremler verilmistir. Ugiincii ve
dordiincii boliimde Riemann sinir deger problemleri ve cesitleri incelenmistir. En basit
Riemann problemi olan sigrama problemi, homojen ve homojen olmayan Riemann

problemleri ve bu problemlerin ¢dziimlerine yer verilmistir.

2008, 50 Sayfa
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homojen olmayan problem
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
Second chapter of this thesis deals with some basic definitions and theorems which are
the main tools used in the subsequent chapters. The third and fourty chapter Riemann
boundary value problems and their properties are investiagated. Finally, the jump
problem which is the simplest Riemann problem, homogeneous and non-homogeneous

Riemann problems are given in detail.

2008, 50 Pages
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1.GIRIS

Baslangic deger ve sinir deger problemleri reel ve kompleks diferansiyel denklemler
teorisinde uygulama agisindan 6nemli bir yer tutmaktadir. Gerek adi tiirevli, gerekse
kismi tiirevli denklemlerde genel ¢oziimiin varligr bilinse bile belli tipten ¢6ziimlerin
arastirilmasi ve bunlarin bazi baglangic ve sinir degerlerinin saglanmasinin istenmesi
fizik, miihendislik ve temel bilimlerde oldukca sik karsilagilan bir durumdur. Genel
olarak Cauchy Problemi olarak isimlendirilen baslangi¢ ve sinir deger problemlerindeki
baslangi¢ ve sinir kosullari uygulamalarda ortaya cikar. Ornegin bir bolgenin i¢
kismindaki potansiyeli Olgme imkanimiz olmayabilir, ancak sinirdaki potansiyel
belirlendiginde belli bir potansiyel denklemini ¢6ziip sinir kosullar1 uygulanarak ig
kisimdaki potansiyeli veren fonksiyonu belirleyebiliriz. Bu ise basit anlamu ile eliptik

diferansiyel denklemler icin bir sinir deger problemidir [1].

Ozellikle simr deger problemlerinde problemin tanimli oldugu boélgenin sinirmin
diizgiinliigii cok 6nemlidir. Ciinkii simir deger problemlerinin ¢oziimleri icin gelistirilen
metodlarda integral kavrami kullanilmaktadir. Integraller ise sinir1 diizgiin bolgeler igin
hesaplanabilmektedir. Bu nedenle sinin diizgiin olmayan bolgelerde tanimlanan cesitli
sinir deger problemleri icin degisik metodlar gelistirilmis veya ¢Oziimiin varligir ve
tekligi icin degisik kriterler ortaya konmus, teoriler gelistirilmistir [2]. Ayrica
denklemlerin formu degistikce sinir deger kosullarinin yaninda bazi ek kosullar ortaya
cikmaktadir. Ancak en zayif kosullar altinda problemi ¢ozmek temel amactir. Sinir
deger problemlerindeki zorluklar bolgenin  sinirimin - diizgiin - olmayisindan

kaynaklanabilecegi gibi denklemin katsayilarinin singiilerliginden de ortaya ¢ikabilir.

Bilindigi gibi bir bolge icinde (sinir hari¢)bir diferansiyel denklemi saglayan ve
bolgenin sinir1 tizerinde siirekli (problemin 6zeligine gore Holder siirekli) olan ¢oziimiin
bulunmasi ya da ¢oziimiin varlik ve tekliginin arastirilmasi problemine Dirichlet sinir-
deger problemi denir. Bu tiir problemlerin ¢Oziimiiniin varlik ve tekliginin
arastirilmasinda uygun kosullar altinda Banach ve Schauder Sabit Nokta Prensipleri

kullanilir. Bolgenin simir iizerindeki donme sayisi olan indis kavramina ihtiyag



duyulmaz. Ancak bu tezin temel konusu olan Riemann sinir deger problemlerinin
¢cOziimlerinde indis kavrami 6nem kazanir ve indisin pozitif, negatif tamsayilar veya
sifir olmasina gore aymi problemin cOziimiiniin varlik ve tekligi degisir. Holder

siireklilik ancak bu tiir problemlerde 6nem kazanmaktadir.

Analitik fonksiyonlar i¢in sinir deger problemleri teorisinin en 6nemli araclarindan
birisi Cauchy tipli integrallerdir. Bircok tipten sinir deger problemi, Cauchy tipli

integraller kullanilarak ¢oziilebilmistir.

_ s
F(Z)_Zﬂi";t—zdt’ z¢ L

Cauchy tipli integrali incelendiginde f,e L olmak iizere integalin F i(to) sinir
degerleri ne zaman vardir ve nasil hesaplanir sorusu ile karsilagilir. [.Plemelj, L pargal
diizgiin kapali bir egri olmak iizere, f(tf)e H*(L) iken smir degerlerinin varligim
gostermistir. L1Privalov, f(t)e H%(L) iken F(z) Cauchy tipli integralinin ve F t(to)

sinir degerlerinin de H sinifina ait oldugunu ispatlamistir [3].

Riemann problemi ilk olarak D.Hilbert tarafindan géz oniine alindig1 i¢in bazi yazarlar

bu problemi Hilbert problemi olarak adlandirirlar. L basit kapali diizgiin bir egri; @(z),
L nin disinda her yerde analitik; g(r) ve G(r) L iizerinde verilmis Holder siirekli

fonksiyonlar olmak iizere

®*(t)=G(r)® (r) (homojen hal)

®*(t)=G(r)® (r)+ g(¢) (homojen olmayan hal)

ozelligini saglayan @(z) analitik fonksiyonunun bulunmasi problemine Riemann

Problemi denir. Burada @ (¢) ve @ (r) fonksiyonlar1 D", D bélgesinin i¢ kismi, D~

dis kismi1 olarak tanimlanir.



a(s),b(s),c(s) reel fonksiyonlar1 aym1 L egrisi {izerinde tanimlanmig Holder -siirekli

fonksiyonlar olmak iizere D" da analitik ve L tizerinde
a(s)u(s)+o(sh(s) = c(s), 0<s<1
bagitisin1 saglayan f =u+iv analitik fonksiyonunun bulunmasi problemine ise

Hilbert Sinir-Deger Problemi denir [4]. Bu tiir problemlerdeki sinir verileri, genellikle

uygulamalardan direkt olarak ortaya ¢ikan sinir kosullaridir.

Fakat Hilbert problemi cok 6zel kosullar altinda incelemis, iistelik olduk¢a karmasik
yontemler kullanarak onu Fredholm integral denklemine doniistiirmiistiir. Plemelj,
Cauchy tipli integraller yardimi ile oldukga basit olarak homojen Riemann probleminin
tam c¢oziimiinii vermistir. Aym problem, E.Picard tarafindan iki integral denklem inga
edilerek incelenmistir. Onlarin ilki, ikinci tipten bir Fredholm integral denklemi digeri
ise singiiler integral denklemidir; bu denklemleri arastirmamis daha sonra onlarla ilgisi

olmayan Plemel;j’in ¢oziimii ile ayn1 olan basit bir ¢oziim aktarmistir.

Genel ¢6ziim, ilk olarak F.D.Gakhov tarafindan verilmistir. Bu ¢6ziim bazi basitlestirme
ve genellestirmelerle iiciincii boliimde yer almaktadir. Gakhov ‘da, sadece, L nin bir tek
kapali egri oldugu durumu dikkate alinmistir; genel durumu ise, yani, L nin birden

fazla kapali egrilerden olugmasi durumunu B.V.Khvedelidze incelemistir.
o (t)=G(t)®d (t)+glt), teL

Homojen olmayan Riemann Problemi ilk olarak Privalov tarafindan g6z Oniine

almmigtir. L yi diizgiin kapali bir egri, G ile g yi Lebesque anlaminda
integrallenebilir fonksiyonlar ve O(m(|G(tX(M almistir. Bununla beraber, Picard’in

inceledigi homojen problemin ¢dziim yontemini kullanmis ve tam bir ¢6ziim elde
edememistir. Problemin ¢oziimiinii ilk olarak Gakhov yapmistir. S6z konusu ¢6ziim
baz1 genellestirmelerle 3. ve 4. boliimde yer almaktadir. Gakhov’un inceledigi L nin bir
tek kapali egri olmasi durumunu Khvedelidze genellestirmistir. Ayrica Privalov, ve
Gakhov’dan sonra T.Carlemen s6z konusu probleme benzer bir problemi  (6zel durum

i¢cin) ¢ozmiistiir. Gakhov ve Carlemen’in ¢6ziim yontemleri aslinda aymidir.



Hilbert Problemi, reel ve imajiner kisimlarimin limit degerleri arasinda verilen bir
bagint1 ile bir bolgede analitik olan bir fonksiyonun bulunmasidir. Bu problem, ilk defa
B.Riemann’in meshur makalesinde ifade edilmis ve Hilbert tarafindan calisilmistir. Bu
yiizden Riemann-Hilbert Problemi de denmektedir. Baslangicta, Hilbert singiiler
integral denklemlerin bir uygulamasini vermek icin problemi bdyle denklemler tipine
indirgemistir. Sonra, iki Dirichlet probleminin c¢oOziimiine ¢ok basit olarak
uygulanabilecegini gormiistiir. Problemin tiim arastirmalar1 ve kullanilan ¢6ziim

yontemleri, I.N.Vekua’nin makalesinde yer almaktadir [5].

Smirt diizglin olmayan bolgelerde Dirichlet Problemlerini ¢oziimleri genelde yoktur.
Ciinkii coziimler siir integralleri ile ifade edilmektedir. Bolgenin siir diizgiin
olmadig1 zaman genellestirilmis anlamda cesitli regiilerlik kriterleri verilmektedir.
Ornegin bir dikdortgenin cevresi klasik anlamda diizgiin olmadigi halde Vekua nin
gelistirdigi bir kritere gore dikdortgenin cevresi diizgiindiir. Problemlerin ¢oziimlerinin
bulunusunu, c¢o6ziimlerin varlik ve tekligini arastirmak icin cesitli regiilerlik
kriterlerinden biride Wiener anlaminda regiilerlikdir [6]. Ayrica analitik fonksiyonlarin
periyodik Riemann smir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimii Heinric Begehr

tarafindan calhisilmistir [7].

Dirichlet probleminin matematiksel fizik ve miihendislik alanlarinda genis uygulamalar
mevcuttur. Elektrostatik (elektrostatigin temel problemi), hidrodinamik gibi dallarda
Dirichlet probleminin tipleri ile karsilasilmistir. Ayrica, elastikligin diiz statik teorisinde
uygulamaya sahip olan elastik yar1 diizlem icin birinci, ikinci ve birlesik problemler,
siirtiinmesiz bir elastik yar1 diizlemin sinirinda kati pulun basin¢ problemi, siirtiinmeli
bir elastik yar1 diizlemin simirinda bir kat1 pulun dengesi problemi, iki elastik zeminin
birbiriyle temas1 problemi (Hertz’ ingenellestirilmis diizlem problemi) ile hidrodinamik,
elastik teori ve matematiksel fizigin diger alanlarinda karsilagilan siireksiz katsayilar

icin Hilbert problemi 6nemli problemlerdendir.

Bu calisma icerik bakimindan dort boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde

calismamizda gerekli temel tanim ve teoremler verilmis ve analitik fonksiyonlarin sinir



deger kosullan ile sigrama problemi tanimlanmis, iiciincii ve dordiincii boliimde ise

Riemann sinir deger problemleri ve ¢gesitleri tanmitilarak ¢oziimleri aragtirilmistir.



2. TEMEL BILGILER
2.1. Kompleks Diizlemde Egri Ve Bolge

Tanmm 2.1.1: C={z=x+iy:x,ye R } kompleks diizleminde (x,y) dik koordinat
sistemi verilsin.

a) [a,bc R] olmak {izere siirekli bir, (p:[a,b ]—>C, (,/J(t)=x(t)+iy(t)
fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir. Burada q)(a), (p(b) noktalarina sirasiyla

egrinin baglangi¢ ve bitim noktalar1 denir.
b) Bir ¢ egrisi verildiginde ¢(a)=@(b) ise, ¢ ye kapali egri denir.

c) Bir ¢ egrisi verildiginde her ¢ € [a,b] icin @ (r)=x'(r)+iy'(¢t) tirevi (r=a
icin (0'(a+) sag ve t=b igin go'(b') sol tiirevleri) var ve siirekli ise ¢

diferensiyellenebilir bir egridir denir.

d) ¢ diferensiyellenebilir bir egri olsun. Eger Ve [a,b] icin ¢ ()20 (veya
Vte [a,b] icin (x'(t))2 + (y'(t))z)O) ise ¢ ye diizgiin egri denir.

e) Bir ¢ egrisi sadece t, =¢, i¢in go(tl)zgo(tz) oluyorsa ¢ ye basit egri denir.
Tanimindan goriililyor ki basit egri kendisini kesmeyen egridir. Basit egrilere Jordan
egrileri de denir, ¢ basit bir egri ve q)(a)z go(b) ise@ ye kapali basit egri (Kapal

Jordan egri) ad1 verilir.

f) Bir ¢: [a,b] — C,0(t) = x(t)+iy(t),r e [a,b] egrisi verilsin. Eger, egri lizerindeki
noktalar @(a) dan baslamak iizere ¢ nin artisina karsihik gelis sirasina gore taranirsa, @
izerinde pozitif yonde doniilmiis olur. Eger, ¢ kapali egri ise bu egri iizerinde hareket
ettigimiz zaman ¢ egrisinin sinirladig sinirli bolge solda (sagda) kaliyorsa ¢ egrisi

pozitif yonlidiir denir [8].

z, € C noktas1 ve £)0 sayist verilsin. U, (z,) = {ze C: |z— ZO|<8} kiimesine z, mn &—

komsulugu, U, (z0 )=U . (zo )/{zo} kiimesine de z, 1n delinmis £ —komsulugu denir(18).



Tamm 2.1.2: Bir D < C kiimesi verildiginde Vze D ig¢in |z|<R olacak sekilde bir R)0

sayist varsa, D ye simirli kiime denir.

7, € D noktast verildiginde, U,(z,)c D olacak sekilde bir £)0 sayisi varsa gz,

noktasina D nin i¢ noktasi denir.

2z, € D noktasimn U, (z,)U D =@ olacak sekilde bir komsulugu varsa z, noktasina D

nin dis noktasi denir.
Z, € D(n eN ) olmak iizere yakinsak her (zn) dizisinin limiti D nin bir limit noktasi
adin1 alir.

D kiimesine ait noktalar sadece i¢ noktalar ise D ye acgik kiime, D kiimesi limit

noktalarinin hepsini iceriyorsa D ye kapali kiime ad1 verilir.

a) Bir D c C kiimesinin i¢indeki her P noktasim1 her Q € D noktasina, kiimenin
digina tagsmayan bir ¢izgiyle birlestirme olanagi varsa, D ye irtibath (veya bagmli)
kiime denir. Irtibath bir kiime icindeki P noktastm1 Q noktasina birlestiren biitiin
cizgiler siirekli kaydirmalarla, kiimenin disina tagmadan {ist iiste getirilebiliyorsa ve bu
ozellik her (P,Q) nokta ¢ifti icin varsa, soz konusu kiime basit irtibatli (basit bagiml)

kiime adin1 alir.

b) Acik ve irtibatlh D c C kiimesine bir bolge, acik ve basit irtibatlh D < C kiimesine
de basit irtibatli bolge ad1 verilir.

¢,C kompleks diizleminde herhangi bir kapali Jordan egrisi olsun. Jordan teoremi
geregince, bu egri kompleks diizlemini, z=-co noktasini icermeyen i¢ D™ ve z=oo
noktasin1 iceren dis D~ bolgeleri olmak iizere ikiye bodler. Buna gore
C=D"ue@uD dir. Biz ¢ iizerindeki yoniin (aksi sdylenmedikge), her zaman D™
bolgesini sol tarafta birakacak bigimde, yani ¢ iizerindeki pozitif yonii, sececegiz. ¢
tizerinde pozitif yoniin se¢ildigini agik¢a belirtmek istedigimizde ¢ yi ¢@" seklinde

yazacagiz [8-9].



2.2. Holder Kosulunu Saglayan Fonksiyonlar Simifi

Tanmm 2.2.1: C kompleks diizleminde herhangi bir kapali ¢ Jordan egrisi ve

A: @ — C fonksiyonu verilsin. Eger, herhangi ¢,,z, € ¢ i¢in

Ale,)=- A, < K|, —1,|" 2.1)

esitsizligini saglayacak sekilde K)0 ve 0(c <1 sayilari varsa, A(r) fonksiyonunu

¢ lizerinde K sabiti ve ¢ lssii ile Holder kosulunu saglar diyecek ve bunu
Ae KH ,,(p) (yadade H ,(p)) seklinde gosterecegiz.

Uyari(1): C ((p),(p tizerinde siirekli  biitiin  fonksiyonlar kiimesi  olsun.
H a((o) c C(p) oldugu agiktir.

uyari(2): @)l halinde (2.1) bagntisi, apacik bir bigimde A(f) nin ¢ iizerinde
tiirevlenebilir ve A(t)=0 (yani ¢ iizerinde A(r)= sabit) oldugunu gosterir. o =1 ise
H a((p) siift ¢ tlizerinde sabit fonksiyonlar kiimesidir. Buna gore her zaman O(a <1

oldugunu varsayacagiz. «a =1 hali, 6zel olarak Lipschitz kosulu olarak da

isimlendirilmektedir [8].

Tamm 2.2.2: 1:¢9 > C n. mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon olsun ne N . Eger

A'(t)e H,,(p) ise, A(t) fonksiyonu ¢ iizerinde H ((Z”)(¢) sinifindandir diyecegiz .

Hoélder smifindan olan fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim. ¢ C nin de herhangi

bir Jordan egrisi oldugunu varsayalim.

1. Ozellik: Eger (8 < (1 ise H,(¢) < H 4(¢) dir.
2. Ogzellik: Eger A:¢p—C,w:9—>C ve Ae H, (p)we H, (p) ise

(Axw)r)=A0)xw(), (Aw)e)=A)w(), her re ¢ icin ¢(r)#0 oldugunda



(A1w)t)= Alr)/w(z) fonksiyonlari a = min (e, , @, ) olmak iizere H ,(¢) sinifindandir.
3. Ogzellik: t=1(s), sela p] fonksiyonu H, ([, B]) simfindan, O<a<l ve
A:t(la, B]) > € fonksiyonu  (ja,B]) iizerinde H 0B <1  smfindansa,
Q:([a.p])— C fonksiyonu Q(s)=Alr(s)),se [a, B] bilesik fonksiyonu [a, B3]
tizerinde H ,; siufindandir.

4. Ogzellik: t ve t, noktalar1 ¢ egrisi iizerinde sirasiyla degisken ve sabit noktalar

olsunlar. A(r)= |t - t0|a,0<a <1 fonksiyonu H a((o) siifindandir [8].

Teorem 2.2.1: ¢,C iizerinde herhangi bir kapali Jordan egrisi olsun. H a(¢) vektor
uzay1 Ae H,(p) icin; ||2|| o) = maxﬂ/i(t] te ga} ve olmak  iizere

||/1||a = ||/1||C(¢) + H(A, ) normuna gore bir Banach uzayidir [4].
2.3. Analitik Fonksiyonlar

Tanmm 2.3.1: Bir B c C bolgesinde tamimli f : B — C fonksiyonu bu bolge iizerinde
siirekli bir tiireve sahip (yani f (z)e C(B)) ise, bu fonksiyon s6z konusu bolge

tizerinde analitiktir(regiilerdir) denir. B c C bolgesi iizerinde analitik biitiin

fonksiyonlar kiimesini A(B) ile gosterecegiz [8].

Tamm 2.3.2: Bir f:C — C fonksiyonu z, € C noktasimn bir U, (z,) komsulugunda

tanimli olsun. Eger, f(z) fonksiyonu Z, hoktasinin herhangi bir U 5(z0 JLo<e

komsulugunda  diizgiin yakinsak bir f (z)chn (z—zo )" serisi  seklinde

n=0
gosterilebiliyorsa, f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitik bir fonksiyon denir.

Kompleks diizlemin her bir noktasinda analitik fonksiyona tam fonksiyon denir. ileride

B nin C de bir bolge oldugunu varsayacagiz [8].



Teorem 2.3.1: f : B — C fonksiyonunun z, € B noktasinda analitik olmasi, onun
2, noktasinda diferansiyellenebilir olmasidir.
Uyari: Bir f: B — C fonksiyonunun z, € B noktasinda analitik olmasi i¢in onun

z, hoktasinda diferansiyellenebilir olmasi yeterli degildir [8].

Tamm  233: Bir f:C—C  fonksiyonu, z,=c  noktasimin  bir

U (oo):{ze C :|z|>€}8>0 komsulugunda tammli olsun. Eger, f(z) fonksiyonu

£

oo

Us(o)cU,(),0 >¢ komsulugunda yakinsak —f (z)ch z " serisi seklinde

n
n=0

gosterilebiliyorsa, f(z) fonksiyonu z, = o noktasinda analitiktir denir [8].

Teorem 2.3.2: Bir f: C — C fonksiyonunun z, = o noktasinda analitik olmas i¢in
gerekli ve yeterli kosul ¢(&)= f(1/&) fonksiyonunun &, =0 noktasinda analitik
olmasidir.

Bir kompleks fonksiyonun analitikligi icin yeterli kosullar veren asagidaki {i¢ teoremi

verelim [8].

Teorem 2.3.3(Morera Teoremi): f:C — C fonksiyonu basit irtibath bir Bc C
bolgesinde tammli ve B iizerinde siirekli olsun. Eger, f(z) fonksiyonunun B
bolgesinin i¢inde kalan her kapali Jordan egrisi iizerinde integrali sifirsa, f(z), B

iizerinde analitiktir [8].

Teorem 2.3.4(Weierstrass Teoremi): f, (z), ne N fonksiyonlar1 bir Bc C

bolgesinde analitik ve z £, (z) serisi B icinde kalan her kapali bolge iizerinde diizgiin

n=1

oo

yakinsaksa, f(z)= Z £, (z) tanmmuyla f(z), B iizerinde analitiktir [8].

n=1
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Teorem 2.3.5(Cauchy-Riemann Teoremi): f:B — C fonksiyonunun B iizerinde

analitik olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul, bu fonksiyonun reel u ve sanal v

du du dv v

kisimlarinin bu bolge {iizerinde birinci dereceden siirekli, —,—,—ve— kismi
ox dy ox dy

tiirevlerine sahip olmasi ve bu tiirevlerin Cauchy - Riemann diferensiyel denklemler

sistemi adi1 verilen:

ou dv v ou

— =— , — = —— sistemini saglamasidur.
ox dy ox  dy

Analitik fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim:
1. Bir noktada analitik fonksiyon bu noktanin belirli bir komsulugunun her bir

noktasinda analitiktir.

2. fe AB) ve ge A(B) ise

a) Va,BeC icin af (z)+ fg(z)e A(B) dir.

b) fealB),ge A(B) ve Vze B igin g(z)#0 ise

f (z)g(z),% e A(B) dir.

3. P”(z):anz" +a”_lz"1+...+alz+a0

(a,,a,,...,a, € C sabit katsayilar ve ze C) polinomu bir tam fonksiyondur.

4. Iki analitik fonksiyonun bileskesi de analitik bir fonksiyondur.
5. Analitik fonksiyon her mertebeden diferensiyellenebilirdir.
6. Basit irtibatli bolge iizerinde analitik fonksiyonun ilkel fonksiyonu ve tiirevi

de analitiktir.

7. Ug(zo) iizerinde analitik f(z) fonksiyonu Ug(zo) tizerinde yakinsak

=3 1.()=Y I (,ZO)(Z -z,) (£ = £ (z,))

n=0 n=0 n:

Taylor serisinin toplami seklinde gosterilebilir.
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8. Bir z, # oo noktasimin bu noktada analitik f fonksiyonunun m. dereceden

sifirl olmasi icin gerekli ve yeterli kosul h(z), z = z, noktasinda analitik ve h(z0 )#0

olmak iizere f(z)=(z—z,)" h(z) seklinde yazilabilmesidir.

9. Eger z, # o noktasi, bu noktada analitik bir f fonksiyonunun m. mertebeden

sifin ise, gz, noktast F (z):[ f (z)]p (pe N) fonksiyonunun mp. Dereceden

sifiridir.

10. f(z) fonksiyonu Z, hoktasmin bir U g(ZO) komsulugunda analitik, fakat

bizzat z = z, noktasinda analitik degil ise, bu noktaya f (z) fonksiyonunun izole

singiiler (ayrik tekil) noktas1 ad1 verilir.

11.  Eger z =z, noktas1 komsulugunda f nin Laurent serisi a_, # 0 ne N olmak

a a

-n —n+l

- Zo) (Z -, )nH

iizere f(z)= (
seklinde ise, z = z, noktast f (z) nin n. mertebeden bir kutbudur denir. Bu halde

(Z -2, )m f (z) fonksiyonu artik z = z, noktas1 komsulugunda analitiktir.

12.  Eger, C de taniml bir fonksiyonun, C nin her sonlu bolgesindeki singiiler

noktalar yalmizca kutuplardan olusuyorsa, bu fonksiyon meromorfiktir denir [8-9].

Teorem 2.3.6(LiouvilleTeoremi): f : C — C fonksiyonu a, =,a, € C (keAl,...n})

kutup noktalar1 hari¢c C lizerinde analitik bir fonksiyon ve f nin bu kutup noktalar

komsulugunda Laurent serisinin esas kismui sirastyla:

Z=a, i¢in:
0 0_2 0
Gy(2)=c/z+cy27 +.tc, 7"

12



Z=a, igin:

olsun o halde f(z) fonksiyonu:

- 1
f(z)=e+G0(z)+kZ_;Gk(Z_ak]

seklinde yazilabilir [8].

Sonug 2.3.1: Bir f : C — C fonksiyonu biitiin diizlemde sinirl1 ve sonlu her bolgede

analitik ise, bir sabitten ibarettir. Ustelik f(co)=0 ise C iizerinde f(z)=0 dur.

Sonu¢ 2.3.2: Bir f:C — C fonksiyonu C iizerinde analitik ve z =0 noktasi bu

fonksiyonun m. mertebeden kutup noktasi ise, f(z) m. dereceden bir polinomdur:

fz)=cy+cz+..4c,z"

Tammm 2.3.4(Analitik Devam Prensibi): B, cCve B, c C bolgelerinin arakesiti
diizgiin bir A egrisi olsun. B; de analitik olan bir f (z) fonksiyonu ve B; de analitik olan

bir f, (z) fonksiyonu verilmis olsun. Eger her r € A igin

£0)=tim £(2) ve £,()=tim £(z)

limitleri 4 iizerinde siirekli ve esit ise f, (z) fonksiyonu f, (z) fonksiyonunun (ya da

fi (z) fonksiyonu s (z) fonksiyonunun) A iizerinden B, ye (B; e) analitik devamidir

denilir [8].
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2.4. indis (indeks) ve Onun Baz1 Ozellikleri

A, C de kapali diizgiin Jordan egrisi ve G: 4 — C, A lizerinde siirekli bir fonksiyon

ve Vre A icin G(t)# 0 olsun .

Tamm 2.4.1: ¢ noktas1 A iizerinde pozitif yonde bir tam doniis yaptiginda G(¢) nin
argiimentinin aldig1 artimin 27 ye boliimii G(¢) nin A ya gore indisi olarak adlandirilir

ve indG ile gosterilir:
IndG(t) = L [G()], (2.2)
2r

lnG(t):1n|G(t)|+iargG(t) oldugundan ve A iizerinde pozitif yonde bir tam doniis
yapildiginda |G(t) fonksiyonu  kendi  baslangic  degerine  dondiigiinden

[ln Gt )] =i [arg G(t)] ., » dolayisiyla

. 1 1
indG = 2 larg G(r)], = o= [InG(r)], (2.3)

dir. G, A tizerinde siirekli oldugundan bu egrinin G(A) goriintiisiinde kapali bir egri ve A
iizerinde pozitif yonde bir tam doniis yapildiginda G(¢) nin argiiment artimi 27 nin bir

kat1 olacagindan indG, ya sifirdir ya da (pozitif veya negatif) bir tam sayidir.

Indisin baz1 6zelliklerini verelim. Burada, A min C diizleminde kapali ve diizgiin bir
Jordan egrisi, D* ve D~ nin de sirasiyla A ile siirh i¢ ve dis bolgeler oldugunu
diisiinecegiz.

1. G : A — C fonksiyonu A iizerinde diferensiyellenebilir ve D™ da analitik ve

D" U A iizerinde siirekli veya D~ de analitik ve D~ U A lizerinde siirekli olan bir

fonksiyonun A iizerindeki limit degeri ise,
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indG = — j dInG(t) =— | ﬁdt 2.4)

2. G, ve G, fonksiyonlar1 A iizerinde siirekli ve sifirdan farkli degerler alan

fonksiyonlar ise,

ind(G,.G,) = indG, + indG,
ind(G, / G,) = indG, — indG,

elde edilir.

3. Sifirlart kathliklar kadar farkli diisiindiigtimiizde;

a) D" daanalitik ve D* U A iizerinde siirekli olan bir G*(z) fonksiyonunun D* daki

sifirlarinin sayisi n ise indG = n dir.

b) D~ de analitik ve D~ U A iizerinde siirekli olan bir G (z) fonksiyonunun D~
deki sifirlarinin sayisi n ise, indG = —n dir.
¢) G',D" da analitik ve D" UA lizerinde siirekli, G~ , D~ de analitik ve D~ UA

tizerinde siirekli fonksiyonlar olsun; G* nin D da n, tane, G~ nin D~ de n_ tane

sifir1 bulundugunda ind (G+ /G'): n, +n_>0. Buradan ind (G+ / G‘): 0 olmasi icin

n, =n_ =0 olmas1 gerekir.

d) G(z) nin D* daki singiilerlikleri sadece p-tane kutup noktasindan ibaret olsun

(Kutuplar katliliklar1 kadar farkli disiiniilityor). Bu halde, indG=n—-p dir.

Buradaki n, G(z) nin D* daki sifirlarinin sayisidir [4].
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2.5. Indisin (Indeksin) Hesaplanmasi
t=t(s)+it,(s) (0<s<Y)

L egrisinin denklemi olsun. Kompleks koordinat ¢ ifadesini G(¢) fonksiyonu ile

degistirirsek
G(t) = Glt,(s) +it, ()| = (s) +1&(s). 2.5)
ifadesini elde ederiz. 77,£ y1 kartezyen koordinat olarak kabul edecegiz. Boylece

n=n@s), §=¢(s)

bir /" egrisinin parametrik denklemini ifade eder. G(¢) fonksiyonunun siirekliligi ve

L egrisinin kapali oldugu goz 6niine alinirsa 7 egrisi de kapali olacaktir [4].

Orijin etrafindaki 7~ egrisinin spirallerinin sayisi, bagka bir ifadeyle s degiskeni 0’ dan
£’ ye degisirken pozisyon vektoriiniin tam devrinin sayisi, acik¢a, G(¢) fonksiyonunun
indeksi olacaktir. Bu say1r bazen koordinat sisteminin orijinine gore [/ egrisinin

derecesi olarak adlandirilir.

Eger, I" egrisi gercekten de kurulabilirse, spirallerin sayis1 direkt olarak bulunabilir. /1~
egrisinin formu geregince indeksin belirlenebilecegi bir c¢ok ornekten bahsetmek

miimkiindiir. Ornegin, eger G(¢) fonksiyonu reel veya imajinali sifir olan fonksiyon ise
bu durumda 77(¢) bir dogru parcasidir (cift say1 kez hareket etmis) ve G(¢) ‘nin indeksi
sifirdir. Eger, reel kistm 7(s) veya imajinal kisim &(s) isaret degistirmiyorsa, bu da
indeksin yine sifir oldugunun bir kamtidir. Eger, G(¢) fonksiyonu egrinin i¢inde veya

diginda analitik olan fonksiyonlarin limit degerlerini tegkil eden fonksiyonlarin bir
carpimi veya bolimii ise bu durumda indeks 2,3,4 Ozellikleri dikkate alinarak

hesaplanir.
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Genel durumda indeks (2.2) formiilii kullanilarak hesaplanir. Formiil (2.4) uygulanirsa

formiil (2.5) geregince,

n(s)

d arg G(t) = d arctan———=
E(s)

ifadesini elde ederiz.

L etn=nds_ jf(sm OO0
2 $ )+ (s) (2.6)

Baz1 basit durumlarda, indeksi hesaplamak igin cebirsel bir algoritma olusturmak

miimkiindiir.

Indeks kavrami acik egri L’ ye, ve bunun yaninda G(¢) fonksiyonunun siireksiz oldugu

veya sifir degeri aldig1 noktalar olmasi durumlarina da genisletilebilir.

Hatirlatma: Eger, G(¢) analitik bir fonksiyonun smir degeri ise, indeksi
degistirmeksizin, indeks genis bir oranda c¢esitli olabilir. Acgikcasi, egrinin
deformasyonu ikinci (takip eden) indeksin G(#) fonksiyonunun bir sifir yada kutup

noktasindan ge¢cmesi seklinde ise indeks her zaman degisecektir.

Ornek 2.5.1: G(r)=¢" fonksiyonunun orijini iceren herhangi A kapali ve diizgiin

Jordan egrisine gore indislerini hesaplayalim.

L.Yol: t" fonksiyonu D" da analitik ve n katl sifira sahip ¢" fonksiyonunun A iizerinde
limit degeri oldugundan indt" = n dir.

IL.Yol: argt” =n¢e olacagindan

indt" = — [argt"] —27m = n bulunur.
2
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Indeks yiiksek hizli bilgisayarlarda niimerik metotlarla da hesaplanabilir. Indeks tam
sayl oldugundan dolayi, %2 civarindaki herhangi bir yaklasimin en yakin tamsayiya

yuvarlanmasi kesin degeri verir.

Indeksi hesaplamanin niimerik metotlarindan birini simdi tanimlayacagiz. L egrisinin
denklemini belirleyen s parametresinin degisiminin [O,I] araligm s, =0,s,,5,,....,5, =1
noktalarinda n esit parcaya bolelim. Sonug¢ olarak L egrisinin kendisi ve L’ nin

goriintiisii olan I' egrisi G(r) fonksiyonu ile n tane yay ‘a boliinmiis olacak.
(fi_l,ni_1 ), (fi,ni) bitis noktalar1 koordinatlar1 olmak iizere ¥,, I' egrisinin yukarida
tanimlandig sekliyle herhangi bir yay’1 olsun. Burada, & =¢,(s) ve i, =7,(s) dir. ¥,
yayimnin bitis noktalarinin pozisyon vektorleri arasindaki agiyr Ag, ile gosterecegiz. Bu

durumda (2.5.1) 6rneginden,
¥ =IndG(t) = LiA(ﬂ
273 i

yazilir. Yeterince bilyiik n i¢in

é:ini—l B é:i—lﬂi

Jez +n e +n2)

A, =sinA@, =

ve dolayisiyla R, hata olmak iizere,

1< $illii =Sl
X=5-> +h
273 \/( i/ )\/(4:12 +77i2) .

Kolayca gosterilebilir ki eger, G(t) fonksiyonu  indeksi ile Holder sartin1 saglarken
t,(s) vet,(s) fonksiyonlari, L egrisinin denkleminde ise, & indeksi ile Holder sartim

sagliyorsa bu durumda C sabit olmak iizere,
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R

n

3op-1
n olur

Bu nedenle, eger, a.f>1/3 ve n—>c ise bu durumda R, — 0 dir. Boylece,

programlama i¢in uygun bir formiil elde ederiz:

I < ‘5'77'—1 _‘fz’—lni
X===> — :
275 \/( i2—l + 771‘2—1 )\/(ézz + 771'2) (2.7)

Bu formiiliin kullanimi ile ilgili olarak U.S.S.R. (Sovyet) daki “strela” bilgisayari

tarafindan hesaplanan bir 6rnegi verelim. Fonksiyonun indeksi i¢in

w=u+iv=sin%(x+y)— +i(x—y)

8(x? +y2 +x)+1
Birim ¢emberde, iiciincii kez dolandiktan sonra,
Eger, n =32 ise x=-0.949

Eger, n =64 ise x=-0.983

elde ederiz. Sonug olarak, y =—1 dir.

Bu ornekte gosterildigi gibi, cok daha kiigiik bir n alinarak ta bu sonuca ulasmak yeterli

olacakt1.

Ele alina fonksiyonun reel ve imajinal kisimlar1 analitik fonksiyonlar ile tanimlidir ve

cemberin icinde de analitikligi devam ettirilebilinir. Cemberin i¢inde analitikligi devam
. . 11 . 1,
ettirilen w(x,y) fonksiyonu 55 noktasinda sifira esittir ve x+§ +y =1/8

cemberi iizerinde sonsuza gider. Ornekten goriilecektir ki analitik olmayan kompleks

19



fonksiyonlar i¢in, indeksin bolgede ki fonksiyonun sonsuzluklari veya sifirlan ile basit

bir baghiligi(baglantis1) yoktur [4].

20



3. RIEMANN SINIR-DEGER PROBLEMLERI

Bu tezde, sinir-deger problemlerinden biri olan Riemann sinir-deger problemi ve
cesitleri verilecek. Once, analitik fonksiyonlarin sinir degerleri icin iki temel sart
verilerek en basit sinir-deger problemi olan sicrama problemini ele alacagiz. Sonra,

homojen problemin ¢oziimlerini, L nin bir tek kapali egri oldugu basit durum ve

L= Z L, (n>1) oldugu durumda inceleyecegiz [4].
j=1

3.1. Analitik Fonksiyonlarin Siir-Degerlerinin incelenmesi:

L kompleks diizlemde kapali basit bir Jordan egrisi, D" bu egrinin sirladig i¢ bolge,
D~ dis bolge olsun.

Teorem 3.1.1: f(r)e H(L) fonksiyonu verilsin. f nin D* daki analitik bir F(z)

(oo € DiseF (o) = 0) fonksiyonunun sinir-degeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A fe -
Zm_L_Zdt—O, zeD 3.1)

olmasidir [10].

ispat: Eger ccc D™ ve f(t)= F*(¢),D* daki analitik bir F(c) fonksiyonunun smnir-

Flo)

Oo—Z

degeri ise bu durumda ze D™ i¢in D" da analitik ve L iizerinde siirekli bir

fonksiyondur. Dolayisiyla, her bir baglantili D* bilesenine Cauchy teoremi uygulanirsa

Flo)

o—Z

(3.1) gecerli olur. Eger coc D* ve F(e)=0 ise bu durumda nin 0= da

rezidiisii sifirdir ve buradan (3.1) yine gegerlidir.
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F yi

F(Z)ZL,J.Mdt, z¢ L (3.2)
2mit—z

seklinde tanimlayalim. Plemelj formiiliinden

Fr()+F (t)=f(z), relL

dir. Hipotezden ze D~ iken F(z)=0 dir. Dolayisiyla, F~(r)=0 dir. Boylece, L
iizerinde f(r)= F*(¢) dir. coe D* ise bu durumda F(e)=0 oldugu aciktir. (3.1) yi
ze D™ i¢in uygulamak c¢ok kullamilmamaktadir, onun yerine #, € L olan bir sart daha

kullanisli olacaktir.

Teorem 3.1.2: Bir f(t)e H (L) fonksiyonu verilsin. f nin D* daki analitik bir

F(z) (oo € D"iseF ()= 0) fonksiyonunun sinir-degeri olmasi igin gerek ve yeter sart

LJM IZ%f(to), t, €L (3.3)

27 t—1,

olmasidir [10].

ispat: Kabul edelim ki, f(r)= F*(¢) dir, Bu durumda, (3.1) saglamr. Burada Plemelj

formiiliinii kullanarak
—%f(t0)+—jﬂdt =0, t,elL

elde ederiz ki bu (3.3) dir. D" da analitik olan (3.2) ile tamimli F' yi gbz 6niine alalim

(oo € DiseF (o) = 0). Bu durumda F ye Plemelj formiiliinii uygularsak

1 1
—Ef(fo)‘*‘%'[

Mdt:O,

t,e L
1—1, °
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elde ederiz. Béylece, hipotezden dolayr f(r)= F*(r) oldugu goriiliir [10].

3.2. Riemann Sinir-Deger Problemlerine Giris

Tanmm 3.2.1: Riemann sinir-deger problemi veya kisaca R problemi: L sigrama egrili

bir parcali analitik f fonksiyonu bulma problemidir dyle ki

fr)=6E)f ()+g(). telL (3.4)

sinir-deger sarti saglamir, burada G(r) ve g(f), L iizerinde tammli Holder sartin
saglayan iki fonksiyondur. Eger f(z) sonsuzda en fazla m. mertebeden olursa bu
durumda problem R ile gosterilir. En 6nemli problemler, R, ve R_, dir ki onlar i¢in

f (oo), sirastyla, sonlu ve sifira esittir. Eger L iizerinde her yerde G(t);tO ise bu

durumda R problemi normal tiptendir aksi takdirde normal olmayan tiptendir denir

[10].

3.3. Sicrama Problemleri ve Coziimleri

Tamm 3.3.1: (3.4) te G(r)=1 alinarak elde edilen

fr)-fe)=gk). reL (3.5)

problemine sigrama problemi denir.

Bu sicrama problemini R, de c¢ozecegiz: g(t)e H(L) oldugundan ve Plemelj

formiiliinden kolayca goriiliir ki,
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¢(z)=i.jﬂdt, ze L (3.6)
2mit—z

(3.5) sartim saglar, yani,
9 (t)-9 (1)=3(t)., teL (3.7)

dir. Bu durumda, (3.5) ve (3.7) den

dir. Yani, F(z)= f(z)-¢(z) hem de D" hem de D~ de analitiktir 6yle ki L nin farkh

taraflarinda aynmi sinir-degerlere sahiptir. Dolayisiyla, analitik devam ilkesinden, F bir

tam fonksiyondur.

Ik olarak m)0 olsun, (p(oo): 0 oldugundan F nin z = daaym f gibi en fazla m.
mertebeden bir kutbu vardir. Liouville teoreminden F en fazla m. mertebeden bir

polinom olmalidir. Buradan, (3.5) in R, deki genel ¢6ziimii

=Lj dt+P (3.8)
2 L

dir, burada P

m?

m. dereceden bir keyfi polinomdur, buradaki m. dereceden bir keyfi

polinom, aslinda derecesi m yi gegmeyen ve sifir sabitini de iceren bir keyfi polinom
anlamindadir. Genel coziimde m+1 keyfi (kompleks) sabit vardir. Yani, ¢6ziimiin

bagimsizlik derecesi m +1 dir.

Eger (3.5) R, da coziiliirse, yani, f (c0) un sonlu ( z = o da analitik) olmas istenirse bu

durumda (3.8) deki P, (z) = sabit tir ve ¢oziimiin bagimsizlik derecesi 1 dir.
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Eger (3.5) R_, de coziliirse, yani, f (0)=0 almirsa bu durumda problem ¢ tek

cOziimiine sahiptir (veya (3.8) de P (z)=0 alinir). Bu durumda, ¢oziimiin bagimsizlik

derecesi sifirdir.

Eger (3.5), R_, de ¢oziliirse bu durumda (3.8) deki P, (z)=0 alinsa bile f(z) nin

sonsuzda en az r. mertebeden bir sifira sahip oldugu garanti edilemez.

(3.6) integralindeki L terimi z =oo da (|z|>|t| igin) Laurent serisine agilirsa

(r-2)

bulunur ve buradan goriiliir ki, f nin z=o da en az r. mertebeden bir sifira sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[e)*dt=0, k=01,..r-2

L

(3.9)

olmasidir. Bu demektir ki; R (m=—r) deki (3.5) sigrama problemi c¢oziilebilirdir

ve bu durumda onun (3.8) tek ¢oziimiine sahip olmasi (P, (z)=0 olmasi1 durumu) icin
gerek ve yeter sart g nin bu (r—1) tane sart: saglamasidir.  Yani, m <2 ise (3.5) R,
problemi, g,r—1=—(m+1) sarti sagladiginda tek ¢oziime sahiptir. Bu durumda,

¢oziimiin bagimsizlik derecesi (m+1) (negatif tamsay1) dir. Bylece asagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 3.3.1: (3.5) sigrama probleminin R deki genel ¢oziimii, (m+1) bagimsizlik

derecesine sahiptir. Daha acik olarak, m >0 oldugunda onun ¢6ziimii (3.8) ile verilir,

burada P (z), m. dereceden bir keyfi polinomdur; m=-1 oldugunda F, (z EO)

m

olmak iizere (3.8) tek c¢oziime sahiptir; m < -2 oldugunda onun (3.8) tek ¢oziimiine

sahip olmast icin gerek ve yeter sart (3.9) deki —(m+l) tane ¢oziilebilirlik
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sartlarinin saglanma51d1r(r = —m). Ustelik, Privalov teoreminden dolay1 f i(t)e H (L)
dir. Bundan sonra, negatif dereceden bir P, (m(0) polinomunun daima sifira dzdes
oldugunu kabul edecegiz. Bu durumda, (3.5) nin R, deki ¢6ziimii herhangi bir durumda

(m £ -2 i¢in c¢ozilebiliyorsa) (3.8) olarak yazilabilir. Simdi, sicrama problemine bir

ornek verelim [10].

Ornek 3.3.1: L,

t| =1 pozitif yonde yonlendirilmis birim ¢ember olmak iizere parcal

analitik bir f fonksiyonu bulunuz dyle ki,

ve f(c0) sonlu olsun.

Coziim: ¢ =¢® dan

t+t7 P41

cosf = =
2 2t

olur. f(eo) un sonlu olmasi istendiginden problem R, da coziilecektir. Buradan, (3.8)

genel ¢coziimii

|

L 2t
=—[—=—ar+
7te) 27zi~[ -z ¢

halini alir. Bu integralin degeri, |z|>1 icin Cauchy integral formiiliinden
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dir. |z|(1 icin, sirasiyla, t =0 ve ¢ = z merkezli, birbirlerini kesmeyen ve tamamen L

icinde kalan L, ve L, ¢emberlerini se¢elim. Cauchy integral formiiliinden

t*+1 1’ +1 > +1
1 2 1 (2(t-2) 1 %, T+l
2= [—2ar

*+1
. - . dl+_. |t:0 + |t=z
279 t—2 2] ¢ 27} (-2)  2(-2) 2t

dir. Boylece, istenen ¢oziim

f( ) %z+c, |Z|<1
Z =

1
L 1
22+c,|z|>

olarak elde edilir [10].
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4. BASIT-BAGLANTILI BiR BOLGE iCiN RIEMANN SINIR DEGER
PROBLEMI

4.1. Problemin Formiilasyonu

Kompleks diizlemi i¢ bolge D™ ve dis bolge D~ bolgelerine bolen basit diizgiin kapal
bir L egrisinin verildigini ve Holder sartin1 saglayan egri iizerinde iki tane G(t)
(G(r) egri iizerinde sifir degeri almayan bir fonksiyon) ve g(¢) pozisyon fonksiyonlari
verilsin. iki tane fonksiyon bulmak gereklidir: z = dahil olmak iizere, D* bolgesinde
analitik olan @"(z), D~ bolgesinde analitik olan @ (z), Oyle ki bu fonksiyonlar L

egrisi iizerinde asagida verilen her iki lineer ifadelerden birini saglarlar

@7 (1) =G(t)@ (t) (homojen problem) “4.1)
veya
@7 (1) =G(1)@ (¢) +g(t) (homojen olmayan problem) 4.2)

G(t) fonksiyonuna Reimann probleminin katsayist; g(¢) fonksiyonuna da serbest terim

denir.

[k olarak ozel tipte bir Riemann problemini ele alalim. Kapal bir L egrisi iizerinde

Holder sartimi saglayan bir G(¢) fonksiyonunun verildigini kabul edelim. Sonsuzda sifir

degeri alan ve bir ¢(7) atlamasinda L egrisi boyunca gecen bolgesel olarak analitik olan
bir @(z)(ze D" igin @(z) =D (z),z€ D™ i¢in @(z)=PD (7)) fonksiyonunun,

diger bir ifadeyle, asagidaki kosulu saglayan bir fonksiyonun bulunmasi gerekir [4].
() - (1) = p(1) (4.3)

Problemin ¢dziimiiniin
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L Mdf

P(z) =
27 7T—2 (44)

oldugu (4.3) formiiliinden agiktir. Bu ¢odziimiin tekligini ispatlamak kolaydir. Aslinda,
iki ¢oziimiin varligin1 kabul ederek ve ¢oziimler arasindaki farki ele alirsak L dogrusu
tizerindeki bu fark atlamasinin sifir oldugunu buluruz. Sonug olarak, bu fonksiyon tiim
diizlemde analitiktir ve sonsuzda sifir degerini alir. Dolayistyla, Liouville Teoremi ayni

sekilde sifir degerini aldigini ifade eder.
Yukardaki problemin ¢oziimii asagidaki sekilde oldugu gibi de formiile edilebilir:

Kapal1 bir egri iizerinde verilen ve Holder sartim1 saglayan keyfi bir ¢(¢) fonksiyonu,
@ (0)=0 sart1 altinda, @ (z),® (z) analitik fonksiyonlarinin smir degerlerini

olusturan @"(¢),® (t) fonksiyonlarinin farkinin formunda tek bir bigcimde ifade

edilebilir.

Eger @ (e0) =0 ek sart1 goz ardi edilirse, problemin ¢oziimiiniin asagidaki formiille

verilebilecegi kolaylikla goriiliir

P(z2) j o )dT+ sabit
Y (44

4.2 Homojen Problemin Coziimii

(4.1) homojen probleminin ¢oziilebilir oldugunu kabul edelim, ve @7 (z) ve @ (z)
fonksiyonlart ¢oziim olsunlar. @7(z),® (z) fonksiyonlarinin tanimlanan D™, D~

bolgelerindeki sifir sayilarini, sirasiyla, N* ve N~ ile gosterelim. (4.1) esitliginin her

iki tarafindaki indeksi hesaplarsak ve 2.4. ¢ iin 2. ve 3. dzelliklerini kullanirsak:
N*+ N~ =IndG(t) = x

esitligini elde ederiz.
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Reimann probleminin katsayisinin x indeksi, problemin indeksi olarak adlandirilir.

Acikcasi, son esitligin sol tarafi negatif olmayan bir sayidir. Dolayisiyla,

1. Homojen Reimann sinir deger probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in problemin x

indeksinin negatif olmayan bir say1 olmasi gerekir (kabulden
@"(z) ve @ (z) fonksiyonlarinin kutup noktalari yoktur).

2. Eger x>0 ise @"(z),® (z) fonksiyonlar ikisinin de indeksi sifir olmak iizere
problemin ¢oziimiinii teskil ederler.

3. Eger x =0 ise @7 (z),® (z) fonksiyonlarinin sifir degeri aldig1 nokta yoktur.

1.x =0 durumu. Burada, InG(r) tek-degerli bir fonksiyondur, ve In@"(z), In® (z)

fonksiyonlart analitiktir. (4.1) sinir sartinda her iki tarafin logaritmasini alirsak
In®*(t)-In® (t) =InG () (4.3Y)

ifadesini elde ederiz.
InG(¢t) hangi dal degerini alirsa alsin, en son sonucun bu dalin se¢iminden bagimsiz

oldugu kolayca gosterilebilir.

Boylece, L egrisi iizerinde verilen atlama miktarina bagl olarak bolgesel bir analitik

In®(z) fonksiyonunun belirlenmesinin problemine ulasmis oluruz. Bu problemin

In @~ (e0) =0 ek sart1 altindaki ¢6ziimil asagidaki formiille verilir

27l T T—2 (45)
Kisa olmasi igin
In®(z)=1'(z) 4.6)
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olarak alalim.

Sokhotski formiiliiniin direk bir sonucu olarak @~ (e0)=1 sartin1 saglayan (4.1) smir

deger probleminin ¢6ziimii asagidaki fonksiyonlardir:
D (z)=e" P, D ()=e" @ 4.7)

Eger @ (e0)=1 ek sart1 gdz ard edilirse, (4.5) formiilii herhangi keyfi bir sabit terimle

tamamlanmalidir ve problemin ¢dziimiinii asagidaki forma sahiptir:
P (2)=Ae" @, ® ()= A" (4.8)

burada A keyfi bir sabittir. 77 (o) =0 oldugundan, A sayist @ (z)’ nin sonsuzda
aldig1 degerdir.

Boylece, x =0 oldugu durumda ve @ (e0) # 0 sart1 altinda ¢6ziim keyfi bir sabit icerir,

diger bir ifadeyle bir tane lineer bagimsiz ¢oziim vardir. Eger @ (e0)=0 ise, bu

durumda A =0 dir ve problemin sadece sifira 6zdes olan alisilmis ¢6ziimii vardir.

Yukardaki ifadeler 6nemli bir sonuca isaret eder. L egrisi iizerinde Holder sartini
saglayan ve sifir indeksine sahip verilen herhangi bir G(t) fonksiyonu, D* ve D~
bolgelerinde analitik olan ve bu bolgelerde sifiri olmayan fonksiyonlarin sinir
degerlerini teskil eden @ (¢),@ (t) fonksiyonlarinin bir oraniyla temsil edilebilir. Bu

tiir fonksiyonlar keyfi sabit bir faktor ile belirlenir ve (4.8) formiilii ile ifade edilir.

2. x>0 durumu. Ozel olarak koordinat sisteminin orijinin D* bolgesinde kaldigimi

kabul edelim. ¢* fonksiyonu x indeksine sahiptir (2.5.1. de ki 6rnek). Sir sartim

asagidaki formda yazalim:
o (1) =1 Gk (1)
Acikca, G, (t) =t "G(¢) sifir indeksine sahiptir.
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r@=-]

2mi g

I~ G(7)] "
T—2 ’

4.9)

()

elde ederiz.

olmak iizere G,(¢) fonksiyonu oran formunda temsil edersek G, (t) =
e

Sinir sartlart ayn1 zamanda asagidaki gibi yazilabilir:

W _ 20

eF (1) el"f(t)

P (2)

eT+(Z)

Son esitlik fonksiyonunun, x’ den biiyilk olmayan mertebeden bir kutup
P (2)

noktasina sahip olabilecegi sonsuzluklar hari¢ D* bolgesinde ve z —
ol

fonksiyonunun D~ bolgesinde analitik oldugunu ve bu fonksiyonlarin L egrisi boyunca
birbirlerinin analitik devamlarim1 olusturdugunu belirtiyor. Sonu¢ olarak, bu
fonksiyonlar, sonsuzlukta x” den biiyiik mertebeden bir kutup noktasinda, tiim diizlemde
sadece bir singiilariteye sahip olan tek bir analitik fonksiyonun dallarndir.
Genellestirilmis Liouville teoremine gore bu fonksiyon keyfi kompleks sabitli derecesi

x’ den biiyiik olmayan bir polinomdur.

Dolayisiyla, asagida verilen problemin genel ¢oziimiinii elde ederiz

P (2)=e" PP (2), D (2)=e" DzP(2) (4.10)

Simdi son sonucu ifade edebiliriz.

4.2.1.Teorem : Eger Riemann sinir deger probleminin x indeksi pozitif ise, bu durumda

problem x+1 tane lineer bagimsiz ¢odziime sahiptir

O ()=z'e" D, D (2)=2""e" P (k=0l,...,%)
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genel ¢coziimii x+1 tane keyfi sabit igerir ve (4.10) formiilii ile verilir.

Sifir indekse sahip olma durumu son teoremin 6zel bir durumu olarak daha oOnce

incelendi. Eger x < 0 ise homojen problemin ¢6ziimsiiz oldugu heniiz gézlemlendi.

@7 (7),® (z) fonksiyonlar1 iizerine x+1 tane bagimsiz sart uygulanirsa problemin

¢Oziimii tamamen belirlenebilir. Ek sartlar birgok farkli yolla tanimlanabilir. Ornegin,

x+1 inci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem i¢in Cauchy probleminin durumuna
benzer olarak, (@* veya @) fonksiyonlarinin degerlerini ve bazi noktalardaki( ornegin,

koordinat sisteminin orijininde) ilk x tiirevlerini verebiliriz. Bu durumda tiim keyfi
sabitler x+1 tane tutarli lineer denklemden olusan bir sistemden belirlenirler.

Takip eden kisimda, singiiler integral denklemlerin c¢oziimii ile ilgili Reimann
probleminin uygulamalarinda, problemin ¢6ziimiini @ (e0)=0 ek sart1i altinda
arayacagiz.

’

(4.10) formiiliinden @~ (o) 'un P (z) polinomunda z"’ in katsayisina esit oldugunu

elde ederiz.

Sonsuzda ¢oziimiin olmamasi sartinda, problemin ¢oziimiinii asagidaki formla ifade

edebiliriz.
D ()=e" PP _(2);@ (2)=€" PzP_(2) 4.11)
burada P_,, (x-1)inci dereceden keyfi katsayili bir polinomdur. Boylece, bu durumda

problem x tane lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir [4].

4.3. Homojen Problemin Kanonik Fonksiyonu

Homojen olmayan problemin ¢oziimiinii elde etmek icin halen incelemeye devam

ettigimiz homojen problemin 6zel bir durumunu kullanmak uygun olur.
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4.3.1. Tamm: z, noktasinda ¢(z) analitik fonksiyonunun derecesinden ¢(z) nin

(z—z,) kuvvet serisine acilimindaki en diisiik kuvvetinin iissiinii anliyoruz.

Bu tanim z, noktasinda ¢(z)’nin m. dereceden bir sifira sahip oldugunu gosterir, bu

durumda bu m sayis1 fonksiyonun derecesidir. m. dereceden bir kutuba negatif dereceli

(-m) karsilik gelir. Eger bir fonksiyon z, noktasinda analitik ise ve bu noktada sifir

degilse bu durumda fonksiyonun derecesi sifirdir.

Sonsuzluk civarinda acilimi 1/z ‘ nin kuvvetleri formunda ifade ediyoruz; buna gore,
sonsuzda bir fonksiyonun derecesi, fonksiyonun a¢ilimindaki 1/z ° nin en Kkii¢iik
kuvvetinin {issiidiir, diger bir ifadeyle pozitif bir derece fonksiyonun bir sifirina ve

negatif bir kutbuna karsilik gelir.

Bir analitik fonksiyonun tanim bolgesindeki tiim noktalardaki derecelerinin cebirsel
toplamina toplam derece diyecegiz. Sonug¢ olarak, toplam derece fonksiyonun kutup

noktalar ile sifir sayis1 arasindaki farka esittir.

Eger, (4.3)‘lin tersine, Riemann problemi fonksiyonlarinin ¢6ziimiiniin kutup
noktalarina sahip oldugunu kabul edersek bu durumda (4.4) esitliklerini tiiretmede
kullanilan benzer bir mantikla homojen Riemann probleminin ¢6ziimiiniin toplam

derecesinin problemin indeksine esit oldugunu ispatlariz.

Tiim diizlemde, derecenin indekse esit oldugu tek bir nokta hari¢ sifir dereceye sahip bir
¢Oziim artyoruz. Bu istisnai nokta, takip eden boliimlerde, sonsuzlukta bir nokta

olacaktir [4].

4.3.2. Tanim: (4.1) sinir sartin1 saglayan ve diizlemin sonlu kismindaki her yerde sifir
dereceye sahip bolgesel analitik bir fonksiyona homojen Riemann probleminin kanonik
fonksiyonu diyecegiz. Dolayisiyla, Sonsuzluktaki noktada fonksiyonun derecesi x

indeksine esit olacaktir. Sifir indekse sahip olma durumu son teoremin 6zel bir durumu
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olarak daha once incelendi. Eger x <0 ise homojen problemin ¢6ziimsiiz oldugu heniiz

gozlemlendi.

x 20 i¢in kanonik fonksiyonun hi¢bir kutup noktas1 yoktur ve smir deger probleminin

bir ¢oziimiinii teskil eder.
x <0 i¢in kanonik fonksiyonun sonsuzda bir kutup noktasi vardir ve dolayisiyla
homojen Riemann probleminin bir ¢oziimii degildir (4.1 baglaminda). Bunun yaninda,

homojen olmayan problemi ¢6zmek i¢in yardimci bir fonksiyon olarak kullanilabilir.

Eger Riemann probleminin sinir sartim1 agsagidaki sekilde yazarsak

o ()=t ek,

herhangi keyfi bir x icin X(z) probleminin kanonik fonksiyonunun asagidaki
esitliklerle verilebilecegini kolaylikla bulabiliriz

X" ()=, X (=7 (4.12)

Burada 77°(z) (4.9) formiiliinde verilen ifadedir.

x 20 icin homojen problemin genel ¢oziimii kanonik fonksiyonlarla asagidaki sekilde

ifade edilir:
P(z) = X(2).P.(2). 4.13)

olarak yazilir [4].
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4.4 Homojen Olmayan Problemin Coziimii

Sinir sartinin G(¢) katsayisini,

T =GP (H)+g(1) (4.2)

X" (@)

homojen problemin kanonik fonksiyonunun simir degerinin oram, G(f) = X 0)
t

degistirirsek bu durumda asagidaki kisaltilmig formu elde ederiz

D (1) _P 0, 80
X0 X @ X0

Birbirlerine yeterince yakin keyfi ¢,, ¢, i¢in

L) =y(t) =
) —w)| = s =,

1 {(p(r) —9t,) _9(2) —(/»(rl)} i

esitligi gecerlidir.

Yukarda ki esitlik geregince )fft)) fonksiyonu Holder sartim1 saglar. (4.2)° ye bagh
t

olarak % fonksiyonunu analitik fonksiyonlarin sinir degerlerinin farki ile ifade
t

edelim:

g()

+

)=‘P+(t)—‘P‘(t)

’

buradan
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Y(2)=

LI g(r) dr_ (4.14)

2 X (1) T—2

L

yazilir. Bu durumda sinir sart1 agsagidaki formda yazilabilir:

D" (1) Wt = P (1) -
—X+(t) ¥ (1) —X‘(t) ¥ ().
D (2)

X () fonksiyonu x =0 i¢in sonsuzda bir kutba, ve x <0 icin x. dereceden bir sifira
Z

sahip oldugunu gozlemleyelim.

(4.3)’dekine benzer bir ¢ikarimla (homojen problemin ¢oziimiinde kullanilan) asagidaki

sonuglara ulasiriz:

1. x 2 0. Bu durumda

D (2) . D (2) _

= % — —w =P (7).
X (2) (2) X (2) (2)=P.(2)

X (2),¥(z) (4.12), (4.14) formiillerinde verilmis ve P, keyfi katsayil1 x. dereceden bir

polinom olmak iizere asagidaki ¢oziimii elde ederiz

D(z)= X ()P (2)+P.(2)] (4.15)

(4.15) formiiliiniin homojen olmayan problemin genel c¢oziimiinii irettigini
gozlemliyoruz; ¢iinkii homojen problemin ¢odziimii olan bir terimi, X (z).P,(z) yi

iceriyor.

“(2)

(2)

PD(2)=X(2)¥(2) (4.16)

2. x < 0. Bu durumda @

sonsuzda sifir degerlerini alir ve

olmak iizere
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cI>:(z) Ly =2 @
X" (2) X (2)

dir.

-¥Y (2)=0

@~ (z) fonksiyonunun ifadesinde ilk faktor (4.12) formiiliinde oldugu gibi sonsuzda —x.
dereceden bir kutba sahiptir, diger taraftan ikinci terim, (4.14) Cauchy tipi bir integral
olarak, @ (z)fonksiyonu sonsuzda —x-1’ i asmayan dereceden bir kutba sahiptir.

Boylece, eger x <—1 ise genel olarak homojen olmayan problem coziimsiizdiir. Sadece
serbest terim belli bazi1 ek sartlar1 tagidigi zaman ¢oziilebilirdir. Coziilebilir yapmak igin,

(4.14) Cauchy tipi integralini sonsuzluk etrafinda seriye acalim.
Y ()= ez,

k=1
burada

27y X ()

_ 1 g(7) Tz

Cr

Sonsuzda @~ (z) 'nin analitikligi i¢in ¥~ (z) ’ nin agilimindaki ilk —x—1 katsayilarinin
sifir olmas1 gereklidir. dolayisiyla, (x<-1) negatif indeksin olmasi durumunda
homojen olmayan problemin ¢oziilebilir olmasi icin gerekli ve yeterli sart asagidaki

—x—1 sartlarinin saglanmasidir:

g(T) _ia
81) =0 (k=12...—x—1). 4.17
wa)f dt=0 (k=12...~x~1) (4.17)

L

Yukardaki incelemelerden asagidaki sonucu ifade etmek miimkiindiir.

4.4.1. Teorem: x =0 oldugu durumda homojen olmayan Reimann problemi keyfi bir

serbest terim i¢in ¢oziilebilirdir ve genel ¢oziimii agsagidaki esitlikle ifade edilir

38



X(z)r g(z) dr

B(7) =
(@) 27 A X (1) T2

+X(2).P,(2) (4.18)

burada kanonik fonksiyon X(z) (4.12) ile tammlanmistir ve P, (z) keyfi kompleks
katsayili x. dereceden bir polinomdur. Eger x = —1 ise homojen olamayan problem yine
¢oziilebilirdir ve tek bir ¢oziime sahiptir.

x <—1 oldugu durumda genel olarak homojen olmayan problem c¢oziilebilir degildir.
Coziilebilir olmas1 igin gerekli ve yeterli sart problemin serbest teriminin
— x— 1 sartlarim saglamasidir (4.17). Eger bu sartlar saglaniyorsa problemin tek ¢oziimii

P(z) =0 olmak tizere (4.18) ile verilen esitliktir.

Bilinmeyen ¢6ziim iizerine, sonsuzda sifir olmanin getirdigi ek sarti uygulanmak
istenilmesi durumunda, x. dereceden polinom x—1 dereceden polinomla
degistirilmelidir. Negatif indeks s6z konusu oldugunda problemin ¢o6ziilebilir olmast

icin c¢__ katsayisinin sifir olmasi gereklidir.

Sonug olarak, x>0 icin @ (e0) =0 sarti altindaki ¢6ziim asagidaki formiille ifade

edilir:
D(2)= X ()P (2)+ P, (2)] (4.18")
(Eger x=0 ise P(z) =0 olarak alinir.)

x<0 ise P(z)=0olmak iizere ¢dziim daha 6nce oldugu gibi yine (4.18) ile ifade edilir

ve ¢oziilebilirlik i¢in asagidaki —x sartin saglanmasi gereklidir:

[2 @ gr=0 (k=12..). (4.19)

L X7 (7)
Dolayisiyla, homojen olmayan problemin ¢oziilebilirligi iizerine olan teorem daha

simetrik bir formu kabul eder lineer olarak x keyfi sabitlerine baglidir:
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x 20 icin homojen olmayan problemin genel ¢6ziimii lineer olarak x keyfi sabitlerine

baghdir;

x <0 icin ¢oziilebilirligin sartlarinin sayis1 — x’ dir.

x =0 icin problem mutlak olarak ¢6ziilebilirdir ve ¢oziim tektir [4].

4.5. Ornekler

Reimann probleminin ¢6ziimii temel olarak iki operasyona indirgenir:

1. D" ve D™ bolgelerinde analitik fonksiyonlarin sinir degerlerinin formunda egri
tizerinde belirlenen keyfi fonksiyonun temsili

2. Yine aymi fonksiyonun sinir degerlerin orani formunda temsili.

Ikinci operasyon logaritma alinarak birinci operasyona indirgenebilir. Indeksin sifir
olmadig1 durumlardaki ortaya cikan zorluklar sadece logaritmanin ¢ok-degerliligine
baghdir. Keyfi fonksiyon icin ilk operasyon Cauchy tipinde bir integralin
hesaplanmasina denktir. Bundan dolayi, (4.9), (4.14), (4.16) formiilleri ile verilen
problemin ¢6ziimii Cauchy tipi integrallerle(veya daha bilindik bir ifadeyle-kapali bir

formda) agik olarak ifade edilmistir.

Genel durumda boyle integralleri hesaplamak igin basit bir algoritma yoktur. Cok
agir(sikici) hesaplamalara yol acan yaklasim metotlarindan birini uygulamak gerekir.
Biz burada kendimizi problemin katsay1 ve serbest teriminin, kompleks diizlem
izerindeki egri tarafindan analitik olarak tamamlanabilecek olmast durumu ile
sinirlayacagiz. Bu durum s6z konusu oldugunda 1. ve 2. operasyonlar basitlesir. Eger L
integre edilen egri (tamlama yapan egri) ¢esitlenirse, ¢dziim sadece egriye bagl olarak

G(z) katsayisimin sifir ve singiiler noktalarinin pozisyonunda bir de8isme olursa

degisir.
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Dikkat edersek rasyonel katsayilarla problemin ¢6ziimii i¢in sunulan metodun Snemi
ornegin Otesindedir; ciinkii keyfi siirekli bir fonksiyona ( Holder sartin1 saglayan)
rasyonel fonksiyonlarla herhangi bir dogruluk derecesinde yaklasilabilinir ve rasyonel
katsayilarla problemin ¢oziimii genel durumda ki yaklasik bir ¢6ziim icin temel teskil
edilebilir.

Reimann sinir deger problemini sonlu sayida basit egrilerden olusan bir egri igin
cOzecegiz, rasyonel bir fonksiyon olarak problemin katsayilarinin egri iizerinde sifirt

veya kutbu olmayacak:

Dt (1) = mqzb-(t) +g(1). (4.20)
q(1)

p.(2),q,(2) ve p_(2),q_(z)nin ¢arpimlari olarak p(z),q(z) polinomlarini acarsak

p(2)=p.(2D)p_(2), q(2)=q,(2)q_(2) 4.21)

burada p,(z),q.(z) D" bolgesinde kokleri olan ve p (z),q (z) D~ bolgesinde
kokleri olan polinomlardir. indeksin (2.3) esitliginden m_,n,, p.(2) ve q,(2)
polinomlarnin sifirlarinin  sayisim  gostermek {lizere x=m, —n, oldugu kolayca

bulunabilir.

Katsay1, D* bolgesinde analitik olarak tamamlanabilir bir fonksiyon oldugundan, genel
formiilden yararlanmak tavsiye edilmez; fakat analitik tamlamadan direkt olarak

katsayiy1 elde edebiliriz. Sinir sartlarin1 asagidaki gibi alirsak

LU e Ll gy - 10 4y

(1) =
p_(t) q, (1) p_(t)

(4.5) ‘te olduguna benzer bir sekilde, ¢6ziim
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ot (2= P ((Z)[‘P( D+ X, (2)

q+(Z)
& (7)= L2 e [s”( )+ X (D)} (4.22)

Z_Iq (7) ()_

(f)

(q> <oo>

Eger indeks negatif ise, P._, =0 olarak almak ve cozilebilirlik sartim eklemek

x-1

gereklidir:

j Iq)-—((?) ¢(0)dr=0, (k=12,..x) (4.23)

=P , X~ =4 oldugu dikkate alinirsa (4.14) ve
q.’ p.

Bu ifade eger kanonik fonksiyon X

4.

+

(4.15) genel formiilii ile uyumludur. ikinci ifade yani X~ = (4.4)¢ de tanimlanan

kanonik fonksiyondan elde edilebilir.

G: p+p7
q9.9-

Genel durumda Riemann probleminin pratik bir ¢6ziimii icin katsayilarin

olarak tanimlanmasinin faydali olacagina dikkat ediniz. Burada, p, ve ¢, katsayisinin

tipine bagh olarak secilmek iizere G sifir indeksli bir fonksiyondur. Coziim de

cogunlukla bu katsayilar uygun segilirse elde edilir.

Bir ornek olarak, L keyfi diizgiin kapal1 bir egri olmak iizere ve @(e0) =0 sart1 altinda

asagida verilen Riemann problemini verilen formlarda ¢6zelim:
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3 2

t "=t +1
DT(1) = _—
t — a—
a) L egrisi z, =0 noktasini igeriyor ve z, =1, z, =—1 noktalarini igermiyor.
b) L egrisi z; =0 ve z, =1 noktalarim igeriyor z, =—1 noktasini icermiyor.
c) L egrisi z, =0, z, =1, z; =—1 noktalarini igeriyor .
d) L egrisi z, =1 ve z; =—1 noktalarini i¢eriyor z, =0 noktasini icermiyor.

Problemi ¢6zmek i¢in homojen problemin ((4.12), (4.13) formiilleri) X (z) kanonik
fonksiyonu bulmak ve homojen olmayan problemin ((4.14) formiili) % (z) Ozel
¢Oziimiinii bulmak yeterlidir. Onceki sonuglar kullanilarak X (z) fonksiyonu Cauchy

tipi integralleri hesaplamadan direkt olarak bulunabilir.
Coziim icin agagida verilen metod kullanilacaktir.

a) Sekil.4.1°de verilen durumda

p+(t):t’ P_(f)=1, m+=ls
g, (=1, q ()=t>-1, n,(1)=0, x=m, —n, =1

Sinir deger problemini asagidaki gibi yazarsak:
- () —td (1) = %(ﬁ —2+1)r +1)
dolayistyla,

=—|—drt+— | —dr,
(T) T—z 2my T-2 27 T2

1 1 ¢ —7+1 1 ¢/t
=32l

formiil (4.22) ve (4.23) * ten
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PH() =7 —z7+], .'{’_(z)=—l. olur.
F4

-1 \_,/ 1

Sekil 4.1. L kapal1 egrisinin gosterimi

Problemin genel ¢oziimii keyfi bir sabit icerir. (4.22) ‘den

3
. 77 —z+1 C
9 (2)=— [(Za_z"'l)]: 2 T
z°—1 z-—1 z°—1
_ _ 1| 1 1
P (2)=z+ 2C . (z)=—[——+6}=——2+£,
z7—1 L z Z Z

elde ederiz. Burada c keyfi bir sabittir. ¢ yerine ¢—1 alirsak, ¢oziim asagidaki gibide

yazilabilir:
N C _ z+1 ¢
p()=z2+—F—7 @ @)=—"7F+—.
"= z Z
b)

p+(t):t’ P_(T)ZL Q+(t):t_17 Q—(I):t'i'lv
m,=n, =1 x=0;
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(t+1)( =17 +1)

t+DHD* (t)——IQP @)=

t@+1)
1 7:+11 ZZ+Z
7(t
‘P(Z)——j _f ( )
2wy T my T-2Z ozl
z2(z-1)
Problem tek bir ¢oziime sahiptir.
N 1
(P+(Z)=p‘—(Z)‘P ()=—-("+2) =1,
q-(2) z+1
_ q.(2) . z—1 z+1 z+1
()=—"—"Y (2)= - =- .
v p.(2) z | 2z z?
C) Bu durumda
p.)=t, p.O=L q.@O=1"-1 q.@O)=1,
m, =1, n, =2, x=-]
1
P(z)= 1.[ " dr+ l_jr(r_l)d2'=
2riyT—2 2riy T-z 1
T 2z-D)

ze D" ise

ze D™ ise

ze D" ise

ze D™ ise

Problemin ¢oziimii sadece (4.23) coziilebilirlik sartlar1 saglandiginda veya bu durumda,

asagidaki sart saglandiginda vardir.

j—(( (t)dr = 0.

L

bu integrali hesaplarsak,
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32
fzﬁ;—ibr=IMr+y£1—é£=O+ZM—2m=O
-7 7 1 T-1 T

boylece ¢oziilebilirlik sart1 saglanir ve problemin tek ¢oziimii

. _ z+1
P ()=2¢ (2)=- e

d) Bu durumda

p.(O=1 p.(H=L q@O=t"-1 q.()=1
x=m, —n, =-2<0.

Problemin ¢oziilebilirligi icin, iki kosulun saglanmalidir:

jﬁiﬂgun“wrzo (k =12).
L D_(1)

k =1 icin bu integrali hesaplarsak,

-7 +1 1 _
.[?,rz—_rydf—.[(l—;—r—z‘kr Z'—27£Z¢O

Boylece, coziilebilirlik sart1 saglanmadigindan problemin ¢oziimii yoktur.

Formel olarak (z) fonksiyonunu hesaplasaydik, sonsuzda bir kutbu olacakti ve

dolayistyla, @(z) problemin bir ¢oziimii olamayacakti.
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S. TARTISMA VE BULGULAR

Tezin ikinci bolimiinde calismamizda gerekli temel tanim ve teoremler verilmis,
liclincii ve dordiincii boliimde ise Riemann sinir deger problemleri ve ¢esitleri tanitilarak

¢Oziimleri arastirilmigtir
Calismada basit baglantili bolgelerde analitik fonksiyonlarin Riemann sinir deger

problemleri ele alinmis, holomorfik fonksiyonlarin sinir degerleri i¢in temel kosullar

verilerek problemin 6zel kosullar altinda ¢oziimleri incelenmistir.
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6. SONUC

Temel bilim dallarinda 6nemli bir yeri olan Cauchy integral denklemlerin analitik
fonksiyonlarin1 Riemann sinir deger problemlerinde inceledik. Basit irtibatli bolgelerde
Riemann sinir deger problemlerini analitik fonksiyonlar tizerindeki ¢oziimlerinde indis
kavrami 6nem kazanir. Indisin pozitif, negatif tamsayilar veya sifir olmasina gore ayni

problemin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi degisir.

Tiim bu incelemeler analitik fonksiyonlar sinifinda yapilmig olup bu calismalarin

analitik olmayan fonksiyonlar iizerinde de yapilarak genellestirilmesi miimkiindiir.
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