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ONSOZ

Bu ¢aligma Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiinde Yiiksek Lisans Tezi olarak

hazirlanmustir.

Calismada parabolik tip denklem i¢in optimal kontrol problemi ele alinmistir. Burada
incelen problemde amag¢ fonksiyoneli olarak Lions Fonksiyoneli kullanilmaktadir. Bu
nedenle bu calisma problem konulma acisindan énceki ¢aligmalardaki problemlerden

farklidir.
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OZET

Bu tezde parabolik tip denklem icin Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele
alimmigtir. Calismanin 3.1. boliimiinde Parabolik denklem i¢in Lions Fonksiyonelli
Optimal kontrol probleminin iyi konulmasi, sinir deger problemlerinin genellestirilmis
¢Oziimiiniin varligi ve tekligi ile optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligi ve
tekligine ait teoremler ispatlanmistir. Calismanin 3.2. boliimiinde Parabolik denklem
icin Lions fonksiyonelli optimal kontrol probleminde ¢oziim igin gerek sartlar konusu
altinda fonksiyonelin differansiyellenebilmesi ve optimal kontrol probleminin ¢oziimii
icin varyasyon esitsizligi seklinde gerek sartlarin elde edilmesine ait konular ele alindu.
3.2. boliimiinde son olarak optimal kontrol probleminin niimerik ¢éziimii icin algoritma

verildi.

2008-50 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Parabolik denklem, Optimal Kontrol Problemi, Lions

Fonksiyoneli, Sinir Deger Problemi
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ABSTRACT

In this thesis, optimal control problem with Lions functional was taken up for parabolic
type equation. In the 3.1. section of this work, for parabolic equation, at first judgments
relating to existence and uniqueness of the generalized solutions of I and II type
boundary value problema and known previously were given. By using these judgments,
the existences of the optimal control problem solutions were proeved. In the 3.2. section
of this thesis for parabolic equation and the soluion of optimal control problem
questions relating to getting conditions were analyzed. For this reason, firstly
differential agabeylity of the funciton was proeved and a formula was obtained for its
gradient. By using this formula, for the solution of the problem the necessity condition,
in the form of variation inequality, was proved. In this part algorithm was gievn for the

numeral solution of the optimal control problem taken into consideration latest.

2008 - 50 Pages

Key Words: Parabolic Equation, Optimal Control Problems, Lions Functional,

Boundary Value Problems
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1. GIRIS

Parabolik denklemlerle ifade edilen sistemlerin optimal kontrol teorisi dagilmis
parametreli sistemlerin optimal kontrol teorisinin onemli alanlarindan biridir. Parabolik
tip denklemler icin optimal kontrol problemleri difiizyon ve 1s1 gibi siirecler
incelendiginde ortaya cikar [1-4]. S6z konusu denklemler icin optimal kontrol
problemleri ile 6nce [1,2,4-13] calismalarinda farkli yazarlar tarafindan ele alinmistir.
Bu caligmalarda lineer ve lineer olmayan parabolik denklemler icin optimal kontrol

teorisi ciddi bir bicimde gelistirilmistir.

Sunulan bu tezde de parabolik tip denklem i¢in optimal kontrol problemi ele alinmistir.
Ancak burada incelenen problem konulma agisindan Onceki c¢alismalardaki
problemlerden farklidir. Bu incelenen problemde amac fonksiyoneli olarak Lions
fonksiyoneli kullanilmaktadir. Lions fonksiyoneli tipli fonksiyoneller ilk kez Fransiz
matematikcisi Lions tarafindan sunulmustur[5]. Bu tipli fonksiyoneller denklemin
katsayilariyla kontrol sistemleri i¢in optimal kontrol problemlerinde ilk kez Iskenderov’
un calismalarinda sunulmus ve analiz edilmistir[14]. Sonralar1 ise Lions fonksiyoneli
tipli fonksiyoneller Schrodinger denklemi igin optimal kontrol problemlerinde
Iskenderov ve Mahmudov’ un ¢alismalarindan sik¢a kullamilmistir.[15-16]. Parabolik
tip denklemler icin optimal kontrol problemlerinde bu tiirlii fonksiyonellerin ¢ok az
kullanilmasindan dolay1 sunulan problemin incelenmesi gerek teorik, gerekse pratik

acidan 6nem tagir.

Tezin icerigi materyal ve yontem boliimii olarak iki alt boliimden, yani 3.1, 3.2
boliimlerinden olugmaktadir. 3.1. boliimiinde ele alinan problemin iyi konulmasina ait
sorular cevaplandirilmaktadir. Ele alman problemi incelemek icin ilk 6nce gereken
sonuclar olarak parabolik tip denklem icin I. ve II. tip simir deger problemlerinin
¢Oziimiiniin varligi ve bir tekligini igeren sonuclar verilmektedir. Bu sonuglar

kullanarak optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin varligina ait teoremler ispatlanir.

Tezin 3.2. boliimiinde parabolik tip denklem icin optimal kontrol probleminde gerek
sartlar incelenmektedir. Bunun i¢cim Once sunulan amag¢ fonksiyonelinin
differansiyellenebilmesi incelenmis ve onun gradiyenti i¢in formiil ispatlanmistir. Bu

formiilden yararlanarak problemin ¢oziimii i¢in varyasyon esitsizligi bigiminde gerek



sartlar incelenmistir. Nihayet s6z konusu boliimiin sonunda ele alinan optimal kontrol

probleminin niimerik ¢oziimii i¢in algoritma verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde ilerleyen konularda gecen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanmm 2.1: 1,(0,¢) Hilbert Uzay1 olup elemanlar1 (0,/) aralifinda 6l¢iilebilir ve mutlak
degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki gibidir:

4
<u,v>LQW) = Ju(x)v(x)dx,
0

||u||L2((),//,) = <u’u>lq((),/a)

Tanmm 2.2: L(Q) Hilbert Uzay1 olup elemanlar1 € bolgesinde Olgiilebilir ve mutlak
degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢carpim ve norm

asagidaki gibidir:

<l//’ ¢>Lz(9) = IV/(X,I)¢(X,1)dth

W], 0 =y¥¥),

Tanmm 2.3: L,(0,/) Banach uzay1 olup, elemanlar1 (0,¢) araliginda olg¢iilebilir ve sinirlt

fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanir:

e = vrai maxu(x)

Tamm 2.4: L(0,T) Banach uzay1 olup, elemanlar1 [0,T] aralifinda olciilebilir ve sinirh
fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanir:

g, = vrimate)

Tamm 2.5: CO([O,T],B) Banach uzay1 olup elemanlar1 [0,T] aralifinda siirekli olan ve

degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki

sekilde tanimlanir.



||u||C°([0,T],B) = {3(?}‘]"”(’)"3

Tanim 2.6: WZI’O(Q) Hilbert uzay1 olan Sobelev uzayidir, elemanlar1 € bolgesinde
tanimlanan Oyle fonksiyonlardir ki, u,g—ue L, (Q)bzelliklerini saglar. Burada i¢ ¢arpim
X

ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

<u’¢>w§'°(9) = i(u(x,t)¢(x,t)+ au;}:t) aQ);i’t)jdxdt,

”””w;ﬁ(g): <u’u>W21'O(Q)

Tanmm 2.7: WZI’I(Q) Hilbert uzay1 olan Sobelev uzayidir, elemanlar1 Q bdolgesinde
ou

tanimlanan dyle u(x,t) fonksiyonlaridir ki, u,g—u,a—e L, (Q) 6zelliklerini saglar. Burada
X ot

i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tamimlanir:

o Subnc) ko) ) 90x )],

<M, ¢>w§'] ©) = J{u((x,t)(l)(x,l ox ox ot ox

Q

||u||W22,1(Q) = <u’u>W21‘l(Q)
o L1
Tanim 2.8: W, (Q) uzayi W,'(Q) uzaymm alt uzayr olup, elemanlari Q

dikdortgeninin yan taraflarinda sifira esittir.

Tanmm 2.9: Diyelim ki B herhangi Banach uzayi, J(u) fonksiyoneli ise u noktasinin

herhangi bir a)(u,}/):{v:ve B,||v—u||< 7/} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artig1 icin

o(h,u) _

[

1 =
Moo 0],



olacak sekilde AJ(u)zJ(u+h)—J(u)z(]’(u),h>3+o<h,u> sartin1 saglayan J'(u)e B”

eleman1 varsa, bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet anlaminda

differansiyellenebilir denir.

Tamm 2.10: Eger B Banach uzayindan olan {u} dizisi icin Vce B”, Ilcim<c,uk>= <c,u>

sart1 saglantyorsa bu takdirde {u;} dizisi ve u € B noktasina zayif yakinsiyor denir.

Tanmm 2.11: U, B Banach uzaymin bir kiimesi olsun. Eger V{uk }e U dizisinden zayif

yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu takdirde U kiimesine B de

zayif kompakt kiime denir.

Tanmm 2.12: J(u) fonksiyoneli B Banach uzayinin U alt kiimesinde tanimlanmis olsun.

saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yar siirekli denir.

Teorem 2.13: ([12]) Diyelim ki U, B Banach uzaymin konveks alt kiimesi J(u)
fonksiyoneli bu kiimede 1. mertebeden siirekli differansiyellenebilir fonksiyonel ve

U. :iue U:Jw)=J.= i1[1/f J (u)j kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar

kiimesi olsun. Bu takdirde Vu.e U.ve Vue U igin <J "(u.),u —u*> =0 sart1 saglanir.

Teorem 2.14: ([12]) U, B Banach uzayinda zayif kompakt kiime olsun. J(u)
fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan yar siirekli

olsun. Bu takdirde J, =inf J(u)>—co, U, ={ucU:J(u)=J.}2D zayif kompakttir

ve U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar1 kiimesine zayif

yakinsar.

Teorem 2.15 (Goebel [21]): Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X
uzaymin kapali sinirh kiimesi, I(v) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan alttan

siurl ve alttan yar siirekli fonksiyonel ve a>0, =1 verilen sayilar olsun. Bu takdirde

X uzayinda her yerde yogun olan dyle G alt kiimesi vardir ki, Vwe G icin

I, =1 +ajy-w|’



fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiiciik degerini alir. Eger f>1 ise J, (v)

fonksiyoneli i¢in en kiiciik degerini U kiimesi iizerinde bir tek noktada alir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Parabolik Denklem icin Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol Probleminin Tyi

Konulmasi

Bu boliimde lineer parabolik denklem igin Lions fonksiyonelli optimal kontrol
probleminin iyi konulmasi ile ilgili sorular incelenmektedir. Once parabolik denklem
icin g6z Oniine alinan sinir deger problemlerinin genellestirilmis ¢éziimlerinin varligi ve
bir tekligine ait dnceden bilinen hiikiimlerin ispati gosterilir. Bu hiikiimleri kullanarak
parabolik denklem icin optimal kontrol probleminin varlifina ait teoremler ispatlanir.
Benzer problemler telin titresimi ve Schrodinger denklemleri i¢in 6nceden [5,14,15,16]

vs. caligmalarinda incelenmistir.
3.1.1. Problemin Konulmasi

¢>0ve T>0 verilen sayilar olmak iizere xe [0,/]r€ [0.T] Q, =(0,0)X(0,1), Q=Q,

oldugunu kabul edelim. Asagidaki optimal kontrol problemini géz 6niine alalim:
2 2
J o =l =woll, oy + =) (3.1.1.1)

fonksiyonelinin

v=b=vl)ive LODC, o, <by)

kiimesi tizerinde

) 0’
ﬂ—ao—uz"+a(x)uk + (e, = f(x,1), (x,t)e Q (3.1.1.2)
ot ox
u,(x,0)=9,(x), xe(0,¢), k=1,2 (3.1.1.3)
u,(0,t)=u,(¢,t)=0, 1€ (0,T) (3.1.1.4)

ou, (0,7) _ ou, (¢,)

=0, 0, T 3.1.1.5
" o te (0,7) ( )




sartlar1 alinda minimumunu bulmak gerekir.

Burada ap>0, by>0 ve a>0 verilen sayilar, a(x) 6l¢iilebilir sinirli fonksiyon olup,

0
0<u, <alx)<u, VYxe(0,0), g, 1, = sabit (3.1.1.6)

sartin1 saglar. we L, (0,7) verilen eleman, o, (x), £ (x,), k=1,2 fonksiyonlar1 ise

asagidaki sartlar saglar:

01 1

0 eW1(0,0),0,e W2(0,0) k=1,2 (3.1.1.7)
fieL,(Q) k=12 (3.1.1.8)

VveV ic¢in (3.1.1.2) - (3.1.1.4) sartlarindan u, :ul(x,t)zul(x,t;v) fonksiyonunun
bulunmasi parabolik denklem icin 1. tip sinir deger problemi, (3.1.1.2), (3.1.1.3),
(3.1.1.5) sartlarindan u, =u2(x,t)su2(x,t;v) fonksiyonunun bulunmasi parabolik

denklem i¢in 2. tip sinir deger problemidir.

Tamm 3.1.1.1: VveV ic¢in (3.1.1.2) - (3.1.1.5) smir deger probleminin ¢oziimii olarak

o L1 L0

vneW, (Q),Vn,eW, (Q) icin

J' _auknk +aoaﬂai+a(x)uk77k+v(1)uk7]k dxdt =
ot ox ox

Q

= [ fimaxdt, k=12 (3.1.1.9)
Q

integral Ozdesliklerini ve u, (x,0)=¢k (x), xe(0,7) baslangi¢c sartlarim1 saglayan
o LI o Ll

u eWw, (Q),u2 eW, (Q) fonksiyonlar1 anlasilir.

Tanim 3.1.1.1 anlaminda (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir deger probleminin ¢Oziimiinii

w,"! (Q) sinifindan olan genellestirilmis ¢6ziimii olarak adlandiracagiz.



3.1.2. Simir Deger Problemlerinin Genellestirilmis Coziimiiniin Varh ve Tekligi

Bu alt bolimde [17-19] calismalarindan bildigimiz (3.1.1.2) - (3.1.1.5) simir deger
probleminin genellestirilmis ¢6ziimiiniin varhigi ve bir tekligine ait olan hiikiimleri
verecegiz. Bu amagla 6nce parabolik denklem i¢in asagidaki birinci tip sinir deger

problemini géz Oniine alalim.

2
a—u—aoa—l:+a(x)u+v(t)u:fl(x,t), (x,t)e Q (3.1.2.1)
ot ox
u(x,0)=¢,(x), xe(0,0), (3.1.2.2)
u(0,t)=u(r,t)=0, re(0,7) (3.1.2.3)

Burada a,, a(x), @, (x), h (x,r) verilenleri 3.1.1. alt boliimiindeki sartlar1 saglar.

Tamm 3.1.2.1: VveVigin (3.1.2.1) - (3.1.2.3) smir deger probleminin ¢oziimii

0 L0

olarakVi7e W, (Q) icin

d Ju o
E[(_a_l:;]+ a, a—za—z+ a(x)u?] +v(l‘)u77jdxdl‘ =

= | fundxat
Q

o L1

integral 6zdesligini u(x,0)= o, (x),xe (0,) baslangi¢ sartini saglayan W, (Q) uzayina

ait olan u=u(x,t)=u(x,t;v) fonksiyonu anlaslir.

Teorem 3.1.2.1: Farz edelim ki, a(x), ¢,(x), f,(x,z) fonksiyonlar1 (3.1.1.6) - (3.1.1.8)

sartlarin1 saglasin. Bu takdirde Vve Vigin (3.1.2.1) - (3.1.2.3) sinir deger probleminin

o L1
W (Q) uzayina ait olan bir tek genellestirilmis ¢oziimii vardir ve ¢6ziim icin asagidaki

kestirim gecerlidir.

el < ol o0 H il



burada cp>0 sayis1 ¢, ve f, den bagimsizdir.

Ispat: Once (3.1.2.1) - (3.1.2.3) smir deger probleminin ¢oziimiiniin varligim

ispatlayalim. Bu amagla Galerkin metodunu kullanalim. Farz edelim ki; u, =u, (x),

0
k=1,2,... sistemi W, (0,/)uzayinda temel fonksiyonlar sistemi olsun ve

(u, u,,) L) = 0,, sart1saglansin. Burada o,, Kronecker sabitleridir, yani

1, k=m
5km =
0, k+#m km=12,...

soylemek gerekir ki, up=ui(x), k=1,2,... temel fonksiyonlar sistemi olarak
LX =X (3.1.2.6)
x(0)=x(¢)=0 (3.1.2.7)

Sturm-Liouville probleminin A=A, k=1,2,... 06z degerlerine karsilik gelen X=u(x),

k=1,2,... 6z fonksiyonlar sistemi kullanilabilir. Bildigimiz gibi , uy=uw(x), k=1,2,...6z

0

fonksiyonlar sistemi W, (0,¢) de

¢
(Lu,,u, )Lz(o./) = J(ao %% + a(x)ukum)dx =19,, km=1,2,... (3.1.2.8)
0

ortogonallik sartlarini saglar. A, k=1,2,... sayilari ise pozitif sayilar olup
O< <Ao< < h<...... (3.1.2.9)

sartlarin1 saglar. Burada

2

L=-a,—+alx) (3.1.2.10)

2
X
biciminde olan operatordiir.

(3.1.2.1) - (3.1.2.3) sinir probleminin yaklasik ¢oziimiinii

10



u (x,1)=>2C (1), (x) (3.1.2.11)

k=1

bigiminde arayalim. C, (t) fonksiyonlarini asagidaki sistemden bulalim:

cou® ¢ ou" du,

0 — (x)dx+_([a0 gd_xk-i_ 0 a(x)u"u, (x)dx +

J.v(t)uNuk (x)dx = .[fl (x,t)uk (x)dx, k=1,N (3.1.2.12)
0 0

c)0)=a, (3.1.2.13)

Goriildiigii gibi (3.1.2.12) esitlikleri C,’ (t) bilinmeyenlerinin t'ye gore birinci
mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemidir. Bu denklemler {uk (x)} sistemi

ortonormallik sartim1 sagladigindan birinci mertebeden tiireve gore c¢Oziilmiis lineer
diferansiyel denklemlerdir. Kabul edilen sartlar altinda (3.1.2.12), (3.1.2.13) Cauchy

probleminin bir tek ¢oziimii vardir[17].

N

Once uN(x,t) ve icin kestirim elde edelim. Bu amacla (3.1.2.12) esitliklerini

X
cl (t)ye carpip k lizerinden 1’ den N’ e kadar toplayip (0,t) {izerinde integralleyelim.
Bu takdirde asagidaki esitligi elde ederiz.

+ Cl(X)(MN )2 +

—
—

’”[auN N ou” ou”

u' +a,—
e ot ox Ox

v(t)(uN )2 ]dxdt = j.j fl(x, O (x, 1 )dxdt

Bu esitlikten kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz.

¢ N L0l oy 2 i N
L6 e a [ 2]

11



< xO)de+“.|v )ded1'+

L1
2

o'—,\

+

o'—p»

j.|f1 (x,7 | X, T)|dxd1'
0

Burada

oldugunu dikkate alirsak
2
(ZAC20) S o (3.1.2.14)

esitsizligini kullanirsak asagidaki esitsizligi elde edebiliriz.

2

IN

1
E"uN("l)"Z(o 0)

2
+ ol
ﬂ() u Lz(Q )

L2 ('Q'r)

u
0
ox

_”(”1” L0.0) +”|fl X, T | X, 2')|dxdz'

00

+vrai maX”uN (, Tjﬁ W)J. |v(2')|df

0<7<t
Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terime e-Cauchy esitsizligini uygularsak, asagidaki
esitsizligi elde ederiz:

2

+ ﬂO"“ N”Z @)
L(Q,)

IA

Gl

u
ox
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1
L,(0.7) %”fl iz(g,)

S

(7))

L,(0,7)

0<7<t

t
+J.|v |d2'vral max|u
0

Burada & = g secersek kolaylikla

auN ’
ox L)

S G

2
2 s
2 I e,

Ly (0, f)

1 1
5||¢1"i o0t z_ﬂ()"fl”Z(sz,) +

2

+ A/t vrai max
0<7r<t

|uN(.,Tj

Burada a¢p>0, py>0 oldugundan sol tarafta yer alan 2. ve 3. terimleri atabiliriz. Bu

L,(0.0)

takdirde sonunca esitlikten

”uN (" t)"iz (0,0) = ”(01

2 1 2
LZ(Q,)+lu_O||f1

L, (Q,)

+2\/_ b, vrai max|ju

0<7<t

| ( THLZ(W)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikten kolaylikla

|uN(.,r)|

2
<

£2(0.0)

vrai max
0<7<t

<|e

L, ()

2 1 2
L,(0,0) + ﬂ_0||fl

2
+0(\/_ b, vrai max|ju

0<7<t

()

15(0,0)

Burada
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et =L
4b,”
vrcgé' Trsr}ax” )| )
<=2 ol ., 1A} ) (.12.15)

[0,T] araligin1 uzunlugu %tl’ den biiyilkk olmayan Alz{o,%tl} Azz{%q,tl}...,

A, araliklarina bolelim. Bu takdirde her bir t€ A,, k=1,N i¢in

2

vrcgé'gax”ulv(.,ﬂ s <

< c(t)(”q)l”iz on AL (Qt)), vie[0,7] (3.1.2.16)
¢, =max ¢(r) olsun.

(o) < clﬂlcvllliz on*l f1||izmr)), vie[0,7] (3.1.2.17)

£2(0.0)

kestirimi elde edilir.

Simdi

icin kestirim elde edelim. Bunun i¢in (3.1.2.12) esitliklerinden her

du™ (x,1)
ot

birini

dc;' (1)
dt

ye carpip k lizerinden 1’ den N’ e kadar toplayalim.

j-%agl det j ou” 9"

v ou®
——dx+ N —dx=
o anx '([ ok a

0

= 2 dx+jﬁxtaatN (v, )

Buradan asagidaki esitligi elde ederiz.
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[ ou® ¢ ouV
:—_({v(t)u’v - di+ [ f;=—dx

bu esitligin her iki tarafim (0,t) aralig1 iizerinden integrallemis olursak ve a(x)’ in

sagladig1 sart1 kullanirsak:

%Ii[(%ﬁxﬂf + a{%ﬁj’”]z + 11, (i, r))z}dxdr <

< %i[a{%j + 11, (x,0)f }x +

+j.j.|V(t)||uN|%dxdr+ﬁ|f(x 7) dem
00 ot 0 1 e

esitsizligini elde ederiz. Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini sag tarafin sonuncu terimi

icin uygularsak

%Ij(g—’:jzdxdr wzil( a”[;ix’t)f + (x,t))z}dx <

< %j[a{%ﬁj’ﬁf 41, (x,1)f dx +

ou®
T

+ _(i;j:|v(t)||uN| 5

dxdt +ﬁ( f.(x, 7)) dxdr

burada ¢, = min(l, a,, #,) dir.

Bu esitligin sol tarafinin 3. terimine e-Cauchy esitsizligini uygularsak bu takdirde

15



ou

1o
ot

20

ou™(.,1)

X

2 2
2
dr+c, +HuN(.,t)(L on |<
L(0.0) L(0.0) o

2

2

ou”(.,0)
ox

ay

+- " (.0)

L,(0,7) L0

1
2

Burada ¢ :% secersek kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz.

u™ (1)

dx

2
<
L,(0,7)

ou”
ot

lt
o

2 2
dt+c,
1,(0,0)

J+Hu”(.,r)(
L,(0,¢)
ou”(.,0)

2
1 2
PO Lt i

La
<74

2

vie0,T]

‘u”(.,r)(

X Vrai max

0<7<t L,(0.0)

Burada (3.2.1.17) kestirimini kullanirsak

2
dt+c,
1,(0,0)

2

2

ou” (1)
ddx

2
<
L,(0.0)

ou”
ot

lt
!

J+Hu”(.,t)1

L,(0.0)

ou”(.,0)
ox

2

# " (.0)

L,(0.0)

a,
0 £,(0.0)

1
2

Beallel, o) U0 vreloT]

16
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Kolaylikla

2

u™(.,0)

< 2 12.
Ox C3”¢1”v?/z(0/) (3-1.2.19)

L,(0.0)

esitsizligini ispatlayabiliriz. Ote yandan (3.2.1.14) ve (3.2.1.19) esitsizligini (3.2.1.18)
de dikkate alirsak bu takdirde

2
dt+c,
L, (0.)

< C4”¢1”;V12(0 p +||fl||iz(g,)’ vie[o,7]

2

du™(.,1)

X

au
ot

1 t
i [t

L,(0,7)

Burada ¢, = min(i,czj dir. Kolaylikla

tly, N N 2

[l (.,T)( a2 () o, <

ol o £,(0.0) ox L(0.) o

< cﬁ("gol" o AR (9)} tel0,7] N=1,2,... (3.1.2.20)

W

Buradan iki esitlik elde ederiz.

( auN(.,l‘) ’ 2 2

| @ Scﬁ("gol"()l + fl||L2(Q)j (3.1.2.21)
0 L,(0.6) W

auN(.,l) ’ 2 2 2

B . +||”N("’)"Lz(o,e) < C6("¢1”v?/12 +Al., (mj , Veelo,7] (3.1.2.22)

(3.1.2.22) nin her iki tarafim1 (0,T) aralig1 iizerinden integralleyip (3.1.2.22) ile taraf

tarafa toplarsak asagidaki kestirimi elde ederiz.
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. SC{”%”V(EII( /)+|| fl”mm} N=1.2,... (3.1.2.23)

2\

Burada ¢, >0 sayist N, ¢, ve f,’ den bagimsizdir. (3.1.2.23) kestirimine gore {uN },
N=1,2,... dizisi W,"(Q) uzaymm normunda diizgiin smirlidir. Bu takdirde {uN }
dizisinden W,'(Q) da ue W,"'(Q) elemanina zayif yakinsayan {uN} alt dizisini

secebiliriz. Bu zayif yakinsayan alt diziyi yeniden {uN } ile gosterelim. Bu takdirde

asagidaki limit bagmtilarin1 yazabiliriz.

N — o igin
u" >u zayif L,(Q) da, (3.1.2.24)
N
o’ _,ou zayif L,(Q) da, (3.1.2.25)
ox ox
ou  du
= "3 zayif L,(Q) da, (3.1.2.26)

W(Q) uzaymm C°([0,7]L,(0,¢))’ e kompakt gémiilmesinden N — oo icin Vze (0,7)

icin

u (1) > u(.,t)kuvvetli L,(0,¢) de (3.1.2.27)
limit bagintis1 gecerlidir; yani yakinsama t’ ye gore diizgiindiir.

Diger yandan W,"'(Q) uzay: L,(Q)’ ya kompakt gomiildiigiinden N — co igin

u" — ukuvvetli L,(Q) da (3.1.2.28)
limit bagintis1 gegerlidir.

Simdi limit fonksiyonu olan u:u(x,t)’ nin (3.1.2.1) - (3.1.2.3) probleminin

genellestirilmis ¢oziimii oldugunu gosterelim. Once u(x,#) fonksiyonunun baslangic

18



sart1, yani u(x,t)=p(x), xe (O,Z)samm sagladigini ispatlayalim. Gercekten (3.1.2.27)

limit bagintisint u” (x,0)” in ¢1(x)" e L, (0,¢)” de yakinsadigini ve

/

J.|u(x,0)— o (x]zdx < Zj.‘uN(x,O)— () (x)(zdx +

0

l
ZHM(X,O) —u® ()C,OX2 dx

0
esitsizligini kullanirsak, kolaylikla u(x,z) fonksiyonunun goéz Oniine alian baslangic
sartin1 saglamasini elde ederiz. Simdi u(x,t) fonksiyonunun (3.1.2.4) integral 6zdesligini

saglamasini ispatlayalim. Bunun icin (3.1.2.12) denklemlerinden her birini di(7)=0

sartin1 saglayan W, (0,7)’ den olan dy(t) fonksiyonuna carpip, elde edilen esitlikleri k

iizerinden 1’ den N' < N’ e kadar toplayip- sonra (0,T) iizerinden integrallemis olursak,

kismi integrasyon yardimiyla asagidaki esitligi elde ederiz:

I_auN vy, uton”

y n a"? » +a(x)uN77N1 +v(t)uN77N1 dxdt

Q

= [ " dxa (3.1.2.29)
Q

Nl
Burada 77" =>"d, (t)u,(x)" dir. Goriildiigii gibi (3.1.2.29) esitligi V77" icin gegerlidir.
k=1

Yani (3.1.2.21) bagmntis1 ozdeslikti. Bu bicimde olan 7" 'ler kiimesini W, ile

o 10

gosterelim. UWN kimesi |}/, (Q)uzaylnda her yerde yogundur. Bu nedenle
N=1

N — igin (3.1.2.21) de iistte elde edilen yakinsamalar1 géz Oniine alarak limite

o LO

gegersek u(x,7) limit fonksiyonunun (3.1.2.4) integral Ozdesligini Vne |}/, Q)

7(x,T)=0icin sagladigini ispatlamus oluyoruz.
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Boylece u=u(x,t) limit fonksiyonu Vve Vigin (3.1.2.1) - (3.1.2.3) smir deger

o L1
probleminin /, (Q) da genellestirilmis ¢6ziimii oldugunu elde ederiz. Bunun yani sira

co=c4 gosterip (3.1.2.15) de limite gegerek, (3.1.2.5) kestiriminin gecerli oldugu
ispatlanir.  (3.1.2.1) - (3.1.2.3) ¢oOziimiiniin bir tekligi direkt olarak (3.1.2.5)

kestiriminden elde edilir.

Boylece (3.1.2.1) - (3.1.2.3) smir deger probleminin ¢Oziimiiniin bir tek oldugu

ispatlanmis oldu. Teorem 3.1.2.1 ispatlandi.

Simdi parabolik denklem icin asagidaki ikinci tip sinir deger problemini goz Oniine

alalim:

ou o’u

——ay—— +alxju+v(th = f,(x.1), (x,r)e @ (3.1.2.30)
ot ox

u(x,0)=0,(x), xe (0,0) (3.1.2.31)

ou(0,7) _ ou(l,1)

= T 1.2.32
oy o 0, 1€(0,7) (3.1.2.32)

burada a,, a(x), 0, (x), 5 (x,#) verileri 3.1.1. alt boliimiindeki sartlari saglar.

Tanmm 3.1.2.2. Vve Vigin (3.1.2.30) - (3.1.2.32) sinir deger probleminin ¢oziimii
olarak V1€ W,°(Q)icin

Ju Ju d
i(—a—tﬂ+ a, a—xa—z+ a(ox)un + v(t)u?]jdxdt =

= [ funaxdt (3.1.2.33)
Q

integral 6zdesligini u(x,0)=pa(x), x< (0,¢) baslangi¢ sartim saglayan WZI’I(Q) uzayina

ait olan u=u(x,t)=u(x,t;v) fonksiyonu anlagilir.

Teorem 3.1.2.2: Farz edelim ki, a(x), 0, (x) 5 (x,7) fonksiyonlar1 (3.1.1.6) - (3.1.1.8)
sartlarim1  saglasin. Bu takdirde VveV icin (3.1.2.30) - (3.1.2.32) smr deger
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probleminin Wzl’l(Q) uzayina ait olan bir tek genellestirilmis ¢oziimii vardir ve ¢6ziim

icin asagidaki kestirim gecerlidir.

(3.1.2.34)

”u”WS'l(Q) Sclo(”% w3 (0,0) +”f2 LZ(Q))

burada ¢y sayisi ¢y, f>’den bagimsizdir.

Bu teorem de Galerkin metodu yardimiyla ispatlanir. Ancak bir fark var ki,

u" =3 C (0 ()

k=1

Galerkin yaklasimlarinin olusturulmasinda kullanilan temel fonksiyonlar sistemi

0! 1

W 2(O,E) uzaymda yok, Wz(O,E) uzayinda baz olusturmas: gerekir. {uN }

yaklagimlarinin yakinsamasi Teorem 3.1.2.1 de oldugu gibidir. Coziimiin bir tekligi de

ayn1 bigimde ispatlanir.

Boylece Teorem 3.1.2.1 ve Teorem 3.1.2.2° yi kullanarak (3.1.1.2) - (3.1.1.5) sinir
deger problemlerinin ¢oziimiiniin varligi ve bir tekligi i¢cin asagidaki teoremi ifade

edebiliriz.

Teorem 3.1.2.3: Farz edelim ki, a(x), o, (x), fi (x,1) k=1,2 fonksiyonlar1 (3.1.1.6) -
(3.1.1.8) sartlarim1 saglasin. Bu takdirde (3.1.1.2) - (3.1.1.5) sinir deger probleminin

o L1 1

1
ueW, (Q), u, e W, (Q) olan bir tek ¢Oziimil vardir ve ¢6ziim icin bir sonraki

kestirimler gecerlidir:

A RERE (AR (3.12.35)

il ) < %(II%IIW;M +1£1.. (9)) (3.1.2.36)
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3.1.3. Optimal Kontrol Probleminin Céziimiiniin Varhg ve Tekligi

(3.1.1.1) - (3.1.1.5) optimal kontrol problemini goz oniine alalim. Bu problem ig¢in
gerekli olan ¢oziimiin varligi ve tekligi sorularini inceleyelim. Once a>0 igin gz 6niine

alian optimal kontrol probleminin bir tek ¢6ziimiiniin varligini ispatlayalim.

Teorem 3.1.3.1: L,(0,T) uzaymnda her yerde yogun olan dyle bir G alt kiimesi vardir ki,
vVwe G ve o>0 igin (3.1.1.1) - (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin bir tek ¢éziimii

vardir.

Ispat: Once Jy(v) fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu ispatlayalim.

Fonksiyonelin tanimina gore Jy(v) asagidaki gibidir.

J,(v) = “ul(x,t)—uz(x,t)rdxdt (3.1.3.1)

Q
Ave L, (O,T) artist v+ Ave V olacak sekilde herhangi v e V elemanina verilen bir artis
olsun. Bu takdirde (3.1.1.2)-(3.1.1.5) smir deger probleminin ¢6ziimii olan
u, =u, (x,t)zuk (x,#;v), k=1,2 fonksiyonlart Au, :Auk(x,t)zuk (x,t;v+Av)—uk (x,t;v)
artisina sahip olacaktir. Burada u, (x,t;v+Av), k=1,2 fonksiyonlar1 (3.1.1.2) - (3.1.1.5)

sinir deger probleminin v+ Ave V elemanina karsilik gelen coziimiidiir. (3.1.1.2) -

(3.1.1.5) sartlarindan Au, = Au, (x,£), k=1,2 fonksiyonlarinin asagidaki simr deger

probleminin ¢6ziimii oldugunu kolaylikla elde ederiz.

agl:" -a, a;i?" +a(x)Au, +(v+Av)Au, =

=—Avu,, k=12 ((x.1)e Q) (3.1.3.2)
Au, (x,0)=0, k=1,2 xe(0,¢) (3.1.3.3)
Au,(0,1)= Au,(¢,1)=0, 1€ (0,7) (3.1.3.4)

IAu,(0,1) _ 9Au,(£,1)

=0 T 1.3.
" " , te(0,7) (3.1.3.5)
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Burada u, =u,(x.,t)=u,(x,t;v), k=12 fonksiyonlar1 (3.1.1.2) - (3.1.1.5) sir deger

probleminin veV ye karsihik gelen ¢oziimiidiir. Soylemek gerekir ki, (3.1.3.2) -
(3.1.3.5) smir deger problemi (3.1.1.2) - (3.1.1.5) problemleri gibidir. Bu nedenle
(3.1.1.2)-(3.1.1.5) sinir deger probleminin ¢oziimiine ait olan diisiinceleri kullanarak

Au, =Au, (x,t), k=1,2 fonksiyonlari i¢in asagidaki kestirimlerin gecerli oldugunu elde

ederiz.
||Au1||wo/:l @ Safava, (3.1.3.6)
”A%”W!l(ﬂ) < c12||Avuz||L2 @) (3.1.3.7)

burada c;;>0, c1>0 sayilart Av’den bagimsizdir. u, € W," (Q)oldugunu gz oniine

alirsak ve

maxfu. (1)

L,(0,0) = c13||uk||W21'l(Q)’ k=1,2 (3.1.3.8)

esitsizligini kullanirsak, kolaylikla

(3.1.3.9)

[t g Sl

L,(0,T)
||Au2||W‘Z‘1 @ <aslAV, o (3.1.3.10)
kestirimlerini ispatlayabiliriz. Burada c;4>0>, ¢5>0 sayilart Av ’den bagimsizdir. Simdi

Jo(v) fonksiyonelinin artigini bulalim. (3.1.3.1) formiiliinii kullanirsak asagidaki formiilii

kolaylikla elde ederiz.

AJO("'): JO(V+AV)_ JO(V)=

= 2_[ (ul(x, 1) —uz(x,t)(Aul(x, 1)- Auz(x, 1))dxdt +

A gy + A ) = 2] Aty e, 1) (x, £ )t (3.1.3.11)
Q
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Burada Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayip (3.1.2.35), (3.1.2.36) kestirimlerini

kullanirsak,

A, 0) < o], ) +1A], ) +]AW 0y +lALI o)

esitsizliginin gecerli oldugunu elde ederiz. Bu esitsizlikte (3.1.3.9), (3.1.3.10)

kestirimlerini uygularsak bir sonraki kestirim elde edilir:

A o)

L,(0,T)

a7, 0) < (],

,(0,T

burada c;7>0 sayis1 4v’ den bagimsizdir. Bu esitsizlikte ||Av||L 01)

— 0 icin limite
gecersek AJO(V)%Olimi'[ bagintis1 ispatlanmis olur. Dolayisiyla Jy(v) fonksiyoneli

herhangi veV noktasinda siireklidir, yani Jy(v) V kiimesi iizerinde siireklidir. Diger

yandan J, (v)Z 0, VveV, yani Jy(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinden alttan sinirlidir.

Tamima gore V kiimesi L,(0,T) uzayinda kapali ve simirhi kiimedir. L,(0,T) uzay1 ise

Hilbert uzay1 oldugundan diizgiin konveks uzaydir [20].
Iv)=J,(v), X=L(0,T), U=V

almis olursak kuramsal temeller boliimiindeki Teorem 2.15 in sartlarinin saglandigini
goriiriiz [21]. Bu takdirde kuramsal temellerindeki teorem 2.15’ in hiikmiinii kullanmig
olursak, L»(0,T) uzayinda her yerde yogun olan G alt kiimesi bulunur ki, Ywe G i¢in
a > 0oldugu takdirde (3.1.1.1) - (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin bir tek ¢6ziime
sahip oldugu elde edilir. Teorem 3.1.3.1. ispatlandi.

Simdi (3.1.1.1) - (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin en azindan bir ¢6ziime sahip

olmasini gosterelim.

Teorem 3.1.3.2: Farz edelim ki, a(x), ou(x), fulx,t), k=1,2 fonksiyonlann (3.1.1.6) -
(3.1.1.8) sartlarim1 saglasin. we LZ(O,T) verilen eleman olsun. Bu takdirde (3.1.1.1) -

(3.1.1.5) optimal kontrol problemi & >0 i¢in en azindan bir ¢6ziime sahiptir.

Ispat: Herhangi {v'" }e V minimallestirici dizisini alalim:
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lim J,(")=J . =inf J_(v)

m—oeo veV
her bir v" € V,m=1,2,... i¢in (3.1.1.2) - (3.1.1.5) sinir deger probleminin ¢dziimiinii
w =u(x,t)=u, (x,t;v'" ), k=1,2

gibi gosterelim. Teroem 3.1.2.3° e gore her bir v'eV, m=12,... i¢in (3.1.1.2) -

(3.1.1.5) sinir deger probleminin bir tek ¢6ziimii vardir ve ¢6ziim igin asagidaki

kestirimler gecerlidir.

el o < el o Wl 1] )= 160 m=1.2, (3.1.3.12)
H”?HW;I(Q) < Clo(“(/’zuw;(o,/«) + ||'//2||L2(0,f) + "fz”Lz(Q)): g M=1,2,... (3.1.3.13)

Burada c;5>0, c¢;9>0 sabitleri m’ den bagimsizdir. V kiimesi L, (O,T) uzayinda kapal
sinirlt konveks kiime oldugundan {v’” }e V dizisinden bu uzayda ve L,(0,T) elemania
zayif yakinsayan {v’”‘ } alt dizisi secilebilir. Bu alt diziyi kolaylik i¢in yeniden {v’”} ile

gosterelim. Bu takdirde m — oo igin
V" = v,L,(0,T)" de zayif . (3.1.3.14)

V kiimesi lQ(O,T) uzaymnda kapali simirll ve konveks kiimedir. Bu takdirde [22]
calismasindan bildigimiz ilgili teoreme gore V kiimesi LZ(O,T) > de zayif kapal kiime

olur. Yani veV ‘ dir bu nedenle (3.1.3.14) limit bagmtisindan asagidaki limit

bagintisini elde ederiz:

m —> oo igin
j V' (t)g(t)dt — j W(t)q(t)dr, Yge L,(0,T). (3.1.3.15)
0 0

(3.1.3.12) - (3.1.3.13) kestirimlerinden goriildiigii tizere {u"}, k=1,2 dizileri sirastyla

o LI LI
W, (Q), W, (Q) uzaylarinin normlarinda m’ ye gore diizgiin sinirhdirlar. Bu takdirde
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o Ll 1l

{uZ’}, k=12 dizilerinden ¢ € W, (Q), ¢, W, (Q) elemanlarina zayif yakinsayan alt

diziler secmek miimkiindiir. Kolaylik olsun diye yakinsayan alt dizileri yeniden {u;”},

k=1,2 ile gosterelim. Boyle oldugu takdirde asagidaki limit bagintilarim yazabiliriz.

m — o igin
w' su,  L(Q)dazayif (3.1.3.16)
NG L,(Q)’da zayif (3.1.3.17)
ox ox
u"  du,

-5, Q)’da zayif 3.1.3.18
-t L(Q)dazay ( )

o L1 Ll

k=1,2 limit bagintilar1 gecerlidir. W» (Q), W2 (Q) uzaylan LZ(Q) uzayma kompakt

gomiildiigiinden m — oo icin

u' =u,, L,(Q) kuvvetli k=1,2 (3.1.3.19)
limit bagintisim elde ederiz..

{u{"}, {ug"} dizilerinin elemanlart (3.1.1.2)-(3.1.1.5) sinir deger probleminin sirasiyla

o L1 L1
W (Q), W (Q) uzaylarina ait genellestirilmis ¢oziimleri oldugundan her bir m=1,2,...

icin asagidaki integral 6zdesliklerinin saglandigini elde ederiz:

J- _dy " +auk an, N
ot ox Ox

= [ @l (v0) + [ £, (x, 1), (v, ),k =12,

aham, +" e, }xdr _

Q

(3.1.3.20)

0 1.0 1,0

Vn,eW: (Q), Ve W, (Q),

Bunun yani sira
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u"(x,0)= g, (x), k=1,2 (3.1.3.21)

sartlarin1 da saglamaktadir. (3.1.3.16) - (3.1.3.18) limit bagintilarin1 kullanarak, m — oo

icin

o " Ox ox

- J(—%ﬂk +a0%%+a(x)uk77k}xdt
5 ox ox

m a m
J.(— oy N +a Uy OTf +alx)u'n, dedt

(3.1.3.22)

0 1.0 1,0

k=12 VneW, (Q), vVn,e W2 (©), limit bagintilarim elde ederiz.

Simdi asagidaki limit bagmtilarinin gecerli oldugunu ispatlayalim. m — o igin

Jv'” () (x,2)m, (x,t)dxdt —

T 3.1.3.23
> [ Oy o, (ot )indrk =12 (:13.23)
Q
Kolaylikla asagidaki esitlikleri yazabiliriz:
J.v’"u,’("nkdxdt = J.(v'" - v)uknkdxdt
(3.1.3.24)

Q
+ Ivm (u,i" —u, )I]kdxdt + jvuknkdxdt,k =12
Q Q

o Ll 1l o Ll 1l

ueW, (Q) u, e W (Q) new, (Q), n,eW, (Q)oldugundan (3.1.3.8) esitsizligine
gore w,n, € L,((0,7):,L,(0,7)), k=12 sarti saglanir. Bu takdirde (3.1.1.15) limit

bagintisini kullanarak m — co i¢in

V" =vu,n,dxdt — 0, k=1,2 (3.1.3.25)
[ =

Q

bagintis1 ispatlanir. (3.1.3.24) esitliginin sag tarafindan ikinci terimi degerlendirelim.

Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini kullanip v" € V oldugunu goz oniine alirsak:
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<

Jvm (u,'f —u, )I]kdxdt
Q

Sb0||77k||b(g) max k=1,2, m=1,2,...

0<t<T

u,fl(.,t)—uk(.,tX‘Lz(

0.0)

o LI LI

esitsizligini elde ederiz. W, (Q), W, (Q) uzaylan CO((O,T),LZ(O,E)) uzayma kompakt

gomiildiigiinden t* ye gore diizgiin olarak m — o i¢in

-0 (3.1.3.26)

L,(0,7)

u;"(.,t)—uk(.,t)(

limit bagintis1 gegerlidir. Bu limit bagintisim iistteki esitsizlikte dikkate alip, m — oo
icin limite gecersek

tim [v" (" —u, p,dxdt =0, k=1,2 (3.1.3.27)
elde edilir. Boylece (3.1.3.25) ve (3.1.3.27) limit bagintilarin1 dikkate alip, (3.1.3.24)

esitliginin her iki tarafinda m — e ic¢in limite gegersek, (3.1.3.23) limit bagintisinin

gecerli oldugunu ispatlamis oluyoruz.

(3.1.3.22) ve (3.1.3.23) limit bagmtlarmi dikkate alarak (3.1.3.20) integral

ozdesliklerinde limite gecersek

J' _aﬂﬂk +a %%4_ a(x)uknk +v(t)uk7]k}dxdl =
X Ox (3.1.3.28)

jl//k (x)?]k (x,0)dx + I £ (x, t)l],( (x,t)dxdtk =1,2

0

0 L0 1,0

Vn,eW, (Q), Vn,e Wa (Q), integral ozdesliklerinin gecerli oldugunu elde ederiz.
Boylece {u;”}, k=1,2 dizilerinin limit fonksiyonlar1 olan u;, k=1,2 fonksiyonlarinin

(3.1.3.28) integral 6zdesliklerini sagladigim elde ediyoruz. Ispat: tamam erdirmek icin;
ur(x,t), k=1,2 fonksiyonlarinin uy(x,0)=¢i(x,0), k=1,2 sartlarin1 saglamasin1 gdstermek

yeterlidir.
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(3.1.3.26) limit bagintilarin ve
u"(x,0)= @, (x), k=1,2, m=1,2,... (3.1.3.29)

baslangi¢ sartlarini kullanirsak,

/

j.|uk (x,0)- o, (x]zdx < ZHMk (x,0)- u,'c"(x,O)rdx +
0 0

14

J

0

u!"(x,0)— @, (xfdx, k=1,2

esitsizliginde limite gegersek,

0
u, (x,0)= ¢, (x), k=1,2, Vxe (0,0) (3.1.3.30)
baslangi¢ sartlarini elde ederiz.

Boylece {u,’(”}, k=1,2 fonksiyonlar dizisinin limit fonksiyonlar1 olan w;=uy(x,t), k=1,2

fonksiyonlar1 (3.1.1.2) - (3.1.1.5) smr deger probleminin {v’"}eVdizisinin limit

o LI

fonksiyonu olan v=1(t)e V e karsilik gelen ve sirasiyla W, (Q), WZI’I(Q)uzaylarma
ait olan (3.1.3.28) integral o6zdesliklerini, (3.1.3.20) baslangi¢ sartlarin1 saglayan
¢oziimlerdir, yani u, =u,(x,;v), k=12 dir. {v’”}eV dizisi ve Velemanma zayif

yakinsadiginda {u,’c"}, k=1,2 dizileri u(x,?), k=1,2 fonksiyonlarina zayif yakinsar. Bu

2
L,(0,T)

nedenle ||u1—u2||i @) |v—w normlarinin alttan zayif yar siirekli oldugunu ve

a =0 oldugunu goz oniine alirsak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz.

J.<J,(v)<tim g, (")=7 .

m—seo a

Bu bagintidan J . = Ja(v) oldugu ispatlanir. Yani ve V elemani Ja(v) fonksiyonelinin

V kiimesi iizerinde minimum noktasidir. Béylece & >0 oldugunda (3.1.1.1)-(3.1.1.5)
optimal kontrol probleminin en az bir ¢6ziime sahip olmasi ispatlanmis olur. Teorem

3.1.3.2 ispatlandu.
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3.2. Parabolik Denklem icin Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol Probleminde

Coziim Icin Gerek Sartlar

Bu béliimde parabolik denklemler icin optimal kontrol probleminin ¢6ziinme ait gerek
sartlarla ilgili sorular incelenmektedir. Bu nedenle 6nce goz Oniine alinan problemde
fonksiyonelin differansiyellenebilmesi incelenip, onun gradiyenti i¢in formiil elde edilir.
Bu formiiliin yardimiyla varyasyon esitsizligi biciminde gerek sart ispatlanir. Nihayet
bu boliimde gbz Oniine alinan optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii icin

algoritma verilmektedir.
3.2.1. Fonksiyonelin Differansiyellenebilmesi

Bu alt boliimde (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminde ama¢ fonksiyonelin

differansiyellenebilmesi incelenir ve onun gradiyenti i¢in formiil ispatlanir.

Farz edelim ki, ¢, = ¢, (x,7), k=1,2 fonksiyonlar1 agsagidaki eslenik problem denilen sinir

deger probleminin ¢6ziimii olsun:

0 0’
0, %+ alx)g, +v(0g, - (G210

= (=1) 20, (x,1) =, (x,2)), k=1,2
¢ (x.T)=0, xe(0,0), k=1,2 (3.2.1.2)

¢,(0,1)=¢,(¢,t)=0, te(0,T), (3.2.1.3)

a¢2(0’t) — a¢2(£’t)

=0, 0,7), 3.2.14
" o te (0,7) ( )

Burada u, =u, (x,t), k=1,2 fonksiyonlar1 (3.1.1.2) - (3.1.1.5) smir deger probleminin

ve Vigin ¢oziimiidiir.
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Tanmm 3.2.1.1: (3.2.11) — (3.2.1.4) eslenik sinir deger probleminin ¢6ziimii denilirken

0 1.0

Vi e W, (Q), Vi, e W,°(Q) icin

- ? n, +a, E E + a(x)¢k77k + V(t)¢k77k }dxdt =

= [ (1) 2000 () =, (), (1 b,k =1.2

96 . 3¢ o7,
j[ [ ¢, 01

Q

(3.2.1.5)

o 11

integral 0Ozdesligini ve (3.2.1.2) sartlarin1 saglayan ¢, e W, (Q), ¢2€W21'1(.Q)

fonksiyonlar1 anlagilmaktadir.

(3.2.1.1) — (3.2.1.4) eslenik probleminin (3.1.1.2) — (3.1.1.5) sinir deger problemi ile
ayn1 tipli oldugunu gosterebiliriz. Gergekten =T —7 degisken doniisiimii yapilirsa,
o, (x,1)=¢, (x,T—7), k=1,2 gosterimi kullanilirsa, (3.2.1.1) — (3.2.1.4) probleminden
asagidaki problemi elde edebiliriz:

~ y~
%i;_%%”(x)‘gk +7(e)g, = (3.2.1.6)
=(=1)2(7 (x,7) -, (x,7)), k =1,2

¢, (x,0)=0, xe(0,0), k=1,2 3.2.1.7)

40,7)=¢(t,7)=0, 7€ (0,T), (3.2.1.8)

96,(0,7) _ 9¢,(¢.7) _0, z¢(0.7) (32,19
ox ox

Burada ¥(7)=v(T'—7)=v(r), @, (x,7)=u,(x.T—7)=u,(x,t), k=1,2 dir. Goriildiigi
tizere (3.2.1.6) — (3.2.1.9) sinir deger problemi (3.1.1.2) — ( 3.1.1.5) tipli ayn1 sinir deger
problemidir. Bu problem (3.2.1.1) — (3.2.1.4) eslenik probleme denk oldugundan istenen
hikme varmis oluyoruz. Bu nedenle u, —u, e W,"(Q)oldugundan teorem 3.1.2.3

hiikmiinii kullanarak (3.2.1.1) — (3.2.1.4) eslenik probleminin bir tek ¢oziimiine sahip

oldugunu ve ¢6ziim i¢in

31



el ) < Caolls =11, (3.2.1.10)

||¢2||W;1 = oy —u2||L2 @y (3.2.1.11)

kestirimlerinin gecerli oldugunu elde ederiz. Burada c,0>0, c;;>0 sabitlerdir.

Asagidaki fonksiyonu goz Oniine alalim:

H(t.u (1), (o1)v, 0 ()0 (11)) =

/

— [y (e, 1) () + (e, ), (o, 1)l - (3.2.1.12)

0

—alv(r)-wlr))

Bu fonksiyona (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemi i¢in Hamilton — Pontryagin

Fonksiyonu denir.

Teorem 3.2.1.1: Farz edelim ki, teorem 3.1.2.3° iin sartlar1 saglanmisg olsun ve

we L, (O,T) verilen eleman olsun. Bu takdirde Ja(v)fonksiyoneli V kiimesi iizerinde

Frechet anlaminda differansiyellenebilirdir ve onun gradiyenti i¢in

_9H

— 3.2.1.13
> ( )

J,(v)=

formiilii gecerlidir. Burada H = H (t,u,,u,,v,4,4,) fonksiyonu (3.2.1.12) formiilii ile

tanimlanir.

Ispat: Vve V elemamni alalim ve bu eleman iizerinde Ja(v) fonksiyonelinin artisini

bulalim. (3.1.1.1) ve (3.1.3.10) formiillerini kullamirsak kolaylikla asagidaki formiilii

yazabiliriz;
A (e)=1,(v+Av)-J,(v)=

=2 J (u1 (x,1)- u, (x, t))(Aul (x,1)- Au, (x,1))dxdt +
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T
+2a j (v()— wlz))Av(e)dr
0
+ ||Au1||2(m + ||Au2||i2 @~ 2_[ Au, (x,t)Auz(x,t)dxdt +
Q

+afavf; (3.2.1.14)

L,(0,T)

Burada Auk:Auk(x,t):uk(x,t;v+Av)—uk(x,t;v), k=1,2 fonksiyonlarn (3.1.3.2) -

(3.1.3.5) smur deger probleminin ¢oziimiidiir.

1,1 L1

0
u W, (Q), u,e Wy (Q) fonksiyonlart (3.1.1.2) - (3.1.1.5) simur deger problemini
genellestirilmis ¢6ziimii oldugundan (3.1.3.27) o6zdesliklerini kullanarak (3.1.3.2) -
(3.1.3.5) sinir deger probleminin ¢dziimii olan Au, = Au, (x,r), k=1,2 fonksiyonlari icin

asagidaki 6zdeslikleri yazabiliriz:

J[BAuk L, du ry

5 n, +a, o +a(x)Auk77k + (v+Av)Auk77k }det =

Q

— [ V(e (), (. )t k=12 (3.2.1.15)
Q

0 10 1,0

Vn,eW: (Q), Vi,e W, (Q),

0 1.0 1,0

Bu integral dzdesliklerinde 7, (x,r)e W1 (Q), nz(x,t)e W, (Q) fonksiyonlarimin yerine

0 1O 1,0

¢1(x,t)e W, (Q), o, (x,t)e W, (Q) fonksiyonlarini alabiliriz. Bu takdirde

[ FA”k @, + aA”k 99, +a(x)Au g, + (v +Av)Au,g, }dxdt =

2 ox Ox

= [ Av(t)u, (x,0)g, (x.t)dxt, k=1,2 (3.2.1.16)
Q

esitligini elde edebiliriz.
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o L1 Ll

Au,eW, (Q), Au,e W, (Q) oldugundan (3.2.1.2) - (3.2.1.5) &zdesliklerinde
7, (x,z).k=1,2 fonksiyonlarmin yerine Au, (x,z), k=1,2 fonksiyonlarin1 alahm. Bu

takdirde asagidaki esitlikleri elde ederiz:

I{‘%A + . OAd, OAu,

Y U, T4a o ox + a('x)¢kAuk +vPAu, }det =

Q

=(-1)2 j (u, (x,8) = u, (x,£))Au, (v, )dxdt, k=1,2

Q

Bu esitligin sol tarafinda yer alan birinci terimde kismi integrasyon formiiliinii

kullanalim. Bu takdirde Au, (x,0)=0, k=1,2, o, (x,T)=0, k=1,2

J-(aAMk ¢k +a, aAuk %4_ a(x)Auk¢k + VAuk¢kjdth =
o ox ox

= (1) 2f (u,(x,1) =0, (x, 1))t (x,1)dxedr. k=12 (3.2.1.17)

Q

(3.2.1.16), (3.2.1.17) esitliklerini taraf tarafa cikarirsak, bir sonraki esitlikleri

yazabiliriz:

j Av(t)Au A (x,1)dxdt = —j Av(t)Au D (x,t)dxdr —

—(-1) 2J. (ue, (2,2) =, (x,1))Au, (x,1)dxdt, k=1,2

Q

k=1 ve k=2 icin bu esitsizlikler asagidaki gibi yazilabilir:

2 (u, (e, 1) =10, (x, 1)t (£ )t = [ Av{e)Augycixee + [ Av(e)Au gyt T

Q

- 2I (ul (x, t) —u, (x, t))Au2 (x, t)dxdt = I Av(t )Au2¢2dxdt + I Av(t)Aungzdxdt

Q

Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak asagidaki esitligin gecerli oldugunu elde ederiz.:
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ZJ (u1 (x,1)—- u, (x, t))(Au1 (x,1)—- Au, (x,1))dxdt =

Q

j Av(x)(ul(b1 +u,p, Yixdt + j Av(x)(Auﬁl + Au,@, Yxdt (3.2.1.18)

Q

bu esitligi fonksiyonelin artis1 i¢in olan (3.2.1.14) formiiliinde dikkate alarak

A, (v)= [ (o, (1) (x 1) 4 1, (x, 1) (o 1 ))Av (x)ele +

Q

+ 2} (v(t)— wl?))Av(¢)dt + R (3.2.1.19)

0

formiiliinii elde ederiz. Burada R kalan1 asagidaki formiil ile tanimlanmaktadir.

R= j Aul x,t ¢1 x,t +Au2(x t)¢2(x 1))Av(t )dxdt +

A} o) 1A} 2jAu (1 JAu ()t + oA, (3.2.1.20)

(3.1.3.9) — (3.1.3.10), (3.2.1.10) — (3.2.1.11) kestirimlerini kullanarak Cauchy-
Bunyakovsky esitsizliginin yardimiyla R kalanim asagidaki gibi degerlendirebiliriz:

Rl <M} 0 (3.2.1.21)

burada c>0 sayis1 4v’ den bagimsizdir. Buradan

= ol|av ((3.2.1.22)

Ly ( or))

oldugu elde edilir. Yani R kalam ||Av|| o) ” ye gore sonsuz kiiciiktiir. Bu esitligin

yardimiyla (3.2.1.19) formiiliinii asagidaki gibi yazabiliriz.

AT, (v)=

o'—.'ﬂ

D o106, (o 1) 1, (3,0, (o 1))l + 2a2(v(e) = () I () +
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+ 0(||Av

Lz(O,T)) (32123)

Fonksiyonellerinin Frechet anlaminda tiirevinin tanmimimi  kullanirsak  (3.2.1.23)

formiilinden yola ¢ikarak Ja(v)fonksiyonellerinin Vve V elemam iizerinde

differansiyellenebilir oldugunu ve onun gradiyenti icin

AT, (v)= [ G, (x,2), (o, 1)+, (x,2)@, (ox, ) e + 2 (v(r)— wiz)) (3.2.1.24)

O C—

formiiliinii elde ederiz. Hamilton-Pontryagin fonksiyonu icin olan formiilii dikkate

alirsak teoremin hitkmiiniin gecerli oldugu elde edilir. Teorem (3.2.1.1) ispatland.

3.2.2 Optimal Kontrol Probleminin Coziimii icin Varyasyon Esitsizligi Seklinde
Gerek Sart

Bu alt bolimde optimal kontrol probleminin ¢oziimii i¢cin varyasyon esitsizligi

biciminde gerek sart ispatlanacaktir.

Teorem 3.2.2.1: Farz edelim ki, Teorem 3.2.1.1° in sartlar1 saglanmis olsun ve v' € V
kontrolii (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin herhangi ¢6ziimii olsun. Bu

takdirde VveV icin

T| ¢

] 1 ey Cr0)g Ceut) 0y (s (o) e+ 2y (1) - W(t))}[v(t)_ vOlrz0 3.22.1)

0Lo

esitsizligi gecerlidir. Burada uZ(x,t)Euk(x,t;v*), 4 (x,1)=9, (x,t;v*), k=1,2 sirasiyla

(3.1.1.2) - (3.1.1.5) ve (3.2.1.1) — (3.2.1.4) sin1r deger problemlerinin ¢dziimleridir.

Ispat: Tanmiminda goriildiigii gibi V kiimesi, Lz(O,T) uzaymin konveks kiimesidir.
Diger yandan J,, (v)fonksiyoneli V kiimesinde teorem 3.2.1.1° e gore Frechet anlaminda

differansiyellenebilir fonksiyoneldir ve onu gradiyenti i¢in
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J;Z(v) = (u1 (x, t)¢1 (x, t)+ u, (x, t)¢2(x, t))dx + 20((v(t)— W(t)) (3.2.2.2)

o t—

formiilii gegerlidir. Onu J, (v)’ nin V kiimesi iizerinde siirekli olugunu ispatlayalim. Bu

amagla J, (v)’ nin Vve V igin artisgni bulahm. (3.2.2.2) formiiliinden yararlanarak

AT ()= T, (v +4v)-J,(v)=

[Aul (x, t)(bl (x, t)+ u, (x, t)A(bl(x, t)+ Au, (x, Z)A(bl (x, t)+

o t—y

+ Au, (x, t)¢2 (x, t) +u, (x, t)A¢2 (x, t)+ Au, (x, t)A¢2 (x, t)]dx
+2aAv(t) (3.2.2.3)

Burada Au, =Au, (x,t), k=12 fonksiyonlart (3.1.3.2) — (3.1.3.5) smur deger
probleminin ¢oziimii Ag, :A¢k(x,t)z¢k (x,t;v+Av)—¢k (x,£;v),1,2 fonksiyonlar1 icin

asagidaki sinir deger probleminin ¢coziimiidiir:

9 OB (g + (o) + Avle))Ag, =

ot ox
=—Av(t)p, (x,1)+2(=1) (Au, — Au,) (x,1)e @, k=1,2 (3.2.2.4)
Ag,(x,T)=0, xe(0,0) (3.2.2.5)
Ag (x,1)=Ag(¢,1)=0, 1€ (0,7) (3.2.2.6)

9AG,(0,1) _ 9AG,(£.1)

=0, 0, T 3.2.2.
" " te (0,7) (3.2.2.7)

Goriildiigii gibi (3.2.2.4) — (3.2.2.5) sinir deger problemi (3.2.1.1) — (3.2.1.4) gibi aym
tipli sinir deger problemidir. Bu nedenle (3.2.1.10), (3.2.1.11) kestirimlerine benzer

olarak asagidaki kestirimlerin gecerli oldugunu yazabiliriz:
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) (3.2.2.8)

”A@”v"vlf(g) < 623(I|AV¢1 Lot |Au, -

”A¢2”w;1(g) = CZ4(I|AV¢2||L2(Q) + ||Au1 - Au2||L2(Q)) (3.2.2.9)

Burada c;3>0, c24>0 sabitleri Av ’ den bagimsizdir. (3.2.1.10), (3.2.1.11), (3.1.3.8) —

(3.1.3.9) kestirimlerini ve

max”¢1 )"L2 (0,0) C25||¢1 "

0<t<T

max(o. (1)), ) < 2] (@)
W2
esitsizliklerini (3.2.2.8) — (3.2.2.9) esitsizliklerinde kullanirsak;

[A@ s o) S AV, (3.2.2.10)

()T

A,

S eyfAw (3.2.2.11)

Wz L,(0,T)

kestirimlerini elde ederiz, burada c;7>0, cy5>0 sayilart Av’ den bagimsizdir.

Simdi bu kestirimleri kullanarak AJ ;(V)’ ni kestirelim. Cauchy-Bunyakovsky

esitsizliginden yararlanarak AJ, (v)icin asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

las, (v +

,(0,7) — CZ9 IE,%)T("AMI ,(0,0) |¢1" + 52%’;”” 1

L, (0,()||A¢1

L,(Q)

max”Au )" ((),[)||A¢1||L_, +max||Au2 )” ((),/)||¢2||I,Z(Q)+

0<<T 0<<T

+max|u, (.1 " m)

0<t<T

Ly ( (),[)||A¢2||L2 +maX”Au2 )” ((),/)||A¢2||L +||Av

0<t<T

Bu esitsizlikte (3.1.2.35), (3.1.2.36), (3.1.3.9), (3.1.3.10), (3.2.1.10), (3.2.1.11),
(3.2.2.10) ve (3.2.2.11) kestirimlerinden ve (3.1.3.8) biciminde u,(x,), Au,(x,t)

fonksiyonlart icin esitsizliklerden yararlanarak

||J;(V+AV)_J;(V1| = C21||AV”L2(0,T)

L, (0,7
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esitsizliginin gecerli oldugunu ispatlamis oluyoruz. Bu esitsizlik her hangi ve Vigin
gecerli oldugundan J a(v) gradiyentinin V kiimesi iizerinde siirekli oldugu elde edilir.
Boylece Ja(v) fonksiyonelinin V kiimesi {iizerinde siirekli differansiyellenebilir

fonksiyon oldugu ispatlanmis oldu. Sunlar1 dikkate alirsak, [15] calismasindan

bildigimiz teoremin sartlarin1 sagladigi goriiliir. (kuramsal temeller, teorem 2.13) Bu

takdirde soz konusu teoreme gore v’ € V ¢oziimii icin

<J;(v*),v—v*> >0, VveV

L,(0.7)

esitsizliginin gegerli oldugu ispatlanir. Bu esitsizlikte J, (v) gradiyenti ifadesinin yerine
yazarsak teoremin hiikmiiniin, yani (3.2.2.1) esitsizliginin gegerli oldugu ispatlanir.

Teorem 3.2.2.1 ispatlandi.
3.2.3 Optimal Kontrol Probleminin Niimerik Coziimii Icin Algoritma

Bu alt Bolimde (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢oOziimii igin
algoritmay1 verecegiz. Bu nedenle (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemini 6zel

hal olarak iceren asagidaki optimal kontrol problemini g6z 6niine alalim:

1,0) =l =} o)+ v =wl; o, (3.2.3.1)

fonksiyonelinin V = {v = v(t): vel, (0, T), ||v||L 0.1) <b, }kiimesi iizerinde

2
%—ao J S a( v = f(xr), (ni)eQ, k=1,2 (3.2.3.2)
ot ox
1, (x,0)= g, (x), xe (0,4), k=1,2 (3.23.3)
u,(0,2)= g,,(t), u,(0,1)=g,,(t), 1€(0,7) (3.2.3.4)
o, (0.1) 2. (0) ou,(6,1) _ g, 1e(0,7) (3.2.3.5)
ox ox
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sartlar1 alinda minimumunu bulmak gerekir. Burada =0, b, >0, a,>0, (>0,
T >0 verilen sayilar, w(t), a(x), o, (x), i (x,z), p=1,2 fonksiyonlar1 3.1 boliimiindeki
sartlar1 saglar. gmp(t), p=1,2, m=0,1 fonksiyonlar1 ise [0,T] araliginda tanimlanan

siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

Goriildiigii gibi (3.2.3.1) — (3.2.3.5) optimal kontrol probleminde 8m,,(f)=0, p=1,2,

m=0,1 alirsak (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin elde ederiz. Burada
amacimz (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol problemi i¢in uygulana ¢6ziim

algoritmasinin daha genel bicimde olmasidir.

(3.2.3.1) — (3.2.3.5) optimal kontrol problemini bir sonsuz boyutlu ekstremal problem

olarak ¢6zmek icin gradiyentin izdiistimii metodunu kullanacagiz.

Farz edelim ki, v, =v,(t)e V eleman: verilsin. Gradiyentin izdiisiimii yontemine gore

v, =V, (t), m=1,2,... dizisi asagidaki sema ile tanimlanmaktadur. [12,24]:

v ()= B0, ()= 8,7, (v,)) m=0,12,... (3.2.3.6)

Burada PV(z) ifadesi z = z(r)noktasimn V kiimesi iizerinde izdiisiimiidiir. [15,30]

calismasindan bildigimiz formiile gore v, ., (¢) icin

=p Vzn(t)_ﬂ;nj;z(vzn) 3237
Vm+1(t) 0 vm(t)—,BmJ;(vm)( ( )

L, (0.7)

formiilinii elde ederiz. Burada S, >0 sayist bilinmeyen say1 olup cesitli yontemlerle

bulunabilir. Mesela B >0 sayisini
o) < I, (v,) (3.23.8)

sartindan bulabiliriz. (3.2.3.7) formiiliinde yer alan J ,'l(vm) miktar1  (3.2.3.1)
fonksiyonelinin gradiyentinin v, € V noktasindaki ifadesidir. (3.2.1.24) formiiliinii

kullanirsak J, (v, ) i¢in asagidaki formiilii yazabiliriz.
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Jo (Vm ) (ulm (x t)¢lm (x t)+ Uy (x t)¢2m (x l‘))dx +

o'—.&

+2a(v (1)-w(t)), m=0,1,2,... (3.2.3.9)

burada u,, upm(x,t):up(x,t;vm), p=1,2 fonksiyonlan (3.2.3.2) — (3.2.3.5) sinir deger

probleminin v, €V ic¢in karsilik gelen ¢oziimiidiir.

Simdi (3.2.3.1) — (3.2.3.5) optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziim algoritmasini
aciklayalim. Bunun i¢in 6nce (3.2.3.1) — (3.2.3.5) problemine sonlu farklar metodunu

uygulayalim ve problemin sonlu farklar aymisim1 yazalim. [0,T] arahigin

W, = {t =t,:t, =k k=0,NT= %} ile [0, E] araligim ise

W, = {x =x,:x; = jh, j=0,M h= %} ile degistirelim. Sonucta Q=|0,¢]x[0,T]
bolgesinin yerine w,, = w, X w, araligim elde ediyoruz.

Fonksiyonelin kontroller kiimesinin ve sinir deger probleminin sonlu farkli aynisin1 da

yazarak asagidaki problemi elde ederiz.

L)) =Y Y |, - uzj‘ +0{TZ|uk w,|’ (3.2.3.10)

N M-l
k=1 j=1 k=1

V!
fonksiyonunun V, {[v] vly = (et (erkJ <b0} kiimesi iizerinde

k k k kK _ pk
Su, — a0 u, +au, +va, = f,.

j:LM _1’ k:LNa P=1,2 (32311)
Uy =@, j=0,M, p=12 (3.2.3.12)
uy =g, Uy =gl k=LN, (3.2.3.13)
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Sy, = gy Outhy = g5, k=1N, (3.2.3.14)

sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada N,M verilen pozitif tam sayilardir

ve

a,= %Xja(x)dx, j=LM -1, (3.2.3.15)
?, =%xf¢,,(x)dx, Jj=LM -1, ¢,=g,, =0,

Do = Doy Port = Pori (3.2.3.16)
gt =g,.(t), p=1.2,m=0,1, k=1,N, (3.2.3.17)
fh= %j j £, (e t)dxdt, j=1,M -1, k=1,N, p=1,2 (3.2.3.18)
W, :%j]w(t)dt, k=1,N (3.2.3.19)
dir.

Goriildiigii gibi (3.2.3.10) — (3.2.3.14) problemi (3.2.3.1) — (3.2.3.5) optimal kontrol
probleminin sonlu farklar aynisidir ve sadece sonlu boyutlu ekstremal problemdir. Bu

problemin ¢dziimiinii bulmak i¢in gradiyentin izdiisiimiinii kullanabiliriz.

Farz edelim ki, [vo]e V, verilen kontrol olsun. {[vm ]} dizisinin elemanlarin1 bulmak icin

bal=P, ([,]- 8.1 [v,]), m=0,12,... (3.2.3.20)

Yineleme formiiliinii kullanabiliriz [15,30] burada S, > 0 bilinmeyen say1 olup

L[y, D< 1) (3.2.3.21)
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sartindan  segilebilir. I, ([Vm ]) tiirevi 1, ([v]) fonksiyonunun  gradiyentinin
[vm]noktasmdaki degeridir ve bu vektoriin bilesenleri asagidaki formiil ile

tanimlanmaktadir.

M-1

(D) =1 et (Dt D+ s, (D, D)+

j=1

+2a(v, —w, ), k=1,N -1, (3.2.3.22)

burada u!,([v]), p=12 ag fonksiyonlar1 [v]eV, icin (3.2.3.11) — (3.2.3.14) fark
semasinin ¢oziimiidiir. ¢1’)‘j[v], p=1,2 ise asagidaki eslenik problemin [v]e V, icin

¢Oziimiidiir.

k k-1 k-1 k-1 __
8.0, —a, 0.8, +ad, +v4, =

= (=120 —ult) j=LM —1, k=N—1,...1 p=12 (3.2.3.23)
¢, =0, j=0,M, p=1.2 (3.2.3.24)
o' =0, ¢y =0, k=N,...,1 (3.2.3.25)
S =0, 5440 =0, k=N,...,1 (3.2.3.26)

(3.2.3.20) formiilinde yer alan f, parametresi iistte soyledigimiz gibi (3.2.3.21)

biciminde olan ve monotonluk sarti denilen sartin yardimiyla gecilebilir. Bunun icin

B, =B =sabit alip (3.2.3.21) sartinin saglanip saglanmadigin1 kontrol ediyoruz. Eger
(3.2.3.21) sart1 saglaniyor ise, bu takdirde (3.2.3.20) formiilinde S, = f = sabit olarak
bulunan parametre olur. Aksi halde, yani (3.2.3.21) sart1 saglanamadigindan £ sayisini
1’den biiyiik sayiya o zaman kadar boliiyorlar ki, B, = £ icin (3.2.3.21) sart1 saglanmig

olsun.

(3.2.3.20) yineleme formiiliinde iterasyonlarin bulunmast siireci
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an1+l - Vkm

5 )2
<e (3.2.3.27)

sartinin saglanmasi halinde durdurulur. Burada £ <0 sayis1 Onceden bilinen sayidir.

Fonksiyonelin gradiyenti icin olan formiiliinden goriildiigii gibi, bir adimda bulmak i¢in
iki tane (3.2.3.11) — (3.2.3.14) ve (3.2.3.22) — (3.2.3.25) fark semalarinin ¢6ziimlerini

bulmak gerekir. Bu semalarin ¢oziimiinii bulmak i¢in kovma metodunu kullanabiliriz.

(3]

Boylece (3.1.1.1) — (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziim algoritmasi

aciklanmig oldu.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1. bolimiinde parabolik denklem i¢in Lions Fonksiyonelli optimal kontrol

probleminin ¢6ziimiiniin varligina ait teoremler ispatlandi.

Tezin 3.2. bolimiinde ise goz Oniine alinan optimal kontrol probleminde amag
fonksiyonelin differansiyellenebilir oldugu ispatlandi ve onun gradiyenti i¢in formiil
elde edildi. Bunlarin yan sira ele alinan optimal kontrol probleminin ¢oziimii igin
varyasyon esitsizligi seklinde gerek sartlar ispatlandi. Tezin sonunda problemin ¢oziimii

icin algoritma verildi.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezde ele alinan optimal kontrol problemi konulma agisindan onceki calismalardaki
problemlerden ciddi bicimde farklilagmaktadir. Parabolik tip denklem igin Lions
fonksiyonelli optimal kontrol problemleri ¢ok az ele alindigindan tez calismasi gerek
teorik, gerekse pratik Onem tasir. Bu tezde Lions Fonksiyonelli optimal kontrol
problemleri icin elde edilen arastirma bulgular diye adlandirdigimiz sonuglar, nceki

calismalardaki sonuglardan farklidir ve onlarla ortiismez.
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