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OZET

Bu tezde, Kompleks potansiyelli Lineer Schrondinger Denklemi i¢in Lions
fonksiyonelli Optimal Kontrol Problemi ele alindi. Bu ¢alismanmn 3.1. bsliimiinde
problemin ¢dziimiintin varlig1 ve tekligine ait hiiklimler ispatlandi ve fonksiyonun
gradiyenti i¢in olan formiilti kullanarak optimal kontrol probleminin ¢6ziimii igin

varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart ispatlandi.

2009, 28 sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrodinger denklemi, Optimal Kontrol, Lions fonksiyoneli
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ABSTRACT

In this thesis, i probe optimal control problem with Lions functional for complex
potentail linear Schrondinger .equation. In the chapter 3.1 of this thesis it proved that
the results belonging to the existence and uniqueness of the solution of this problem
and obtained Formula for the gradiyent of this function. It is also proved necessary
condition in the shape of variation inequality fort he solution optimal control
problem by using the Formula obtained for gradient. In the chapter 3.2 of this thesis
the finite difference method has been applied the considered optimal control
problem. The convergence of finite differences method has been proved wiht respect
to functional.

2009, 28 pages

Keywords: Schrondinger equation, optimal control, Lions Functional.
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SIMGELERIN DIZIiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri g6sterelim:

v Herhangi
0
v Hemen hemen her yerde
i=+-1 Sanal birim
£>0 ' Verilen sayi
T>0 Verilen say1
R, iki boyutlu Eucliden uzay1
H Hilbert Uzay:

B Banach Uzay1

iv



1.GIRIS

Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri i¢in optimal
kontrol teorisi ¢agdas optimal kontrol teorisinin $nemli alanlarmmdan biridir. Bu
teorinin problemleri g¢ogunlukla kuantum mekanidinde, niikleer fizikte, lineer
olmayan optikte ve cagdag fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya cikar
(Butkovski A.G., Samoyolenko Y.I., 1984, Landau L.D., Lifchis EM, 1963,
Vorontsov M.A., Smalguzen V.1, 1984). Bu nedenle bdyle problemlerin
incelenmesi, gerek teorik gerekse pratik anlamda Sneme sahiptir, Schrodinger
denklemi i¢in optimal kontrol problemieri ilk nce farkl ¢aligmalarda ele alinmstir,
(Dm Nio Hao., 1986, iskenderov A.D, Nahmudov N.M., 1995, Mahmudov N.M.,
1997, Razgulin A.V., 1998, Silla N., 1991, Yagubov G. Ya., Musayeva M.A.,
1995,1997, Yagubov G.Ya., 1994). Bu ¢alismalardan Butkovskiy A.G., Samoilenko
Y.I. , Iskenderov A.D. ve Yagubov G.Y. nin ¢aligmalarin1 énemle dikkate almak
gerekir. Iskenderov A.D. ve Yagubov G.Y. nin ¢alismalarinda hem lineer, hem de
lineer olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol
teorisi olusturulmus ve geligtirilmigtir. Bu amagla lineer olmayan Schrodinger
denklemi igin konulmug optimal kontrol problemi incelenmigtir. Burada incelenen
problem konulma agisindan énce incelenen problemlerden farklidir, Bu problemde
amag¢ fonksiyoneli olarak Lions tipli fonksiyonel kullamlmigtir, Lions tipli
fonksiyoneller ilk kez Fransiz matematikgi Lions tarafindan sunulmustur (Lions J.L.,
1971). Bu tipli fonksiyoneller kat say1 ile kontrol edilen sistemler igin kontrol
problemlerinde ilk kez Iskenderov’un ¢aligmalarinda sunulmugstur ve analiz
edilmistir (Iskenderov A.D., 1984). Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemleri
Schrodinger denklemi i¢in 6nceden farkli konulmada iskenderov ve Mahmudov’un
caligmalarinda incelenmis ve problemin iyi konulmasina ve ¢8ziim igin gerek sartlara
ait sonuglar elde edilmigtir, (iskenderov A.D., Mahmudov N.M., 1995 Mahmudov
N.M., 1997) Bu ¢aligmalarda gz 6niine alman problemlerin numerik ¢8ziimiine ait

sonuglarda var olmaktadir.

Bu tez ¢alismasinda kompleks potansiyelli Schrodinger denklemi i¢in Lions

fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele almmugtir, Gz $niine alinan problem igin



dnce problemin iyi konulmasina ait olan sorular cevaplandiriimigtir, yani optimal
kontroltin varlift ve teklifine ait hiikiimler ispatlanmigtir, Sonra problemde
kullamlan amag¢ fonksiyonelinin diferensiyellenebilmesi incelenmis ve onun
gradiyenti i¢in formiil elde edilmistir. Gradiyent i¢in olan formiilii kullanarak optimal
kontrol probleminin ¢bziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerck sart

ispatlanmugtir,



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde ilerleyen konularda gegen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 [9]: L, (0, £) Hilbert uzay1 olup elamanlar (0, £) aralifinda Olgiilebilir ve

mod{iliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir, Burada i¢ carpim ve

norm agagidaki gibi verilir:
4 -
(u’v)l,l(o,e) = Iu(x)v(x)dx,
0
"u”L,(o,e) = (u’u)Ll(O,f)

Tanmm 2.2 [9]: L, (Q) Hilbert uzay: olup elamanlar1 Q boélgesinde 6lglilebilir ve
modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve

norm agagdaki gibi verilir;

(W’¢>L2(Q) = J‘W(x’t)a(xst)dx‘# »

"V’"L,(n) = Jlw.w )LZ(Q)
Tamm 2.3 [9]: L, (O,E) Banach uzay: olup elamanlari (0, ¢ ) aralifinda Slgiilebilir ve
sinitl fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tammlanir:

0y = raimas)

Tamm 2.4 [9]: C° ([O,T ], B) Banach uzay: olup elamanlar1 [0,T] araliginda siirekli

olan ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm

asagidaki gibi tamimlanur:

' "u"c“([o,r],ﬂ) = E%g'ﬁllu(tm.a



Tamm 2.5 [9]: #,”'(Q) Hilbert uzay1 olan Sobelev uzayidir, elamanlar Q

6ty ’y oy
el
ot ot (@)

dzelliklerini saglar. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tammlanir:

bolgesinde tanimlanan dyle y(x, t) fonksiyonlaridir ki, y,

(W: ¢)W22"(Q) = d W(x,t);;(x,t)+ awa("xx’t) ¢(;;t)

azw(x,r)a #(n1) , dwlsn)0g) |,
P &’ ot ot ’

”W"W;-‘(n) = (W’W>W§='(n)

Al
Tamm 2.6 [21}: W, (Q) uzay1 W2'(Q) uzaymm alt uzay: olup elamanlari Q

dikddrtgeninin yan faraflarinda sifira esittir.

Tanm 2.7 [21]:" Diyelim ki B herhangi Banach uzayr ve J(u) fonksiyoneli u

noktasinin herhangi bir r—)(u, 7/) = {v :ve B, ||v — u" < }f} komgulugunda tanimlanmig

olsun. Eper fonksiyonelin artis1 igin

o(h, u)

=0

l"llg

olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)—J(u)= (J (), h)B +o(hu) sarm saglayan

J'(u)e B" elamam varsa, bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasmda Frechet

anlaminda diferansiyellenebilir denir.

.....

lim(c,u, ) ={c,u) sarti saglaniyorsa bu taktirde {u,} dizisi € B noktasina zayif

yakinsiyor denir.



Tamm 2.9 |21]: U, B Banach uzayinin bir kiimesi olsun. Eger V{uk } e U dizisinden

zayif yakmsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu taktirde U kiimesine

B de zayif kompakt kiime denir.

Tamm 2.10 [21]: J(#) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde

jlcimJ (,)= J() sarts saglaniyorsa bu taktirde J () fonksiyoneline u noktasmda

alttan zayif yan siirekli denir.

Teorem 2.11 [21]: Diyelim ki U, B Banach uzayimmn alt kiimesi, J(u) fonksiyoneli

bu kiimede 1. mertebeden siirekli tiirevlenebilir  fonksiyonel ve
U, = {u eU:J(u)=J, =infJ (u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar
u

kiimesi olsun. Bu taktirde Vu, eU, ve VueU igin (J‘(u,),u—u.)EO sartt

saglanir,

Teorem 2.12 [21]: U,B Banach uzayinda zayif kompakt kiime olsun. J(u)

fonksiyoneli ise bu kiimede tammlanan sonlu degerlere sahip ve alttan yan siirekli
olsun. Bu taktirde J, = irtlffJ(u) >-0, U,= {u eU:J(u)=J. } ¢ zayif

kompakttir ve U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalari

kiimesine zayif yakinsar.

Teorem 2.13 [3]: Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X uzayinin
kapal1 stmirh kiimesi, J(v) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan alitan simrh

ve alttan yar siirekli fonksiyonel ve @ <0, S 21 verilen sayilar olsun. Bu taktirde

X uzayinda her yerde yogun olan Syle G alt kiimesi vardir ki Vw e G igin

J,(v)=10)+afv- w||f~,



fonksiyoneli U/ kiimesi lizerinde en kiigiik degerini alir. Eger f>1 ise J,(v)

fonksiyoneli en kiigiik degerini U kiimesi {izerinde bir tek noktada alur.

3.METARYAL VE YONTEM

3.1 Kompleks Potansiyelli Schrondinger Denklemi i¢in Lions Fonksiyonelli

Optimal Kontrol Problemlerinin fyi Konulmas: ve Coziim I¢cin Gerek Sart.

Bu bdlimde kompleks potansiyelli Schrondinger denklemi i¢in Lions fonksiyoneli
optimal kontrol probleminin ¢ziimti igin Snce varlik teklik teoremleri ispatlamr,Goz
oniine alman problemde fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi  incelenir ve
fonksiyonelin gradiyenti i¢in agikar formiil elde edilir. Bu formiil kullamlarak
varyasyon egitsizligi bigiminde gerek sgart ispatlanmustir. Benzer problemler
(Iskenderov A.D, Yagubov G.Ya.,1988, 1989, iskenderov A.D.,1984, iskenderov
A.D., Mahmudov N.M.,1995, Yagubov G.Ya., Musayeva M.A.,1995, Yagubov
G.Ya., 1994), ¢aligmalarinda incelemistir.

3.1.1.Problemin konulmasi

¢ ve T verilen pozitif sayilar olmak tizere x € [0,4], ¢ €[0,7]
O-(0,£)x(0,1), 2=Qr oldugunu kabul edelim. Agsagidaki optimal kontrol

problemini géz éniine alalim:
T @)= 1t waxt) |* dedtralv—w]], (3.1.1.1)
Q
fonksiyonelinin
V(=) e LOD), Vi | < bii=0,1, Vx (0, £) }

kiimesi lizerinde

0 : |
l,____;;k__ +a, aaxt,”zk - @(x) W, "VO(X) W, -lvl(x) v, =fk (x,t), k=1,2,(x,t) el , (3' 1.1 2)

W, (60= @, (%), k=1,2,x€(0,£), (3.1.1.3)



v O0=y, (2,920, te(0,T) (3.1.14)
0.0 0y, (80 L e (0,7) (3.1.15)
or o

sartlart altinda minumumunu bulmak gerekir. Burada; i=+/—1 020, b,>0,

b,>0,a,>0, verilen sayilar, a(x) olgtilebilir  siurh fonksiyon  olup

0
0<a(x)<y, Vxe(0,A)sartimi saglar. wel,(0,f) verilen eleman, o0, f2

fonksiyonlari;
Q
P eWH(0,0) g, e W (0,024, 0 (3.1.1.6)
dic dx
0
feeW " (Q), k=12 (3.1.1.7.)

sartlarint saglayan fonksiyonlardir. H=L, (0,£)x L,(0,£) dir. Vv €V igin (3.1.1.2)-

(3.1.14) sartlanndan =y, (x,0) =y, (x,5;v)  fonksiyonunun  bulunmasi
Schrodinger denklemi igin 1.tip siur deger problemidir.(3.1.1.2), (3.1.1.3), (3.1.1.5)
sartlarinda 7, =, (x,1) =y, (x,£;v) fonksiyonun  bulunmas: problemi 2.cegit
baglangi¢ sinir degeri problemidir.

Tamm 3.1.1.1: VveVigin (3.1.1.2)-(3.1.1.5.) siur deger probleminin ¢oziimii

olarak  y, & W,"(Q),y, €W, (Q)olan veW(x,0)eQ icin (3.1.12)-(3.1.1.5)
sartlanim saglayan y, =y, (x,0) =y, (x,5,v),p, = w,(x,) =y, (x,;v) fonksiyonlar
anlagilir,

(Yagubov G.Ya., 1994, Hakan YETISKIN, 2006) calismalarindan sonuglari
kullanarak Vv eV igin(3.1.1.2)-(3.1.1.5.) smir deger probleminin bir ¢dziime sahip

oldugu ve bu ¢6ziim igin agagidaki kestirimlerinin gegerli oldugu elde edilir.

g 2.1 02
]| waey <er(|py]| wae.) + 1A llws @, (3.1.1.8)

o] W' @<clle, | Wi .0+ | follw @ (3.1.1.9)

burada c¢>0, ¢;>0 sayilaridir,



3.1.2.0ptimal kontrol probleminin ¢éziimiiniin varh ve tekligi

(3.1.1.1)<(3.1.1.5) optimal kontrol problemini g8z &niine alalim. Bu problem igin
gerekli olan ¢bziimiin varhg ve tekligi sorularm inceleyelim. Once >0 igin
(3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontro! probleminin bir tek ¢Oziimiiniin var olmasim

ispatayalim.

Teorem 3.1.2.1: H uzayinda her yerde yogun olan &yle bir G alt kiimesi vardr ki,
VweG ve a>0 igin (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin bir tek ¢éziimi
vardir,

Ispat:  Once Jo(v) fonksiyonelinin ¥ kiimesi {izerinde siirekli  oldugunu

ispatlayalim.Fonksiyonelin tanimna gére J,, (v) fonksiyoneli agagidaki gibidir.
2
Jo@)= [ (e —w, (x0)| dedt (3.1.2.1)
Q

AveB,B=L (v,£)x £ (0,£yartigt v+Av olacak sekilde herhangi v elemanina
verilen bir artig olsun.Bu taktirde (3.1.1.2)-(3.1.1.5) smir deger probleminin ¢Ozimii
olan y, =y (xf) =y, (x,t;v),k =1,2 fonksiyonlari

Ay, =Ay, (xt) =y, (x,4vA)-y, (x,5;7)
artisina sahip olur. Buraday, (x,f;v + Av), k=1,2 (3.1.1.2)~(3.1.1.5) simr deger
probleminin v+Av elemamina uygun ¢ziimdiir.

(3.1.1.2)-(3.1.1.5) sartlarindan Ay, = Ay, (x.), k=1,2 fonksiyonlarinm

2

iV o aaii”" AR)AY, — (o (KIHAY (DAY, H(Y, (+Av, DAY,

ot

=Av, (D, +iAv, (D, k=12, x,NeQ, (3.1.2.2)

Ay (x,0=0,k=12 ,xe(0,9), (3.1.2.3)

Ay, (0,0) =Aw,(4,8) = 0,¢ & (0,T), (3.1.2.4)

Ay, (0.0 Ay, (61 o 0.7, (3.12.5)
o B

Burada smir deger probleminin ¢Sziimiinin w,, =w,, (x,f) =y, (x,1,v + Av)

oldugunu elde ederiz .



Simdi Ay, =Awy,(x,1),k=1,2 fonksiyonlarim kestirelim. Bunun igin (3.1.2.2)
denkleminin her iki taraflmAgu_k(x, £), k=1,2 fonksiyonlarina ¢arpip Q iizerinden

integralliyelim. Bu taktirde agafidaki esitligi elde ederiz:

A — OA
I[im ijk _ao
0,

2

Phl 2@ Ayl 00 (x) + dv, )|Ap, | -

ot
~<i(v, () + Av, () |Aw,|* Jdxdt

= [Av, (o) Ay, drdz + [idv, (X, Ay, dde
0, e

Vit e [O,T], k=1,2 . Bu esitlikten onun kompleks eslenigini gikarirsak, agagidaki

esitlii elde ederiz:

89,0 [t =2 Jor @t |Aw, [ dedz+2 [Im{Av, 5y, A, |dx de
Q, Q,

+2 [Relav, e, a0, Jdxdr  vrefo,T]k=1,2
Q

1)
Burada Kosi-Bunyakowski esitsizligini uygularsak , |v1 (x)+ Ay, (x)| <b,,Vx&(0,£)
oldugunu dikkate alirsak |

[Aw O e <287 || Ay, at) [ dedz+ [(av, () () | e
Q, Q,

+ J]Avl (0w, G, )2 e (3.1.2.6)

0 0
W2" () uzayr L, (0,7} w'2(0,0), W, (Q) uzayise L (0,7}, (0,)) uzayma

stirekli gomdiigiinden
||W1||,,w[[o,7~],,3;(0,g,] < elvile (3.12.7)
||Wz||Lw[[o,T]w,-(u,g)J < el (3.1.2.8)

esitsizlikleri gegerlidir. Burada ¢,>0, ¢,>0 sayilan y, ve w, den bagimsizdir. Bu

egitsizliklerin yardimyla (3.1.1.8) ve (3.1.1.9) egitsizliklerinden agagidaki

kestirimleri elde ederiz;
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(3.1.2.9)

||'>”1||Lw[[o,r 1 (o,e)] < Cs (J|¢1 ||W22(0,f) + "f' l Wy Q) )

”W2“Lw[[o_7'],wz' (o,s)J s Cs (I|¢2 ||W22(0,£) + "f 2 ”W{‘"(Q)) (3'1 '2'10)
burada ¢;>0, ¢,>0 sayilaridir. Bu kestirimler herhangiv e ¥V igin gegerli oldugunu

Wo21 0,2), WZI(O,E) uzaylart L_(0,£)uzayma gémdiigiinden agagidaki esitsizlikleri
elde ederiz:

el S € olWis ey S €555 =12 (3.1.2.11)
burada c, >0, ¢;>0 sayilaridir.

Bu egtsizlikleri (3.1.2.6) da kullanirsak,
2

t 2 4
[Aw, GO oo <e IAw, (22)] noods + T( flavyGof” de+ flav, o dx]
0 0

0
k=12 tef0,7]
esitsizlifini elde ederiz. Burada Gronwall lemmasim uygularsak asagidaki kestirim

elde edilir:
Ay, GO Loy SeolAv]], < cflav], ve e[o, 7]k =12 (3.1.2.12)
burada ¢, >0, c,,>0 sayilar1 Av den bagimsizdir.
Simdi J,(v) fonksiyonelinin artigim hesaplayalim. (3.1.2.1) formiiliinii kullanirsak
Vv e V igin agagidaki formiilii kolaylikla elde ederiz: -

AWy =Jy(v+ A -J,(v) =

=2 [Rel(w, (5,0~ v, (6, AW (5,1) ~ A, 1)) e +

HAwil; o +18vs]; g 2 [Re(Ay (x.0AY, (x,))dsdt (3.1.2.13)
Q

burada Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayip(3.1.1.8)-(3.1.1.9) kestirimlerini
kullamrsak asagidaki egitsizligi elde ederiz:

"AJO (")“ e, (“A 4! "i(n) + "A Y2 ||Z(Q) + ”A ¥ "L2 (o)) + "A ¥, "Ll(ﬂ) ) (3.12.14)
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Burada ¢;,>0 sayis1 Avden bagimsizdir. Bu esitligin saZ tarafina (3.1.2.12)
kestirimini kullanirsak fonksiyonelinveV elemani tizerinde artigi igin asagidaki
esitsizligi elde ederiz:

a7, 0| < ¢, (|, + s ) (3.1.2.15)

Burada ¢,>0 sayis1 Av den bagimsizdir(3.1.2.15) esitsizliginden [[Av], 0o >0

igin AJ,(v)—>0 olur.Dolaysiyla J,(v) fonksiyoneli v noktasinda siireklidir.v
noktas1 V kiimesinin herhangi elemam oldugundan./,(v) fonksiyonelinin ¥ kiimesi
lizerinde stirekli oldugu ispat edilir.Buradan da Vv &V igin J,(v) fonksiyonelinin ¥

kiimesi lizerinde alttan sl ve alttan yari siireli oldugu ispatlanmig olur. Tanima
gore V kiimesi H uzayinda kapali ve simirli kiimedir.H uvzayr ise Hilbert uzay:

oldugunda diizgiin konveks uzaydir.(Iyosida K.,1967)

IV)=J,(),X =L,(0,T), U=V
almig olursak kuramsal temeller bSliimiindeki teorem 2.13’{in sartlarinin saglandigim
gorlirtiz. Bu taktirde teorem 2.13°tin hiikkmiindl kullanmig olursak H uzayinda her
yerde yogun olan G alt kiimesi bulunur ki,Vwe G igin a>0 oldugu taktirde
(3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol problemi bir tek ¢6zlime sahip olur.
Teorem ispatlandi.
§imdi(3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin en azindan bir ¢oziime sahip
olmasim (>0 igin) gisterelim.
Teorem 3.1.2.2 Kabul edelim ki ¢, (x),f,(x,0),k=12 fonksiyonlari
(3.1.1.6),(3.1.1.7) sartlarin saglamig olsun. Bu taktirde (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal
kontrol problemi ot >0 i¢in en azindan bir ¢6ziime sahiptir.
Ispat: Herhangi {v’" }e ¥ minimallestirici dizisini ele alalim.

limJ,(v") = J,.. =inf J, (v) (3.1.2.16)

Her bir v" € V,m =1,2,...i¢in (3.1.1.2)-(3.1.1.5) sinir deger probleminin ¢bziimtinii
v =y D=y (6", k=12

gibi gosterelim. Bu taktirde (3.1.1.8)-(3.1.1.9) kestirimlerinden asagidaki kestirimleri

elde ederiz:
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" ' lm "ﬁ)’z”'(g) S¢s (”ﬂ",?,:wb + "ﬁ"n’,"-‘(m) =G, (3.1.2.17)

=c, (3.1.2.18)

“W2 ”W,“(Q) < ¢ (J|(02||W32(0,8) + ||f2| W,""(Q))

m=1,2,... Burada c, ¢;,>0 sabitleri m den bagimsizdir. ¥ kiimesi B uzaymda sinirh
kiime oldugundan {v’" Y eV dizisinden bu uzayda veB elemanmna (*) -zayif
yakinsayan {v""’ }alt dizisi segilebilir. Bu alt diziyi kolaylik igin {v'" lile gosterelim,
Bu taktirde

m — o i¢in v" - v, B de (*) zayif (3.1.2.19)
V kiimesi B uzayinda kapali sinirh ve konveks kiimedir.Bu taktirde (Kolmogrov and
Fomin (1989)) dan bildigimiz ilgili teoreme gére V kilmesi B da (*) — zayif kapali
kiime olur.Yani veV dir. Buna gére de (3.1.2.19) sartindan asagidaki limit

bagmtisim elde ederiz:
£ £
va"' (xX)g(x)dx —> .fv »(X)g(x)dx,m — 0,Yq e L(0,£),p =0, (3.1.2.20)
0 0

(3.12.17-(3.12.18)  kestirimlerinden ~ {y"i},k=1,2  dizilerinin  sirasiyla
sz" (Q),sz’1 (€2)uzaylarmmin normlarinda m ye gore diizgiin sirh oldugu elde
edilir. Bu taktirde {lf/mk},k=1,2 dizilerinden w, e W,» (Q) elemanlarina zayif
yakmsayan alt dizilerini segmek miimkiindiir. Kolaylik i¢in bu yakinsayan alt dizileri
yinede {yf”’k },k=1,2 ile gosterelim. Boyle oldugu taktirde agagidaki limit

bagntilarini elde ederiz:

m — wigin

w," >y, zayif L,(Q)da (3.1.2.21)

.awmk a‘//k
- zayif L,(€2)da 3.1.2.22
o o 2 (£€2) ( )

a i3 a

‘gx LN ay;k zayif L, (Q) da (3.12.23)

2. .m 2
AN 66‘/’2* zayif L,(Q)da | (3.1.2.24)

X

axZ
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k=1,2 limit bagintilar1 gegerlidir.
{wl'"}, {y/z"’} dizilerinin elemanlar1 (3.1.1.2)-(3.1.1.5) smr deger probleminin

o 2.1
sirastyla W, () ve sz’l (€2) uzaylarina ait ¢oziimii oldugundan her bir m=1,2,...

i¢in agagidaki integral dzdesliklerini elde ederiz:

" 2, m -
lal/f k +a, al//_zk_a(x)wmk _vkm (X)f//mk __Z.vlm (x)l/fmk 7, dxdt
I a o

= [/ mGet)dlvdt, k=12, m=12,... (3.1.2.25)
0
vV, =n.(x,t) e L,(Q) bundan bagka agagidaki sartlar saglanir:

0
w," (x,0) =9, (x).Ve0,0), k=1,2 (3.1.2.26)

m m o
W (0,0 =y," (4,0) =0, aw’aﬁo’” = a%af’t) =0Vte (0,7) (3.1.2.27)

(3.1.2.21)-(3.1.2.24) limit bagintilarim kullamrsak, vV, € L,(Q), k=1,2 igin

" az m -
I[i W +a, i a(x,” }h dxdt —
Q

ot ox’
Oy, oy, -
- + - dxdt  k=1,2 3.1.2.28
é!.[ ! o Ay P a(x)y, ]ﬂk ( )

limit bagintilar1 elde edilir. Simdi agagidaki limit bagmtilaninin gegerli oldugunu

ispatlayalim: m — oo igin

[9" W™ (1), G, O)dleclt >

Q

- _[vo O, (.07, (v, )dxdt, k=12 (3.12.29)
Q

ijvl"' (" n, dxdt —

Q
= 1 [v, 0w, 1, k=1,2 (3.1.2.30)
Q

Kolaylikla agsagidaki egitsizlikleri yazabiliriz:
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fv,"w,"” m, dxdt = [, —v, e, dvdt +
Q Q
+ [, "~y dm, dedt+ v, 1 dvdt k=12 p=0,1 (3.1.2.31)
Q Q
w, e W, (Q),y, e W,* (Q), 7, €L () k=12  sartlann  saglandigundan

W, 7} i € L (Q)olur.Bu taktirde (3.1.2.20) limit bagintisim kullamrsak m —» o0 igin

[0, =v,)w, n, dedt -0, k=12 , p=0,1 (3.1.2.32)
Q

bagintisini elde ederiz.

Simdi (3.1.2.3) esitlifinin sag tarafindaki ikinci terimi kestirelim. Cauchy-

Bunyakovsky esitsizligini kulanip v" € V' oldugunu géz niine alirsak:

[v," @ —wdm, dsdt

< eyl _'/’*HL,(Q) k=1,2, p=0,1 (3.1.2.33)
] .

0o 2. .
Esitsizligini elde ederiz. Burada c,;>0 sabiti m den bagimsizdir. W, (Q),%;' (Q)

uzaylarl L,(Q) uzaymna kompakt gémiildiiglinden m — oo igin

w,” >, kuvvetli L,(Q)da, k=12 (3.1.2.34)
limit bagintisim kolaylikla elde ederiz.Bu limit bagmtisin1 g&z 6niine alip (3.1.2.33)
esitsizliginin her iki tarafinda limite gecersek asagidaki limit baglntmlrﬁn gecerli
oldugunu elde ederiz:

[o," " =), dedt > 0,k=1,2 ,p=0,1 (3.1.2.35)

Q
(3.1.2.32) ve (3.1.2.34) limit bagmtlarni kullamp (3.1.2.31) esitliginin her iki
tarafinda m —» oo igin limite gegersek (3.1.2.29)(3.1.2.30) limit bagintisinin gegerli
oldugunu elde ederiz.
(3.1.2.28)-(3.1.2.30) limit bagmtlarim kullamp (3.1.2.25) de m -»> ovigin limite

gecersek asagidaki 8zdesligin gegerli oldugunu elde ederiz:

8 & : )
j[z ;”t" +ay 2k~ a()p, ~Vo (O, — v, (x)"”k}”* dhedlt
Q
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= [fume dxdr V7, & L,(Q) (3.1.2.36)
Q

Bu 6zdeslikten #,*'(2) uzayndan olan @, =@, (x,1), k=1,2 limit fonksiyonlarimin
(3.1.1.2) denklemini sagladigim gériiyoruz.
Simdi w,(x,f), k=1,2 fonksiyonlarinin (3.1.1.3) baglangi¢ sartlarini sagladigim

ispatlayalim.

0
Gomme teoremlerine gore W.>'(Q),W,™ (Q) uzaylani L,(0,f)uzayma kompakt
gémiiliirler. Bu nedenle m — o igin
v (x,0) > ¥, (x,0),k=1,2 ,L,(0,£)de kuvvetli (3.1.2.37)

limit bagintis1 gegerlidir. Diger taraftan agagidaki esitsizlikler dogrudur.

2 2

4 £
v (60) - 0, ()] e <2 flur," (5,0) ~yr, (50)] e+
i} V]

¢ 2
42 fly" (.0) - 9, ()] v, k=1,2 (3.1.2.38)
0 .

(3.1.2.26) sartlarim ve (3.1.2.37) limit bagmtisim kullanarak (3.1.2.38) her iki
tarafinda limite gegip

¢ 2
[l (0~ 9, ()| dx =0, k=12
0

Esitsizlifi elde ederiz. Burada kolaylikla w, (x,f), k=1,2 fonksiyonlarinin (3.1.1.3)

baglangi¢ sartim sagladigi elde edilir.
Simdi y, (x,2), k=1,2 fonksiyonlarimin (3.1.1.4)-(3.1.1.5) simr sartlarim sagladigim

0
ispatlayalim. W ;> (Q) uzay1 L,(0,T)uzayina kompakt gémiiliir. Yanim — oo igin

w," (0,6) = w,(0,5), L,{0,T) de kuvvetli (3.1.2.39)

w," (4,1) =y, (£,1), L, (0,T) de kuvvetli (3.1.2.40)
limit bagmtilar1 gegerlidir. Bu taktirde (3.1.2.27) sartlarimin birincisini kullanirsak
Ustteki (3.1.2.39)-(3.1.2.40) limit bagintilarindan ve
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T T 2 T 2

florn 0.0 de <2 ﬂwt’" 0,5 -, (0, t)l dt +2 ﬂw,"’ 0,9 dt (3.1.2.41)
0 0 0

T 2 T 2 T 2

flenten| ar <2 ﬂwl”' @0 -y, (0,0 di+2 ﬂy/]’" 0,0)| ar (3.1.2.42)
Q \] 0

esitsizliklerinden bir sonraki egitlikleri elde ediyoruz:

T 2 T 2

[l 0,8) dt=o, ﬂ% &0 dt =0 (3.1.2.43)
0 0

0
Bu esitlikler y,(x,¢) fonksiyonunun x=0, x=¢ noktalarinda V¢ e (0,7) igin smr

sartlarimin saglandigini ispatlanmis olur.

Simdi 7, (x,t) fonksiyonunun (3.1.1.5) sinir gartlarim sagladifim gosterelim:

m

w," € W, () oldugundan gdmme teoremine gore agagidaki limit bagintilarinin

gecerli oldugu kolaylikla elde ederiz: m — o0

Oy, (01 9y, (0,0 ,L,(0,T) de zayif (3.1.2.44)
Ox ox
oy zax(f’f) N 6"’23’” ,L,(0,T) de zayif (3.1.2.45)

dir. Bu taktirde (3.1.2.27) deki ikinci sart1 kullanirsak V7 e L, (0,T) igin

oy, (0,0) - o ow," (0,0) dy,(0,0)) -

L2322 a(f)dt| < CRA A A\t Hdi +

Oj o 1O s\ =g S 10

T m _
+ J‘wmz‘)dt (3.1.2.46)

0

T _ T o] -

> A ax

Ta%m(f,l‘) y
+ 6[ » n(f)dt (3.1.2.47)

esitsizliklerinden agagidaki esitlikleri elde edetiz:
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""Iawz(o D) odi=0 Tjawz(f D it =0 (3.1.2.48)

Bu sartlar VnelL,(0,T)igin saglandigindan, buradan kolaylikla
W, (x,t) fonksiyonunun  x =0,x = £noktalarinda 2.tip s gartlarim  sagladig
gorilir,

Béylece {y/k'" },k=1,2 fonksiyonlar dizilerinin limit fonksiyonlar1 olan
W, =¥, (xt), k=1,2 fonksiyonlar1 (3.1.1.2)-(3.1.1.5) siir deger probleminin

{ " } € V dizisinin limit fonksiyonu olan v = v(x) € ¥ ye karsilik gelen ¢oztimiidiir ve

bu ¢bziimler sirasiyla sz’1 (Q), W, (Q) uzaylarma ait olan hemen hemen her yerde

¢Oziimleridir.

Yani

Wy =W (D) =y, (1, v), k=12
Bilindigi gibi L,(Q),H uzaylanmin normlar1 alttan zayif, yar siirekli
fonksiyonellerdir. Bu taktirde {v”’}e V dizisinin veV elemanina (*)-zayif
yakinsadiginda {wk'" },k=1,2 dizilerinin , k=1,2 fonksiyonlarma L,{Q) uzaymnda
kuvvetli yakinsamasim, aym zamanda zayif yakinsamasmi goz oniine alarak o>0
i¢in agagidaki bagintiy1 elde ederiz:

J,.<J, W< ,},i_rg J, (") = iglfJa ) =J..
Bu  bagintidan J .=J,(v)oldugu ispatlanir. Yani v eV elemam
J, (v) fonksiyonelinin minumum noktasidir. Boylece (3.1.1.2)-(3.1.1.5) optimal

kontrol probleminin en azindan bir ¢6ziime sahip olmas: ispatlanmig olur. Teorem

ispatlandi,

3.1.3. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi

Bu kisimda (3.1.1.2)-(3.1.1.5) optimal kontrol problemi igin amag fonksiyonelin

diferansiyellenebilmesi incelenir ve onun gradiyenti igin formiil ispatlanir. Kabul
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edelim ki; ¢, = ¢, (x,7), k=1,2 fonksiyonlar: agagidaki eslenik problem denilen sintr

deger probleminin ¢éziimii olsun:

0 8’ .
,-ai; +ay % ~ @~V + v (D = 26D 1 (D) -y, (50),
(x,) e Q (3.1.3.1)
¢k(xsT)=0’k=1’2: JCE(O,I?), (3.132)
$,(0,)=4(£,H)=0, te(0,7), | (3.1.3.3)
%000 _29,(L0) _ 0, te(0,1), (3.1.3.4)
Ox ox

Burada y, =y, (x,8), k=1,2 (3.1.1.2)-(3.1.1.5) siur deger probleminin ve ¥ ye

kargilik gelen ¢oziimiidiir.
Tanm 3.1.3.1:(3.1.3.1)-(3.1.3.4) eslenik sinir deger probleminin ¢éziimii denilirken

C°([0,7] L,(0,£))uzayma ait olan 6"'2(0’0 = 37],;(6@,:‘) =0 sartlanm saglayan
b

]
Y, €W (Q), Y1y, e W,2(Q) icin

om, . 8 - -
I¢k -1 g;k +a, 6:2]" = a(x) 1y, — vy () 1y + v, (X7, el =
Q

-(- 1)"2I[w1 (50 =, (5:1) )n],,(x,r>dxdr+f [, x.0) 7, (3,00,

k=1,2 (3.1.3.5)
integral 6zdesligini saglayan ¢, = ¢, (x,£), k=1,2 fonksyonlar anlagiimaktadir,
(Yagubov G.Ya,1994), (Hakan Yetiskin,2006) ¢aligmalarindaki sonuglardan
faydalanarak (3.1.3.1)-(3.1.3.4) simir deger probleminin ¢oziimiiniin varhgi ve bir
tekligine ait olan hilkmii elde edebiliriz. Bundan bagka bu simr deger probleminin
¢0zlimil i¢in asagidaki kestirimin gegerli oldugu da s6yleyebiliriz:

vt [0,7] igin

12N, Sl —al, gy k=102 (3.1.3.6)

dir. Burada ¢ ,>0 sayis1 ¢ den bagimsizdir.,
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Asagidaki fonksiyonu g6z 6niine alalimn:

H[x,col 5,02 (5090 9 7 (5,0, (3,) )=
- jRe[col (1) (5o0) + 0, (5a1) by (1) vy () -

- jlm[qol(x,r),gél(x,r)+¢z(x,r)¢5(x,r)]dt.vl<x)—
0

- @@ -y (1)) + 0, (1) - w, (0] (3.13.7)

Bu fonksiyona (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol problemi igin Hamilton-
Pontryagin fonksiyonu denir.

Teorem 3.1.3.2: Kabul edelim ki teorem 3.1.2.2°nin sartlar1 saglanms olsun. Bu
taktirde (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin amag fonksiyoneli olan

Jo(v) fonksiyoneli V kiimesinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun

gradiyenti igin

. oH
Ja@)=-—~ (3.1.3.8)

Formiilii gegerlidir. Butada H=H [t,tpl,yfzv,vl, b 4, ] fonksiyonu (3.1.3.7) formiil ile

tanimianir.

Ispat: Vv € ¥ clemamm alalim ve bu eleman tizerinde J, (v} fonsiyonelinin artigim

hesaplayalim.(3.1.1.1) ve (3.1.2.8) formiillerini kullamrsak kolaylikla asagidaki

formiilii elde ederiz.

A, ) =J,(v+4av)-J,(v) =

=2 IRGI:(WI (JC,I) —¥, (x,t){A WHI (x, t) - A!”_z (xst)]:|d“dt +

20 (5, 5) = ) v, (e +

[4

20 [l @ - I @ds A uw +HAv, [ no

0
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-2 j Re[A W, (5, AW, (x,0)dxdt + a||Av”2L,(o,e)J (3.1.3.9)
(¢}

Burada Aw, =Ay,(x,f), k=12 fonksiyonlart (3.1.2.3)-(3.1.2.5) simr deer

probleminin ¢ézlimiidtir. Teoremin sartina gore teorem 3.1.2.2°nin sartlar:

saglaniyor, Bu nedenle (3.1.1.2)-(3.1.1.5) simr defer probleminin ¢oziimi olan

0
w(x,1) ve w,(x,f) fonksiyonlart swasiyla W.>'(Q)ve w," (©Q) uzaylatnin
elemamdir ve problemin hemen hemen her yerde ¢6ziimiidiir. Buna gore de
Ay, =Ay, (5,0 =y, (x,t;v+Av) -y, (x,1;v) k=1,2 fonksiyonlan igin asagidaki

integral 6zdeglikleri yazilabilr:

) -
I[i oAy, ta 0"Ay, —a(X)Ay, —(v+Avy)) Ay, —i(y, +AV1)AWI¢)”1: dxdt =
Q

a0 ol
= [Avow, n, dvdt +1 [Avy, 1, dvar (3.1.3.10)
Q Q
V1, =1,(x,0) € L(Q), k=1,2 ¢, € C°([0,7] L,(0,2) oldugundan bu

integral Szdegliginde 77_k = ¢; alalim. Bu taktirde agagidaki esitligi elde ederiz.

2
l_aAguk ra, 0 AZ/k
ol o ox

= a(X)Ap, — (v + AV AW, ~i(v, + Av)A wa b, (x,t)ddt

= vy (W (3.0) gy Cx)dlsc + [Av, (6 (x,0) 6, (3, D)t (3.13.11)
Q Q
Bu eslenigin kompleks eslenigini yazmis olursak

oAy,  0'Ay,
—i a, >
K ot Ox

— a(X)AY, ~ (vy + Av) ) Ay, — (v, + Av)A G, 1B, (x,0)dxdt

= IAVO (%) g&k (x,0) @, (x,)dedt —i j Av, (x) t,u_k (x,0) ¢, (x,0) (3.1.3.12)
elde edilir.

Simdi (3.1.3.5) integral 6zdesliginde r];k :Aw_k, k=1,2 alalhm ve Az,u_k {(x,0)=0

sartim kullanalim. Bu taktirde (3.1.3.5) 8zdegliginden asagidaki esitligi elde ederiz:
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.0 A
.‘¢k Wk ay aka a(x)A'//k_vo (x)AWk+lvi(x)AWk]dxdt_

=42 [l ) ~v, (0, dvat (3.1.3.13)

Aym gekilde bu esitlifin kompleks eslenigini yazarsak;

LOA d’A '
I¢k( W" a, aka —ayX) Ay, — vy (DAY, —ivi(0)Ay, ]dxdt

=(-1)¥2 j(qf,(x,z)uy}z(x,r))wk (x,F)dedlt (3.1.3.14)

esitligini elde ederiz. Simdi (3.1.3.11) esitliginden (3.1.3.14) esitligini ve (3.1.3.12)
esitliginden  (3.1.3.11) esitligini taraf tarafa ¢ikarmis olursak ve doniistimler
yaparsak kolaylikla agagidaki esitligin gegerli oldugu elde edilir,

ZIRG[(W1 —Wz(A’;Jl_AW_zﬂd‘dt =
Q
= [Re{ys v, Jon - [Re v v Ay, Javo s+

+ (im(p, 4+ , 4,)0v, (¥)dvde + [Im (A v, b+ A, 4, ]Avl (x)dxdt (3.1.3.15)
Q 0

Bu egitligi (3.1.3.9) formiiliinden dikkate alirsak fonksiyonelin artist i¢in olan
formiilii agagidaki gibi yazabiliriz:

4

AT, (v) = I{— IRe[wl.(x,r)céI(x,t)+wz(x,t)qé(x,o]dw2a(vo(x)—wo<x))}Avo () +

0

+ I{Ilm[qo. (®0A0 -+ (504, (x,r>)dr+2a(vl ®)-w, (x))]Avl (et + R

oLo

(3.1.3.16)
burada R kalan: agagidaki gekilde tanimlanr:

R= "AWlnsz(Q) +||AW2"2L1(9) +a”Avn2H —ZIRC(AI//IAV;Z ]d)(dt—
Q

- jRe[A v, 6 +Ay, 4, ]Avo (x)dbedt + _[Im[A v, 4+ Ay, 4, )Avl ()dxdt  (3.1.3.17)
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Simdi 6nce R kalanini kestirelim.

R i¢in alan formiiltinii kullanmirsak agagidaki esitsizligi yazabiliriz.

IRl <2ay [ e + 2Aw, | e +afav]s + ﬂAvo ONaw o] +|Aw, ||, Jaxd: +
Q

+ flav, oA o] + |Aw, g, Jaxar

Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygularsak ve Ave B ¢, e C°([0,T] 2,(0,2))
oldugunu ve (3.1.3.6),(3.1.1.8),(3.1.1.9) Kkestirimlerini dikkate alirsak sonuncu

egitsizlikten agagidaki esitsizligi elde edetiz:

R < e {jawi? o +lav

o |l (3.1.3.18)

burada ¢,; >0 sabiti Avden bagimsizdir. Bu esitsizlikte Ay, ve Aw, i¢in olan
(3.1.2.12) kestirimlerini kullanirsak agagidaki bagintiy1 elde ederiz.

IR| < o (jav]5) (3.13.19)
burada ¢, sabiti Avden bagmsizdir. Béylece (3.1.3.18) kestirimini kulanirsak

rR=0{ay,) (3.1.3.20)

bagintisi elde edilir; yani R kalam ||Av|| , hormuna gore yiiksek mertebeden sonsuz

kiigtiktiir,
(3.1.3.20) bagintisim kullanirsak fonksiyonelin artigt igin olan ifadeyi agagidaki

bigimde yazabiliriz.

AT, (v)= T[— I Re(r/fl (x,t)gz;1 (x, )+, (x,1) ¢_2 (x,0)dt + 20:(v0 (x)—w, (x))):lﬂvo (x)dx
0 0

+ J{ jlm(wl EOH(ED+y, (04, (x,r)]dr +2a(v,(x) - w, (x)}Avl (x)dx+

+0(jav, ) (3.1.3.21)

Fonksiyonellerin frechet anlaminda diferansiyellenebilirlifinin tamimint sonuncu
formiilide uygularsak ve Hamilton Pontryagen fonksiyonunun ifadesini dikkate

alirsak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz.

¢ aH[HxV/1 (%, ), 7,5 (3,0, 9,4 (x), v, (x)=¢:( x,.) ¢;( xa‘)JAvo (x)dx

Ma(v):'"é[ aVO T
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; aH[x,wl s (5 o () (D (3, ¢;<x,.)]

> Av, (%) + 0|, )

Buradan da kolaylikla agagidaki esitligi yazabiliriz.

£ 6H(J€, ‘r”l (JC,.), 11”2 (JC,.), Vo (JC), vl (JC), ¢;(x")a ¢; (x"))

M )=-[ — ,
Av> R+ 0{|av], ) (3.13.22)
Diger yandan;
£
AT, 0) = [(J, @) Av(x)) , de+ 0] (3.13.23)
0 B

dir. (3.1.3.22) ve (3.1.3.23)"ii karsilagtirirsak teoremin hiikmiini elde ederiz. Teorem
(3.1.3.2) ispatlandu.

3.1.4.0ptimal kontrol probleminin ¢oziimii i¢cin varyasyon egitsizligi seklinde

gerek sart

Bu kisimda bakilan (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in

varyasyon esitsizligi seklinde gerek gart ispatlanacaktir.

Teorem 3.1.4.1: Kabul edelim ki teorem 3.1.3.2 in sartlar1 saglanmig olsun., Farz

edelim ki v" € ¥ kontrolii (3.1.1.1)-(3.1.1.5) probleminin ¢éziimii olsun. Bu taktirde
Vv eV igin

]{]‘Re[%* (x,) ¢;* (6, + 2 (x,0) ¢;* (x,0) Jdr - 2a(vo' (x)—w, (x))] X

e[r - -
X [vo (x) - Vo* (x)]dx - J‘I:J‘Im(t/ll*(x,t)gﬁlt(x,t) + V/z*(xat)ﬁﬁz‘ (x,t)}dt +
olo

+2aly, @) - (%) ) 1) —v," @) W <0 (3.1.4.1)

egitsizligi dogrudur. Burada " (x,0) =y, (x,5;v"), 8, (x,8) = 6, (x,£;v"), k=1,2
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sirastyla  (3.1.1.2)-(3.1.1.5) ve (3.1.3.1)-(3.1.3.4) smmir deger probleminin

¢Oziimleridir.

Ispat: ¥ kiimesinin tanimindan géziikttigti gibi bu kiime konveks kiimedir. Diger

yandan J,(v) fonksiyoneli ¥ kiimesinde teorem 3.1.3.2’ye gore Frechet anlaminda

diferahsiyellenebilir fonksiyonellerdir ve onun gradiyenti i¢in;

J, == [Rel y1(x,0),(0,0) + 4, (5.0) oy (x,0) e + 20y (x) — w(x) )+
0

+ [imf w, (6,0, (6,0 +,(5,0) §, (1,0) it + 20, (x) - () ) (3.1.4.2) .

Formiilii gegerlidir. Once J_ (v) gradiyentinin ¥ kiimesi iizerinde stirekli oldugunu

ispatlayalm. Bu  amagla J_ (v)  gradiyentinin  VveVigin  artsm

hesaplayalim.(3.1.4.2) formiiliinii kullanmig olursak fonksiyonelin gradiyentinin v

eleman tizerinde artig1 i¢in bir sonraki formiilii elde ederiz:

A, W) =J, +Mv)-J, ()=

= Re[A W, (5,08, 05,8 + 1, (5, DA (x,0) + Ay, (6, A §, (x,1) +

+Ayr,(x,8) ¢_2 (x, )+, (x,HA ¢; (x,0)+ Ay, (x,H)A ¢;( x,1) )dt +

+ 20Av,(x) + I]'Im(A w, (x,1) g;l (e, )+, (x,HA ¢“1 (x,1)+ Ay (x,0)A ¢_2 (x, )+
0

+ AW, (5,0 6y (6,0 + 1, (6, DA By (35, 5) + Ay, (5, A by (x,7) )t +

+ 20Av,(x) (3.1.4.3)
burada Ay, =Ay, (xt), k=12 fonksiyonlarn (3.1.2.2)-(3.1.2.5) smir deger
prdbleminin ¢ozlimi  ,Ag, =Ag, (x,1) =g, (x,5;v+ Av) — g, (x,5;V), k=1,2
fonksiyonlar1 agagidaki sinir deger probleminin ¢éziimiidiir;

2
iaAgék ra, 0 Aflvk
ot Ox

= Avyd, (x,559) +iAv, 8, (%,5) + 2(=DF[Aw, (x,6) — Ay, (x,1)] (3.1.4.4)

—a(x)Ag, - (Vo +Av, )A¢k - i(vl +Av, )A¢k =
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A (xT)=0 k=12 xe(0,0) (3.14.5)

A 0.0 = Ad (61 =0, te(0,T) (3.1.4.6)

Ag0.0 04,0 0,1 (3.1.4.7)
o o

Kolaylikla denilebilir ki, (3.1.4.4)-(3.1.4.7) smir deger problemi (3.1.3.1)-(3.1.3.4)
sinir deger problemi gibi (3.1.1.2)~(3.1,1.5) sinir deger problemi ile aym tiplidir, Buna

goére agagidaki kestirimi elde ederiz:
”A¢k'("t) ILI(O,E) <y mA ¥ ||L2(Q) + "A V2 ”Lz(ﬂ) + ||Av||B ) (3.1.4.8)

Vte[0,T], k=1,2 Burada c,,>0 sabiti Av ve Ay,, k=1,2 den bagimsizdir. Bu

taktirde (3.1.2.15) kestirimini dikkate alirsak, (3.1.4.8) esitsizlidinde agafidaki

kestirimi elde ederiz:
|ag, (0| Loy SCn |Av] s (3.1.4.9)
Burada ¢,, >0 sabiti Av den bagimsizdir.

Simdi AJ a'(v) artigmt  kestirelim.(3.1.4.3) formiilinde Cauchy-Bunyakovsky

esitsizligini kullanirsak agagidaki esitsizligi elde ederiz:

[ o oo <2Aaml, ol o + 208N, Al o+
20Aw ], oo, o + A0 oo W, oy *

24 2Ap |, o I8, 0 + 2BVl 10821 + 4P,

Burada L,2(0,7) = L(0,T)x L,(0,T) dir. (3.1.1.8),(3.1.1.9),(3.1.2.15) ve (3.1.4.9)
kestirimlerini kullanip Ave B oldugunu dikkate alirsak kolayhkla asagidaki

egitsizligi elde ederiz.
T
[a7, ) nen < cxlav], (3.1.4.10)
Burada c,, sayis1 Avden bagimsizdir. Bu esitlikten J, (v)fonksiyonelinin

gradiyentinin Vvel elemam {izerinde stirekli oldugu goriiliir. Buradan J_(v)

fonksiyonelinin V kiimesi tizerinde Frechet anlaminda stirekli diferansiyellenebilir

fonksiyonel oldugu ispatlanmig olur. Boylece (Vasilyev F.P., 1981), sayfa (22)deki
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teoremin sartlarimn saglandifim gordilk. Bu taktirde soz konusu teoreme gore
v' eV ¢bziimil i¢in ;

<Ja'(v"),v—v* >3 >0, VveV

esitsizliginin gegerli oldugu ispat edilir. Burada J,, (v) fonksiyonelinin gradiyenti

icin formiilii dikkate alirsak elde edilen bagmtiyi (-1) ile garparsak teoremin

hitkmiiniin gegerli oldugu ispatlanmus olur.



27

KAYNAKLAR

[1] Butkovski, A.G., SamoylenkoY.I. Kuantum Mekanik Siire¢lerin Kontroli, M.
Nauka-1984-5.256 (Rusca)

[2] D Nio Hao, Kuantum Objektlerinin Optimal Kontrolii// Otomatik ve
Telemekanik. 1986, No 2, s. 1420 (Rusca)

[3] Goebel, M., On Existence Of Optimal Control// Math. Nacr-1979, Vol. 53
s5.67-73

[4] Iskenderov, A.D., Yagubov, G. Ya., Kuantum Mekanik Potansiyelin Bulunmasi
Ters Problemin Coziimii Igin Varyasyon Yéntemi// DAN SSSR, 1988, ¢.303,

No:5, 5.1044-1048, Lineer Olmayan Kuantum Mekanik Sistemlerin Optimal
Kontrolii// Otomatik ve Telemekanik. 1989, no:12-5.27-38 (Rusga).

[5] Iskenderov, A.D., Matematiksel Fizigin Cok Boyutlu Ters Problemlerinin
Varyasyon Konumlars Hakkinda DAN SSSR-1984-¢.274-No:3-s. 531-533,
Dutgun Olmayan Schrodinger Denkleminde Potansiyelin Bulunmasi// Matematik
Modellemenin ve Optimal Kontroliin Problemleri-Bakii,2001-5.6-36 (Rusga)

(6] Iskenderov, A.D., Mahmudov, N.M., Kuantum Mekanik Sistemler I¢in Lions
Kriterli Optimal Kontrol// AMEA’nin Haberleri Fizik Teknik Matematik
Bilimleri Serisi-1995, c.16, No:5-6-30-35 (Rus¢a)

[7] Iyosida, K., Functional Analysis-M,:Mir, 1967-s. 624 (Rusga)

[8] Kolmogorov, A.N., Formin S.V., Fonksiyonlar Teorisinin ve Fonksiyonel
Analizin Elemanlari. M. Nauka. 1989-s. 624 (Rusca)

[9] Ladijenskaya O.A., Matematiksel Fizigin Sinir Deger Problemleri- M: Nauka,
1973 (Rusga)

[10] Ladijenskaya, O.A., Parabolik Tip Lineer ve Kuazilineer Denklemler. Moskova,

Nauka, 1976
[11] Landau, L.D., Lifsis E.M, Kuantum Mekanigi Cilt 3-M-1963-s. 702 (Rusga)
[12] Lions, J.L.., Optimal Control of Systems Governed By Partial Differential
Equations. Springer-Verlog Berlin Heidelberg New York-1971-s. 400
[13] Mikhaylov, Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler.- Moskova, Nauka, 1983
[14] Mahmudov, N.M, Lions Fonksiyonelli Kuantum Mekanik Sistemler i¢in
Optimal Kontrol Probleminin Farklar Metoduyla C6ziimii, Azerbaycan Bilimler
Akademisi Matematik Mekanik Enstitiisii Eserleri-1997-c.7.s. 392 (Rus¢a)



28

[15] Potapov, M.M., Razgulin A.V., Sameeva T.Y ., Schrodinger Tipli Optimal
Kontrol Probleminin Yaklagim: ve Regiilarizasyonu. Moskova Devlet
Universitesinin Haberleri. Seri 15 (Niimerik Analiz ve Sibernetik) 1987.
No:1s.8-13(Rusga)

[16] Razgulin, A.V., Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi i¢in Kontrol
Problemlerinin Yaklasimlar1 Moskova Devlet Universitesinin Haberleri. Seri 15
(Numerik Analiz ve Sibernetik) 1998. No:2-5.28-33 (Rus¢a)

[17] Samarskiy, A.A., Andreev V.B., Eliptik Denklemler Igin Fark Metodlar1. M.
Nauka. 1976 (Rusca)

[18] Samarskiy, A.A., Lazarov R.D., Makarov V.L.. Genellesmis Coziimiii
Diferansiyel Denklemler I¢in Fark Semalar1. M. Vissaya Skola 1987,
5.296(Rusca)

[19] Silla, N., Schrodinger Tipli Kuantum Mekanik Sistemler Igin Optimal Kontrol
Problemlerinin Niimerik Coztimii . Doktora Tezi. Bakii. 1991, s. 165 (Rusga)

[20] Tikonov, A.N., Arsenin, V. Ya., IIlI- Posed Problemlerin Coziim Metodlari.
Moskova-Nauka. 1979, s. 288 (Rusca)

[21] Vasilyev, F.P., Extremal Problemlerin Céziim Metodlar.-M: Nauka, 1981-s.400
(Rusga)

[22] Vorontsov, M.A., Smalqauzen, V.1., Adaptiv Optigin Prensipleri, Moskova,
Nauka,1984

[23] Yagubov, G. Ya., Musayeva, M.A., Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi Igin
Bir invers Probleminin Varyasyon Konulmasinin Farklar Metoduyla Coziimii.
Azerbaycan Bilimler Akademisinin Haberleri. Seri: Fizik-Teknik ve Matematik
Bilimleri. 1995, Cilt: 16, No:1-2, s. 46-51, M.A. Lineer Olmayan Schrodinger
Denklemi I¢in Identifikasyon Problemi Hakkinda // Diferansiyel Denklemler-
1997, ¢.33, No:12 5.1691-1698 (Rusga)

[24] Yagubov, G.Ya.,Kuazi, Lineer Schrodinger Denkleminin Katsay1 ile Optimal

Kontrol. Bilimler Doktoru Tezi. Kiyev. 1994, s. 318 (Rusca)

[25] Yetiskin, H., “Kompleks Potansiyelli Schrodinger Denklemi I¢in Optimal

Kontrol Problemi Ve Onun Sonlu Fark Yaklasimi”, Doktora Tezi, Atatiirk

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Erzurum, 2003



29

OZGECMIS

1975 yilinda Erzurum’da dogdu. Ortadgretimini Kahramanmarag da tamamlayip
1996 yilinda girdigi Atatiirk Universitesi Kazim Karabekir Epitim Fakiiltesi
Matematik Boliimiinden 2000 yilinda mezun oldu. 2000 yilinda bagladif

Sgretmenlik hayatina halen devam etmektedir.



