T.C
KAFKAS UN IVERSITESI
FEN BIiLiMLER i ENSTITUSU
MATEMAT iK ANAB iLiM DALI

ADI DIFERANSIYEL DENKLEM ICiN LIONS FONKSIYONELL 1
OPTIMAL KONTROL PROBLEM ININ iYi KONULMASI ve ONUN
NUMERIK COZUM ALGOR iTMASI

Erkan DEM IR

YUKSEK L ISANS TEZI

DANISMAN

Prof. Dr. Gabil YAGUBOV

MAYIS 2009
KARS



T.C. Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii asdmatik Anabilim Dal Yiksek
Lisans @rencisi Erkan DENR’ in Prof. Dr. Gabil YAGUBOV’ un dasmanlginda
yiksek lisans tezi olarak hazirlgdi “Adi Diferansiyel Denklem icin Lions
Fonksiyonelli Optimal Kontrol Probleminifyi Konulmasi ve Onun Niimerik C6ziim
Algoritmasi ” adli bu caéma, yapilan tez savunmasi sinavi sonunda juriitetam
Lisansustu Eitim Yonetmelgi uyarinca dgerlendirilerek oy

................. ile kabul edilmgtir.

Adi ve Soyadi imza

Baskan : Prof. Dr. Gabil YAGUBOV

Uye : Dog. Dr. Sadi BAYRAMOV

Uye : Dog. Dr. Refi ABDULLAYEV

Bu tezin kabull, Fen Bilimleri Enstitist Yonetim tdiunun ..../..../200. gun ve ..../

....................... sayili karari ile onaylagtmi

Enstitd Mudiri
Abdullah DGGAN



ICINDEKILER

ONSOZ :

OZET :

ABSTRACT :

SIMGELER D iZiNi :

1. GIRIS :

2. KURAMSAL TEMELLER :

3. MATERYAL VE YONTEM :
3.1. Adi diferansiyel denklem i¢in lions fonkenelli
optimal kontrol probleminin iyi konulmasi ve ¢im icin
gerek ve yeteyart
3.1.1. Problemin konulmasi
3.1.2. Adi diferansiyel denklem i¢in Cauchy geshinin
iyi konulmasi
3.1.3. Optimal kontrol probleminin ¢ézimuntnharve tekligi
3.1.4. Fonksiyonelin diferansiyellenmesi ve qdzgin
gerek ve yeteyart
3.2. Adi diferansiyel denklem igin lions fonksiydineptimal
kontrol probleminin sonlu farklar yontemiyle ¢iomi
3.2.1 Problemin diskritigirilmesi
3.2.2. Farlgemasinin hatasi
3.2.3. Sonlu fark yak$amlarinin fonksiyonele gore yakinsagkl
3.2.4. Optimal kontrol probleminin gradiyentin izdina
yontemiyle ¢6zum algoritmasi

4. ARASTIRMA BULGULARI

5. TARTISMA ve SONUC

6. KAYNAKLAR

OZGECMIS

12

18

28
28

31
39

44
47
48
49
51



OZET

Bu tezde adi diferansiyel denklem icin Lions foryksielli bir optimal kontrol problemi
ele alindi. Bu ¢cagmanin 3.1 bélumiunde adi diferansiyel denklemlerisgaden bilinen
Cauchy probleminin geneligriimis ¢cozimunin vargn ve teklgine ait teoremin ispati
verildi. Bu hdkum kullanilarak g6z ©6nidne alinan io@ kontrol probleminin
¢cb6zimunin vary ve teklgi ispatlandi. Daha sonra amag¢ fonksiyonelinin
diferansiyellenebilir oldgu gdsterildi ve gradyent icin bir formil elde eddk gradyent

kullanilarak ¢6zim icin gerek ve yeteydirt ispatlandi.

Calismanin 3.2. boliminde adi diferansiyel denklem igions fonksiyonelli optimal
kontrol probleminin ¢éziimiine sonlu farklar yontemygulandi. Once farkemasinin
¢6zUmu icin kestirim elde edildi ve fagemasinin hatasi icin kestirim ispatlandi. Bu
kestirimi  kullanarak sonlu fark yaldanlarinin fonksiyonele gore yakinsakli
ispatlandi. Bu bolimin sonunda optimal kontrol jpeobnin nimerik ¢6zUmu igin

gradyentin izdgimu yonteminin algoritmasi aciklandi.

2009, 51 sayfa

Anahtar kelimeler: Adi diferansiyel denklem, optimal kontrol problemi Lions

fonksiyoneli sonlu farklar yontemi.



ABSTRACT

In this , for ordinary differencial eguation an iop&l control problem with Lions
function was argued out. At 3.1 section of this kvothe existence of generalized
solution of Cauchy problem known of ordinary di#facial equation and confirmation
of the theorem about its uniqueness were given. &kistence and uniqueness of the
optimal control problem solution has been confirhbgdaking into account this
influence. Then it was showed that the target fonclvas able to be differenciated and
a formula was generated for the gradient then sacgsnd sufficient conditions were
confirmed for the solution using the gradient.

At 3.2 section of the work for the ordinary diffagal equation , finite differences
method was applied to the solution of optimal colnproblem with Lions function first,

a forecast was obtained for the solution of diffieediagram error. Using this forecast,
convergence of finite difference approaches wenrdicned according to the function.
At the end of this section, algorithm of the gradiprojection method was explained for
numeric solution of optimal control problem.

2009 ,51 page

Key words: Ordinary differencial equation, optimal contpsbblem, finite differences

method with Lions function
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SIMGELER D iziNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim

U herhangi

0

O hemen hemen her yerde
T)0 verilen say

td[0,T] gomsiz dgisken

> toplam kareti

[.....] kaynak numarasi sayfa
{...} kiime kareti

(o9 Ic carpim gareti
u=u(t);tJ[0,T] kontrol

U olasi kontrol kiimesi

[u] diskrit (ayrik) kontrol

U, olasi diskrit kontrol kiimesi
X, =X, (t), p=0,T Cauchy problemin ¢6zimu
Y =W (t),p=0T stenik sistemin ¢ozumd
J,(u,ulilU,a=0 fonksiyonel

Iy (Ul ), [uly Ouy fonksiyonelin diskrit ragi



1. GIRIS

Toplanmg parametreli sistemler icin optimal kontrol teorigtimal surecler teorisinin
ve adi diferansiyel denklemler teorisinin ana bdknmi icermektedir. Optimal kontrol

problemlerinin incelenmesi durumunda ortayasedaki sorular ¢ikar:

a) Optimal kontrol problemlerinin iyi konulmasi;

b) Gerek ve yeterkartlarin elde edilmesi;

c) Optimal kontrol problemlerinin ¢ozimu igin nlnkergdzim yodntemlerinin
olusturulmasi. Bu sorular toplanilgniparametreli sistemler icin optimal kontrol

problemleri tizerine farkl yazarlar({a 1,2,3,4,5,8,11,12,13,1¢ incelenmtir.

Adi diferansiyel denklemlerle ifade edilen gersinif optimal kontrol streclerinde
kontrol edilen sureci B&angic durumundan son durumuna getiren kontroltasiol
kontroller kimesinden secilmesi gerekir. Bu tlrfotimal kontrol problemlerinin iyi

konulmasi ve onlarin ¢6zim yobntemleri daha oOnceagaék gosterilen kaynaklarda

incelenmgtir.

Sunulan tezde de durumu adi diferansiyel denkldenldade edilen sistemler icin

optimal kontrol problemleri incelenstir. Ancak burada incelenen problem gerek
problemin konulmasi agisindan, gerekse de kullarataag fonksiyoneli agisindan ilk
once incelenen problemlerden farklidir. Soylemedekge ki, bu tezde incelenen optimal

kontrol problemlerinde yer alan amac¢ fonksiyoneiioris fonksiyonelidir. Lions
fonksiyoneli ilk keilo] calsmasinda Unli Fransiz matematikgisi Y.-L. Lions
tarafindan sunulup incelengtir. Dagilmis parametreli sistemlerde bilinmeyen
katsayilari bulmak icin ortaya ¢ikan ters problemlearyasyon konulmalarinin analiz
etmek igin[?] calsmasinda unli Azerbaycan matematikgisi AdRenderov tarafindan
Lions fonksiyoneli biciminde nitelik kriterleri sutup incelenmitir. Daha sonra Lions
fonksiyoneli biciminde nitelik kriterleri A.Diskenderovun grencileri tarafindan gesi

bicimde uygulannstir [6].



Goruldigu Uzere bu tezde sunulan optimal kontrol probleimikr Lions fonksiyoneli
adi diferansiyel denklemler icin optimal kontrol [kiniimaktadir. Bu acgidan tezde

incelenen optimal kontrol problemi gerek teorik ejexe pratik acidan 6nem
tasimaktadir.



2. KURUMSAL TEMELLER
Bu bdlumde ilerleyen konularda gecen [8,10,17itdar ve teoremler verilmektedir:

TANIM 2.1 : L,(0,T) uzay! Hilbert uzay: olup, elemanlari (0,T) agatda olculebilir

ve mutlak dgerin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lletgue uzayidir. Burada

Ic carpim ve normsagidaki gibidir.

.
<UV> or)= j u(t)v(t)dt

Ju ”LZ(OT) JSUVZ o) St

TANIM 2.2 : W;(0,T) uzayi, Hilbert uzayr olup elemanlari ve onlarirrirgi
mertebeden genefigriimis tdrevi L,(0,T)uzayindan olan fonksiyonlarin Sobolev
uzayidir. Burada i¢ ¢carpim ve norgegidaki gibidir:

<u V>L o= J‘(u(t) (t)dt + dl;(t) dV(t))dt

” ”LZ(OT) \/< u V>W2(0,T) < too

TANIM 2.3 : C[0,T] uzay! [0,T] aralginda tanimlanan surekli fonksiyonlarin Banach
uzayidir. Burada normsagidaki gibidir:

[ulerory = maxu ) < +eo

0<t<T

TANIM 2.4 : B herhangi Banach uzay! v#u) fonksiyoneliu noktasinin herhangi
bir w(u,y)={v:vOB,|v-u[y} komsulugunda tanimlanngiolsun. Eer fonksiyonelin

artisl icin,

jim 2 _
s~ | h,




olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)—J(u)=(J (u),hyg +h,u) sartini  sglayan
J(u)OB" elemani varsa, bu takdirdd(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet

anlaminda diferansiyellenebilirdir. Burad uzayi B ’'nin eslenik uzayidir.[17]

TANIM 25 : Eger B Banach uzayindan oladu,}dizisi ve OcOB’ igin

Lim(c,uk>:<c,u> sartl s@laniyorsa bu takdirde[uk} dizisi u0B noktasina zayif

yakinsiyor denir. BuradaB™ uzayi B ’nin eslik uzayidir.[17]

TANIM 2.6 : U , B Banach uzayinin bir kiimesi olsungek, D{uk} U dizisinden

zayif yakinsayan en azindan bir alt dizi se¢gmek kiinse bu takdirde kimesineB

de zayif kompakt kiime denir.[17]

TANIM 2.7 : J(u) fonksiyoneli B Banach uzayiniru alt kiimesinde tanimlangi

sarti s@laniyorsa bu takdirdeJ(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari

surekli denir.[17]

TEOREM 2.8 : Diyelim ki U , B Banach uzayinin bir alt kimedi(u) fonksiyoneli

bu kimede 1. mertebeden  surekli  tdrevienebilir  fydnel ve

U. ={uDU :J(u)=J ziﬂf J(u)} kimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar

kiimesi olsun.Bu takdird&lu, OU, icin (J'(u.),u—u) =0 sarti s&lanir. [17]

TEOREM 29 : U, B Banach uzayinda zayif kompakt kime olsuh(u)
fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlgedtker sahip ve alttan zayif yari strekli
olsun bu takdirdel. =inf J(u) > -, U.,={u0U :J(u) =3} #0 zayif kompakttir ve

U ' dan olan herhangi minimalerici dizi minimum noktalari kiimesine zayif yakars
[17].



TEOREM 2.10 : Refleksif Banach uzayinda kapali sinirh konvek&mk zayif
kompakttir [17].

LEMMA 2.11 [17] (GRONWALL LEMMASI) : Farz edelim ki,g(t),b(t) negatif

olmayan ve [t,, T] aralginda tanimh surekli fonksiyonlara=sabit sabit olsun.
t

Bunlarin yani sira ¢ (t) < aJ'¢ (t)dr + b(t),t, <t < T sartl sglansin. Bu
to

taktirde

0<@(t) < ajb(t)ea“-” +b(t)

to
esitsizligi gecgerlidir. Ezer b (t) = b = sabit = 0 ise
O<sg(t)<sbe?™ Dt <t<sT

gecerlidir.
Eger ;
.
p(t)<afg(t)dr +b(t),t,<t<T
t

sartl sglaniyor ise , bu taktirde ;

]
0< g(t) < a_[b(t)ea“'” +b(t)t,<t<T
t

esitsizligi gegerlidir. EBer b (t) = b = sabit > 0 ise
O<g(t)<sbe* Vi, <t<T



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Adi Diferansiyel Denklem Igin Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol

Probleminin Iyi Konulmasi Ve Coziimicin Gerek Ve Yeterli Sart :

Bu alt bolimde lineer adi diferansiyel denklem icin Lions fopdselli optimal kontrol
probleminin iyi konulmasi ile ilgili sorular incelenmektedirné® adi diferansiyel
denklem icin Cauchy probleminin ¢ozimunin varke tekligine ait bilinen hikmtn
ispati verilir. Bu huokma kullanarak adi diferansiyel denklem igiptimal kontrol
probleminin ¢éziminin vagh ve tekligine ait olan teorem ispatlanir. Daha sonra ise

bu bélimde s6z konusu optimal kontrol probleminin ¢Oziignii gerek ve yeterlgart

elde edilir. Benzer problemler kismi tirevli denklemler igin bncec[e’nlzq

calismalarindan incelenrtir.

3.1.1 Probleminin Konulmasi:

Jo =% Cu) =% (.,u)||iz(O‘T) +afu- u0||i2(01T) (3.1.1.1)
fonksiyonelinin
U E{u =u():uDLO.T)u], or, < bo}

kiimesi Uzerinde

dx, (t)
o =a(t)x,(t) +b(t)u(t) + f(t),p=0,T, (3.1.1.2)
%(0) = %o, % (T) =% (3.1.1.3)

sartlari altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada>0, by >0, a =0, x,, X
verilen sayilar,ulJL,(0,T) verilen eleman,a(t),b(t) fonksiyonlari (0,T) aralginda
Olculebilir sinirh fonksiyonlar olup

|a(t)] < Ay » [PO)] SBrax  + Bpays By = SADIL >0 (3.1)1.
sartlarini sglar. f (t) verilen fonksiyon olup

f OL,(0,T) (3.1.1.5)



sartinl sglar. Her biruJU icin (3.1.1.2) , (3.1.1.3artlarindan x, = x,(t), p=0,T

fonksiyonlarinin bulunmasi problemi adi diferansigenklem icin Cauchy problemidir.

TANIM 3.1.1.1 : her bir uOU icin (3.1.1.2),(3.1.1.3) Cauchy problemin ¢6zimu
olarak[0,T] aralginda surekli olan velt 0[0,T] igin

X, (1) = X, + j[a(r) Xo(T) +b(r)u(r) + f(7)]dr (3.1.1.6)

X (t) = X, —I[a(r)xT(r) +b(D)u(r) + f(D)]dr (3.1.1.7)

integral 0zdgliklerine s&layan x; = x,(t), p=0,T fonksiyonlari anlsilir.

3.1.2 Adi Diferansiyel Denklem icin Cauchy Problenmin Tyi Konulmasi :

Bu alt bélimde her biuOU i¢in (3.1.12) (3.1.1.3) Cauchy problemlerini alalim:

%:a(t)x(t)+b(t)u(t)+ (1), kt<T (3.1.2.1)
X(0)=x. (3.1.2.2)

Burada a(t),b(t) fonksiyonlari 6lctlebilir fonksiyonlar olup (3.14) sartlarini sglar.
u(t), f (t) fonksiyonlari ise gggidakisartlari sglar.
udL,(0,T),fOL,(O,T) (3.1.2.3)

T >0, x,verilen sayilardir.

TANIM 3.1.2.1 : (3.1.2.1) , (3.1.2.2) Cauchy probleminin ¢oziméarak [0,T]

aralginda surekli olan vélt J[0,T] icin

x (1) =x + j[a(r)xo(r) +b(D)u(r) + f(1)]dr (3.1.2.4)

integral 6zdgli gini sgglayan x = x(t) fonksiyonu anlglir.



TEOREM 3.1.2.1 :Farz edelim kia(t),b(t) fonksiyonlari[0,T] aralginda o6lculebilir
sinirh fonksiyonlar olup (3.1.1.4) sartlarini; u(t), f (t) fonksiyonlar ise (3.1.2.3)
sartlarini sglasin vex, herhangi bir say! olsun. Bu takdir@®.1.2.1) (3.1.1.3) Cauchy
probleminin Tanim 3.1.2.1 anlaminda tek ¢6zimu vaiu ¢ozim [O,T] aralginda
hemen hemen her yerde olanlvg0,T) uzayinana ait genefirilmis ttirevine sahiptir.

Bu ¢O6zim (3.1.2.1) denklemifd, T] aralginda her yerde géar.

ISPAT : C[0,T] uzayini G0,T] uzayina yansitan A operatoriinii tanimlayalim:
t

Z(t)=A = J'[a(r)xo(r) +b(r)u(r) + f(r)]dr  0st<T (3.1.2.5)
0

once A operatoriiniin m’inci derecesi olall" operatoriiniin m-in yeter kadar blyuk
degerleri icin daralma operatorii olgunu gosterelim. Bu amacla matematiksel

tumevarim yontemiyle[)x, yJ C[0,T] icin Ot [0, T] icin ve m=1,2,...i¢in

‘Amx(t) - A”‘y(t)‘ < ﬁgrslraﬁx(r)— y(@) X(“a(rjdrj (3.1.2.6)

oldugunu ispatlayalim (3.1.2.5) formdiliine gorga@daki eitsizligi elde ederiz:

t

[ (&)%) + b(z)u(r) + £ (1) = a(7)%,(r) + b(T)u(r) + £ (7)) ot =

0

|A™X(t) ~ ATy(t)| =

t

< I|a(r)||x(r) - y(r)|dr <

0

J'a(r)(x(r) - y(r))dr

O<rst

<maxx()-y@) (Jt'|a(r)|drj , (3.1.2.7)

Boylece (3.1.2.4) gtsizligi m=1 icin ispatland§imdi farz edelim ki (3.1.2.6)
esitsizligi tespit edilmg m=1 icin gecerli olsun. (3.1.2.4) sigsizligini m+1 igin
ispatlayalim:

| ATX(t) = Ay (t)| = |ACATX(E) ~ A(ATY()| <

[[ (2@ A™() +b@)u(r) + £ (7)) - (a@)A™Y(E) +b(r)u(t) + £ 1) ) ft




<

= j|a(r)| (Amx(r) - A’"y(r)) dr

ﬂa(r)HAmx(r) - Amy(r)‘ dr

Burada m=>1 icin olan varsayimi, yani tespit edignim=1 icin (3.1.2.6) gitsizligini

kullanarak gagidaki sitsizligi yazabiliriz:
‘Am+1x(t) _ Am+1y(t)‘ <

<j|a(r)—maxx(c> 19

ml 0sAsT

1
< —max
ml 0sAsT

(m+1)lo<r<

maxx()-y )

X(€)- y(cjjla(rj

0

t

I

0

@Ia(ddc
[ila(cjdc

[ [la)ld¢

dr <

dr =

m+1

dr =

S max(x )=y [J'|a(r)|er Ot0[o,T] .

(m+1)|0<r
Boylece matematik timevarim ydnteminin hikmine g¢8el.2.6) eitsizliginin

herhangim=1,2,.. icin gecerli oldgunu elde ederiz. (3.1.2.69itsizligini kullanarak,

s = ftoler | o, @)
esitsizliginin gegerli oldgunu elde ederiz .
1(} i
I|m—[j|a(r)|drj =0
m-emi{ g
oldugundan m’nin yeteri kadar buyuk ghrlerinde
1(T )
—[j|a(r)|drj <1 (3.1.2.9)
mi{ 5

esitsizliginin gecerli oldgu gorulir. Sonuncu s#sizlik A™ operatériinin daralma
operatori  oldgu ispatlanmy oluyor. [9,sayfa8@ calsmasindan olan bildimiz
teoreme gorex = Ax sartini sglayan bir tekx[JC[0,T] fonksiyonu vardir. Buradan ve
(3.1.2.5) eitsizliginden (3.1.2.4) integral Ozgleginin gecerli oldgu ispatlanir.
Boylece(3.1.2.1), (3.1.2.2 Cauchy probleminin Tian8.1.2.1 anlaminda bir tek

¢bzime sahip oldiu ispatlandi.



Ust sinir dgisken olan Lebesgue integralinin ozgitiden ve (3.1.2.4) integral

O0zdsliginden x(t) fonksiyonunun [0,T] aralginda mutlak sirekli fonksiyon olgu
ve bu fonksiyonunL,(0,T) ‘den olan x(t) tlrevine sahip oldtu elde edilir. Bu turev
[0,T] aralginda hemen hemen her yerde tanimhdir. Bu nedenbgt) fonksiyonu

(3.1.2.1) denklemini hemen hemenl[0,T] icin sa&lar. Teorem 3.1.2.1 ispatlandi.

Simdi asagidaki probleme bakalim:

%:a(t)x(thb(t)u(tﬁ f(t),0<t<T (3.1.2.10;
X(T) =X (3.1.2.11)

Burada a(t),b(t),u(t), f () fonksiyonlari yukaridaksartlari sglar, x. verilen sayidir

]
bu problemder =T -t desisken dongimu yapalim bu takdirde(t) = x(T — 1) = x(7)

gOsterirsek

? = —(é(r)f((r) +b(r)a(r) + f(r)),Os r<T (3.1.2.12)
%(0) = X, (3.1.2.13)

Cauchy problemini elde ederiz. Burada

a(r)=a(T -7)=a(t),b(r) =b(T -7) =b(t),

0(r) =u(T -7)=u(t), f@) =T -1)=f(t)
dir. Goruldigt tzere (3.1.2.12) (3.1.2.13) Cauchy problemi 81). (3.1.2.2) ile
aynidir. Sadece gaaraflarin gareti farklidir.

TANIM 3.1.2.2 : (3.1.2.12) , (3.1.2.13) Cauchy probleminin ¢dziiotdrak [0,T]

aralginda surekli olan vel7 J[0,T] icin
(1) = X —j(a(m(g) +b(&)0(&) + f(f)),Dr 0[0,T] Or0[o,T] (3.1.2.14)

integral 6zdgli gini sgglayan X = X(t) fonksiyona anlalir.



a(r),b(r),d(@), f (r) fonksiyonlari Teorem 3.1.2.1 jartlarini sgladigindan (3.1.2.12)
(3.1.2.13) Cauchy probleminin tanim 3.1.2.2 anlataif0,T] aralginda surekli olan
X=X(r) ¢Ozumiine sahip ol@gu ve bu ¢6zimiin[0,T] aralginda hemen hemen her
yerde X = X(7) tlrevine sahip oldiu elde edilir. Bunun yani sir&(r) O L,[0, T]

oldugu da elde edilir,yanix=%X(r) fonksiyonu (3.1.2.12)denklemini hemen hemen

t0[0,T] igin salar.

[saretlemeye gore X(r)=%X(T -71)=x(t) oldugundan x(t) fonksiyonunun
(3.1.2.10),(3.1.2.11) Cauchy probleminin ¢ozimuugld gorulur.Eer (3.1.2.14) de
geriye donuk garetleme yaparsak[ t[J[0,T] icin gereken integral Ozelegini elde

ederiz:

Sonu¢ olarak (3.1.2.10),(3.1.2.11) Cauchy probleamigéziminin varfina ve
tekligine ait gagidaki teoremi elde ederiz.

TEOREM 3.1.2.2: Farz edelim ki ,a(t),b(t),u(t), f ) fonksiyonlari teorem 3.1.2.1
sartlarini sglasin vex; herhangi bir say! olsun. Bu taktirde (3.1.2.10},(3.11)Cauchy
probleminin[0,T] aralginda surekli olan ve herhangi][O,T] icin (3.1.2.15) integral
Ozdsligini saslayan bir tek c¢Ozumd vardir. Bu ¢6zunh,(0,T) uzayina ait
genellgtiriimis x'(t) tdrevine sahiptir ve bu ¢6zim (3.1.2.10) denklem(@,T]

aralginda hemen hemen her yerdglaa

Teorem 3.1.2.1 ve teorem 3.1.2.2'nin hukumlerinimlektirerek (3.1.12),(3.1.2.3)
Cauchy probleminin ¢6zUmunu vailive tekligine ait olan gagidaki teoremi ifade

edebiliriz:

TEOREM 3.1.2.3 : Farz edelim ki a(t),b(t) fonksiyonlar (3.1.2.1) sartlarini,
u(t), f (t)fonksiyonlari ise (3.1.2.3kartlarini sglasin ve X,, % herhangi sayilar
olsun.Bu taktirde (3.1.2.1), (3.1.2.3) Cauchy peatinin Tanim 3.1.1.1 anlaminda bir



tek ¢6zimu vardir.Bx, = X, (t), p=0,T ¢6ztmleri[0,T] aral§inda hemen hemen her

yerde olan veL,(0,T) uzayina ait oIarx'p(t), p=0,T turevine sahiptir. Ve bu ¢cbzimler

(3.1.1.1) denkleminj0,T] aralginda hemen hemen her yerdglaa

3.1.3 Optimal Kontrol Probleminin C6zimanin Varl g1 ve Tekligi

(3.1.1.1) — (3.1.1.3) optimal kontrol probleminiroz§munun var§i ve teklgini

inceleyelim.

TEOREM 3.1.3.1 : Farz edelim ki ; teorem 3.1.2.3'(gartlar sglansin.Bu taktirde
a 20 ve herhangi u,0L,(0,T) icin (3.1.2.2), (3.1.2.3) Optimal Kontrol Problem

en az bir ¢cozime sahiptir.gér a >0 ise optimal kontrol problemin bir tek ¢6zimu

vardir.

ISPAT : Once J,(u) fonksiyonelinin U kimesi (zerinde strekli olgunu

gosterelim.HerhangiuOU elemanlarini alalim ve ona+AulJU olacak bicimde

AulOL,(0,T) artsini verelim.Farz edelim ki,
X, (1) = x,(t;u), X (1) =X, (u+Au) , p=0,T fonksiyonlar (3.1.2.2), (3.1.2.3)

Cauchy probleminin sirasiyla]U , u+AuJU ya kasilik gelen ¢ézimleri olsun. Bu

taktirde (3.1.2.2), (3.1.2.3)artlarindan Ax,(t) = x,(t;u+Au)-x,(tu) , p=0T

fonksiyonlarinin gagidaki Cauchy probleminin ¢6zUmu okglugorulir:

dax, (t)
o =alMx () +bnA) , p=0T  E&tsT (3.1.3.1)
Ax,(0)=0, Ax(T)=0 (3.1.3.2)

(3.1.16), (3.1.17) Ozdkklerinden (3.1.3.1) , (3.1.3.2) Cauchy problemigézimu
icin asagidaki integral 6zdgiklerini elde ederiz:

DX, (1) :ja(r)Axo(r)dr+Jt'b(r)Au(r)dr , (3.1.3.3)

Ax; (1) = —].a(r)AxT(r)dr—]'b(r)Au(r)dr (3.1.3.4)



0Ot 0[0,T] bu 6zdeliklerinden gagidaki sitsizlikleri yazabiliriz:

8%, ()] < [|a(0)][d%(0)] d7 + [[o(@)||du()| d7

|8, (1) < [|a(@)]| &% (7)|d7 + [|b(7)][Au(7)| d

Ot0[0,T] a(t),b(t) fonksiyonlari icin (3.1.1.4)sartlarini kullanarak ve Cauchy

Bunyakovski gitsizligini uygularsak bir sonrakisésizlikleri yazabiliriz.

8% (1)] < B [ | XD AT + b, NT U] o1 (3.1.3.5)
0
.
8% (O] € @[ |86 (D] AT + b7 A] o, OtO[0,T] (3.1.3.6)

Bu ssitsizliklere [16] calsmasindan bildiimiz Gronwall Lemmasini uygularsak ,

(3.1.3.1), (3.1.3.2) problemin ¢c6zimu icka@adaki kestirimi elde ederiz.
&%) <cfau| . p=0,T ,0tO[0,T] (3.1.3.7)

L2(0T)

Buradac >0 sayisit , Au’dan b&imsizdir.

Simdi J,(u) fonksiyonelinin argini herhangiaJU tzerinde bulalim.

(3.1.1.1) formalind a =0 igin kullanirsak fonksiyonelin asli icin asagidaki

formillu elde ederiz:

AJo(u) = Jo(u+ Bu) = Io(1) = 2 (% () = X () (A% t) = X, (T))dlt +

T

A% [ o, = 2] (A% €)% )t (3.1.3.8)

0

2

+|Ax,

La(0T)
Bu ssitsizliklerden gagidaki ssitsizligi yaza biliriz:
18360 = 2(|85%] o1, 156 o7, ) 185 o7 156 ], o7+

2o, 206, 1) (31.19)
esitsizliginin gecerli oldgunu elde ederiz. Busisizlikte yer alan

HAXp P=0,T normlarini dgerlendirelim. Bu amagla 6nce (3.1.1.6)

[

L2(0T) L2(0T)

, (3.1.1.7) 6zdgdiklerini kullanalim. Bu taktirde gagidaki ssitsizlikleri yazabiliriz:



%) <|x| + [a(@)||x,(@)|d7 + [|b(z)[|u()|d7 + [| f ()| dr

% )] <]%| + [|a@)]|% ()| dz + [[b(2)] | % (0)] d7 + [| £ ()| d7 Tt O[O, T]

Buradaa(t),b(t) fonksiyonlari icin olan (3.1.1.4&artlarini kullanip Cauchy
Bunyakovski gitsizligini her iki esitsizligin sg; tarafindaki ikinci ve tg¢ilincu terimlere
uygularsak kolayliklagagidaki ssitsizlikleri elde ederiz;

T f]

||u||L2(0,T) L,(0T)

|X0(t)| = |XO| + amaxj|xo(r)| dr + ﬁbmax
0

]
0] =] + B [ (D] A7 + VT o, +4T | ]

L, (0T)

her iki sitsizlige Gronwall Lemmasini uygulayalim.Bu taktirde kolkl asagidaki

esitsizlikleri yazabiliriz;

T

u

0] il ++Tb,0 on)

L2(0T)

Ot O[0,T] .Bu sitsizliklerde x,,%.’ nin verilen sayllaruJU ,t0L,(0,T) oldugunu

dikkate alirsak gagidaki kestirimi elde ederiz.

%, (0| <c,,0t0[0,T],p=0T (3.1.3.10)

Buradan da kolayliklasagidaki kestirimi yazabiliriz:

1, <c, p=0T (3.1.3.11)
Lp(0T)

Buradac, >0 belirli bir sabittir.

Diger yandan (3.1.3.7) kestirimini kullanaralsagadaki kestirimi elde edebiliriz
|,

<e A

Lp(0,T)

p=0T (3.1.3.12)

Lo (0T)
Burada c,>0 Au'dan b&msizdir.Boylece (3.1.3.11) ve (3.1.3.12) kestinmi

(3.1.3.9) eitsizliginin sg; tarafinda kullanirsak;

? ) (3.1.3.13)

La(0T)

83,0 < o5 ([l + a0



esitsizliginin gegerli oldgunu elde ederiz. Buradg, >0 sayisi Au'dan bgmsizdir.
Goruldigt uzere (3.1.3.13)ssizligi herhangi uJU igin gecerli oldgundan J,(u)
fonksiyonelininU kimesi Gzerinde surekli olacaktir, ydnu U ve

|Au| - 0 igin AJy(u) - O olur. (3.1.3.14)

L(0.T)

limit bagintisi gecerlidir Simdi;

2

I (u) =[u-u, (3.1.8)

L2(0T)
fonksiyonelini g6z 6ndne alalim. HerhangidU icin 1(u) fonksiyonelinin argini
yazalim:

2

Lp(0,T)

Al(u) =1 (u+Au)—1(u) = 2.T[(u(t) — Uy (t)) Au(t)dt + || Au

Bu ssitsizligin sg tarafina Cauchy Bunyakovsksitsizligini uygulayalim. Bu taktirde
asagldaki sitsizligi yazabiliriz:

PTCOTER (1 A 1 O .
Burada uDU , u, JL,(0,T) oldugunu dikkate alirsak ,
Al (u)| = ¢ (||Au||L2(0’T) +[au]; (0,T)) (3.1.3.16)

esitsizligine sahip oluruz. Buradan da herhangiU igin

|Au ~ 0 icin Al(u) -0 (3.1.3.17)

Lp(0,T)

limit bagintisini elde ederiz, yani(u) fonksiyoneli U kimesi Uzerinde sureklidir.
Boylece (3.1.3.14) ve (3.1.3.17) limitdatilarindan

J,(u)=J,(u)+al(u) (3.1.3.18)

fonksiyonelininU kumesi tizerinde surekli olgdu ispatlanir.

Simdi J,(v) fonksiyonelininU kimesi tzerinde konveks olglinu gosterelim.Farz
edelim ki; uyOU herhangi iki eleman ve0[0,1] herhangi sayi olsun.
Ug =U,(t) = Bu+(1-B)vUU oldusunu ispatlayalimx . (t) = x,(t,u,), p=0,T

Fonksiyonlar 040[0,1] , v,0U i¢in (3.1.1.2) , (3.1.1.3) Cauchy probleminin

¢OzUmu olsun. Bunun yani sira farz edelim kix,(t,u) , x,(tv), p=0T



fonksiyonlari (3.1.1.2) , (3.1.1.3) Cauchy probiem sirasiylaulJU ve vJU

karsilik gelen ¢oztmleri olsun. Bu taktirdeagidaki problemleri yazabiliriz:

dx, (t;u)

—q =a(t)x,(tu) +bt)u®) + f(t) , p=0T (3.1.9)
X%Ou)=%, X Tu)=x (3.1.3.20)
dx, (t;v)

— a(t)x, (t;v) + b(t)v(t) + f (t) (3.1.3.21)
%OV) =%, % TV)=X% (3.1.3.22)

(3.1.1.19) , (3.1.1.20) Batilarinin her iki yanini 8'ya (3.1.1.21) , (3.1.1.22)
bagintilarinin her iki yanini ise(l—,B) ile carpip toplarsak sagidaki Cauchy

problemini elde ederiz:

dw, (t)
T =a(t)w, (t) +b(t)u,(t) + f(t) , p=0,T (3.1.3.23)
w,(0) = X, W T =X (3.1.3.24)

Buradaw, (t) = Bx,(t;u) + (1- B)x, t;v),p=0,T
Diger yandan (3.1.1.2) , (3.1.1.3) Cauchy probleminjtya kasilik gelen x (t;u,) ,
p=0,T aagidakisartlari sglar:

dx, (t;uy)
T:a(t)xp(t;uﬂ)+b(t)uﬂ + f (t) , p=0,T (3.1.3.25)
%OU) =% o X [T Uz)=x% (3.1.3.26)

(3.12.3.25) , (3.1.3.26) problemini (3.1.3.23) , 1(3.24) problemini taraf tarafa
citkaralim. Sonuctasagidaki problemini elde ederiz:

%:a(t)zp(t) p=0T (3.1.3.27)

7z,(0)=0 , z(T)=0 (3.1.3.28)
burada  Z,(t) = x,(t;u,) = Bx, (t;u).A- B)x, (t;8)  p=0T Adi diferansiyel

denklemlerden bilgiimize goére (3.1.3.27) denkleminin ¢6zUmu



t
a(T)dT

Z,(t)=Z,(0)e =0

t
—-|a(T)dT

Z,(t)=2(0e" =0
sartlarini sglar , yani (3.1.3.27) , (3.1.3.28) ¢6zUmu olapt) =0 , p=0,T
zZ,t=0 , p=0T fonksiyonlari  olan  formdlunt  dikkate  alirsak
X, (t;uy) = Bx (tu) +(@-B)x,(t;8) ., P=0,T 0BO[0,1] , DOu,0U (3.1.3.29)
bagintisini elde ederiz. Busigli gi kullanarak J,(u;) degerini OA0[0,1] icin bulahim.

a =0 oldugunda (3.1.1.1) formulind kullanarakagidaki sitli gi yazabiliriz:

2

‘]O(uﬁ) = HXO("uﬂ) - XO(-:uﬁX

Lp(0,T)

2

8% (1) + (1= B) % (-v) = B (1) = (= B) % (¥)

H,g(xo(.,u) =% (U) + (1= B) % (-v) =% (.v)) ;m = ﬂv Xo () =% (u) i(m
+H1-B)xo ()= (W) -
=B (1) + % (-0) =5 () =% ()] <

L2(0T)

1= B)% (V) =% (W)

L2(0T)

= By (u) +(1-B8) I, (v) (3.1.3.30)

Uy icin olan formull kullanirsak sonucwitsizlikten,

< B (o) = ()

L2(0T)

Jo(Bu+(1-B)v)<ady(u)+(1-B8) I,(v) Ou,vOV ve 0BO[0,1] (3.1.3.31)

boylece J,(u) fonksiyonelinin konvek&) kimesi Gizerinde konvekgliispatlandi.

Simdi 1 (u) fonksiyonelini gbz onidne alahm (3.1.3.15) fotimil kullanirsak;
Ou,vOU ve OpO[0,1] igin,
| (B(u)+(1-B)V) = | Bu+ (1- B)v-u,

2

L2(0T)

2

[8(u=u5) + (1~ B) (v -u,)

L2(0T)

2

'BH(U B uO)HLZ(O,T) + (1_'8)”(\/_ uO)

2 2

L(OT)

- B(1-B)|(u-v)

L2(0T)



2

Bl (u)+(2-B)1 W)= BL-B)|(u=V)|, o7, = 3.1.3.32)
Buradan =1 sabiti ile 1 (u) fonksiyonelinin kuvvetli konveks olgu elde edilir.
Ispata goreJ,(u) fonksiyoneliU kumesi tizerinde konvekig(u) ise kuvvetli konveks
fonksiyoneldir. Bildgimize gore kuvvetli konveks ayni zamanda konvekstiani
a 20 icin J,(u) fonksiyoneliU kiimesi tzerinde konveks fonksiyongl>0 icin U
kiimesi  tizerinde surekli ve konveks konveks fonksgfdir. [17,sayfa53
calismasindan bildiimiz teoreme gorel,(u) fonksiyonelia =0 icin U da alttan zayif
yari surekli fonksiyonel olacaktild kumesi L,(0,T) uzayinda kapali sinirli ve
konveks kime ,L,(0,T) uzay! ise Refleksif Banach uzayi aigudan yine [17]
calismasindan bildiimiz teoreme gore zayif kompakt kiime olacaktirgddiyandan
J,(u) fonksiyonelinin sonlu deerlere sahip oldtu aciktir. BOylece Weierstrass

teoreminin [17,&ayfa5§ calsmasindan bildiimiz genellgtiriimis varyansina goére

J,(u) fonksiyonelia =0 ve herhangiu, U L,(0,T) icin en az bir minimum noktasina
sahiptir, yaniU, E{u* OU;J,u) = i% J, (u) = Ja*} # @ Boylece ,a =0 ve herhangi

u, 0 L,(0,T) icin (3.1.1.1) , (3.1.1.3) kontrol probleminin ez bir ¢ozime sahip
oldugu ispatlandi. Ber a >0 ise J,(u) fonksiyoneli U kimesi Utzerinde kuvvetli

konveks fonksiyonel olacaktir. Kuvvetli konveks ksiyonel ayni zamanda kesin
(ciddi) konveks fonksiyoneldir. Kesin konveks foijanelin minimum noktasi bir

tektir, yani U, kimesi bir noktadan ofur. Boylece ¢ >0 oldugunda (3.1.1.1) ,

(3.1.1.3) optimal kontrol problemi bir ¢c6ziime sdiipreorem 3.1.3.1 ispatlandi.
3.1.4 Fonksiyonelin Diferansiyellenmesi ve Coziiniicin Gerek ve YeterliSart

Bu alt bolimde (3.1.1.1) , (3.1.1.3) optimal kohtnerobleminde fonksiyonelin
diferansiyellenebilirlgi  incelenir ve fonksiyonelin gradyenti icin formuklde
edilir.Fonksiyonelin gradyenti icin formul elde édiFonksiyonelin gradyenti icin olan

form0ll kullanarak problemin ¢6zumu icin gerek \egeyli sart ispatlanir.



Farz edelim ki,W (t), p=0,T fonksiyonlari aagidaki elenik sistemin ¢6zimu olsun:

_d”;i(t) = —a(t)W, (1) +2(x, ) - X (t)),0<t<T, 131.1)
%:—a(t)lPT(t)—2(x0(t)—xT(t)),OstsT 13t.2)
W (M)=0 , ¥ (0)=0 (3.1.4.3)

Goruldiga  Gzere (3.1.4.1) (3.1.4.3}artlarindan W (), p=0,T fonksiyonlarinin

bulunmasi probleminde adi diferansiyel denklem @auchy problemidir.

TANIM 3.1.4.1 : (3.1.4.1) (3.1.4.3) genik sistemin ¢6zuimu olaraj0,T] aralginda
surekli olan ve[Jt (J[0,T] icin

Wo(7) = [[a@)Wo(1) = 2(x%(7) = % (1)) Jd7 (3.1.4.4)

W (1) = [[a@)W; (1) + 2(x%, (1) - % (7)) o7 (3.1.4.5)

integral 6zdgliklerini saglayan¥ /=W (t), p=0,T fonksiyonlari anlglr.

Verilen sartlar altinda x, IC[0,T] p=0,T icin teorem3.1.4.1'in aynisini,slenik

sistem olarak adlandi@gmiz (3.1.4.1) , (3.1.4.3) Cauchy probleminin l&k tt6ziime
sahip oldgunu ifade eden teoremi ispatlayabiliriz.gbr yandan (3.1.4.4) ve (3.1.4.5)

6zdsliklerini ve x,(t) ,X,(t) fonksiyonlari icin olan kestirimleri kullanarakolaylikla

asagidaki sesitlikleri yazabiliriz.

.
|Wo(t)| < amaxﬂtP (D)|d7 + ¢ (|Xo| +[x| +||u||L2(OT) +| f ||Lzm)) (3.1.4.6)
t

ol # ]+l [ ||) (3.1.4.7)

.

|Wo(0)| < | W, (0)|dT + ¢,
t

Ot O[0,T] burada Gronwall lemmasini uygulayarakg@daki kestirimi elde edebiliriz.

ol e+ lul .+l ) (3.1.4.8)

0t [0, T] buradac, >0 belirli sabittir.Asagidaki gibi fonksiyon taniyalim:

W, <q




H, (8% (), % ), Wo0).Wr ¢)) = Wo(t)(alt) %(t) + bt)u(t) + (1) +

W ) (al) - (1) +bAu(t) + £ 1) = () % (1) ~a(ut) -u,(1)”

t0[0,T] (3.1.4.9)
Buradax, (t)=x,(t;u) , W (t) =W (t;u) , p=0,T fonksiyonlari sirasiyla

(3.1.1.2) (3.1.1.3) Cauchy probleminin ve (3.1)4,1(3.1.4.5) genik sistemin
ulJU 'ya karilk gelen ¢ozumleridir. Bu fonksiyona (3.1.1.13.1.1.3) optimal kontrol

problemi icin Hamilton Pontryagin fonksiyonu denir.

TEOREM 3.1.4.1 : Farz edelim ki; teorem 3.1.2.1'yartlari s&lansin veu, [ L,(0,T)
verilen fonksiyona =0 verilen sayi olsun. Bu taktirdd,(u) fonksiyoneliU kiumesi

Uzerinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilivdifonksiyonelin gradyenti icin

J.(u)= —% =-b(t)W,(t) -b(t) ¥, (t) + 2a (ut) -u,t)) , O<t<T (3.1.4.10)

ifadesi gecerlidir.BuradaW,(t), W, (t) fonksiyonlari (3.1.4.1) , (3.1.4.3)slenik

¢c6zimadar.

ISPAT : U kimesi uzerinden herhangiudU elemanini alalim.Bu eleman igin
J,(u)’nun artsini bulalim. (3.1.1.1) formulunt ve (3.1.3.§jBgini kullanirsak

asagidaki formualu yazabiliriz:
AJ,(u)=J,(u+Au)-J,(u)=2

T

[ 06(1) =% () (A% (t) - % (1)) dt + 2ar [ (u(t) - u @©))Aut)elt +

0

+ 2| 2

L2(0T)

x| +au]

L2(0T) La(oT

.
~2[ A%, (00, (t)dt (3.1.4.11)
)

0
Burada Ax,(t),p=0T (3.1.3.1), (3.1.3.2) Cauchy probleminin ¢ozitinii Bu

esitli gin sg; tarafinda yer alan birinci terimi dogtirmeye cakalim. Gergcektengenik

sistemi kullanirsak ;



(%(0) =% () (A%, (1) — A (t) ) it = j 2(%o(t) = X (£))Ax,(t)clt

O"_'_' O —)

2(%,0)~ % ©) &% @t = | [d”;t(” at)w, (t)ijT(odt

0
esitli ginin gecerli oldgu elde ederiz. Bu séligin sg tarafinda kismi integrasyon
formalina kullanirsak

j( 2(% (1) = % ()% ()dt j( ()+a(t)Axo(t)j H(t)dt +

+j( dAXT(t)+a(t)AxT(t)]w (Ot + (D(T) = W(T)) = Ax,(OW (0)+

0
Ax(T)W, (T) - Ax ()W, (0)
esitli gini elde ederiz. Bu gtlikte (3.1.3.1) (3.1.3.2) (3.1.4.Fartlarini uygularsak
asagidaki sitli gi buluruz:

_|

I(xo(t) X (1) (A% (t) ~ A% (1))t = [ (~bO)AU() W, (t) ~ BOAUR) W, (1ot =

o

j—b(t)(wo(t) + W (t)) Au(t)dt

Bu sitligi (3.1.4.11) formulinde dikkate alirsak fonksigtin artsl icin asagidaki
formull elde edebiliriz:

AJ ()= ]-—b(t) (W, (t) + W, (t)) Au(t)dt +2a]'(v(t) — Uy () Aut)dt +

Hoxl” o+l - 2J-Ax0(t)AxT et + ajad) (3.1.4.12)
Buradan da
AJ,(u) = .T[—b(t)(LIJO(t) +W_ () + 2a(u(t) - u, t)) Au(t)dt + R(Au) (3.1.4.13)

0

formulu elde edilir. Buraddr(Au)

.
ROU) =[ax* +lax[?  +afaul® -2 ax 0)0x @t (3.1.4.14)
0

L2(0T) Lp(0T) L2(0T)

(3.1.4.12) kestirimini kullanirsaR(Au) kalanini gagidaki gibi deerlendirebiliriz:

|R(AU)| < 2||Ax0|| + 2| A, || + a||Au|| < c5||Au|| (3.1.4.15)

Lp(0T) Lo(0T) Lo (0T ) L2 (0T )



Buradan da
R(Au) :O(||Au|| o ) (3.1.4.16)

bagintisini elde ederiz, yani

im -0 wm (3.1.4.17)
laul -, A

Lp(0,T)

dir. (3.1.4.16) bantisinin yardimiylaAJ,(u) fonksiyonelinin argini  gagidaki

bicimde yazabiliriz:

T

AJ,(u) = j —b(t) (W, (1) + W+ (1)) + 2o (u(t) —u, (t)) Au(t)dt + o] Aul| (3.1.4.18)

Lp(oT
0 2(0.T)

Hamilton Pontryagin fonksiyonun ifadesini dikkatersak sonuncu formilusagidaki

sekilde yazabiliriz:

AJ,(u) = ]'_GH (t,Xo(t),xT t)u@),w,t),w, (t))

0

» Au(t)dt +o||Au o

(3.1.4.19)

L,(0,T) uzayinda tanimlanan fonksiyonelin Frechet anlaaidderansiyellenebilir

olmasinin tanimini kullanarak ,

;
AJa(u):J'J;,(u)Au(t)dHo |Au ) formilini elde ederiz. Bu formili (3.1.4.19)
0 L2(0T)
de kasllastirirsak
AT =-H 134.20)
ou

formulind elde ederiz.Burada Hamilton Pontryagianksiyonun ifadesini dikkate

alirsak uluU elemaninda J,(u) fonksiyonelinin ~ Frechet  anlaminda

diferansiyellenebilir oldgunu ve (3.1.4.10) formdlunin gecerli ofdunu gostermyi
oluruz. Teoerm 3.1.4.1 ispatlanfimdi optimal kontrol probleminin ¢6zimu icin gerek

ve yeterlisart gosterelim.

TEOREM 3.1.4.2 : Farz edelim ki; teorem 3.1.4.1’gartlari sglansin veU, kimesi
J,(u) fonksiyonelininU kiimesi tGzerinde (3.1.1.2) (3.1.1g@rtlar altinda minimum

noktalari kiimesi olsun. Bu taktirdéu” JU, icin OudJU oldusunda



'T[(b(t)(LIJO(t) + W (1)) - 2a (U 1) - u, @) x (u-u @©))dt<0 (3.1.4.21)

sartinin sglanmasi gerek ve yeterlidir. Burad!a*p(t) = lJJp(t;u*) p =0,T fonksiyonlari

eslenik sisteminu OU elemanina karlik gelen ¢ozumiidiir.

ISPAT : Farz edelim ki , u =u (t)0dU, herhangi optimal kontrol olsun , yani
(3.1.1.1) (3.1.1.3) probleminin herhangi ¢cozimiunlsTeorem 3.1.4.1'e goré,(u)
fonksiyoneliu” OU elemaninda diferansiyellenebilirdir ve onun gratigin

J,(u) = =b(t) (W, (1) + Wi (©) + 2 (U (©) — u, (1)) (3.22)
formala gecerlidir. Once J. (u)’nun artgini bulursak
3, (u)(u+Au) = J, (u) = =b(t) (7, (t;u + Au)) + (7, (t;u + Au) + 2a

(u(t) = Au(t) —uy (1)) +

+b(t) (7, (t;u) + 7; (t;u)) —2a (ut) —u, ) = -b(t) (A7, (t) + Az; ) + 2a0u (3.1.4.23)

esitli gini  yazabiliriz. Burada AY, , p=0,T fonksiyonlari agagidaki sistemin

¢OzUimadur:

% = —a(t)AW, (1) + 2(Ax, (t) - A (t)) (3.1.4.24)
W = —a() AW, (t) - 2(Ax, (@) —2x; (t)) 131.25)
AY (T)=0 , AW, (0)=0 (3.1.4.26)

BuradaALIJp(t)=(Wp(t;u+Au))—(qu(t;u) dur,
Ax,(t),p=0T ise (3.1.3.1) (3.1.3.2) Cauchy probleminin ¢Ozuidnid(3.1.4.4)

(3.1.4.5) oOzdgdiklerini kullanirsak  (3.1.4.24) (3.1.4.26) sstinin ¢6zumi igin
asagidaki 6zdslikleri yazabiliriz:

AW, (1) = [[[a(t) AW, (t) = 2(Ax%, (1) =% () Jt

AY_(t) = j [a(t)AW, (t) - 2(Ax, (1) —Ax, (7)) Jdt

Buradan da kolayliklasagidaki sitsizlikleri elde edebiliriz:



AW, (1)] < @y j AW (7)|d7 + 2j (Jax, @) +|&x () )d7, 0t O[0,T]

AW (1)) < &, [[AW: (D)ldT + 2[ (|8% (7)) +[8% (0)])dz,0t 00T ]

bu sitsizliklerden (3.1.3.7) kestirimlerinin yardimiyla

T

AW (1) < amaXJ'|ALIJ (D)d7 +c Au]

L2(0T)
t

[AW; ()] < 8y [|AW; (D7 +c,dau] oo,
0 2(0,T

olup bu iki sitsizlige Gronwall lemmasini uygularsak ,
AW, (t)] < ¢f|Au p=0T OtO[0,T] (3.1.4.27)
)

Lp(0T

kestirimlerini ispatlariz. Burada,;, >0 sabiti Au’ dan b&imsizdir.

Simdi fonksiyonelin gradiyentinin agh icin olan (3.1.4.23) formdlunt kullanip

degerlendirirsek JuJU igin

| 3; (u+Bu) - J;,(u)HL = q3(||AqJ o] +aw,

L2(0T) L2(0T)

+||Au

) (3.1.4.28)
L2(0T)

esitsizligini elde ederiz. Bu gtsizligin sg tarafinda (3.1.4.27) kestirimini uygularsak

,OullU igin

|3, u+an) -3, )|  <c.fay| (3.1.4.29)
L2(0T)

L2(0T)
esitsizligini ispatlams oluruz. Buradac, >0 sabiti Au’ dan b&msizdir.(3.1.4.28)
esitsizliginden OuJU igin
lim 0HJ(',(u+Au)—J,;,(u)

La(0T)

=0 (3.1.4.30)

Jau] La(0T)
limit bagintisi elde edilir, yaniJ,(u) fonksiyoneli U kimesi Uzerinde Frechet
anlaminda surekli diferansiyellenebilirdir:

J_ (u)yOC'(U) dur. X31.31)
Bunun yani sirdJ kumesiL,(0,T) uzayinda konveks kimedir. Bbyle{:b?,sayf .25]

calismasindan bildiimiz teoremin tumsartlarinin sglandigini goériyoruz. S6z konusu



teoremin hiukmiine goére ger u OU, OU herhangi elemani,(u) fonksiyonelin
minimum noktasi ise , bu taktirdeluJU igin

<J (U)u-u> =0

L2(0T)

esitsizligi saglanir. Burada (3.1.4.22) formalind dikkate alirsék1.4.24) sartini
ispatlariz, yani gerekart yeterlidir. Farz edelim ki, herhangi’ JU elemani igin
(3.1.4.21) formiilii gecerli olsun. Bu taktirde JU, oldugunu yaniu =u (t)0OU

elemaninin  (3.1.1.1) (3.1.1.3) optimal kontrol pesbinin ¢6zUmU oldgunu

ispatlayalim. (3.1.4.21) s#sizliginde gradyenti icin olan (3.1.4.22) formulund
kullanirsak ve elde edileriesizligi (-1) ile carparsaklu0U igin

<J (U)u-u> =0 (3.1.4.32)

L2(0T)

Teorem 3.1.3.1" deJ,(u) fonksiyonelinina 20 i¢in U kimesi Uzerinde konveks
oldugu ispatlandi. Bildiimize gére ([17,sayfa2§) DCuOU, u OU  igin

J,(u)=J,u)+<J, (U)u-u > (3.1.4.33)

Lp(0.T)

sartini sglanmasi J,(u) fonksiyonelinin a >0 oldusunda U kumesi Uzerinde
konveks fonksiyonel olmasi igin gerek ve yeterligiani J,(u) fonksiyoneli konveks
oldugundan (3.1.4.33)séli gi gecerlidir. (3.1.4.33) gtli ginde (3.1.4.32) * yi dikkate
alirsaku" JU DuOU igin

Jo(u) = 3, (u)
esitli gi elde edilir, yaniu OU elemani J_(u) fonksiyonelinin minimum noktasidir.
Baska bir deisle u OU, OU (3.1.1.1) (3.1.1.3) probleminin ¢ézumiidiir. Teorem
3.1.4.2 ispatlandi.

Bu bolimde ispatlanan Teorem 3.1.3.1 , 3.1.4.1.42’lerin htkimlerinden (3.1.1.1)
(3.1.1.3) optimal kontrol probleminiar >0 i¢in iyi konulmus problem oldgu ortaya

cikar. Gergekten teorem 3.1.3.1'e gode. >-c, U, #Z0 ve U, kimesi bir tek
noktadan olgmaktadir.a >0 oldugunda J,(u) fonksiyoneli a >0sayisiyla kuvvetli

konveks fonksiyoneldir. Clnki,(u) fonksiyoneli (3.1.3.18) , formuline gor& (u)



konveks vel(u) kuvvetli konveks fonksiyonlarinem > 0Okatsayisiyla toplamidir ve
J,(Up) < BI, () +(1-B)I, W) -aB@l-B)u-Vv Ou,vOU,080[0,1]

L2(0T)
esitsizligi gecerlidir. Dger yandanJ, (u) fonksiyonelinin a >0sayisiyla kuvvetli
konveks fonksiyonel olmasi icinuOU ,0u’ OU oldugunda

J,W)=2J,U)+<J (U)u-u > +aHu —ul’

(3.34)

L2(0T)

esitsizliginin sgslanmasi gerek ve yeterlidin' U elemani (3.1.1.1) (3.1.1.3) optimal
kontrol probleminin ¢6zimu ise (3.1.4.3@rt1 sglanir. Bu taktirde (3.1.4.34) ‘den

2

alu-u <J,(u)-J,@U) (3.1.4.35)

L2(0T)
esitsizligi elde edilir.u =u(t) yerine herhangi minimalérici {u} ={u, ()} DU

J,(u) =J,. oldusundan (3.1.4.35)'den

2

alu-u <J,(u)-J.. (3.1.4.36)

L2(0T)
esitsizliginin gecerli oldgunu gortriz. Buradan
lim J,(u) = J,. 131.37)
sartini sglayan herhang{uk} OU minimallestirici dizisinin a >0 oldugunda

(3.1.1.1) (3.1.1.3) probleminin bir tek ¢cozUm olan=u (t)'ye yakinsadii ispatlanir.

Baska bir deisle >0 oldugunda (3.1.1.1) (3.1.1.3) problemi iyi konulgnu
problemdir.

Ancak a =0 oldugunda (3.1.1.1) (3.1.1.3) optimal kontrol probleneinglde karasiz
problemdir. Yani iyi konulmangi problemdir. [15,17] Gercekten gagidaki orngi ele

alalim.

ORNEK3.1.4.1 :
Farz edelim ki;

Jo(u) = f(xo(t) = (1)) dlt (3.1.4.38)

fonksiyonelinin minimumunu



U E{u =u(t),ud L2(0,2)j|u||L2(0'2) < % kiimesi Uizerinde

dx(;t(t) u), 2 dxf(t) =ut) ,  O<t<2 (3.1.4.39)
%,(0)= 0% (T)= 0 (3.1@)4

sartlari altinda bulmak gerekir.

Goruldigu Uzere (3.1.4.38) (3.1.4.40) problemi (3.1.13)0(1.3) probleminin 6zel
halidir. GergektenT =2 x,=x. =0 a(t)=0,bt)=1,f¢t)=0 a=0, b, =1 alirsak
(3.1.1.1) (3.1.1.4) probleminden (3.1.4.39) (3404.problemini 6zel hal olarak elde
ederiz. Herhangu OU i¢in J,(u) =0 sarti sglanir ve J,. =inf J,(u) =0’dir.Bu kesin

alt simira u =00U noktasinda J,(u) fonksiyoneli sahip olur.Yani
J,(U)=J,(uy=0=J, dir. Gergekten u=u(t)=0fonksiyonunu (3.1.4.39)

denklemlerinde  yerine  yazarsak ve (3.1.4.40)artlarini kullanirsak
X (t) =% (t)=0,0tT[0,T] elde edilirSunlari J,(u) fonksiyoneli ifadesinde dikkate

alirsak J,(0)= 0= J,. olur. Simdi u=u(t) ‘nin yerine u(t) =u,(t) =sinzkt k =1,2..,
fonksiyonlarini (3.1.4.39) denklemlerinde dikkate lalian. Kolaylikla

X, (1) = X () = %(1— costkt) k= 1,2 fonksiyonlarin buluruz ~ J,(u)

fonksiyonelininu =u,,k =1,2...i¢in degerini bulalim:
r 201 1 2
— _ 24 — — - — =
J,(u,) —!(XOk(t) X, (1))dt = !(—(1 cos7kt) (T cowkt) jdt

Buradan lim J(u,) =J,. =0 bagintisi elde edilir. Yani{u} ={sinzkt} DU dizisi

J,(u) fonksiyoneli igin minimallgtirici dizidir. Ancak bu dizi u (t) =0elemanini

yakinsamiyor. Gercgekten ,

Huk—u J'smnkt 0)° ot j(l cos7kt )d —J'dt— Icosnktdt—

12(0,2)

2
=1

0

12 ! ———sin 27kt
2 47k

=1#0

Lp(0,T)

esitli gini elde ederiz. Buradamm Huk -u




yani {uk}DU minimallestirici dizisi u'(t) =0 elemanina yakinsamiyor.Boylece
(3.1.4.38) (3.1.4.40) probleminin kararsiz problefdugu ispatlandi.Bu durum ise
(3.1.4.38) , (3.1.4.40) problemininr =0 icin genelde iyi konulmayan ol@gunu
kanitlaf15,17

3.2. Adi Diferansiyel Denklemigin Lions Fonksiyonelli Optimal

Kontrol Probleminin Sonlu Farklar Yontemiyle C6zimi

Bu alt bolumde adi diferansiyel denklem icin Liofenksiyonelli optimal kontrol
probleminin ndmerik c¢c6zimuine sonlu farklar yontemygulanmaktadir.Soylemek

gerekir ki ,toplanmy parametreli sistemler icin optimal kontrol problenmin sonlu

farklar yontemiyle ¢ozumu bnce§3,4,12,1‘]' vb. calgmalarinda farkli yazarlarca

incelenmgtir. Ancak incelenen problem 6nceki gahalardaki problemlerden her agidan
farkli oldugundan sonlu farklar yonteminigu anki durumunda yakinsaginin

incelenmesi gerek teorik gerekse de pratik acichemdtair.

3.2.1. Problemin Diskritle stirilmesi

Asagidaki optimal problemini gbz 6niine alalim:

J(u) = ||xo(.,u)—><rr(.,u)||2 (3.2.1.1)

12(0.2)
fonksiyonelinin minimumunu
U ={u=u®:u0LOT)|u, or,<b:}

kiimesi tzerinde

o, (t)
e =ax, +bOu) + F@),  p=0T  O<t<T (3.2.1.2)
%(0) = %o, % (T) =% (3.2.1.3)

sartlari altinda bulmak gerekir.Buradh>0,b, > 0,x, %, Vverilen sayilar a(t),b(t)

fonksiyonlari (0,T) arafiinda olculebilir sinirh fonksiyonlar olup (3.2.).4artlarini
sglar ve f(t) de verilen bir fonksiyondur. Soylemek gerekir 8.4.1.1) (3.2.1.3)



optimal kontrol problemi (3.1.1.1) (3.1.1.3) profli@in o =0 haline kagilik gelen
Ozel halidir. Teorem 3.1.1.1 ‘den (3.2.1.1) (3.3)loptimal kontrol probleminin en az

bir ¢6ziime sahip oldi elde edilir,Yani U, E{u* au:Ju)=J = |rD15} £ O 'dir.

Simdi (3.2.1.1) (3.2.1.3) problemini farkh diskettirelim. Bu amaclg0,T] aralginin
N alt aralga {t,,k =0,N} noktalari ile ayiralim. Burad@=t, <t, <...<t,_, <t =T

sartl sglanir (3.2.1.2) denklemini Eulgemasinin yardimiyla sonlu farkl denklemlerle
degistirelim.Bunun yani sira (3.2.1.1) integralini diktjenler formuliyle yakkak

olarak dgisirsek, sonucta bir sonraki ayrik optimal kontroblplemini elde ederiz:
N-1 K ‘ 2
MMU=ZM-MAR (3.2.1.4)
k=0

fonksiyonun minimumunu

Uy =4[], :[u]y, = (Ups Uy iy ) (:Z:_: G, )zAth2 <bh,

kiimesi tzerinde

xet = s+ At (a)xk +bu, + ) k=0,N -1 (3.2.1.5)
X=X+ A (at) X +hu, + f,) k=N-10 3.2.1.6)
X =%, XN = x (3.2.1.7)

sartlari altinda bulmak gerekir. Buradat, =t,,, -t ,a, b, f, a3 fonksiyonlari olup

asagidaki formullerle tanimlanir:

faa

q:i%jammx:ow—1 (3.2.1.8)
Kt
1 tk+1

q=ZFIb®mk=QN—1 (3.2.1.9)
Kt
1 tk+1

n:zrjfamnk:QN—l . (3.2.1.10)
Kt

X5 = x';([u]n), p=0T k=0N



ag fonksiyonlar (3.2.1.5) (3.2.1.7)  farkemasinin[u] OU, icin ¢ozimiidiir.
L,(0,T) uzaymin sonlu aynisi olan sonlu boyutly, uzayinin elemanlari olan

[u]. = (Ups Uy thy_y) [V] = (VorVas-o V) iGiN carpimi gagidaki bicimde tanimlanir:

N-1
< [u]n ’[V]n >L2N = kZAtkuka )

=0

Norm ise;

N-1 }/2
H[u]NHL <(2Atk(uk)2j <+ formili ile tammlanir. Her bir[u] OU igin
2N k=0

(3.2.1.5) (3.2.1.7) farkemasini ele alalim.

TEOREM 3.2.1.1 : Farz edelim kia(t),b(t) olcilebilir sinirli fonksiyonlar olup
(3.1.1.4)sartlarini , f(t) ise (3.1.1.5%artini sglarsin. Ayrica farz edelim ki,

d, = maxAt, S%M (3.2.1.11)

O<ks<N

sarti sglansin. Buradam >0 bilinen sabittir. Bu taktirdeO[u] OU,, igin

max
O<ks<N

X;f’([U]N)\scls,p= or (3.2.1.12)

esitsizligi gegerlidir.Buradac,; >0 sabit olupK ve N ‘den b&imsizdir.

ISPAT : (3.2.1.5) (3.2.1.6) denklemlerindeyi | ile desisip birincisini j Uizerinden

0'dan k’ya kadar ,ikincisini isej Uzerindenk +1’den N 'ye kadar toplarsak,

k .
X =%+ > At (ax) +bu, + f,) k=0,N-1 23.13)
j=0
k
Xt =% =Y At (a X +b u +f ) k=0,N-1 (3.2.1.14)
j=0

Denklemlerini elde ederiz. Once (3.2.1.13) denkiémictzimiini dgerlendirelim.

(3.2.1.13)’0 kullanirsaksagidaki sitsizligi yazabiliriz.

7] bl + 0ol X ol + a6 k=081
i= 1= =

(3.1.1.4)sartlarini (3.2.1.8) , (3.2.1.5) formullerini ve 231.11)" i kullanirsak gagidaki

esitsizligi elde ederiz:



661 < ) + Ay D |X DA fu [+ 3T [ £] k=N
j=0 j=0 j=0

Burada Cauchy Bunyakowskisitsizligini ikinci ve Uc¢inci terimlerine uygularsak

asagidaki sitsizligi yazabiliriz:

1 1
kKo N-1 2 N-1 2
e s|x0|+dNamanZ::‘)‘x’o‘+ﬁbma,(;0mj‘uj‘2j +ﬁ(;0mj\fj\zj

Bu ssitsizlikte L,, uzayinin normunu kullanirsak ,

VT[],

< x| +3Th {[u],

‘x(l)(ﬂ +dNamaXZk:Atj‘xH,k:O,N—l
i=0

LZN L2N

Burada[ 1‘]n :(fo, fl,...,fN_l) dir. Bu gitsizlige Gronwall Lemmasinin diskrit aynisini

uygularsak gagidaki kestirimi elde ederiz.
o +{[ul, .+l

herhangik D{O,1,2,...N} , buradac; >0 sayisik’dan b&imsizdir. Bu kestirimin elde

B LZN) (3.2.1.15)

Lon

edilmesini ayni olarak (3.2.1.14)’desagidaki kestirimi elde ederiz:

(],

Burada c,>0 sayisi k’'dan ba&msizdir. Boylece (3.2.1.15) ve (3.2.1.16)

I-2N

BE 017(|xr|+H[u]N LZN) 0k0{0,1,2,..N} (3.2.1.16)

kestirimlerden (3.2.1.12)sk#sizliginin gecerli oldgunu ispatlamy oluyoruz. Teorem
3.2.1.1 ispatlandi.

3.2.2 FarkSemasinin Hatasi :

Simdi  (3.2.1.5) ve (3.2.1.7) farkemasinin hatasini gerlendirmeye cajalim. Bu

amagla ,

Geag

1
Q' L(OT) - Ly . Qy)= (WO’Wl""’\NN—l):[W]n W =A_tk {[ u ¢ pit,

k=0,N-1 3.4.1.21)
biciminde  verilen Q, operatorunt  tanimlayallm.  Farz  edelim ki,

yE=x(t), p=0T,k=0N olsun , yaniyt, p=0T k=0N degerleri (3.1.1.2) ve



.....

olsun. (3.2.1.5) (3.2.1.7) fagemasinin ¢ozumi iIQ/'g, p=0T k=0N ile gOsterelim

yani,
Z'=xt -y  p=0,T,k=0N (3.2.2.2)

olsun .

K e R . - o PO
z,,p=0T k=0N fonksiyonu gagidaki sistemin ¢ozumudur:

Z"t =z +Mazs + A F, =0,N-1 (3.2.2.3)
Z = 72" - Ma,zt - A Fr =N -1,0 (3.2.2.4)
70,z =0 (3.2.2.5)
[ dx )
t)%,(t) —b(t)u(t) - f (t
ok = Atkt [ ot —a(t)%y(t) —b(t)u(t) ()}
k+ -
~(o l‘Jf%tk =aJ<+hu +f =ON-1 (3.2.2.6)
098] dXT(t)
= t t) —b(t)u(t) — f(t
o Atk![ = - a(t)x () - bHu() ()}
K+ -
(%" - ) =ay<+hu, +f =O,N-1. (3.2.2.7)

Simdi ZX, p=0,T k= ON a3 fonksiyonlarini F..P=0T ,k=0,N-1
ag fonksiyonlari ile dgerlendirelim. (3.2.2.3) (3.2.2.4) denklemlerini lamarak
asagldaki ssitsizlikleri yazabiliriz:

k ) k
zgt=> Mtazi+ Y At F k=0,N-1 (3.2.2.8)
i=0 i=0
k+1 X i N N
Z, = Ata zi- > At F  k=N-10 (2D)
j=k+1 j=k+1

Bu ssitsizliklerden (3.2.1.8) formalind ve  (3.1.1.4)3.2.1.11)sartlarini kullanirsak
asagldaki ssitsizligi elde ederiz:

‘ K+1

z;

SdNamaka:‘Zg‘+§Atj‘Fq‘ k=0,N-1 12.10)
i=0 i=0



‘ k+1

<dNamaXZ\zl\+zAt\ 5| k=N-10 . 12.11)

Bu ssitsizliklerde Gronwall Lemmasinin diskrit aynls[m7] uygularsak kolaylikla
N-1 -

2’| <cey At |F,|, p=0,T k=0N (3.2.2.12)
j=0

kestiriminin gegerli oldgu hikim edebiliriz. Bu kestiriminin gatarafinda yer alan

Fo,P=0,T,j=0N -1 g fonksiyonlarini dgerlendirelim. (3.2.2.6)  formullnd

kullanarak , gagidaki esitli gi yazabiliriz:
b dXo (t) —(yk+l - yk) 1«
V4 %y I (a8 - a(t) %)t +

ok _At Gt
+—tkj+ 1 (b, =b(t)u(t ))dt—itkf 1f(t)dt+ f =
k t.
Aitk[(xo(m) xot) = (v - v5) |+ k:f[aky%—a(t)xo(t)]dw
tT[bKUk b(t)u(t) jdt + f, ,k=0,N-1

Buradays = x,(t,) oldugunu dikkate alirsaksagidaki sitli gi elde ederiz.

1 ten 1 Lo
Foo= 20 I [a0x(t) - Xl + 2 I [Bu = b()u(t)]dt

k=0,N-1 (3.2.2.13)

Ayni bicimde F,, ,k =0,N —1 a3 fonksiyonu iginde bir sonraki formule yazabiliriz:

U T

I[am(tkﬂ) a(t)xT(t)]dt++— j [y, ~b(u(t)]dt

k=0,N-1 (3.2.2.14)
Simdi F, , p=0,T ,,k=0,N -1 a fonksiyonlarina @ fonksiyonu toplami biciminde

yazalim:

Foo = Fy +Fy” k=0,N-1 (3.2.2.15)

F.=F'+F2 k=0N-1 (3.2.2.16)



Burada

= [ax) -a0x ) (3:2.217)
Fol kf[akxT(tm) a(t)x; (t)]dt (3.2.2.18)
For’ ‘FTkz——f[bKuT b(t)u(t)]dt, k =0,N -1 (3.29)

dir. OnceF, ',k =0,N -1 g fonksiyonuna dgerlendirelim. (3.2.2.17) formultine gore,

tya

o I[akxo(t) a(t)xo(t)]dt—ﬁ j a, - a(t)) % (t)dt +

Tya

e a(t) (% (t) = %o(0))dt = Folt+ Fy 2k =0,N -1 (3.2.2.20)
K oty

esitli gini yazabiliriz. F,'*,k =0,N -1 ag fonksiyonunu g6z 6niine aldim. Bu taktirde

(3.2.1.8) formultine gore
Foc =itkfﬂ[(ak —a(t)) % () Jdt = %,(t)| & ——tkjla(t)dt
0ok Atk : k k

%(t)(a -a,)=0 k=0N-1 (3.2.2.21)
olur. F,*? icin olan formiilu kullanaraksagidaki esitsizligi yazabiliriz:
ta

a(t) (% (t) = Xo(t) )i <

K ty

2= a’"ﬁ* [ %t = (0t =

ktk

[Fou

“ At

tran

Bmax
At

Ui t

dt < amax ['] dx;gr)adts

tdxo( )dr
dr

et kttk

e
~ dt k=0,N-1
t

a(t)
ot

Boylece buradan ve (3.2.2.21)'den (3.2.2.20) foimél gore F," ag fonksiyonunu
asagidaki gibi dq;erlendirebiliriz:

Fo|<a dt k=0,N-1 (3.2.2.22)




Ayni bigcimde F,* ,k = 0,N - 1 ag fonksiyonunu da

tin
‘FTkl‘ = ama>< .[
L.

biciminde dgerlendirmi oluyoruz.

t -
dx'a—t()dt k=0N-1 (3.2.2.23)

simdi F,?, F,”> ,k=0,N-1 a fonksiyonlarina bakalim. (3.2.2.19) formulun
kullanarak gagidaki sitli gi yazabiliriz:

_ 1 Tka _ 1 Y
o’ = g, | (B ~BOUO)A= 5 ] (b, () u(tar+
0% e —
L 0 -u(O) = Ry Ry k=0N - 329
k t

F,~ icin formule gore ;

1

_ 1 tear 1 tear 2 2
Fo|= A_tkt{(uk —b(t))u(t)dt {A_tkt{h ~b(t)| dt} x
1 tiar 5 2 ~
X{A—tkt{|u(t)| dt} k=0,N-1 (3.2.2.25)

esitsizligini elde ederiz.F, * igin olan formule ve (3.2.2.1) formiline gorg@daki

esitsizligi yazabiliriz:
1 sy 1 tear
F, 2 =— u, —u(t))dt =bu, —b,— | u(t)dt =
o= gy | B (U= b, B )
b (u —w) ,k=0,N-1

Buradan da

‘FOKZZ‘ = |bk||uk _Wk| s bmax|uk _Wk| ,k=0,N-1 42.26)
esitli gini elde ederiz. Bugtsizligi ve (3.2.2.25)'i kullanarak (3.2.2.24)'deR,* = F,,

icin asagidaki ssitsizligin gecerli oldgunu hiukim edebiliriz.

tes 2
‘FOkZ‘ :‘FTkZ < bmax|uk —Wk| < (A_]t-k t.[ |bk —b(t)|2dtJ X



1
tar 2
o L j lu)[°dt | ,k=0,N-1 (3.2.2.27)
At ;

Boylece (3.2.2.22) ve (3.2.2.273itsizliklerinin yardimiyla F, ag fonksiyonu igin
(3.2.2.15) formulindensagidaki eitsizligi elde ederiz:

1

ol 50 il g e
Kt

( T|bK b(t)| dt] k=0,N-1 (3.2.2.28)

Ayni bicimde F;, icin asagidaki sitsizligi elde ederiz:

1
P < Fo # [P < B Xr(t)‘dt+b - wk|( j|u(t)| dt] x

ktk

( T|bK b(t)| dt] k=0,N-1 (3.2.2.29)

(3.2.2.28) gitsizligini ve P=0 i¢in (3.2.2.12) kestirimini kullanirsalyazabiliriz:

Ced maXZ_:At i dxo(t)‘dt + clsamaxg:lAtj ‘uj _Wj‘ +
. =0
N-1| ( ti= 5 g 2 L
G2 (ﬂu(tﬂzdtJ X[IIQ-b(t)IZdtJ k=0,N . (3.2.230
=0 \ ¢ t;

Ayni bicimde (3.2.2.29) gsizligini ve P=T icin (3.2.2.12) kestirimini kullanarak

Z: =0,N icin asagidaki sitsizligini elde ederiz:
d t N-1
2| < quAt |Fa| < 2 maxZAt I| X(;t( Yot + G, A U, —w |+
i=0

g ( j u(o) dt}

x{ jf|bK —b(t)|2dt] k=0,N. (3.2.231

NI



Simdi 6nce (3.2.2.30) ve (3.2.2.3Litsizliklerinin sg3 tarafindaki birinci mertebeden
turevleri deerlendirelim.Bu amagla p=0 icin (3.2.1.2) den yanalrak gagidaki

esitsizligi yazabiliriz:

T

J

0

dxgt(t) ot < [(|a)]| % ®)]) + (j)|u(t) +| £ ©)]) dt <

0

T T T
3al, [ %) dt+ 307 Jlu) dt + 3| f ¢ ) ot
0 0 0

Bu ssitsizlikte

%57 < [%o(t)] < €=

0+ Tl + T )

esitsizligini kullanarak , kolaylikla

.

S e Tl bt VT ) 32232)

L2(0T)

kestirimini elde ederiz:Buradg , >0 bilinen sabittir. Ayni bicimde sagidaki kestirimi

de elde edebiliriz:

dx. (t
HX(Tj—t() SCpl| X +VT U brat VTt ) (3.2.2.33)
Lp(0T) 2o 2o
(3.2.2.32) ve (3.2.2.33)'den
dx,
_dt <c, , P=0,T (32234)

kestiriminin gecerli oldgunu elde ederiz. (3.2.2.30kitsizligine geriye dbnersek,

oradan gagidaki eitsizligi yazabiliriz.

‘Zlé‘ S CleNamax\/-I_-Hdd_)::O

+ Cj_sbmaxﬁ ‘[U]N _[W]NHLZN *
L, (0T)

N-1f [ Gia ) % tig , )2
Cis . ( [ Ju) dtJ x[ [ o b dt}
1=0| \ y t

Burada uJU oldugunu ve (3.2.2.34) kestiriminip=0 icin kullanirsak gagidaki

esitsizligi yazabiliriz:



N-1li+

1
j+1 2

%] < cudy + Gabna T [[u], = [w], ]+ ng{zo [[b —b(t)fdtJ
=0 ¢

k=0, (3.2.2.35)

Burada c,, >0 sabiti k’dan ba&msizdir. Ayni bicimde (3.2.2.31)siesizligini ve

(3.2.2.34) kestirimini p=T icin kullanirsak z¢ =0,N igin
; N-1ti+ ) 2
|25] < oy + T W+ o X [ oy —b(t)] ot (3.2.2.36)
2N i=0

kestiriminin gecerli oldgunu elde ederiz. Buradec,, >0 sayisi K’dan ba&imsizdir.

Goruldigu  Uzere (3.2.2.35) ve (3.2.2.36) kestirimlerinin g sataraflarinda
degerlendiriimems bir terimi yer almaktadir. Bu terimi gerlendirelim. Sarta gore

b(t) fonksiyonu[0,T] aralginda o&lgllebilir ve sinirli fonksiyondur v, j =0,N -1
ag fonksiyonu b(t)fonksiyonunun [t;,t;,,],j =0,N -1 araliklar tzerinden Steklo

anlaminda ortalamasiditave olarak farz edelim ki(t) fonksiyonu
bOw;(0,T) (3.2.2.37)

sartini da sglansin.Busartlari g6z 6éniinde bulundurarak

( 3 Jﬂbj ~b(t)| dt]z

j t;

Z

I|
o

terimini degerlendirelim. b;, j = 0,N =1 icin formult kullanarak gggidaki sitsizligini

elde ederiz.
2 2
N 1tl " g N_ltjﬂ i
1 1
— | b(n)d7 —b(t — | (b(7) —Db(t dt =
EOJt ) (r)dr -b(t)| d ,:ot{m,{(” (t)dr

g tar 2 -1+ jratjn
N 1j{ijji|z|dzdr] <y {i jMdzdr dt <
: - d - At - dz



2

_tj+1 tj+]_ tj+1 2 E
lej ij At{jM dz} dr | dt =
ERRA dz

2

db

2
_db|z| dz< d?

L2(0T)

Bdylece ,

db

N-1tin ) % ,
(Zj‘bj—b(t)‘ dt] <di|

: (3.2.2.38)

i=0 ¢,

L2(0T)

esitsizliklerinin ~ gecerli  oldgunu kanitlamy oluruz. (3.2.2.37) sartini
(3.2.2.38)gitsizligini (3.2.2.35) ve (3.2.2.36)sksizliginde dikkate alirsak sagidaki

kestirimi elde ederiz.
2] [ #[[u], =4 @] ), cubrad ], <[] ]
Oko{0,1,..N} P= 0T (3.2.2.39)

buradac,, >0 sabiti k ved,, 'den b&imsizdir. Boylecesagidaki teorem ispatlandi:

TEOREMS3.2.2.1 : Farz edelim ki ,teorem 3.2.2.1 igartlari sglansin ve b(t)
fonksiyonu ilave olarak (3.2.2.373artini da sglasin. Bu taktirde DuJU ve
Ofu],, OV, igin (3.2.2.39) kestirimi gegerlidir.

3.2.3. Sonlu Fark Yaklasimlarinin Fonksiyonele Goére Yakinsaklgi :

Bu alt bolimde ( 3.2.1.1 ) — (3.2.1.3) optimal kohtproblemine uygulanan sonlu
farklar yonteminin yakinsalgdini inceleyecgiz. Bu amacla ( 3.2.1.1) fonksiyoneli ile

(3.2.1.4) fonksiyonu arasindaki farkiggelendirelim.



TEOREM 3.2.3.1: Farz edelim ki ,teorem 3.2.2.1'yartlar sglansin. Bu taktirde
aOuOU ve O[u], OU,, igin

MOBMTBE czs(dN +[[u], -Q (“)HLZN) (3.2.3.1)

Buradac,; >0 sayisid, 'den bgimsizdir.

ISPAT : (3.2.1.1), (3.2.1.4) formiillerini kullanarakagidaki sitli gi yazabiliriz.

NORE [u]\—Zj[dxo(t) % (O] =[x =] (%) =% O] +[x5 =) et
=)

Buradan Cauchy-Bunyakowskgitsizligini uygulayarak

|3 u) =1, [u], \_ ( (‘xo(t)+|xr(t)|+‘x0‘+‘xr‘ \) dt] x

Nt e
b
Esitsizligini elde ederiz. Bu gtsizlikte (3.1.3.10) ve (3.2.1.12}iesizlikleri kullanarak
asagidaki sitsizligin gegerli oldgunu gosternsi oluyoruz:

<

+1

=~
—

0= 0~

k

1

N -1l 2 2
‘J(u)—ln[u]n‘s Coo| j (‘xo(t)—x'g‘ dt) +
k=0 ¢,

l
N -1t

+ZJ(\X0(t) x| dt) = CyelJo+ 3] (3.2.3.2)

_tk

Buradac,; >0 sayisiN 'den b&imsizdir J, icin olan formule gore elde ederiz.

N-1lia N -1+t
By’ =2 [ % - XS‘Zdt =2 [ o® =Xt + xo(t) + x'g,‘zdt <
=0 {, k=0

<2Nzltkf|xo(t) %ot )| dt+2zﬂx t)- x\ dt =J,,+J,, (3.2.3.3)

Jy, icin olan formule vez0 %, (t)— x5 formultnd kullanarak (3.2.2.39) kestiriminin

yardimiyla gagidaki baintiyr yazabiliriz:



Joo S C27(dN +H[U]N -9y (U)HLZN )2 (3.2.3.4)

Buradac,, >0 sabiti d,’den ba&imsizdir.Simdi J, terimini deerlendirelim J,, icin

olan formule gore @gidaki sitsizligi yazabiliriz:
2

dt <

t

IXO—(:)dr

f

N -1tk

1tk+1
[ ro®) =%t ) dt=23" |
0 tk

k=0 t,

MZ

Jp =2

=~
I}

tj+l

J

5

dxy (7)

dxy(7)
dr dr

2
dr} dt (3.2.3.5)

2
N-1
dr} dt < ZZAtk(
k=0

51

G | W

Bu ssitsizligin sg tarafinda Caucby-Bunyakowskikitsizligini uygulayip (3.2.2.34)
p=0 icin kullanirsak, J,, <c,d? ssitsizligini elde ederiz.Buradac,,>0 sayisl

d, 'den b&imsizdir. Bu gitsizligi (3.2.3.4) gitsizligini (3.2.3.3)'de kullanirsak oradan

(Jo)* = C29(dN +HQN (u) _[U]NHLZN )2 (3.2.3.6)

esitsizliginin gegerli oldgunu aliriz.

Ayni bicimde J; icin de gagidaki sitsizligi elde edebiliriz:

(3.) < 030(dN +u @ -[ul, | )2 (3.2.3.7)

Burada c,, >0 sabiti d,'den ba&imsizdir.Boylece (3.2.3.6) ve (3.2.3ijsizlerini

kullanarak (3.2.3.2) gitsizliginden teoremin hikmunidn gecerli oflunu ispatlariz.

Teorem 3.2.3.1 ispatlandi.

Sonlu farklar yonteminin fonksiyonele gére yakirgaki ispatlamak icin  6nce iki

yardimci lemmayi ispatlayalim.

LEMMA 3.2.3.1: Farz edelim ki ,teorem 3.2.3.1 ‘gartlari sglansin.Bunun yani sira

fark edelim ki , Q,(u) operatoriUul]U ic¢in (3.2.2.1) formdld ile tanimlansin. Bu
taktirde kestirimi gecerlidir.

Qu(U) DUy ve [I(u) =1, (u],)] < ety (3.2.3.8)



ISPAT : U kimesinden herhanguOU elemanini alalim. (3.2.2.1) formiluni

kullanarak

Qu (u) =[w], =Wy, Wi, ... Wy, )

1
w, =— | u(t)dt,uluU
! Atkt{ )

Esitliklerini yazabiliriz.Buradan gagidaki eitsizligi elde ederiz:

(Saaf ) =), =l

Lon I-2N

1
N
fear

ZAt { 1 J'u(t)dt}

b

%]

j u(t)dt

ktk

ZAt

Cauchy-Bunyakowskil gtsizligini uygulayarak gagidaki eitsizligi elde ederiz:

., (ZA{ J uof dtDl (ZJ uof dt] ol oy <1

Buradan Q, ¢ U, oldugu gorilir.Bu taktirde [u]N 0OU, elemanmin yerine

[u], =Qu(w)OU,, elemanini alip Teorem 3.2.3.1'i ispatlarsak,

N-1 ) %
|J(U)_ Iy (Qy (U))| <Cydy + (ZAtk|uk _Wk| j < Cydy
k=0
esitsizliginin gegerli oldguna variriz.Buradan da lemma 3.2.3.1 ispatlandi.
Farz edelim kiR, operatori R, :L,, —» L,(0,T)
G(t) =Py ([u],) =t t st<t, (3.2.3.9)

formdld ile tanimlansin.

LEMMA : 3.2.3.2 : Farz edelim kiR, operatort (3.2.3.9) formdla ile tanimlansin ve

teorem 3.2.3.1'igartlari sglansin. Bu taktirdeR, (Ju] ) OU ve

9 (R.(ul)) -1 (

Kestirimi gecerlidir.

< c,dy Ry (u],) 0U (3.2.3.10)




ISPAT : U, kiimesinden herhangi'u]N OU elemanini alahmpB,’in formuliine gére

yazabiliriz:
1
1
2

T 2 5 N-1lia ) %
Bl ={ [ (b < £ il -
0 k=0 tk

N-1fk 5 % N-1 5
2| 2 Jluf ot | = Yol =[], <n
=0 §, =

Buradan P, ([u],)OU  oldugu goriliir. Bu nedenles=u t (QU kontrolintin yerine

G(t) =P, (u],)OU 'yu alip teorem 3.2.3.1'i ispatlarsaksagidaki sitsizligi elde

ederiz:
N-1
CZS(dN +2Atk|uk _uu| = Cysdy
k=0

Buradan lemmanin hilkmu elde edilir. Lemma 3.2.8p2tland!.

Nihayet bu lemmalar kullanarak sonlu farkl appinkasyonlarin fonksiyonele gore

yakinsaklgini [17] calsmasindaki yontemle ispatlayalim:

TEOREM 3.2.3.2 : Farz edelim ki ,lemma 3.2.3.1 ve lemma 3.2.3.2’gamtlar

saglansin. Bunlarin yani siraJ. (3.2.1.1) fonksiyonelinin kesin alt sinird, ise
(3.2.1.4) fonksiyonunun kesin alt sinir1 olsun niya

J. =inf J(u), 1. =inf 1,([u],) olsun veu' OU,[u], DU, icin J. = ()

uy [u], 0U
l. =1,(u] ) sartlansin bu taktirde

fim 1. =3, (3.2.3.11)
Limit bagintisi ve

[l —d|<csdy,N=1,2,.... (3.2.3.12)

Kestirimi gecerlidir.



[u],0U, ise (3.2.1.4) — (3.2.1.7) diskrit optimal kontrpiobleminin ¢dzumidur.
Lemma 3.2.3.1'e gore Q,(u)=U, olur.Bu taktirde (3.2.3.8) sisizliginde
u=u(t) JU yerineu =u (t)JU alarak, aagidaki sitsizligi yazabiliriz:

L <1y (QuU)) < IW) +edy N =2,2,.. (3.2.3.13)
Lemma 3.2.3.2'ye g(‘j@U]TV OU, ¢ozimi igin PN([u];)DU sartl sglanir. Bu

taktirde (3.2.3.10)dafu] OU, verine [u]N OU, alirsak bir sonraki sisizligi
yazabiliriz:

3 < IR(u] ) s 1 (u] )+ Cdy =1 +eedy , N=1,2,.. (3.2.3.14)
Bu sitsizligi ve (3.2.3.13) gtsizligini kullanarak kolaylikla (3.2.3.12) ‘nin gecerli
oldugunu elde ederizN - «ic¢in d; - 0 oldugundan (3.2.3.12)sésizliginin her iki
tarafinda limite gecersek ,(3.2.3.11)'in gecerlidwgu ispatlanir. Teorem 3.2.3.2

ispatlandi.

3.2.4. Optimal Kontrol Probleminin Gradiyentin Izdistimii
Yontemiyle Cozim Algoritmasi :

Bu alt bolimde (3.1.1.1) — (3.1.1.3) optimal kohpoobleminin gradiyentin izdiiima

yontemiyle ¢6zum algoritmasini agiklaygca

Farz edelim ki,u’° =u°(t) DU herhangi bgangi¢ yaklaim olsun. Bu taktirde (3.1.1.1)
— (3.1.1.3) optimal kontrol problemi igin gradiyentizdisim yodntemiyle argik
yaklagimlar

us(t) = R, (u*(t) - BI,(u%)),$=0,1,.. tO(0.T) (3.2
formalii ile insa edilir. [17] Burada R,(2) ifadesi z=z(t) noktasinity kiimesine
izdUsimuadur ve

s _ . US() - B, (U°)
us(t) =hy YRR (3.2.4.2)

L,(0,T)



Formuli ile tamimlanir.  B.J_(u°) ise (3.1.4.1) fonksiyonelinin gradiyentinir® U
noktasindaki dgeri olup
3, (U%) = =b(t) (W4elt) + Wre (1) + 20 (U5 (1) — Uy (1)) . S= 0,1,2,.. (3.2.4.3)

Formila ile tanmimlanir. BuradaHJOS(t)EWo(t;us),LPTS(t)EWT(t;uS) fonksiyonlari

(3.1.4.1) — (3.1.4.3) skenir.Sistemiru®* JU igin alan ¢6zimudirgB; >0 parametresi
bilinmeyen parametredir. Bu parametreyi bulmak icin

J (U <J,(u®) (3.2.4.4)
Sarti kullanilir. Ardgik yaklagiklarin bulunmasi strecini sona erdirmek igin

us™t = (u®) <¢ (3.2.4.5)

LOT)

Sarti kullaniimaktadir. Burada > 0 sayisi 6nceden bilinen kesinlik sabitidir.

Soylemek gerekir ki, bu veriler algoritmanin yardyla insa edilen{us} OU .dizisi

minimallestirici dizi olup herhangia >0 i¢in minimum veren elemana ,yani (3.1.1.1) —

(3.1.1.3) optimal kontrol probleminin bir tek olagpzimine yakinsagiolacaktir.

Gunku , @ >0 oldugunda J, (u) fonksiyonel ,kuvvetli konveks fonksiyonel oluhak

Teorem 3.1.3.1)

Bu nedenle (3.2.4.1) — (3.2.4.5) algoritmasinda>0 parametresini 6zel secmek
gerekmez.Sadece >0 parametresini yeterli kadar sifira yakin secmekekje

(3.1.1.1) — (3.1.1.3) optimal kontrol probleminimérik yontemle ¢ézmek icin ona
sonlu farklar yontemini uygulayip ,elde edilen diskoptimal kontrol problemine
gradiyentin izdgima yontemini kullanmamiz gerekir. Bu amagla (31).1 (3.1.1.3)
optimal kontrol probleminin sonlu farkli aynisi olaagida optimal kontrol problemini

g6z 6nune alalim.

N-1tks N-1
Ia([U]N) = kZ: _[ ‘Xg _Xﬂzmk +akZ:|uk _u0k|2Atk
=0t =0

k

Fonksiyonelinin U kiimesi Gzerinde (3.2.1.5) — (3.2.1s&ytlar altinda minimumunu

bulmak gerekir. Bu problemi kisaca (3.2.1.5) — (B.2) ,(3.2.4.6) olarak gdsterilir. Bu



ayrik optimal kontrol problemini ¢ozmek igin yinedeadiyentin izdgimua yontemini
sonlu boyutlu halini (8,16) kullanabiliriz. Bu ydrhe g(‘jre[u](; OU, balangig
yaklasimi verildiginde ,ardgik yaklagimlar gagidakisema ile tanimlanir:

[t = Py ([l -A1 ;) S=01.2.., (3.2.4.7)

BuradaR, [Z], ifadesi[Z], elemaninirlJ, kimesine izd§imu olup

[u]" =h, L, _ﬂsl”[U]T $=0,12,..
(Sl e |

formdld ile tanimlanir,

(3.2.4.8)

I, [u]], ise (3.2.4.6) fonksiyonunun gradiyentinip[u]’ OU, noktasindaki dgeridir

ve
I 8 R 1
1, [u]}, = b, (Wh + W) +a(u® -uy ) k=0,N -1 (3.24.9

Formiili ile tanimlanir W§ W k=0,N -1 fonksiyonlar ise gagidaki sistemin
[u], OU e karilik gelen ¢oziimudur. Yani Wi, = Wg, W = wi(u] ).k =0N -1

fonksiyonlari @agidaki sistemin ¢ozimuadur.

qu(; — qJ|s<+1 + (aqu|(<)+1 _ 2(XI(§+1— XIT<+1))Atk ’k =N — ]_,O (32410)
Wit = W~ (a Wk -2(xs - %)) At k=N -1,0 (321)
W =0,y =0 431.12)

Bs >0 parametresini segmek igin
L () > 1 ([ul) s=0.1.2... (3.2.4.13)

Sarti uygulanmaktadir. Arglk yaklagiklarin bulunmasi stirecini sona erdirmek igin

1
N-1 =
(\uﬁ*” ~u® 2Atk)2 <e (3.2.4.14)

k=0

Sarti kullaniimaktadir. Burada da >0 parametresi yeterli kadar sifira yakin secilir.



4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1 boéliminde adi diferansiyel denklem icionis fonksiyonelli optimal kontrol
probleminin ¢ozimanin vagh ve tekligi ispatlandi ve ¢6zim igin gerek ve yetedrt

gdsterildi.Bunlarin yani sira fonksiyonelin gradgegin formul elde edildi.

Tezin 3.2.boluminde adi diferansiyel denklem iciars fonksiyonelli optimal kontrol
problemine sonlu farkh yakjamlarin fonksiyonele goére yakinsakliispatlandi ve

¢6zUm algoritmasi gosterildi.



5. TARTISMA VE SONUC

Tezde ele alinan optimal kontrol problemi konuln@asmdan 6nceki c¢ahnalardan
onemli bicimde farklilamaktadir. Adi diferansiyel denklemler icin Lionsnfsiyonelli
optimal kontrol problemlerinin ¢cok az ele alipohdan dolayi tez ¢gimasi gerek teorik
gerekse pratik agidan Onemsita Bu tezde Lions fonksiyonelli optimal kontrol
problemleri icin elde edilen sonucglar ,6nceki gallardan farklidir ve onlarla

ortismez.
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