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OZET

Bu calismada Topolojik uzaylardan yola ¢ikilarak Topolojik Uzaylarda Dontistimler
Uzayi, Fuzzy Topolojik Uzay ve Fuzzy Kompaktlik verilmis ve son olarak Fuzzy Topolojik
Uzaylarda Doniisiimler Uzayi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Uzay, Dontisiimler Uzayi, Fuzzy Topolojik Uzay, Fuzzy
Kompaktlik, Fuzzy Topolojik Uzaylarda Doniistimler Uzayi, Deger Doniisiimii ve Exponensiyel
Doniistim.
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ABSTRACT

In this study I have started to Topological Spaces and than I have gone about Maps
Space 1n to Topological Spaces, Fuzzy Topological Spaces and Fuzzy Compactness finaly I
have givet information to about Maps Space in to Fuzzy Topological Spaces.

Key Words: Topological Space, Maps Spaces, Fuzzy Topological Space, Fuzzy
Compactness, Maps Spaces in to Fuzzy Topological Spaces, Evaluation Map and Exponential
Map.
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1.GIRiS

Bu tez calismasi igerisinde yukarida da belirtildigi gibi Fuzzy Topolojik Uzaylarin
ozel bir hali olan Fuzzy Topolojik Uzaylarda Doniigiimler Uzay: iizerinde durulmustur.
Calisma iki boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde gerekli olan kavram ve tanimlamalara
yer verilerek Topolojik Uzaylar, Doniisiimler Uzay1 ve Fuzzy Topolojik Uzaylar ile ilgili
gerekli teoremler ve ispatlari verilmistir. Ikinci béliimde ise Fuzzy Topolojik Uzaylarda
Déniistimler Uzayi lizerine yapilmis olunan ¢alisma verilmistir.

Topolojide, Analizde, Fonksiyonel Analizde; Doniisiimler Uzayinin énemli bir yeri
vardir. Dontlistimler Uzayinda bazi topolojiler tanimlanabilir. Bunlardan en Onemlilere
Noktasal Yakinsak ve Kompakt Acik topolojilerdir.

Bizim amacimiz Fuzzy Topolojik Uzaylarin Dontistimler Uzayinda Fuzzy Topolojiler
tanimlamak ve Genel Topolojideki teoremleri ve 6zellikleri buraya tagimaktir.

Fuzzy Kiime kavrami ilk olarak 1966 yilin da Liitfizadeh tarafindan ifade edilmistir.
Daha sonra Fuzzy Kiimeler iizerinde Topoloji kavramin1 Change tanimlamistir. Ardindan
Ming, Samanta ve digerleri Ayirma Aksiyomlar1 ve Kompaktlik gibi kavramlar1 Fuzzy
Topolojik Uzaylara tagimislardir. Son yillarda ise Fuzzy Topolojik Uzaylara farkli bir
yaklagim izlenilmektedir. Bu baglamda ilk olara Soustac Sezgisel Fuzzy Topolojik Uzay
kavramini ifade etmistir. Bu yeni durumda Fuzzy Kiimelerin agik olup olmamasi degil aciklik
derecesi onem tasimaktadir. Hard Samanta tarafindan Sezgisel Fuzzy Topolojik Uzaylar ile
Fuzzy Topolojik Uzaylar arsinda bir baglant1 kurulmustur. Bizde bu baglantidan yararlanarak
Sezgisel Fuzzy Topolojik Uzaylarin Doniistimler Uzayinda Noktasal Yakinsaklik Topolojisini

vererek bu Doniistimler Uzaymin bazi 6zelliklerini arastirdik.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerleyen konularda gegen tanimlar ve teoremler ile bunlarin ispatlarina yer

verilecektir.

2.1:Topolojik Uzavylar

Tamm 2.1.1: X bos olmayan bir kiime ve 7 = {U, }ae , © 2" inbir alt ailesi olsun. 7 ailesi

a

icin agagidaki kosullar saglanirsa:

1-) X,Q€r,

2) VA < Aaltkiimesii¢cin YU, e,

aed

3) 7 da alman her sonlu sayida elemanin arakesiti 7 ya aittir

7 ya X tlzerinde bir topoloji, (X ,r) ikilisine topolojik uzay, 7 nunher U, elemanina agik

kiime denir.

2.2: Doniisiimler Uzavi

(X, 7), (Y, 7 ) iki topolojik uzay, C(X, Y)= Y* ise X ve Y ye giden biitiin siirekli
fonksiyonlarin kiimesi olsun, Y kiimesinde topoloji tanimlayalim, dnce bunu 6zel durumda,

yani C(X, R)= R" lizerinde inceleyelim.

2.2.1: Tanim A c R bir kiime f € R"bir fonksiyon olsun. f € 4° < li}nf1 =f

2



saglanacak sekilde { f, } =4 dizisi vardir.

2.2.2: Teorem R" kiimesinde 4 a A° islemi i¢in kapanma isleminin kosullari saglanir.

Ispat: O° = O oldugu aciktir. Her f € A° i¢in { f }sabit dizisi f fonksiyonuna diizgiin
yakinsadigi i¢in f € A° dir, yani 4 < Adr,
A c Bolsun. Her i¢in f € A i¢in lilm f, = fsaglanacak sekilde { f, } =4 dizisi vardir.

A c Boldugundan { f, } c B dir. Buradan f € B“ dir, yani 4° — B dir.

(AY B)" = A° Y B oldugunu gosterelim

Ac AYB= A c(AY B)*
= A°YB c(AY B)*

Bc AYB= B (AY B)*
dur.

Simdi (AYB) < A°Y B° oldugunu gosterelim. Her fe(AYB)C igin lilmfl =f

bi¢iminde { f,} = AY B dizini vardir. A ve B kiimelerinin en az birisinde bu dizinin sonsuz
elaman aittir. Farz edelim ki { £, } dizisinin { f, } sonsuz alt dizisi A kiimesine aittir. O zaman

li,fnflk = foldugundan fed°c A°YB“dir, yani (AYB) < A°YB“dir. Bodylece

(AY B) = A° Y B°oldugu ispatlanmis olur.



(A°)° =A4° oldugunu arastiralm. Ac A° = A° < (4°)°dir. (A4A°)° < A° oldugunu

gosterelim. Her f € (4°)° i¢in lilm f, = f saglanacak sekilde { /' } < A dizisi vardir. Yani
her % >(0ve her x € X i¢in

V20| i) - (0] <&

kosulunu saglayan i, € N vardir. f, € A° oldugundan li{n g\ = f. saglanacak sekilde

{ g < A dizisi vardir, yani her % >0ve x € Xigin

J

Vk > kg ()~ £,(x)] < S

kosulunu saglayan k, € N vardir.

O halde her ¢ > 2,k > k,,i 2i,ve x € Xi¢in
() - gl @)|=|f ()= £+ fi(0) - g ()] <
@) = £+ i) - g () < &4+ 84 =
dur boylece f fonksiyonu icin li{n g\ = fsaglanacak sekilde {g,}c A dizisi bulundugu

icin f € A°dr.
R" kiimesinde bu kapanma iglemi ile tanimlanan topolojiye diizgiin yakinsaklik

topolojisi denir.

2.2.3: Tamim (X, 1), (Y, 7') iki topolojik uzay olmak iizere
B={M(AY): AeFYer'}



ailesinden bir alt taban olarak Y kiimesinde iiretilen topolojiye noktasal yakinsaklik
topolojisi denir.

Her x e X i¢in ¥, =Y ise ¥ kiimesi HYX kiimesinin bir alt kiimesidir. O halde eger

xeX

(Y, ') bir topolojik uzay ise H Y de bir topolojik uzaydir ve Y™ kiimesine H Y uzaymin

xeX xeX
carpimi topolojisinden liretilen alt uzay topolojisi verilebilir.Boylece Y™ kiimesinde iki

topoloji tanimlanabilir.

{(Xs, Ts) } ses topolojik uzaylar ailesi, (Y, t') bir topolojik uzay olmak tizere

Xs

Yy H (Yxs )’ Y“?Sn

seS
kiimelerinde noktasal yakinsaklik topolojisinden yararlanarak topoloji tanimlanabilir. Aynen,
{(Xs, Ts)} ses topolojik uzaylar ailesi ve (Y, 1) topolojik uzay1 igin,

v le{I1

seS seS

topolojik uzay tanimlanabilir.
Bu uzaylar arasinda bazi baglantilar1 aragtiralim.
AILSEICE A H(IQ").[HIQ]
seS seS seS

doniistimleri uygun

Vif: X, »Yie][J0™)icn V({1 =V £,

seS sesS



V{f: X >Y e[ J@)isin AL =A L

seS ses

formiilleri ile verelim.

VfeY' f:@X, Y igin

Vi={foi=f

xS=fS:XS—>Y}eH(Y"‘)

vaEHYS) , f:X—)HYSiQin
VI =prof = X > Yye[T00)

formiilleri ile tanimlanan doniisiimler uygun V ve A doniisiimlerinin tersleridir ve

dolayistyla V ve A déniisiimleri birebir ve 6rtendir.

2.2.4:Teorem {(X, Ts)}ses topolojik uzaylar ailesi, (Y, ') bir topolojik uzay ise
vl > v
seS
doniisiimii noktasal yakinsaklik topolojisine bir homeomorfizmadir. Aynen (Y, 1) bir
topolojik uzay, {(X, t's)}ses topolojik uzaylar ailesi ise
s:TJ-(T1x |
seS seS

doniistimii noktasal yakinsaklik topolojisinde bir homeomorfizmadir.

Ispat: V, A doniigiimleri ve onlarin terslerinin siirekli oldugu benzer sekilde gosterildiginden
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birisinin siirekli oldugunu gostermek yeterlidir.

Vi[> rs

seS

doniisiimiiniin stirekli oldugunu gosterelim.

Dx, Dx,
Her x e @ X noktas1 U etliginy 1 p.'(U)kiimesi ¥ * uzaymin topolojisinin

seS

®x
bir alt taban elemanidir ve V min siirekli oldugunu géstermek igin ¥+ 1 p'(U) kiimesinin

ters gortintiisiiniin agik oldugunu gostermek yeterlidir. x € @ X noktast X uzayina ait olsun.

seS

O zaman

Xs

®
VY I plO)|=VIH{S@X, oY f(x)eU })=

{foi =f X, —>Y:fsn(x)=foisn(x)=f(x)eU}=

Y™ 1 pl(U)x H &

S#S,

dir. Bu son kiime H (Y™ )uzayinda a¢ik oldugundan V doniisiimii stireklidir.

X, Y, Z, T topolojik uzaylar, g:Y — Z,h:T — X siirekli fonksiyonlar olmak iizere,
O AR VAR e -y’
doniisiimleri
Vi eY'igin @, (f)=gof,

VfeY'igcin W, (f)=foh,
7



formiilleri ile tanimlansin.
@, (M(4,B))=M (4, (B)),
¥, (M(4,B))=M(h(4),B)
oldugundan @ ,"¥, doniisiimleri noktasal yakinsaklik topolojisinde stireklidir.
Fonksiyonlarin
DY xZ'>Z"
bileske igslemi bir doniisiim olarak Z (f,g)=gof formiili ile verilebilir. Fakat Z bir

fonksiyon olarak her zaman siirekli degildir.

2.2.5: Tamim
Q:Y'xX->Y,Q(f,x)=f(x)
seklinde tamamlanan déniisiime deger doniisiimii denir.
(Y, 1)) bir topolojik uzay, {p} tek noktali uzay olmak lizere i,:Y—>Y r }dénﬁsﬁmﬁ

i,(»): {p}—) Y, i,(y)(p)=yformili ile tanimlayalim. Agiktir ki i, :Y —>Y v }dénﬁsﬁmﬁ bir

homeomorfizmadir.

Simdi € dontstimiiniin )’ ile ifadesini verelim.

1 > i
YxxX_)YxxX{p}_)Y{p}_)Y

doniisiimlerinin bileskesi Q doniisiimiine esittir. Gergekten,

V(f,x)eY xXigin

i, oy ol xi)(f,x)=0," 0D (f,i,(x)=



i, (f 0 (x) = f(x)=Q(f,x) dir.

Son olarak exponensiyel ad1 verilen

A : YZXX % (YX)Z’A—I : (YX)Z % YZXX

doniisiimlerini tamamlayalim

2.2.6: Tamm A ve A déniisiimlerinin dnce uygun uzaylarda tanimlanan biitiin fonksiyonlar

(stireksiz dahil) i¢in verelim.

Her f:ZxX —>Yicin A(f):Z—>Y olmas1 gerekir. O zaman her zeZigin

A(f)(z): X — Y olmalidir. Bu son doniistimii
AU = f(2,%)
formiilii ile verelim.

Simdi A" doniisiimiinii tanimlayalim. Her f:Z — Y i¢in f(z): X — Y dir. O halde
her xe Xigin f(z)(x)eYdir. Yani f(z)(x)ifadesini iki degiskenli fonksiyon gibi
diisiinebiliriz. Boylece

A ()zx) = [E)E) e Y
dir.

Bu durumda A doniisiimii birebir ve ortendir. Eger yalmiz siirekli doniisiimler ele

alinirsa f € Y7 icin genelde A(f) ¢ (Y*) ve tersine her g € (Y*)*igin A™'(g) ¢ Y***dir.



Ancak, eger Y uzaymnin topolojisi noktasal yakinsaklik topolojisi ise her siirekli

f € Y**" fonksiyonu icin A(f) e (Y") fonksiyonunda stireklidir. Gergekten,
A(f):Z — Y fonksiyonu sireklidir ancak ve ancak her x, € Xi¢in p, A(f) fonksiyonu
stireklidir. Her z € Zigin (p, A(f))(z) = f(z,x,) oldugundan p A(f) streklidir.

Y*uzayinin noktasal yakinsaklik topolojisinde her siirekli g € (Y")” fonksiyonu igin
A'(g) fonksiyonu genelde siirekli degildir. Gergekten g e (Y™)” fonksiyonu siirekli ise her
belirlenmis, x, € X, z, € Z noktalar1 i¢in [g(z,)](x) ve [g(Z)](xo) fonksiyonlari bir argiimana

gore siirekli olmalar1 gerekir. A™'(g)fonksiyonunun siirekliligi ise g fonksiyonunun her iki

arglimana gore siirekliligini gerektirir.

2.2.7:Teorem (X, 7). (Y, T ) iki topolojik uzay olsun Y* kiimesinde herhangi bir topoloji
verilsin. Bu topolojide her siirekli g € (Y*) icin A™'(g) € Y*** fonksiyonunun siirekli olmasi

icin gerek ve yeter kosul Q:Y" x X — Y doniisiimiiniin siirekli olmasidir.

Ispat: “=” Z=Y"ve g=1i¢in teoremin kosulundan AN'(g): Y xZ — Y doniisiimii

sureklidir.

[roQlN} ) =0(f.0)=fx)
oldugundan A oQ = lyx dir, yani Q = A" dir. Bu nedenle Q siireklidir.

“<=” QY x X — Y doniistimi siirekli olsun. Her siirekli g € (Y™)* fonksiyonu igin

AN'(g)=Q(gx1,):ZxX >Y

10



oldugunu gosterelim. Her (z,x) € Z x X i¢in

e x1 )0 =[(g x 1))z 0 = Q(g(x),2) = g(2)(),
yani A oQ(gx1,)=gdir. Buradan ise A™'(g)=Q(gx1,) iki stirekli fonksiyonun bileskesi

oldugundan siireklidir.

2. 3: Fuzzy Topolojik Uzavylar

Tanim 2. 3.1: Bos olmayan bir X kiimesi iizerindeki 7 kiimeler ailesi asagidaki kosullari

saglarsa:

1-)00, 100 € 7,
2-)A4,, A,etise A N A4, e,

3-) A ez iseherbir i icin, Y4, €7,

(X,7) ikilisine bir fuzzy topolojik uzay denir.

Teorem 2.3.2: f: X —»Y bir X fuzzy topolojik uzayindan, ¥ fuzzy topolojik uzayina bir
doniisiim olmak tizere X ’ in fuzzy siirekli bir X, fuzzy noktasinda ancak ve ancak V' , ‘nin
her f (X t) fuzzy komsulugunda f (U )S V' olacak sekilde U ‘nun bir X, fuzzy komsulugu

vardir.

X ‘in her fuzzy noktasinda, f,X iizerinde fuzzy siireklidir.

11



Tanim 2.3.4: f: X — Y bir doniisiim olmak lizere eger f fuzzy siirekli ve fuzzy agik ise

fuzzy f ye homeomorfizmdir denir.

Tanim 2.3.5: Eger her farkli X, ve Y fuzzy nokta cifti icin (i.e., farkli fuzzy noktalar)
X, eU, yeV ve UAU =0, olacak sekilde fuzzy agik U ve ¥ kiimeleri varsa (X,7) fuzzy

topolojik uzayina fuzzy Hausdorff uzay1 veya 7, — uzay1 denir.

Tanmm 2.3.6: Ancak ve ancak X ’de her fuzzy X, fuzzy noktasi i¢in fuzzy agik U e~
kiimesi vardir. Oyleki X, e U ve U bir fuzzy kompakt, i.e., her fuzzy agik ortiiniin, U sonlu

alt ortiisli varsa (X , 2') fuzzy topolojik uzay1 yerel kompakttir denir.

Not 2.3.7: Her fuzzy kompakt uzayi, fuzzy yerel kompakttir.

Onerme 2.3.8: Hausdorff fuzzy topolojik uzaymda X , asagidaki durumlarda denktir.

1-) X bir fuzzy yerel kopmaktir.
2-) X ’de her X, fuzzy noktas1 icin, X, €U ve U fuzzy kompakt olacak sekilde X ’de bir

fuzzy acik U kiimesi vardir.

Ispat: (1-)=(2-): Hipotezle X ’in her fuzzy X, noktast icin bir fuzzy agik ve fuzzy
kompakt U kiimesi olsun. X fuzzy Hausdorf (Bir fuzzy Hausdorf uzayimin, fuzzy kompakt
alt uzay1 fuzzy kapalidir.) U fuzzy kapalidir: Boylece U =U .Bunedenle X , €U ve U

12



fuzzy kompakt olur.

(1-)=(2-): Asikardir.

Onerme 2.3.9: X bir fuzzy topolojik uzay1 olsun. X ’de bir X, fuzzy noktas1 ancak ve

ancak f her X, yiigeren agik U kiimesi bir V' agik kiimesine gotiirsiin. Oyleki X, eV, v

fuzzy kompakt ve V<U X fuzzy yerel kompakt olur.

Ispat: ilk olarak farz edelim ki x, nokta olsun. Tamim 2.4°de olusturulan fuzzy agik U

kiimesi madem ki X fuzzy Hausdorffun x, eV ve V fuzzy kompakttir. U ise fuzzy

kapalidir. Boylece U =U ’dur. v, € (1 ¥ —V)ngibi bir fuzzy noktasini alalim. Madem ki X

fuzzy Hausdorff tur. Tanim 2.3’e gore x, e C ve ye D ve CAD=0_ olacak sekilde C ve
D agik kiimeleri vardir. ¥ =CAV olsun. V<V, V<U=V "yu kapsar. Madem ki v f-

kapali ve V' fuzzy kompakttir. v de fuzzy kompakt olduguna gore boylece x, € V<U ve U

fuzzy kompakttir. Tersi Onerme 2.6 (2-)’den gosterilir.

Tanim 2.3.10: (X , 2') fuzzy topolojik uzayinda iki fuzzy a¢cik 4 ve B kiimelerinin kartezyen
carpimi V (A X B) (x, y) ’in (A(x),B(y)) biitiin (x, y) € X xY i¢in belirlidir.

Tanim 2.3.11: Eger f,: X, > Y, ,i=12 iken f, x f,: X, xX, =Y, xY, oluyorsa

(f1 x f, ).(x1 , X, ) = (f1 (x1 ), /1 (x2 )) her (x1 ,xz) X, x X, i¢in terimdir.

13



Terim 2.3.12: /*’de herhangi 4 ve B fuzzy kiimeleri icin (4x B)=(4'x1,)u (1, x B')dir.
Benzer sekilde f:X,—7Y, i=12 ise (f,xf,)" (B,xB,)=f"(B)xf,"(B,) biitin

B, xB, c X, xY,’dir.

Tanim 2.3.13: X ve Y gibi iki fuzzy topolojik uzay1 olsun.

T:XxY—>YxX fonksiyonu T(x,y)= her (x,y)e XxY igin belirli ise f e

V> X
degisim doniisiimii denir.

Siradaki Lemmanin ispati kolaydir.

Lemma 2.3.14: 7: X xY — Y x X ’e degisim doniisiimii fuzzy siirekli iken belirlidir.

2. 4: Fuzzv Kompakthk

Tamim 2. 4. 1: A fuzzy kiime olsun v e I” fuzzy kompakt ise her kiime ailesi i¢in

P <o iken supu>v

uepy

ve her ¢ >0 i¢in bir sonlu altaile B, < f oldugundan

supuzv-—¢&
Hepy

dur.
Simdi yukaridaki tanimdaki fuzzy kompaktlik kavramini kullanarak asagidaki tanimi1
verelim.

14



Tamim 2. 4. 2: (E ,0 ) bir fuzzy topolojik uzay ise sabit bir fuzzy kiime tizerinde (E ,0 ) fuzzy

kompakt uzaydir.

3. FUZZY TOPOLOJIK UZAYLARDA DONUSUMLER UZAYI UZERINE
CALISMA

3.1: Fuzzy Kompakt-Acik Topoloji

Fuzzy topolojik X uzayindan, fuzzy topolojik Y uzayina biitiin fuzzy siirekli

fonksiyonlarin fuzzy kompakt agik topoloji olusturdugu genel yargisini biliyoruz.

Tamm 3.1.1: X ve Y iki fuzzy topolojik uzay1 ve Y* = {f X > Y} f bir fuzzy siirekli
olsun.

Fuzzy kompakt-agik topoloji denilen verdigimiz Y* sinifi topolojisi:

K= {K el” :K,X defuzzy kompakt}
ve
V={rer vy}
Herhangi bir K €K ve VeV igin
Ney =l e f(K)<v}
olur.
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{N v - KeK, Ve V} grubu, fuzzy kompakt-agik topoloji denilen, Y™ sinifinda bir

temel fuzzy topolojisi olusturmak zorundadir. Y* sinifiyla bu topolojiye bir fuzzy kompakt-

acik topolojik uzay denir. Aksi belirtilmedikge, Y* her zaman fuzzy kompakt-acik topoloji

olur.

3.2: Deger Doniisiimii

Simdi fuzzy ve topoloji uzaylarin kartezyen garpmmi Y* x X ve Y* x X ‘den Y ’ye

tanimlayalim.

Tamm 3.2.1: e: Y x X — Y ’ye tammh e(f, xx,)= f(x,) her f x, € X noktast igin ve

feY” déniisiimii fuzzy deger déniisiimii olarak adlandirilir.
Teorem 3.2.2: X bir fuzzy yerel kompakt Hausdorff uzay1 olsun.

e Y'xX Y

fuzzy deger doniisiimii fuzzy siireklidir.

Ispat: x,xX ve fe¥' olacak sekilde (f,x,)eY*xX ele alalim. Y iginde
f (xt)=e( f ,xt) kiimesini kapsayan, V' fuzzy acik kiimesi olsun. Mademki X fuzzy yerel

kopmak ve f fuzzy siireklidir. Onerme 2.3.9’a gore X iginde bir U fuzzy acik kiimesi

vardir. Oyle ki x, e V.,V fuzzy kompakt ve f (I7)S v dir.

16



Y* x X icinde Nz, xV fuzzy agik kiimesi ele alalim.

( fx, ) €Ny, xU olacag asikardir. (g,xr ) € Ny, xV rastgele secilmis olsun, boylece

g(ﬁ)ﬁ V olur. Mademki x, €V dir. Bu nedenle g(x,)eV ve e(g,x,)=g(x,)eV olur.

Boylece e(N xU )S V' e’nin fuzzy siirekli oldugunu gosteriri.

uy

Indiikleme déniisiimiiniin f: Zx X — Y bir fonksiyon olusturacagini ele alalim.

Tamum 3.2.3: X,Y,Z fuzzy topolojik uzaylar1 ve f:ZxX — Y herhangi bir fonksiyon

olsun. ]A”(xt Xz,)=f(z,,x.) tammhdir.

Ters taraftan bakacak olursak, f:X — Y’ ye verilen bir fonksiyon ayni kurala gére

bir f Orten fonksiyonu tanimlar.

]A”’nin stirekliligi, stirekli olan f ile aynmi karakteristikte adlandirilirsa da, f ‘ye gore

cok yonliidiir. Bu maksatla sonraki sonucu vermeye ihtiyag duyuyoruz.

Onerme 3.2.4: X ve Y ikili fuzzy topolojik uzaylar olsun ve Y aym zamanda fuzzy

kompakt olsun. X ’de herhangi bir x, fuzzy noktas1 ve {xt}xY ’yi kapsayan X xY fuzzy
kartezyen carpim uzayinda fuzzy acik bir N olsun. Bu durumda olacak sekilde X icinde
x,nin W fuzzy komsulugu vardir. {x, }x¥ <WxY <N

Ispat: {x,}xY’nin Y’ye homeomorf oldugu asikardir. Bu nedenle (X xY nin fuzzy
topolojisi igin ) {U xV}’nin temel elemanlartyla {xt}xY ’yi Ortebiliriz. {xt}xY mademki
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fuzzy kompakttir. Oyleyse {U X V} sonlu yan ortiisti, U, xV,....,U, xV, temel elemanlarinin

sonlu sayida oldugu soyler.

Genelligi bozarak, her i=12,...,n i¢in x, €U, oldugunu varsayalim. O halde temel

elemanlar gereksiz olur.

olsun.

W fuzzy agik ve x, e W oldugu asikardir.

WxYS\n/(UixVi)

i=1
oldugunu gostermeliyiz

(xr, Y, ),WxY icinde herhangi bir fuzzy noktasi olsun. (xz, ys) fuzzy noktasini ele
alalim. Baz1 i igin (x,,y,)eU, xV, boylece y, €V, olur. Fakat her j igin j =1,2,...,n (giinkii

x, €W) x, €U, istenen olur. Fakat U, xV, <N her i=12,...,n igin ve

Wxy <\, (U xV)

i=1

dir. Bunedenle WxY <N

Teorem 3.2.5: Z bir fuzzy yerel kompakt Hausdorff uzay1 ve X,Y keyfi topolojik uzaylar

olsun. Bu durumda
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kuralli ile tanimlanan jA”,jA” : X > Y? fuzzy siireklidir. Ancak ve ancak f:ZxX —Y fuzzy

siirekli bir doniisimdiir.
Ispat: Farz edelim ki ]A” fuzzy siirekli olsun

ZxX—L s 7xy? — Y xZ—5Y
fonksiyonlarini ele alalim.
Z tizerinde i, fuzzy 6zdeslik fonksiyonu belirtir, ¢ degisim doniisiimii belirtir ve e

deger dontlisiimii belirtir. Mademki

et(l‘z X f)(zs’f(xt )) = e(f(xt )’Zsj = f(xt )(Zs)z f(Zs’xt)
dir, bu f= et(z’z X ]A”j oldugunu gosterir ve fuzzy siirekli fonksiyonlar1 birlestirdigi i¢in f

‘nin kendisi fuzzy siirekli fonksiyon olur. jA’(x f ) ey’ ]A‘(xk ) ’y1 kapsayan vardir.

Nyy=lger” : g(K)<U.Kel”}

fuzzy kompakttir ve U e I" fuzzy agiktir.

Tersine, farz edelim ki f* fuzzy siirekli bir fonksiyondur. X i¢inde x, gibi keyfi bir
19



fuzzy noktasi alalim. ]A‘(xk JeY? ]A”(xk) ’y1 kapsayan vardir.

Nyy=lger”  g(K)<U.Kel”}
Bu kiimede fuzzy kompakttir ve U € I" fuzzy agiktir. Yardimer elemanim dikkate

alalim. W ’nin bir x, fuzzy komsulugunu bulmak zorundayiz. Bu jA” ‘nin bir fuzzy siirekli

doniisiim oldugunu ispatlamaya yeterli olacaktir.

A

K icinde herhengi bir z, fuzzy noktasi igin, ( f (xk )j(zu)= f ( u,xk)eU vardir.

Boylece f (K X {xk}é U, yani,K x {xk}S f (U )) olur. Mademki f’yi fuzzy siirekli almistik.
O halde f'(U),Zx X iginde bir fuzzy agik kiime olmus olur. Boylece f (U)K x{x,}’y1

kapsayan ZxX icinde bir fuzzy acik kiime olur. Bu nedenle Onerme 4.4’e gore

K x{x, }< KxW < f(U) olacak sekilde X iginde x, nin W komsulugu vardir. Bu yiizden
f(KxW)<U dur. Simdi herhangi bir x, eW ve z, €K igin f(z,,x,)= (f(x,. )j(zu JeU

dur.

AN

O halde biitiin x, e W igin ( K )jU ve yani biitiin x, e W jA’(xr JeN xu olur.

Boylece f(W)< N xu istenen sonucuna ulagsmis oluruz.

3.3 Eksponensiyel Doniisiim

Indiikleme déniisiimleri yardimiyla eksponensiyal kuralini tanimlayalim ve bununla
ilgili baz1 6zelliklere bakalim.
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Teorem 3.4.1: X ve Z fuzzy yerel kompakt Hausdorff uzaylar1 olsun. Bu durumda herhangi
fuzzy topolojik ¥ uzayi i¢in,

E:v™ 5 (v7)
fonksiyonu

A A

B )= v BN e )= eon )= 765 )

biitiin f: Zx X — Y fonksiyonu i¢in bir fuzzy homeomorfizmdir.

Ispat:
(1-)  FE dstiinde asikardr.

2-) f,g:ZxX —>Yicin

A

E( f ):E(g) olsun. Boylece f =g , fve g’nin indiikleme doniislimlerini saglar.
Simdi X i¢inde x, gibi herhangi bir fuzzy noktas: i¢in ve Z iginde z, gibi herhangi bir

fuzzy noktasi igin

Flepon ) =( 05| | el o) elev o)
O halde f =g olur.
(3-) Ispat icin E’nin fuzzy siirekli, (yz)x icinde ]A”’nin herhangi bir V' fuzzy yardimci
komgulugunu ele alalm. Yani V', N, formundadir. Burada K X ‘inbir fuzzy kompakt alt

kiimesi ve W, Y 'nin fuzzy agik alt kiimesidir. Bir an olsun genel yargiy1 yok sayarak, L,
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Z ’nin bir fuzzy kompakt alt kiimesi ve V eI’ fuzzy acik, W =N v oldugunu varsayalim.

Bu durumda

1K) N, = ve ) D)sv
yu kapsar. Boylece K icinde herhangi bir x, fuzzy noktasi ve L iginde her z, fuzzy noktasi,
(}(xt )j(zu)eU yani f(z,,x,)eU ve o halde f(LxK)<U olur. Simdi mademki L, Z

icinde fuzzy kompakttir ve K, X icinde fuzzy kompakttir. Ayni zamanda LxK da ZxX
icinde fuzzy kompakt olacaktir ve mademki U, Y i¢inde fuzzy acik bir kiime, dyleyse

feN, o <Y?" dir diyebiliiz. E(N,xK,U)<N,, oldugunu iddia ediyoruz. Oyleyse
g €N, ., keyfi olsun.Boylece her , € L <Z fuzzy noktasi ve her x, € K <x fuzzy
noktalart  igin ( é(xt )j €N,,, yani her x,eK<x fuzzy noktalar1 igin
( é(xt )j € N, ,_ olur.Bu nedende

glK)<w

yani

g:E(g)ENK,W

herhangi bir g€ N, i¢in vardir. Boylece

E(Npy0)S Ny

olur. Buise E ’nin fuzzy siirekli oldugunu ispatlar.
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(4-) E™"’in fuzzy siirekliligini ispatlamak i¢in, deger doniisiimii ele alalim: ¢ :(y*) x x —
e (},xt] = /A’(xt) kural1 ile tanimlansin. Burada ]A” € (Y - )x ve x, X icinde herhangi bir fuzzy

noktasidir ve e,Y*xZ —Y tammlansin. e,(g,z, )= g(z, ) kurali ile burada ge ¥~ ve z,, Z

icinde bir fuzzy noktasidir.
w asagidaki fuzzy siirekli fonksiyonlarin bileskesini belirtsin

(ZxX)x(v7f —(r ) x(zx X)
(v ) x (X x Z)
|y x)xz
— 2 YixZ

—2 Y

Burada i, i,; (Y z )X istiinde fuzzy 6zdeslik doniisiimii belirtir. Z ve T,¢ degisim donilisimi
belirtir. Boylece
w:(ZxX)x(YZY —Y
yani
(Zxx )y )

veYtY

dir. Asagidaki doniisiime dikkat edelim.
E . Y(ZXX)X(YZ )X N (YZXX )(YZ )X

E)e )
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yani bir fuzzy siirekli doniistimdiir.

E(V/):(Yzy =G

olsun, simdi herhangi z, € Z fuzzy kiime noktalar1 i¢in, x, € X ve f € Y”** ibilindigi gibi

denersek
(E@)oEfNz,x)= £(,0x,)
oldugundan
E oE(y) = 6zdeslik
olur.

Benzer sekilde herhangi & € (Y7)° ve x, € X fuzzy kiime noktalar: igin bilindigi gibi
deneyelim
(BB ()2 ) Nz,) = 2(x X,)
oldugundan
E oE(y) = 6zdeslik

dir. Buise E nin bir fuzzy homeomorfizm oldugunun ispatidir.

3.4:Fonksivonlar Uzayi Uzerinde Yiiksek Dereceden Aciklik

Tamm 3.4.1: 7: " — L, X kiimesi iizerinde bir fuzzy topolojik doniisiim dyle ki;



dir. 7 ya X kiimesi lizerinde fuzzy topolojik uzaylarda yiiksek dereceden agiklik ve (X ,r)

ya da Sezgisel Fuzzy Topolojik Uzay denir.

Tanim 3.4.2: (X ,r) ve (Y , r') iki fuzzy topolojik uzay ve f: X — Y bir doniisiim olmak

iizere, f her yel’ icin

e(u)<e(f (u)

da yiiksek dereceden bir koruma doniisiimii denir.

Tanim 3.4.3: {(X T, rf)}. X fuzzy topolojik uzaylarda bir aile ve X =7, , X, ve

27270
2702710

p,: X = X,,i € A birer izdiislim doniisiim olmak tizere, {P,- X - (XA T, r.*)}. X ailesine X

tizerinde yliksek dereceden bir agiklik denir ve X lizerinde (ﬂ'ie ATis 7T Ar,.*) belirtir.
(X’ ﬂieATi k4 7Z.I‘EAT;k )
ticliisii fuzzy topolojik uzaylarda {(X T T, )} R ailesinin bir iiriiniidiir.

Yukaridaki tanim yiiksek dereceden bir agiklik i¢in yapilmistir.

Onerme 3.4.4: (X , z') fuzzy topolojik uzaylarda bir aile 7, X {izerinde yiiksek dereceden

bir agiklik olmak iizere, her » € (0, 1] i¢in
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rr={,ueIX:r(,u)Zr}

X tizerinde bir Chang fuzzy topolojisidir.

Onerme 3.4.5: {Tr :re(O,l]} ailesi, bos olmayan bir X kiimesi lizerinde Chang fuzzy

topolojisi olsun ve 7: 1 — I déniisiimii tanimlansin, buna gore

T(p) =\/{r e(0,1]: e Tr}
7, X flzerinde yiiksek dereceden bir aciklik dir ve Furthermore dan r € (0,1] icin herhangi

bir degerden,

T=]T

r s
s<r

tim 7 €(0,1] i¢in 7, =7, dir.

Tamm 3.4.6: (X,7) L - fuzzy topolojik uzay, &+ Y c X bir kiime. (LY,T

Y) ya
(Y, VUELX,(T|Y)(U)=V{T(V)IVELX,V|Y=U} L - fuzzy topolojik uzay1 iizerinde bir

kiime) (X , r) nun bir altuzayi denir.

Tamm 3.4.7: {(X,.z )}teT L - fuzzy topolojik uzaylarda bir aile ¢, #¢, icin X, N X, = bir

127t

kiime olsun. X =[JX, bir kiimeler ailesi ve V¢eT,j,: X, - X bir doniisimii (yani
tel

VxeX,, j(x)=x),
26



VBel", o(B)= A

teT

7. (/i (8))

olarak tamimlanir. o, {, }teT L - fuzzy topolojik uzayinda z 7, belirtir ve kisaca Z T,

teT

olarak yazilir.

L- fuzzy topolojik uzayda (X ,Zr,) ya esas L- fuzzy topolojik uzay denir.

D (X,.7,) ve D (X,,7,) kisaca

teT

{(Xt’ 4 )}teT

olarak yazilir.

(X,0)= Z(X ,»7,) oldugunu kabul edelim. Ag¢ik¢ast X kiimesinde bir 7 L - fuzzy

topolojisi varsa 7 L - fuzzy topolojisi j, :(X T ) - (X ,r) de siirekli olur boylece,

127t

VAeL", T(A)SO'(A)

olur yani X kiimesi tizerindeki o L - fuzzy topolojist her ¢t € T i¢in j, de stirekli olur.
Tanim 3.4.8: 7, X kiimesi lizerinde bir LM - fuzzy topolojisi olmak iizere.

1-) 7, B nin bir taban1 ise B:L* — M asagidaki gibi:

VAELX,T(A)= vV oA B(Bﬂ),

Vv B;=A4 Aen
AEA

Ifade edersek v A B(B,), B (A4) tarafindan belirtilir.

Vv B,;=A4 Aen
Aen

29 7, ¢ : ¥ - M birtaban ise ¢:L* —> M da bir alttabandir ve her 4 L i¢in
27



" (4)= v A ¢(B,) (1) ile siirekli “arakesitler” dir.

ey Bi=A e

Tanim 3.4.9: {(LX’,Tt)} LM - fuzzy topolojik uzayda bir aile ve P, :HX , = X, izdiisiim

t
ter tel

olsun. LM - fuzzy topolojik uzaylarda bir alttaban olanHXt , {T; iteT } LM - fuzzy

telT

topolojik uzaylarda

VAEL‘I;[XI,¢(A): VoV rt(B)

1€ (R)," (B)=4
. o [1x X L
olarak tanmimlanir, Hrt seklinde belirtilir. Hz't. L ,Hrt , {(L T, )} . ailesinin
teT telT teT 1e

izdiisiim uzayidir.

Yukaridaki 3.6.8. ve 3.6.9.” uncu tanimlar L = {0,1} oldugu zaman taban ve alttaban

izdiisiim uzaylarini belirtir. Bu iki sinif fonksiyonlarinin tanim 3.6.3. ve tanim 3.6.9.” da
verilen izdiisim uzaylart olduklari unutulmamalidir. Simdi bu tanimlar arasindaki iliskiyi
inceleyelim.

Derece doniisiimii olan 7 , ¢: X — [ olarak tanimlansin.
(1) —
VAE!E_T[X” @ (A)—iQJ;/ﬁ:Al/E\J¢(B}L)

olarak tanimlanan asagidaki:
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- M (p \_ )
7(4) VJ;?:AAIE\J¢ (B,) AVJ;?:“/E\J(_AJ C\:/:Bﬁ _;e/>1¢ C.;)
- € jela

= vV v (/\ /\¢(CM))

Vv B;=4 A C; =B, \ leJ jeJ
e 4 Aedy Ao 4 e

= v ﬂg¢(cl,j)[25].

\ AN C, . |4
ZEJ(/EJ}L A’/j JjeJ;

¢: X — I derece fonksiyonu 7 iizerinde bir alttaban olarak tanimlansin.

‘v’AeHXt, $(A)=v v 17,(B)

teT teT 371(3):A
olarak tanimlanan asagidaki:
r(d)= v A0y P,I(DV_):C K7 (DM ))
A\E/J(je'//» C;L j):A ]’EJ}. ! AsJ A,J
=V v (A (D, )IRs)

telT —1 S
P (D, )4
}.ZJ(/E/.\I,{ ! ( L’)j je;

r - diizey bir 7 topolojisi tarafindan olusturulan.

T'=A:v v (A rt(DM))Zr)

teT 1 AleJ
P YD, V=4 *
lzj(,gl 7 u)} e,

" fuzzy topolojisi taban ve alttaban olarak tanimlanmustir,



olarak tanimlanan asagidaki:

={v A Pt’l(Bt):rt(Bt)Zr

J, ted,

herbir 4ez” i¢in A=v A P"'(B,) ve 7,(B,)2r dir. Dolayisiile Aez” dir. r* =7" den

J, ted;

7 < 7 elde edilir.

3.5: Noktasal Fuzzy Topoloji

Tamm 3.5.1: Y kiimesi {izerin de o, yiksek dereceden agikligina noktasal fuzzy fonksiyon
topolojisi denir ve (Y ‘o p) seklinde gosterilir.
Bu deger doniisiimii e, :(Y X, O'p) —(Y,0) de x,€X noktas i¢in bir acik

doniisiimdiir.

Lemma 3.5.2: /=) f:>(X,7,)>).(Y,7]) ve D :] [IFTS — IFTS birer doniisiimdiir.

Ispat: Her u e (V7)) igin,

7 ()= e ()% (1) ()= () o))
=ié\JTi(f_l(/‘)‘Xf)za(f_l(ﬂ))'

dir. Dolayzs1 ile Z J; bir doniisiimdiir.
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Lemma 3.5.3: Eger f: (X , z') - (Y , 0') fuzzy topolojik uzaylarda bir doniisiim ise

) (1)

fonksiyonu da fuzzy topolojik uzaylarda bir dontistimdiir.

Ispat: Asagidaki diyagrami diislinelim:

(x.7) / (o)

§ f .
(X/N’T) > (Y/ ~1,0j
p,q kronik dontistimlerdir. Yukaridaki sema bize her u e ( % , 5') i¢in
1

()< 1)

oldugunu gosterir. Yukaridaki semadan

(/" og™)(u)= (p" Ofw‘lj(ﬂ)

dir. Buradan
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dir. Ayrica,

]’ bir doniistimdyir.
Her i € J igin fuzzy topolojik uzaylarda bir ¢iftli {(X T, )}ie] ailesi tizerinde (Y,0)

fuzzy topolojik uzay ve f;:(X,,7,) = (Y,o) bir déniisimdiir.

Vf, :Z(Xi,ri)%(Y,O')

doniisiimii asagidaki gibi ifade edilir:

Vx, EZXZ., Vﬁ(xa):fio (x,)

burada x, € X, dir.

Teorem 3.5.4: (X,7), (Y,0) ve (Z,n) birer fuzzy topolojik uzay ve e:Y”xZ —Y bir

doniisiim olmak iizere. Y* noktasal topolojik fonksiyon uzay1 ve her g: X — Y” doniisiimii
igin
E{g]:ZxX—)Y

bir doniistimdiir.
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1, xg:ZxX —>ZxY*

doniisiimiinii kullanarak,

Ix X128 s7xy? L syix7Z—°5Y

aliriz. Buradan eoto(lzx gjeY “X de t bir gecis elemanidir. Biz de E igin fiistel

eot 0(1 , X g] dontigiimiini uygulayalim. Her bir x, € X ve z, € Z fuzzy noktalari i¢in

{Hz(l . g,m(xa )}(zﬂ) ~(eoro{ 18] (ex)

:eot(zﬁ,é(xa)j:e[é(xa),zﬁj:(é(xa))(zﬁ).
E(eoto(lz xéjj —g
E{é):eotoilz xéj

dir. Dolayist ile bir e deger donilisimi ve ¢ geg¢is donlisimi vardir ve E{g] bir

dir.

den

doniisiimdiir.
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3.6: Fuzzy Topolojik Uzavylarda Zayif Doniisiimler Uzayi

Tamm 3.6.1: (L%,7) bir fuzzy topolojik uzay ve X tzerinde bir 7(A) <A, ., 7(l, )

olsun. Tim A€ L' (yani, 7<w([7r] ) ) ler icin (L',7) ya fuzzy topolojik uzaylarda zayif

doniigiimler uzay1 denir.

Teorem 3.6.2: (L°,r) zayif bir doniisiim ve Y < X dir. O halde (L',z

Y) de bir zayif

doniisiimdiir.

Ispat: Ciinkii (L%,7)zayif donilisimii ve elimizdeki 7 < a)([r]) ayrica; (X,&) bir fuzzy
topolojik uzay olmak iizere ve
Yc X ise a)(§|Y): a)(ﬂY

dir. Buradan da,

a)([r|Y ])2 a)([r]Y ): a)([r”Y > r|Y
sonucuna ulagilir.

Teorem 3.6.3: {(LX‘,T,) } ;

te

fuzzy topolojik uzaylarda bir aile olmak iizere, biitiin (L*',7,)

zayf doniigiimlerinde te T ise, [ [ _ (L™ ,7,) zayif doniisiimdiir.

o halde

t 2

Ispat: {(X t,ft)}teT fuzzy topolojik uzaylarda bir aile olmak iizere ve X = HteTX
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o], &)=11.o&

Olur. Buradan;

teT teT teT teT

o[ 162 of 1T - Tt T

elde edilir.

Teorem 3.6.4: {(LX’,z't) }teT fuzzy topolojik uzaylarda bir aile ve X, ler farkli parcalara

ayrilmis olsun. O halde (L**,7,) zayif topolojik uzay ise her teT i¢in ®,_, (L"*,z,) da bir

zayif doniligiimdiir.

Ispat: {(X t,ft)}teT fuzzy topolojik uzaylarda bir aile olmak iizere X, ler farkli pargalara
ayrilmis ve (X,&)®,_, (X,,&) dir. O halde ®,_, o(& )= o(®,_, &) dir. Buradan, elimizde

w([®teT 2 ]) = a)(®teT [Tz ]) =D, a)([z't ])

vardir. @,_, 7, zayif doniisiim ise, o zaman

®teT z.t = a)([®teT Tt ]) = ®ZET C()([Tt ])
dir. Buradan,
T, = ®t€TTt|Xt < (—BteTa)([Tt ]]Xt = a)([rt ])
bundan dolay1 7, zayif doniisiimdiir. Aksine, 7, zayif doniisiim ise her # € T i¢in,

w([®teT 7 ]) 2D, a)([rz ]) 20,7,
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seklinde istedigimiz gibi olur.

Teorem 3.6.5: (L*,7) bir fuzzy topolojik uzay olmak tlizere, wi (7 ) zayif doniisimi en

kiigiik fuzzy topolojik zayif donilistimiinii kapsar.

Ispat: Bizim gostermemiz gereken, her r € c(L) icin

Wi(T)(A) < A,EC(L)Wi(T)(la, (A)l yani, Wi(f)(A) < Wi(r)(lcr,- (A))

dir. Fakat asil dikkat ¢ceken;

wi(z')(A)z V4 A \Y /\¢T(C/w)

VlEABizAlEA( )/;EAA Cip=B, PeA,

nin ve

wi(r)(lar(,\))z Vv A vV A ¢T(Czﬂ)

VaenBi=lo, (4) A€M pen, Cip=B; Peh,
seklinde olan elimizdeki

wi(z')(A) < wi(r)(la,_ (A))
ya gore

P (Cﬂ/? ) <¢’ (10,. (Cp ))
esitsizligi istedigimiz gibi olur.
Simdi 7 fuzzy topolojik uzayindaki zayif doniisiimiin wi(z') zayif donlislimiinii de

kapsadigini da ispatlamaliyiz. 77, X kiimesi iizerin de herhangi bir zayif fuzzy topolojik
doniisiimiinii de degil de 7, yani, 7 > 7 nun i¢inde olsun. wi(z') <7 oldugunu gdstermeliyiz.
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Biitiin 4 € L ler i¢in ¢’(A)S 77(A) oldugunu gostermek yeterlidir. Sonrada her U € 2* igin

¢T(1U ) < 77(1U) oldugunu gostermek gerekir ve bu da asagidaki sekilde:

rec(L)
< rQ{L)v{U(BXUr(B)_ Ul
S ’E\"/‘”V{seé\(L)n(lgs (B))Gr (B):U}

gosterilerek teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.6.6: {(LX’,z't) }teT fuzzy topolojik uzaylarda bir aile olmak tizere, X, ler

X =Y .. X, tizerine pargalanip dagitilirsa wi(®,_, 7,)=®,_, wi(z,) olur.

Ispat: Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.1.5 den wi(®,_, 7,)<®,_, wi(r,) oldugunu goriiyoruz.

Aksine, Aec(L) ve A< ®,_,wi(r,)4), yani,

A< ®, wilr,\A)= A wilz, \4X,)

teT

“A Vv A v A#lE)

1eT ViEAlD;» :A‘Xt 2eN (H)ﬁs/\‘ Eﬁﬁ :Dﬁ ﬂEA[i

dir. Her t € T igin bdyle bir {D; }ﬂe + © L vardir ve buradan
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v Di=dx,;

ieAt

} en, S L** boyle bir (I—[)ﬂE v, B3y =D vardir;

2-)Her bir A€ A’ igin {ij
3-) Her bir e A, igin, A< 4" (E},) yi elde ederiz.

(D/’1 ) el” ve (E; 5 ) e L* olarak tanimlanabilir ve devaminda asagidaki gibi

Di(x) xeX,

t Y _
( z)(x)— 0 Y€ X,
Egﬂ(x) xelX,,

(£,) ()=
! 0 x¢ X,

olur. O halde bildigimiz gibi

Vv Vv (Di )* =4, (H)ﬁeA’A- (E/tlﬂ)* = (D;)* ve ¢ (Eﬁﬁ)z ¢®'ET K ((E;ﬂ )*)

teT JeN

dir. Bu sebeple, A < g™ ((Eiﬁ )) ve buradan A < ¢ (Eiﬁ) dir. Unutmamaliyiz ki

S ) VDY

Vien Bi=42eM[)ger, Cap=B; Peh,
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dir ve elimizde

A<wi(®,_, 7,(4)

esitsizligi vardir. O halde

®tET Wi(Tt XA) < Wi(C—BteT 2-t )(A)

esitsizliginden teorem ispatlanmis olur.
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