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OZET

Tezde intunistik fuzzy topolojik uzaylarin Cech homoloji ve kohomoloji
gruplarin1 tanimliyoruz ve bu gruplar i¢in homoloji teorinin aksiyomlarmin
saglanmasimi kontrol ediyoruz. Tezde bu tanimlanan homoloji ve kohomoloji

gruplari i¢in tamlik aksiyomu diginda tiim aksiyomlarin saglandigi ispatlanir.
Tezin en temel sonucu intunistik fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde

homotopya bagintisinin verilmesidir ve homoloji gruplarmin bu bagintiya goére

invaryant oldugunun ispatidir.



ABSTRACT

In this thesis, we introduce and investigate Chec homology and cohomology
groups of intuitionistic fuzzy topological spaces and control that providing of

axioms of homology theory for these groups.

We prove that all exactness axioms is provided for homology and
cohomology groups the most fundamental results of this thesis is introducing of
homotopia relation for category of intuitionistic fuzzy topological spaces and prove

that homology groups are invariant fort his relation.
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1.GIRIS

Cebirsel topolojinin temel amaglarindan biri ele alinan topolojik problemin
cebirsel probleme doniistiiriilmesi ve bu cebirsel problemin ¢6ziimiinden
yararlanarak topolojik problem hakkinda bilgi elde etmektir. Cebirsel topolojinin bu
tiir problemlerin ¢oziimiinde yillardan beri gelisen kendine 6zgii yontemleri vardir.
Bu yontemlerden en 6nemlileri homoloji ve kohomoloji homotopik teorilerdir.
Homoloji ve kohomoloji gruplar i¢in ele aliman topolojik nesnenin invaryantlari
olarak yedi aksiyomun saglanmasi gerekmektedir. Bu aksiyomlardan en 6nemlileri

homotopi, tamlik ve kesme aksiyomlaridir.

Bilindigi gibi matematikte en 6nemli problemlerden biri topolojik uzayin alt
uzayinda verilen fonksiyonun tiim topolojik uzaya genisletilmesi problemidir. Bu
problem hakkinda ¢ok fazla sonug¢ elde edilmemistir. Bununla ilgili en 6nemli
teorem Tietze genisletilme teoremidir. Cebirsel topolojinin yontemleriyle bu
problem daha kolay hale getirilebilir. Diger topoloji problemlerinden kaldirim

problemi de cebirsel topolojinin yontemleriyle ¢oziilebilir.

Cebirsel topoloji yontemlerin sadece topolojide degil matematigin ve fen
bilimlerinin ¢esitli alanlarinda da uygulamalar1 vardir. Ornegin uygulamali
matematigin varyasyonel hesabinda homotopik teori kullanilmaktadir. Ayrica

kuantum fiziginde kohomaloji teorinin sonuglar1 6nemli bir yer tutmaktadar.

Cebirsel topolojik uzaylar kategorisinde ili¢ dnemli homoloji ve kohomoloji
teori inga edilmistir. Bunlardan biri poliyedirler kotegorisinde tanimli geometrik
yapist olan simplisial homoloji teoridir. Bu teorinin tiim topolojik uzaylar
kategorisine genisletilme problemi birgok matematikg¢i igin gilincel bir probleme
dontligmiistiir. Bu tiir genisletilme problemi biri Cech digeri ise Shape teorisi olmak
tizere iki farkli yontemle ¢oziilmeye calisilmistir. Simplisial homoloji teorinin iyi
yonii homoloji ve kohomoloji gruplarin geometrik yapi1 kullanilarak daha kolay

hesaplanmasidir. Ko6tii yonii ise bu teorinin tiim topolojik uzaylarda tanimli



olmayis1 ve bunun sonucu olarak genisletilmede tamlik ve homotopi

aksiyomlarinda problemlerin ortaya ¢ikmasidir.

Ikinci &nemli teori olan Singiiler Homoloji Teori tiim topolojik uzaylar
kategorisinde tanimlanmigtir. Fakat singiiler homoloji gruplarin topolojik uzaylar

icin hesaplanmasi oldukga zor bir problemdir.

Uciincii onemli teori olan Spektral Homoloji Teori, simplisial ve singiiler
homloji teorilerin iyi 6zelliklerini icermektedir. Bu teori hem singiiler homoloji
teoride oldugu gibi tiim topolojik uzaylar kategorisinde tanimli hem de bu teorinin
insasinda poliyedirler kullanildigi icin homoloji gruplarin hesaplanmasi daha

kolaydir.

Ik olarak 1965 yilinda Zadeh, L. A. tarafindan fuzzy (bulanik) kiime tanimi
verilmistir[52]. Daha sonra topolojiciler fuzzy kiimelerde topoloji tanimlayarak
klasik topolojik uzaylardaki kavramlar1 ve teoremleri fuzzy topolojik uzaylarda
vermeye ve ispatlamaya ¢aligmislardir. Fuzzy kiimelerde topoloji kavrami ilk olarak

Chang, C. L. tarafindan verilmistir [5].

Yapilan taramalar ve incelemeler fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde
cebirsel topolojinin yontemlerinin neredeyse hi¢ kullanilmadigini gosterdi. Bunun
nedeni uygun homotopi kavraminin verilmememsidir. Aslinda fuzzy topolojik

uzaylarda homotopi kavraminin verilmesinde {i¢ farkli yaklagim izlenmektedir.

Birinci yaklagim verilen topolojik uzaym topolojisi fuzzy kiimelerin bir
destegi olarak ele alinan fuzzy topolojiden yararlanarak fuzzy birim araligim

tanimlayarak homotopi bagntisinin verilmesidir [38,39].

Ikinci yaklastm monoton azalan fonksiyonlar1 kullanarak fuzzy birim
araliginin  tammimlanmas1 ve bundan yararlanarak fuzzy topolojik uzaylar
kategorisinde fuzzy homotopi kavramiin verilmesidir [7,15,34,37,47]. Bu verilen

fuzzy homotopinin bir denklik bagintist olup olmadig1 bilinmemektedir.



Ucgiincii yaklasim [19] deki fuzzy kiimelerle kiimeler arasindaki baglantiy
kullanarak fuzzy kiimelerde farkli bir topoloji tanimlayarak fuzzy kiimeler arasinda
ki dontisimlerde fuzzy homotopinin verilmesidir [9,16,18]. Bu homotopi
bagintisinin bir denklik bagintis1 oldugu ispatlanmamaktadir ve bu bagmnti tim
fuzzy topolojik uzaylara genisletilememektedir. Fuzzy topolojik uzaylar
kategorisinde Wang-Jin, L., Chong-You, Z. [46] tarafindan verilen fuzzy birim
araligim1  kullanarak singiiler homoloji tanimlanmis ve bu grubun fuzzy
homeomorfizmas: altinda invaryant oldugu ispatlanmistir [37]. Daha sonra Salleh
A.R. tarafindan bu singiiler homoloji grubun fuzzy homotopi bagintisina gore

invaryant oldugu ispatlanmistir [37].

Goriildugii gibi cebirsel topolojinin yontemleri fuzzy topolojik uzaylar
kategorisinde pek fazla yer almamistir. Burada fuzzy topolojik kategorisinde ele
alman fuzzy homotopilerinden yararlanarak homoloji teorinin tiim aksiyomlarini

saglayan bir teori inga etmek amaclanmaktadir.

Ayrica Salleh, A. , R. [38,39] tarafindan verilen homotopiden yararlanarak

fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde Cech homoloji teori insa edilmektedir.

Cuvalcioglu-Citil [9] tarafindan verilen homotopiden yararlanarak fuzzy

kiimelerde bagka bir homotopi insa edilmektedir.

Bu calismalar i¢in fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde gerekli olan fuzzy
normallik, fuzzy doniisiimler uzayi, fuzzy uzaylarin ters ve diiz spektirleri hakkinda
incelemeler yapmak gerekmektedir. Fuzzy normallikle ilgili [22,48] calismalari
yapilmistir. Fuzzy doniisiimler uzayi ile ilgili [2,25] ¢alismalar1 yapilmistir. Fuzzy

uzaylarin ters ve diiz spektirleri ile ilgili [13,14] ¢alismalr1 yapilmustir.

Homoloji teorilerin insasinda en fazla kullanilan ydntem topolojik uzaylar
kategorisinden zincir kompleksler kategorisine ulasma yontemidir. Bundan dolayi
fuzzy gruplar ve fuzzy modiiller konusunda da incelemeler yapilmistir. Fuzzy

gruplar ve modiillerle ilgili [23,28,29,32,36,53,55] calismalar1 yapilmistir. [3] de



Ameri ve Zahedi tarafindan fuzzy zincir kompleks, fuzzy zincir homotopi ve fuzzy
homoloji gruplar tanimlanmistir. Fakat fuzzy homoloji gruplarin tam dizisi

olusturulmamustir.

Son yillarda fuzzy topolojik uzaylara farklt bir yaklasim izlenmektedir.
Burada topoloji kavrami ve topoloji kavraminda agik veya kapali kiime
gosterilmemektedir. Fakat kiimenin a¢ik olma ve agik olmama dereceleri
verilmektedir. ilk olarak bu kavramlar Sostak tarafindan verilmistir ve boyle
uzaylara intunistik fuzzy topolojik uzaylar adini vermistir [41,42,43]. Burada
onemli olan topolojinin kendisinde fuzzy kavraminin kullanilmasidir. Daha sonra
Abbas S.E., Chattopadhyay K.C. ve arkadaslari, Coker D., Fang J. ve Yue Y.
tarafindan bu konu ile ilgili bazi arastirmalar yapilmistir [1,6,8,11,12,26]. En
kapsamli arastirmalar Mondal Samanta tarafindan yapilmistir. Bu arastirmada
intunistik fuzzy topolojik uzaylarla Chang fuzzy topolojik uzaylar arasinda
kategorisel bagmnti kurulmaktadir. [5],[31] ¢alismalarinda ise intunistik fuzzy
topolojik uzaylarda direkt ¢arpim, topolojik toplam, boliim uzayr ile ilgili sonuglar

elde edilmistir.

Yukarida belirttigimiz gibi hatta fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde cebirsel
topolojinin yontemleri birkag calisma disinda hemen hemen hi¢ yer almamaktadir.
Intunistik fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde ise bu konuda giiniimiize kadar
higbir ¢alisma yapilmamistir. Bizce bunun nedeni uygun intunistik fuzzy birim
araliginin  tanimlanamamasindan ve bundan dolayr homotopya bagintisinin
verilmemesinden kaynaklaniyor. Biz bu tezde bu problemleri gidermeyi
amaghyoruz. Tezde intunistik fuzzy topolojik uzaylarin Cech homoloji ve
kohomoloji gruplarmmi tanimliyoruz ve bu gruplar i¢in homoloji teorinin

aksiyomlarinin saglanmasini kontrol ediyoruz.

Tezde bu tanimlanan homoloji ve kohomoloji gruplar i¢in tamlik aksiyomu
disinda tiim aksiyomlarin saglandigi ispatlanir. Tezin en temel sonucu intunistik
fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde homotopya bagintisinin verilmesidir ve

homoloji gruplarinin bu bagintiya gore invaryant oldugunun ispatidir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Ters ve Diiz Spektirler

Tamm 2.1.1. A ydnlendirilmis kiime, her & € A i¢in X bir topolojik uzay ve her

a=<a' €A igin p* X, — X_siirekli bir fonksiyon olsun. Eger

1) Her e e A igin py =1, X, —> X

a !

2) Her a<a’' <a" igin p* = p% o p% kosullar saglanirsa

X =X JocadPL 1 X > X, Yen)

ailesine topolojik uzaylarimn ters spektri denir [10].

Tamm 2.1.2. A yonlendirilmis kiime, her a € A igin X“ bir topolojik uzay ve her

a=<a' €A igin q¥ 1 X* — X“ siirekli bir fonksiyon olsun. Eger

1) Her a € A igin g7 =1, 1 X* —> X%,
2) Her a<a' <a" igin g =q% q“ kosullar1 saglanirsa

X =({X Y enddl X > XY, )

ailesine topolojik uzaylarin diiz spektri denir [10].

Tamm 213 X=X} AP hwer) Y =@}, {1/}, ) topolojik

uzaylarin ters spektrleri, @:B — A izoton Orten doniisim ve her feB igin

f, X,z =Y, strekli bir fonksiyon olsun. Eger her < '€ B i¢in



o (f)

Polty s
Xfp(ﬂ’) Xw(ﬂ)
Wl L
Yﬂ —> Yﬁ

diyagrami komutatif ise

F=(@:B>A{f,: X, 5 > Ys}sc)

ailesine X ters spektrinden Y ters spektrine giden doniisiim denir [10].

Tamm 214, X=X} 00" Yw)Y ="}, {1/} ) topolojik
uzaylarin diiz spektrleri, ¢:A— B izoton Orten doniisim ve her o€ A igin

f*:X* > Y siirekli bir fonksiyon olsun. Eger her a<a’ € A igin

Xe % X<
] ! £
#(a) N ¢(a')
Y e Y
diyagrami komutatif ise

f=@:A->B{f": X* Y} )

ailesine X diiz spektrinden Y diiz spektrine giden déniisiim denir [10].

Teorem 2.1.5. L:({Xa}aeA,{pg X, - Xa}aw,EA) topolojik uzaylarin ters

spektri olsun.

Bz{ﬂ;l(U):ae AU EZ’a}
ailesi X =lim X uzayinin topolojisinin bir tabanidir.

X= ({xa}aeA’{pZ’}oﬁa’eA)’ Y= ({Yp’}ﬂeB ’{rﬂﬂ,}ﬂ<ﬂ'€5)



topolojik uzaylarin ters spektrleri ve

F=(@:Bo>A{f, X, 2Y}p) X oY

o(B)
bu ters spektrlerin bir doniistimii olsun. Her
x={x,}elimX veher BeBiciny,=f,(x,,) alahm. y={y,} elemanin limY
uzayina ait oldugunu gosterelim. Her ' > f € B igin

A (V) =05 (Fp (o) = T,(P50 Koi)) = T4 (X)) = ¥,
oldugundan y={y,} elemam limY uzayma aittir. Boylece her x={x }elimX

elemanma karst y={y }={f;(x

L) €IMY elemani kargi gelir. Buradan lim X

den limY ye giden bir fonksiyon tammlanir. Bu fonksiyonu lim f :lim X — limY

ile gosterelim [10].

Tamm 2.1.6. lim f :limX — limY fonksiyonuna f:X —Y donisimiinin limiti

denir [10].

Y = ({X a}aeA’{qZ,}aﬂz'eA)’ ? = ({Y ﬁ}ﬁ’eB ’{rﬁﬂ,}ﬁ<ﬂ’eB) tOpOlO_]lk uzaylarln duZ
spektrleri,  f=(#:A>B{f“:X* >Y!@} ):X Y bu spektrlerin bir

doniistimii olsun. { f: X >Y ¢(“)} fonksiyonlarindan yararlanarak

achA
f=@f":®@X*">®Y“
acA aeA acA
fonksiyonunu  verelim. f  fonksiyonunun denklik bagmntisini  korudugunu

gosterelim. x* € X*,x* € X*  denklik smmifim denklik smifina gotiirdiigii igin
boliim uzaylarinin

lim f :limX - limY

stirekli fonksiyonunu tanimlar.



Tamim 2.1.7. lim f :lim X — limY fonksiyonuna f:X —Y doniisiimiiniin limiti

denir [10].

2.2. Topolojik Uzaylar Kategorisinde Spektral Homoloji Teori

(X, 7) bir topolojik uzay Cov(X) ile X uzaymin tiim agik ortiimler kiimesini
gosterelim. Cov(X) kiimesi Ortlimlerin inceltilmesine gore yonlendirilmis bir

kiimedir. Va € Cov(X) ortimii igin

=t

Ao

a={U}., nerva:{(il,iz,...,ik)

simplisial kompleksini olusturalim.

Kk
Her bir s simpleksi i¢in Car(s) ile ml/{,] bu ara kesiti gosterelim.
i=1

Lemma 2.2.1. Eger s’ simpleksi s simpleksinin smnirt ise Car, (s") o Car,(s)
saglanir. f : X =Y keyfi siirekli fonksiyon ve f,Y uzaymin herhangi acik ortiimi

olsun. f siirekli oldugundan o= f'(f) ailesi X uzaymmin acgik bir Ortiimii

olmaktadir [10].

Lemma 2.2.2. f:X —Y siirekli fonksiyon ve o= f"(f) ise 0 zaman nerva
simplisial kompleksi nervg simplisial kompleksinin alt kompleksidir ve bu
gémmeyi f, ile gdsterelim [10].

f,:nervaa — nervp

B

Tamm 2.2.3. Cov(X) bir ortim olsun.a={l}_.f={V} | isin UV,

J

saglaniyorsa «'ya, £ ’nin inceltilmisi denir( « > file gosterilir) [10].



Lemma 2.2.4. Cov(X) inceltilmeye gore yonlendirilmis kiimedir [10].

a={U

i}iel,ﬂ:{vj}jdve a>f olsun. O zaman bu inceltilmeyi
fonksiyonla ifade edebiliriz. Yani p:1—>J 0Oyle bir fonksiyondur ki

VU eaiginl cV,

oy saglanir. Bu p fonksiyonu tek degildir. p fonksiyonundan

yararlanarak simplisial komplekslerin simplisial doniisiimiinii tanimlayabiliriz.

p:nerva —nervp, (i,i,,....i,)=senerva  bir simpleks olsun. O zaman

(p(y), p(i,),..., p(i))enervg’da bir simplekstir. Gergekten s =(iy,i,,...,i)

simpleks ise

Z/[il r\Z/{iz mmb{'k #(J ve Z/{ﬁ Cvp(il)""’b[ik C])p(ik)
burada

Vp(il) mVp(iz) m...mVp(ik) :>Z/{il mL{iz m...mz/{ik .

Lemma 2.25. ¢,f iki oOrtim olsun. p,p’ise > olsun. O zamanp, p’

dontigiimleri simplisial denktir [10].

Bu lemmadan yararlanarak simplisial denk doniistimleri ayni diisiindiigiimiizde
ortimlerin inceltilmesi tek bir simplisial doniisiim vermektedir. Eger simplisial

denk doniistimleri ayn1 diislinlirsek o zaman keyfi (X, 7) topolojik uzay: igin

B }
/ 1nervp — nerva Mﬁ)

nerv(x) = ({nerva}aeCov(x) ' { P

simplisial kompleksin spektrini elde ederiz. Simdi f :(X,7) —> (Y,7") keyfi siirekli
doniisiim olsun.

Her pBeCov(Y) ig¢in f*(B)eCov(X) olmaktadir ve B <pB, ise
f1(B) < f(B,) saglanir. Yani f*:Cov(Y)—> Cov(X) yénlendirilmis kiimelerin

izoton doniisiimiidiir. O halde



f. =( f*:Cov(Y)—> Cov(X),{ f, :nervf () > nervs, B e Cov(Y)})

dontisimii nerv(X) ters spektrinden nerv(Y) ters spektrine morfizma olmaktadir.

Teorem 2.2.6. X —>nerv(X), f: X ->Y i f.:nerv(X) —nerv(Y) karsi gelmesi

topolojik uzaylar kategorisinde simplisial komplekslerin ters spektirler kategorisine

giden bir kovaryant funktordur.

V(X,7) topolojik uzayr ig¢in  nerv(X) ters spektirini H (H")

homoloji(kohomoloji) funktorunu uygularsak;

H, (nerv(X)) = ({HOI (nerva)}aeCov(X) A{H,( Df)}wﬂ)

[H T(nerv(X)) = ({ He (nerva)}aecw(x) AHY( pf)}DHﬁ )}

gruplarin ters (diiz) spektrini elde ederiz [10].

Tanim  2.2.7. H,(X)= lim H_(nerva) [Hq(X): lim Hq(newa)}

aeCov(X) aeCov(X)

grubunu (X,7) topolojik uzaymin q boyutlu spektiral homoloji(kohomoloji) grubu

denir [10].

Topolojik uzaylardan simplisial komplekslerin ters spektirine gegis kovaryant

funktor, H, ve ters limitlerde kovaryant funktor olduklari igin X > H (X) karsi

gelmesi topolojik uzaylar kategorisinden gruplar kategorisine giden bir kovaryant

funktordur.

Boylece topolojik uzaylar kategorisinden gruplar kategorisine giden funktoru
belirledik. Simdi bu funktor i¢in homoloji teorinin aksiyomlarmin saglandigini
kontrol edelim. Homoloji teorinin 1. ve 2. aksiyomu funktorlugu belirttiginden

dolay1 bu sartlarin saglandigi agiktir. Simdi 7.61¢tim aksiyomunu kontrol edelim.
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Teorem 2.2.8. (Olgiim Aksiyomu) Eger X =P bir noktali uzay ise
H,(P)=0,9=0ise H,(P)=Z olmaktadir [10].

Teorem 2.2.9. (Kesme Aksiyomu): U, X uzayinin agik kiimesi olsun. Eger
U®ent(A) ise f.:H (X U, AV) = H (X, A) homomorfizmasi izomorfizmadir
[10].

Teorem 2.2.10. (Homotopya Aksiyomu): g,, 9, : (X, A) > (X, A)x | doniisiimleri
Jo,(X) =(%,0),9,(X) =(x,2) seklinde tamimlansin. O zaman @;=g,, Jo, =0,

saglanir [10].

2.3. Fuzzy Topolojik Uzaylar

Tanmm 2.3.1. X bostan farkli bir kiime ve L ’de bir tam latis olsun. X ’deki bir

L — fuzzy alt kiimesi bir A: X — L dontisimiidiir. Yani X deki tim L— fuzzy alt

kiimelerinin ailesi L, X ’den L’ye tiim doniisiimleri kapsar. Burada L* bir

L— fuzzy uzayi, X kendi iizerindeki her bir L— fuzzy alt kiimesinin tasiyici
araligl, L’de X ’in her L— fuzzy alt kiimesinin deger araligi olarak adlandirilir

[48].

Tamm 2.3.2. I*,L" L- fuzzyuzaylar, f : X —Y siradan bir doniisiim olsun.
f :X =Y doniisiimiine dayanarak f~:L* — L' L— fuzzy déniisiimiinii ve bunun
f:L" > L L- fuzzy ters doniisiimiinii asagidaki sekilde tanimlayalim.

f7: L, A =V{AX):xe X, f(X)=y}, VAeL*,vyeY
Foo LY S L, F(BY(X) = B(F (X)), VB e L', Vxe X .
Bu durumda f:X —Y swradan doniisimi uygun f~:L% - L' L- fuzzy

doniisiimii iiretiryada f~:L* - L, f: X - Y déniisiimiinden indirgenir denir.
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Her zaman f~ sembolii bir f siradan doniisiimiinden indirgenen bir L — fuzzy

doniisiimii anlamina ve < semboliide f~’ninters L— fuzzy doniigiimii anlamina

gelir [48].

Teorem 2.3.3. L* ve L' birer L— fuzzy uzayr, f:X —Y siradan bir doniisiim

olsun. O halde

(i) f7 birebirdir ancak ve ancak f birebir ise.

(i) f~ birebirdir ancak ve ancak f o f~ =id , : L —L" ise.

(iii) 7 oOrtendir ancak ve ancak f Orten ise.

(iv) f7 Ortendir ancak ve ancak f~ o f< =id, : LY > L ise.

(v) 7 bijektifdir ancak ve ancak f bijektif ise.

(vi) 7 bijektifdir ancak ve ancak f“of”=id,, f7<f"=id, vyani

(f~)*= < ise [48].

Teorem 2.3.4. X, L' ve L* L— fuzzy uzaylann f:X —»Y ve g:Y —Z siradan

doniisiimler olsun. O halde

g~ f~ =(af)”
(i) £99° =(gf )" [48].

Teorem 2.35. f:X —»Yve L, L' L- fuzzy uzaylar olsun. O halde f< =g

olacak sekilde bir g:Y — X siradan doniisiimii vardir ancak ve ancak f bijektif

ve g =f " ise [48].
Tanmim 2.3.6. X bostan farkli bir siradan kiime, L bir F—latis,d < L* olsun.

Eger & asagidaki ii¢ sart1 saglar ise 6, X tizerinde bir L— fuzzy topolojisi olarak

ve (L*,8) de bir L— fuzzy topolojik uzay: ya da kisaca L— fts olarak adlandirilir.
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(LFT1) 0,1 €e4;
(LFT2) VAc6,VAEe;
(LFT3) YU,V €6, UAV eS.

Ozellikle L={0,1} oldugunda (L*,5) L- fuzzy topolojik uzayr bir
F —topolojik uzay ya da kisaca F —ts olarak adlandirilir ve sadece (X,0) ile

gosterilir.

S ’nin her bir eleman1 L* °de bir agik alt kiime ve & nin her bir elemanin

psedu tiimleyen kiimesi, yani & ’nin her bir eleman: L* de bir kapali alt kiime

olarak adlandirilir [48].

Tamm 2.3.7. X bostan farkli bir siradan kiime, L bir F —latis,r < L* olsun. Eger
n asagidaki kosullar1 sagliyorsa 7n’ye X ’de bir L - fuzzy ko—topolojisive

(L*,n)ye de bir L— fuzzy (L*, ) topolojik uzay ya da kisaca L~ fts denir.

(LFTY) 0,1en;
(LFT2') VAcn AAen,
(LFT3) VP,Qen, PVQer.

77°niin her bir eleman1 L* *de bir kapali kiime ve 7 niin her bir elemanin psedu

tiimleyen kiimesi, yani 7 ’niin her bir elemam L*’de bir acik alt kiime olarak

adlandirilir [48].

Tamm 2.3.8. (L*,8),(L", x) iki L—fts ve f~:L — L  bir L— fuzzy doniisiimii
olsun. Eger f~’nin ters L— fuzzy doniisiimii olan f<:L" —L* doniisimi
L' >deki her bir ac¢ik kiimeyi L*’deki bir agik kiimeye doniistiiriiyorsa f~

doniisiimiine (L*,5) dan (L', ) ’ye bir L— fuzzy siirekli doniisiimii ya da kisaca
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f~ sitireklidir diyecegiz. (Yani;VV ey, f(V)ed.) Bir L-— fuzzy sirekli

doniisiimiinii f~:(L*,8) > (L', 1) seklinde de gosterilir [48].

Teorem 2.3.9. (L*,8),(L", 1) birer L— fts ve f~:L* — L  bir L— fuzzy siirekli

doniistimii olsun. O halde asagidaki sartlar denktir [48].

(i) 7 sireklidir.

(i) VQe ', T°(Q) ey

(iii) f~,(L*,5) nin her yerinde siireklidir.

(iv) Yee M (L"), VQeR(f(e)), f<(Q)eR(e).

(V) ©, YV € g, igin (V) e olacak sekilde bir 4, alt tabanina sahiptir.
(Vi) 1, VQe 1, igin f<(Q)e s olacak sekilde bir z, alt tabanina sahiptir.
(vii) VAe L*, f 7 (A) <(f~(A) .

(viii) VBe L', (f<(B)) < f<(B").

(ix) vBel', f<(B)<(f<(B)).

Tamm 2.3.9. L* bir L— fuzzy uzay,Y c X, Y #&, Ac L* oIsun.A|Y kisitlamast;
A|Y = {A‘Y AE A}
seklinde gosterilir.

Ayrica her (L*,8) L— fts ’siigin 5|Y:{U|Y:U eé} olur [48].

Onerme 2.3.10. (L*, ) bir L— fts,
ZCYCX,Y;t@,Z;t@,{A:teT}ch,AeLx

olsun. O halde

(i) (Vi Al = Vi (AL).

14



(i) (AteT A)L{ = AteT (A|Y )
i) AL =(A,)".
(iv) (A,),= A, [48].

Sonug¢ 2.3.11. (LX,9) bir L — fts ve
ZcYe X, Y23, Z+3,{A:teT}cL*, AeL® olsun. O halde

(i) &
(i) (, )= ol 148].

v, Y ’de bir L— fuzzy topolojisidir.

Tammm 2.3.12. (L*,8) birL—fts,Y =X, Y #& olsun. ol,,Y ’de J ’nin relativ
topolojisi ya da Y ’nin alt uzayi ;(LY,5|Y) ’de (L', &) nin bir L— fuzzy alt uzay: ya

da kisaca bir alt uzay olarak adlandirilirlar.

(a) Eger X, €6 ise (L', 5|Y) , (L, &) ’nin bir agik alt uzay1 olarak adlandirilir.

(b) Eger X, €6 ise (L',0l,),(L",5) *nin bir kapal alt uzay olarak adlandirilir.

(¢c) Eger cly&, =X, ise (LY,5|Y),(LX,5) 'nin bir yogun alt uzay1 olarak
adlandirilir[48].

Yukaridaki Onermenin (i),(ii) sartlarindan ve relativligin tanimindan asagidaki

sonuglar ¢ikarilir.

Onerme 2.3.13. (L, ) birL— fts olsun. O halde

(i) (L*,5) ’nin her (L ,§|Y) alt uzay1 bir L— ftsdir.
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(ii) Eger (L',51,),(L*,5) nin bir alt uzay ise ve (LZ,(5|Y )‘Z ) , (L ,5|Y) ‘nin bir alt
uzay1 ise o halde (LZ , (5|Y )‘z ) , (L, &) ’nin de bir alt uzayidir.
(i) (L' ,5|Y) "de tiim kapali alt kiimelerin ailesi (L*,5)’da ki tiim kapali alt

kiimelerin kisitlamasini kapsar. Yani; (5 ‘Y ) =0 '|Y .

(iv) Eger B,6 ’nin bir tabani ve (LY,5|Y) ,(L*,8) "nin bir alt uzay: ise o halde

B‘Y , Ol, 'nin bir tabanidir.

(v) Eger S,d ’nm bir alt taban1 ve (L',5],),(L*,5) ’nin bir alt uzay1 ise o halde

B‘Y 0 ‘Y "nin bir alt tabanidir [48].

Teorem 2.3.14. (L*,6),(L", x) birer L—fts, f~:(L*,8) = (L', ©) bir L— fuzzy

déniisim, X, < X,Y, <Y olsun. O halde

(i) 70>, ve f[X]Y,=(Fle) (L0, 8l )—> (L, 4l,)
sureklidir.

(i) £7:(L5,8) > (L, ) ve f[X]<Y, = (f*)7:(LX,8) > (L*, uhy) agiktr.
(i) (0> () ve  f[X]aY,=(F%)7 (L, 8) > (L, 4l,)

kapalidir [48].

Tamm 2.3.15. S={(L*,8):teT| L fis’lerin bir ailesi her teT igin A eL*
olmak  lizere A= {A it eT} L—fuzzy alt kiimelerinin  bir  ailesi
olsun. X = 1_[teT X, seklinde tanimlansin.
Her teT igin p,: X — X, dogal projeksiyon doniisiimii olsun. L* L — fuzzy
uzaymdan Lt L— fuzzy uzayma projeksiyon doniisiimiinii
p L —> L

seklinde tanimlayalim.
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X izerinde {6, :teT} L-—fuzzy topolojisinin ¢arpim  uzayi
{PT(U):U, €5, teT} alt tabam ile iretilenX iizerinde ki & L- fuzzy

topolojisidir ve | ] 6, ile gosterilir.

(L*,8) L-— fts’si {(LXt ,5t) 't eT} L — fts ’lerinin ¢arpim uzay1 olarak ya da
L — fuzzy ¢arpim uzayi olarak adlandirilir. HS ya da HteT (L*,8,) ile gosterilir.
Her teT i¢in (LXt é‘t) koordinat uzay1 ya da HS carpim uzayinin bir bileseni
olarak adlandirilir. Bazen (LXt , é‘t) , t’inci koordinat uzayi olarak da adlandirilir.
A={A:teT} L- fuzzy alt kiimesinin ¢arpim

[TA=TIA :A{pf(A):teT}

teT

seklinde tanimlanir ve HA ya da th A ile gosterilir.

xeX,seT ve th X, uzaymda X, ’ye paralel X noktasinda sl(x,s) dilimi i¢in
[ 1. (L. 8) nin (LS'(X'S),§|5,(XYS)) L fuzzy alt uzay, (LXS,és) 'ye paralel

L— fuzzy X, noktasinda HteT(th,d)’nin L— fuzzy dilimi olarak adlandirilir
[48].

Onerme 2.3.16. S= {( LX‘,d):t eT} L — fts ’lerin bir ailesi, (L*,5) bunlarin
carpim uzay1 olsun. O halde

{é\p P (U):Fe[T]" vteF,U, eat}

o carpim topolojisinin bir tabanidir [48].

Tamm  2.3.17. S={(Lx‘,5t):teT} L— fts’lerin  bir ailesi  olsun.

{pt‘_ U,):U, et eT} ailesi th@ carpim topolojisinin kanonik alt taban1 ve
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{tAF pe(U,):Fe[T]", VvteF,U, e@} ailesi de yine bu carpim topolojisinin

kanonik tabani olarak adlandirilir [48].

Teorem 2.3.18. S:{(LX‘,d):teT} L — fts’lerin bir ailesi, (L*,5) bunlarin

carpim uzay1 olsun.O halde

(i) Her teT iginp” : (L*,8) = (L, 8,) projeksiyonu siireklidir.
(if) & carpim topolojisi her bir p,” projeksiyonunu siirekli yapan X ’de ki en kaba

L — fuzzy topolojisidir [48].

Tanim 2.3.19. | yonlendirilmis kiime olmak tizere 1% ’dan A kategorisine giden
herhangi D funktoru A ’da bir ters sistem olarak adlandirilir. D ’nin limitine

D ’nin ters limiti denir. A Kategorisi ters limite sahiptir ancak ve ancak her

D:1* — A ters sistemi bir limite sahip ise.

A ’da direkt sistem, direkt limit, direkt limite sahip olma notasyonlarinin duali
tanimlanabilir. S((L*,5)) = X ve S(F) = f ile tanimlanan S:LTop — Set funktoru

yardimet1 funktor olarak adlandirilir [13].

Teorem 2.3.20. D:I® —»LTop, i<j’yi saglayacak herhangi i,jel igin
D(i) :(LXi ,5i) veD(i< j)=F; :D(j) > D(i) olmak {lizere LTop’da bir ters

sistem olsun.(A,R), {D(I)} LTop -carpim1 yani A= (L*,0), {D(I)} , ailesinin

iel ie
L — fts carpimi olsun. P : A— D(i), Zadeh fonksiyonlarin L —degerli projektifidir.
Y ={yeX|F;oP/(y,)=P(y,), @eM(L), i,jel, i<j} olsun.

O halde ((L",5l,),Rl,), D nin ters limitidir [13].
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Sonu¢ 2.3.21. Farz edelim ki D:1® — LTop bir ters sistem ve S:LTop —> Set
yardimer funktordur. O halde ((L',£),Q), D’nin ters limitidir ancak ve ancak

(Y,q;),S oD ’nin ters limiti ise [13].

Teorem 2.3.22. J,l1’da bir konfinal alt kiime olmak {izere eger her
j €J icin &nin bir B, tabant sabit ise V, € B/nin (Pl,)*(V,) ailesi 5l, 'nmn bir
tabanidir [13].

Teorem 2.3.23. Farz edelim ki S,S | =Usaglayacak bir kiime olmak iizere

{A;|(s;i)eSx1}<|LTop| olsun. Her seS, veiel igin
D,(i) =] [s Ai» D, (i) =©,s A, D,(i) = A,
D,(i<j)=]]esD:(i<]) Dy(i < j)=® D, (i < j)

saglanacak sekilde D;,D,,D,: 1% — LTop ters sistemlerdir. Ayrica her s€$S igin
A,, D ’nin ters limiti olsun.

O halde Hses A ve @ A sirastyla D, ve D, nin ters limitleridir [13].

Onerme 2.3.24. Eger cf (1) <X, ise tim D, =& ve tiim F,’ler Y # saglayacak

sekilde ortendir [13].

Tamim 2.3.25.D:1® — A ve D:1*® — A iki ters sistem ve ¢(1), | *da konfinal
olacak sekildle ¢@:1 —1 bir monoton fonksiyon olsun. O halde
n:Dop—>D(Dog,n7,D) bir dogal doniisimii D ters sisteminden D ters

sistemine bir doniisiim olarak adlandirilir [13].

Uyar 2.3.26.
() Heri,jel vei,jel i¢in D:1®° - A ve D:1® — A her zaman

D(i)=(L",5), D(1)=(L",5), D(i<j)=F, DT <])=F;

19



kosullarini saglayacak iki ters sistemini gosterirler.

(2) (L¥,8) ve (LX,5) sirasiyla {D(i)}

iel

ve {D(7)}. . ailelerinin LTop -garpim

olmak {izere (LY,5|Y) ve (L',8 |?) sirastyla D ve D ’niin ters gosterirler.

(3) n:Dop—>D(Dop,n,D) ,D ters sisteminden D ters sistemine bir doniisiimii

gosterir.

Kolaylik igin her T el igin 7, nin yerine F. alabiliriz ve {(p, FT} ailesi D

ters sisteminden D ters sistemine bir doniisiim olarak adlandirilir [13].

Teorem 2.3.27. {p,F},lim{gp F} ile gosterilen ve {p,F } ile iiretilen LTop-

morfizminin limiti olarak adlandirilan bir F: (L, 5|Y) -, 6 |\7) LTop-

morfizmini tretir [14].

Teorem 2.3.28. Eger tiim F; ’ler sirasiyla injeksiyon, bijeksiyon ve LTop -

izomorfizmleri ise o halde F =lim{p,F

} sirasiyla bir injeksiyon, bijeksiyon ve

LTop -izomorfizmidir [14].

Sonug 2.3.29. Eger J, | ’da bir konfinal alt kiime ise o halde D|, 'nin ters limiti

D ’nin (LY,5|Y) ters limiti ile LTop -izomorfiktir [14].
2.4. Intunistik Fuzzy Topolojik Uzaylar

Tamm 2.4.1. X bostan farkli bir kiime olsun. X ’in fuzzy alt kiimelerinde bir IGO
asagidaki kosullar1 saglayan 1% ’den | ’ya giden fonksiyonlarin (z,7") seklindeki

siralt ikilisidir.

(IGO1) r(A)+7° ()<L, Viel”

(1G02) r(0)=r @) =1 7 (0)=7"1) =0,
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(1GO3) (4, 4) > e(A) A t(Ay) Ve ' (A A A) <7 (A)v e (), 4 €1%,i=12,
(1GO4) T(UieA/ll ) > Aia7(4) ve T (UieAﬂi ) SVieAT*(/l.)’ 4 el “ieA,

(X,7,77) siral iigliisii IFTS olarak isimlendirilir.z ve 7~ sirasiyla agiklik

derecesi ve agik olmama derecesi olarak adlandirilir [31].

Tamm 2.4.2. X bostan farkli kiime ve §,F :1° — | asagidaki kosullar1 saglayan

iki doniisim olsun.

(IGC1) F)+F (1) <1, Viel®

(IGC2) 30 =3 M) =15 (0)=F D) =0,

(IGC3) F(4 U A) = F(A) AT (L) Ve T (4 VL) <F (VT (4), 4el” i=12
(IGC4) F(Mis )2 AicaF(4) VeF (MiyA) S Viu§ (A), 4 e 17 Te A

O halde (3,3 cifti X ’de intunistik kapalilik derecesi olarak isimlendirilir [31].

Tamm 2.4.3. (3,3 )ve (r,7°) icin 1* =1’ ya giden asagidaki doniisiimleri
asagidaki gibi tanimlayalim [31].

7;(N)=F(), . (D)=F 1),

5. (W) =1(4), F.(D)=7(1)

Teorem 2.4.4.
a) (r,7") , X ’de bir IGO’dur ancak ve ancak (&,3:*), X ’de bir IGC ise

b) (8,3, X "de bir IGC’dir ancak ve ancak (z3,7..), X "de bir IGO ise

C) Ty =T, T; =7, &8 =F, F;* =3 [31].
T 3
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Tanmm 2.4.5. {(Z’i,Ti* )}i . X ’deki IGO’larn bir ailesi olsun. O halde bunlarin
arakesiti asagidaki gibi tanimlanr [31].
Nica @ 7) = (Aa7 Via )

Burada

(Aica) (1) = Aics (7 (1), (Vi 7)) = Vs (5 (1)), e 1.
Teorem 2.4.6. IGO’larin bir keyfi arakesiti yine bir IGO’dur [31].

Tamm 2.4.7. (zr,7") ve(U,U") X ’de bir IGO olsun. O halde ‘<’ bagntist
asagidaki gibi tanimlanir [31].

(r,7)<U,U)e=r<Uver >U".

Teorem 2.4.8. X ’deki tim IGO’larin koleksiyonu ‘<’ bagmtisina gore bir tam
latis olusturur. (z,,7,) Ve (z,,z,) sirasiyla bu latisin en kiigik ve en bilyiik

elemanlaridir [31].

Tamm 2.4.9. (7,7"), X ’de bir IGO olsun. r € |, igin

T, = z’l[r,l], . =(c)" [0,1— r]. [31]

Teorem 2.4.10. (X,7,z") bir IFTS olsun. O halde {r,} _ ve {z/}  aileleri

asagidaki sartlar1 saglayacak sekilde X ’deki fuzzy alt kiimelerinin topolojisinin

azalan iki ailesidir [31].

a)r, .,

*

b) T, = ﬂs<r Ts ; T = ms<r Ts-
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Teorem 2.4.11. {(T,,T))irel,}, X ’deki fuzzy alt kiimelerinin birbirini igeren
bitopolojisinin bir azalan ailesi olsun.z,z" : 1* =1,

r(A)=v{rieT} ve r' (A) =n{l-r; 2T}
ile tanimlansin. O halde asagidaki sartlar saglanir [31].

(@) (z,77), X *de bir IGO’dur.

(b) 7, =T, ancak ve ancak (., T, =T,, Vr e, ise.

s<r °s

(c) 7, =T, ancak ve ancak N, T, =T,, Vr e, ise.

r s<r °s

Tamm 2.4.12. (T,T") bostan farkli X kiimesi iizerinde bir BFTS olsun. Her bir

rel,igin T",(T")": 1" — | doniisiimlerini asagidaki sekilde tammlayalim [31].
T'0)=T"1)=1 (T)"©0)=()"D) =0,

r r ueT-{0,1}icin,
T ()= { }
0 uel®=T icin

. 1-r  weT ={0,1icin,
(r)(ﬂ)—{ { } :
1 el =T icin

Teorem 2.4.13. (T,T"), X ’de birbirini iceren BFTS olsun. O halde
(T (T7)"), X de
(), =T ve (7)), =T'

olacak sekilde bir IGO’dur [31].
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Teorem 2.4.14. (X,z,7’) bir IFTS ve Y = X olsun.z,,z, : 1" — | doniisiimleri

asagidaki gibi tanimlansin.

5 (W) =v{e(Aide 1’5 = uf,
T:(y)z/\{r*(i);ﬂelx,/% =y}, Yuel'.

O halde (z,,7,),Y de bir IGO’dur ve 7, (1) > (1, ), 7, (12) <7 (1) [31].

Tamm 2.4.15. (Y,7,,7,) IFTS’si (X,z,7°) IFTS’sinin bir alt uzay1 ve(z,,z,) ise

(X,7,77) ’dan elde edilen Y ’deki IGO olarak adlandirilir [31].

Teorem 2.4.16. W,rY,r;) ,(X,7,7") IFTS’sinin bir fuzzy alt uzay1 ve u e 1Y olsun.
O halde

F, (ﬂ)=v{F,(n):ne|X,%:ﬂ}
) = AfFE )i e 1% =

(i)ZcY X iser, =(z,),,7, =(z;), dir [31].

Tamm 2.4.17. (X,z,7) ve (Y,U,U") iki IFTSve f:X —Y bir doniisiim olsun.
O halde her bir zze 1" igin;

U(u) <z(f () ve U () =7 (f*(u)) oluyorsa f ’ye gp-doniisiim denir [31].

Tanmmm 2.4.18. (X, T,T) ve (Y,S,5)), fuzzy alt kiimelerinin bitopolojik uzaylari
ve f:(X,T,T)—>(Y,S,S") bir désim olsun. Eger f:(X,T)—(Y,S)

ve f (X, T) —(Y,S) siirekli ise o halde f ’ye siireklidir denir [31].
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Teorem 2.4.19. (X, 7,7 )ve (Y,U,U") iki IFTSve f:X —Y bir déniisiim olsun.
O halde Vr €, i¢in

1) f:(X,7,7) = (Y,U,U") bir gp-déniisiimdiir ancak ve ancak
2) f:(X,z,,7,) —>(Y,U,,U’) déniisiimii siirekli ise [31].

Teorem 2.4.20. (X,z,7), (Y,U,U) ve (ZW,W") iic IFTS olsun. Eger
f:(X,r,7)—>((Y,UU) wve g:(Y,UU)—>(ZWW) doniisimleri gp-
doniisiimleri ise o halde gof:(X,7,7)—(Z,W,W") doniisiimii bir gp-
dontisimdiir [31].

Tamm 2.4.21. (T, T"), X *de bir BFTS olsun. Eger B ve B sirasiylaT ve T ’nin

tabanlari ise o zaman (B,%5") *ye (T,T’) *nun taban1 denir [31].

Tamm 2.4.22. (T,T"), X *de bir BFTS olsun. Eger U ve U~ sirasiyla T ve T ’nin

alt tabani ise 0 zaman (0,20") ‘a (T,T") ’nun alt taban1 denir [31].

Teorem 2.4.23. (X,z,7°) bir IFTS, f:X —Y bir dénisim , {(T,, T )irel,}

ailesi Y *deki fuzzy alt kiimelerinin birbirini igeren bitopolojisinin azalan bir ailesi ,

(U,U")ise Y ’de bu aile tarafindan iiretilen IGO olsun ve farz edelim ki her bir
relyigin (B,%8) veya (U,0°), (T.,T,) in sirastyla bir tabani ya da alt tabanidir.
O halde asagidaki 6nermeler birbirine denktir [31].

(@) f:(X,z,7)—(Y,U,U") bir gp-doniisiimdiir.
(b) VueT, vrel, igin o(f *(w)>r
YueT ,Vrel,igin o (f () <1l-r.

(c) Yue®B Vrel, igin o(f *(u) >,
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Vue®B,, vrel,icin ¢ (f (w)<l-r.
(d) VueBvrel, igin (f *(u) >,

Yuel vrel,igin o (f*(w)<1l-r.

Teorem 2.4.24. (X, T,T") ve (Y,S,S”) fuzzy alt kiimelerinin iki tane birbirini

iceren bitopolojik uzaylar1 ve f : X —Y olsun. O halde

1) f:(X,T,T)—>(Y,S,S") siireklidir ancak ve ancak
2)vrel,icin f:(X,T",(T))—(Y,S",(S)") bir gp-doniisiim ise [31].

Tamm 2.4.25. Ac1*ve (X,7,7") bir IFTS olsun. O halde A ’nin kapanisi
A=N{Kel*: £ (K)>0ve F: < F:(A), AcK |

ile A’nin igi ise
A =U{Kel*:z(K)>0ve " (K)<z"(A), K c A}

ile tanimlanir [33].

Teorem 2.4.26. A Be1* ve (X,r,7") bir IFTS olsun. O halde

W) FR<FW,
(2) /() <7 (A),
(3) AcB VE.ET(B)S_Ef(A):Ag B,

(4) AcBve r"(A) <7 (B)= A° = B° [33].
Teorem 2.4.27. Ae1*ve (X,z,7") bir IFTS olsun. O halde

(1) (A) =(A)",
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(2) A=((A)°),

(3) (R°) =(A%),

(4) A =((A) [33]

Teorem 2.4.28. A Bel* ve (X,z,7") bir IFTS olsun. O halde

(1) (0,)=0,,

(4) AnB c(AUB) [33].
Teorem 2.4.29. Ae1*ve (X,z,7°) bir IFTS olsun. O halde

(1) 7(A)>0= A’ = A
(2) £(A)>0= A=A [33].

2.5. Intunistik Fuzzy Topolojik Uzaylarda Kompakthk

TFS’lerde c¢esitli kompaktlik tanimlar1 Lowen, Gantner ve Samanta tarafindan
asagidaki gibi tanimlanmistir. Bizde c¢esitli kompaktlik tanimlarini ilk Once
BFTS’lerde sonrada IFTS’lerde kuracagiz. Bu boliimde fuzzy kiimelerinin tim

topolojileri Lowen’e gore verilmistir. X ’deki aciklik derecesi asagidaki ek sarth

saglar.

(iv) TUm sabit fuzzy kimeleri « € 1™ igin 7(a) =1 dir.
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Burada X — I, a(X)=a, Vxe X,Vaeldir. Bu bolimdeki IGO(IGC)

asagidaki ek sartlar1 saglar.

(1IGO5) r(a) =17 (a) =0, Va el
(IGC5) F(a)=1 F (2)=0, Vael)

(X, T, T") bir BFTS ve b,b"c1* olsun. Eger herhangi xe X igin,
1(X) > a ve 1 (X) > B olacak sekilde Jueb, 1 €b” varsa (b,b") cifti bir («, f)—iz
ailesi olarak isimlendirilir (a, f € 1,) .

(©,97), bir (a,p)—iz ailesi eger DcbveD cb sartlarin1 sagliyor ise
(b,6") (a, f)—iz ailesinin bir alt ailesi olarak adlandirilir.

Eger bveb sonlu ise bir (a,f)—iz ailesi olan (b,6") sonlu olarak
adlandirilir.

Herhangi bir A kiimesi i¢in 2" ile A’nm tiim sonlu alt kiimelerinin ailesini

gosterelim.
i,M={2"(a1]:2:T}, acl, i,(T)={v}(B1:veT "} Bel, ve i(T),i(T")

sirastyla U, 1, (T) ve U, i,(T ") alt tabanlarindan iiretilen topolojiler olsun [31].

Tammm 25.1. Eger a,fB¢el, igin (T,T") daki her bir (a,f)—iz ailesi sonlu

(a, B)—iz alt ailesine sahip ise (X,T,T) ’a («a, 5) —kompakt denir [31].

Tammm 25.2. Eger a,fB¢el, icin (X,T,T) ,(a, f)—kompakt ise (X,T,T") ’a

gliclii fuzzy kompakt denir [31].

Tamm 2.5.3. Eger (X,i(T)) ve (X,i(T")) kompakt ise (X,T,T") ’a ultra fuzzy
kompakt denir [31].
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Tamm 254. Eger bcT,b' T  iki ailesi ve a,Beligin

SUp, 4z a,sup .V f3 olacak sekilde ve

ge(0,a],& €(0,8] icinsup,,, u>a—¢ ve SUp, .V > f—¢  olacak  sekilde

3b, € 2®,b; € 2 varsa (X,T,T") fuzzy kompakt olarak adlandirilir [31].

Tammm 2.5.5. (X,7,7°) bir IFTS olsun. Eger Vrel, igin (X,z,,7,), sirasiyla
(a, f) —kompakt ,giiclii fuzzy kompakt, ultra fuzzy kompakt ve fuzzy kompakt ise

o halde (X,7,77) (a, B)—kompakt ,giiclii fuzzy kompakt, ultra fuzzy kompakt ve

fuzzy kompakt olarak isimlendirilir [31].

Teorem 2.5.6. Eger f:(X,z,7)—(Y,U,U") bir érten gp-déniisiim ve (X,7,7")
yukaridaki tanimlardan herhangi birine gére fuzzy kompakt ise (Y,U,U”) aynm

tanima gore fuzzy kompaktdir [31].

Teorem 2.5.7. Bir {(Xi,Ti,Ti*)} ailesinin her bir IFTS’si yukaridaki kompaktlik

ieA

tanimlarindan birine sahiptir ancak ve ancak (7;,_, X;,7,.,7;,7,.,7,) ¢arpim uzay1 bir

fuzzy kompakt ise [31].

(X, 7) bir topolojik uzay ve G < X olsun. Eger G ’nin her bir U agik ortiisii sonlu

bir V acik alt ortiiye sahipse G ’ye kopmaktir denir. Asagida da goriildiigii lizere

Aoy a0)-t

o VXe X, G’(x)vA\G/U A(x) =1,

& Vxe X, G'(x) #1saglandiginda A\E/U AX)=1,
& Vxe X, G(x) =1saglandiginda A\E/U AX)=1,

S Vxe X,G(x) < AVU A(X) olur.
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G ’ye kopmaktir denir ancak ve ancak AX (G'(X) VA\/U A(X)) =1, saglandiginda

A (G (x) vA\E/U A(x)) =1 oluyorsa.

ve2) xeX
Boylece dogal olarak kompaktlik kavramini L -uzaylarina asagidaki sekilde

genisletebiliriz.

Tamm 2.5.8. (X,T) bir L-uzay1 ve G € L* olsun. Eger her UcT ailesi i¢in
AV AW ¥, A (C0v Y, Am)

saglantyorsa G ’ye fuzzy kompakt denir [40].

Teorem 2.5.9. (X,T) bir L-uzay1 ve G € L olsun. O halde G fuzzy kompakttir
ancak ve ancak her P c T’ alt ailesi i¢in

X\G/X (G(X) A B/e\P B(X)) = F/}P) x\e/x(G(X) N B/e\F B(X))

saglantyor ise.

Simdi diger fuzzy kompakt karakterizasyonlarini ele alacagiz. Oncelikle

asagidaki kavramlar1 verelim.

Tamm 2.5.10. (X,T) bir L-uzay ve aeL\{l} ve GeL* olsun.L" °de bir U alt

ailesi,

1)Eger herhangi Xxe X igin G’(X)VAVU A(X) <a G’nin bir a-—iz’i olarak
adlandirilir.
2)Eger AX (G’(x)vAVU A(x))Sa ise G ’nin bir giiglii a—iz’i olarak adlandirilir

[40].
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Teorem 2.5.11. (X,T) bir L-uzay1 ve GeL* olsun. O halde 6rnekler birbirine
denktir.

1) G fuzzy kopmaktir.

2)Herhangi ae L\{l} icin G ’nin her bir acik giiclii a—izli U ailesi G ’nin gii¢li
a—iz ailesi olan sonlu bir V alt ailesine sahiptir.

3)Herhangi a e L\{O} icin G ’nin her bir kapali gii¢lii a—uzak ailesi G 'nin giiglii

a—uzak ailesi olan sonlu bir r alt ailesine sahiptir [40].

Teorem 2.5.12. Eger G fuzzy kompakt ve H kapali ise G A H fuzzy kopmaktir
[40].

Tamm 2.5.13. (X,7) ve(Y,o) fuzzy topolojik uzaylar olsun. Eger (X, ) ’daki tiim
p fuzzy noktalart igin H ( P, 0) =f(p) veH ( p,l) =g(p) olacak sekilde
H:(X,7)x(l,&) > (Y,o)fuzzy siirekli dontisiimi var ise f,g:(X,7) > (Y,0)

iki siirekli fonksiyonuna fuzzy homotopik fonksiyonlar denir.

H fonksiyonunu f ve @ arasinda homotopi olarak adlandiririz ve

H: f =g ile gosteririz [37,39].

Teorem 2.5.14. (X,7)’dan (Y,o)’ya giden tiim fuzzy siirekli fonksiyonlar ailesi

tizerinde tanimlanan = bagmtis1 bir denklik bagmntisidir [37,39].

Tamm 2514, (X,7z) ve (Y,0) fuzzy topolojik wuzaylar olsun.
f:(X,7)>(,0),0:(X,7) > (Y,0) fuzzy siirekli doniisiimleri olmak {iizere
gof =1y, vefoeg=1, ,saglaniyorsa (X,7),(Y,o) topolojik uzaylarina ayni

fuzzy homotopi tipine sahip uzaylar denir.
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O halde f,g fonksiyonlarma da fuzzy homotopi denklikleri ve

(X,7),(Y,0) uzaylara da fuzzy homotop denk uzaylar denir [37,39].

Not 2.5.15. Eger (X,7) ve (Y,o) fuzzy topolojik uzaylar1 fuzzy homeomorfik ise
o halde bu uzaylar fuzzy homotop denk uzaylaridir [37,39].

2.6. Fuzzy Topolojik Uzaylarda Homotopya Bagintis1 ve Homoloji Gruplar

Tamm 2.6.1 f,g:(X,7) > (Y,o) L—fuzzy siirekli doniistimleri olsun.i=0,1, i¢in

1 t<i,
/I'(t):{o t>i

olmak tizere (X,7)’da her L—fuzzy a, noktasi igin,

F(a,.[4]) =f(a,) veF(a,[4])=0(,)

olacak sekilde bir F:(X,7)x(1(L),J) = (Y,o) L—fuzzy siirekli doniisiimii varsa
f,g’ye fuzzy homotoptur denir. F doéniisimii f veg arasinda bir L-—fuzzy

homotopyasi olarak adlandirilir ve f = g seklinde gosterilir [37,39].

Tanmm 2.6.2. (X,7) ve (Y,o) L—fuzzy topolojik uzaylar1 olsun.z,,s sirasiyla
(X,7) ve (Y,o) lizerinde birim doniisiim olmak tizere gof = 7, vefog= 4
olacak sekilde f :(X,7) > (Y,o) ve g:(Y,o) > (X,7) siirekli doniisiimleri varsa
(X,7) ve (Y,o)’ya aym tipli L—fuzzy homotopyalar1 denir. Ayrica f veg

stirekli doniigtimleri L —fuzzy homotopi denklikleri olarak adlandirilir [37,39].

Not 2.6.3. (X,7) ve (Y,o) uzaylar1 L—fuzzy homeomorfik ise ayn1 zamanda bu

uzaylar denk L —fuzzy homotopik denk uzaylardir [37,39].
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Teorem 2.6.4. f,g:(X,7) > (Y,o0) doniisiimleri L—fuzzy siirekli dontisiimleri
olsun. Eger f=0 ise f. ve g. tretilen homomorfizimleri
n>0iginH, [(X,T),Z] ‘den H, [(Y,G),Z] ’ye giden aynt homomorfizimlerdir
[37,39].

Sonug¢ 2.6.5. f:(X,7) > (Y,o) bir L—fuzzyhomotopi denkliyi olsun. O halde
tim n>0 i¢in f.:H, [(X,7),Z]—H,[(Y,0) Z] bir izomorfizimdir[37,39].

Simdi biiziilebilen wuzaylarin ve topolojik uzaylarin retraktinin fuzzy

versiyonu verilecektir [37,39].

Tanmm 2.6.6. Eger bir (X,7) L—fts’si bir L—fuzzy noktasinda L—fuzzy denk
ise bu takdirde (X,7)’ya biiziilebilen L —fuzzy denir.

Eger (X,7r) L—fts’si biiziilebilir ise o halde tekbir a noktasini iceren L—fts ile
ayni L—fuzzy homotopluk ¢esidine sahiptir [37,39].

Ho[(X,7),Z] = H, [({a}, ), Z] = Z ve H, [(X,7), Z] = H, [{a}, ), Z] ={0}, n>1.

Tamm 2.6.7. i:(A7,)—>(X,7r) gomme doniisimi ve ¢, (A7,)’da birim
doniisiim olmak iizere reoi=1, olacak sekilde r:(X,7) > (A 7,) L—fuzzy siirekli
dontigimii var ise (X,zr) L—fts’sinin bir A alt kiimesi (X,7)’nun L—fuzzy

retrakti olarak isimlendirilir [37,39].

Tamm 2.6.8. (X,7) L—fts’sinin bir A alt kiimesi,ior=_ gz, olacak sekilde
r:(X,z) > (Ar,) L-—fuzzy retraksiyonuna sahipse bu kiime (X,7)’nun

L —fuzzy deformasyon retrakti olarak adlandirilir [37,39].

Onerme 2.6.9. A bir (X,7) L—fts’sinin L—fuzzy deformasyon retrakt: olsun. O

halde i: (A, z,) > (X,7) bir L—fuzzy homotopik denkligidir [37,39].
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Teorem 2.6.10. A bir (X,7) L—fts’sinin L—fuzzy deformasyon retrakti ise her

bir n>0 i¢in H, [(X,7),Z] bir izomorfizimdir [37,39].

{C, K, p} ‘R kategoryasinda bir dual standart yap1 (dual iiglii) olsun. Yani,
C:R>R bir kovaryant funktor ve
pe(k*C)=po(C*k)=¢,*Cvepo(p*xC)=p(C*p) sartlarini saglayan
k:id, >C vep:CC—C funktorlarin dogal morfizmalaridir.
{C.,k, p} bir F" =(F,,7,€)) st dual semisimplisialini liretir.Yani,

nF_,—>F,& F

n+1

— F, artan ve azalan morfizimleri ile beraber F, :R >R
funktorlarm  bir dizisidir. C° =id,, ve C** =CC" olsun.O halde F~ dual
semisimplisial funktoru F, =C"™ 5! =C'+k*C"" ve & =C'* p*C"" araciligiyla
verilir. Tam semisimplisial kompleksler sartinin tersine 7' ve &' artan ve azalan

morfizmalar1 ters yonlere giderler ve dual aksiyomlar: saglarlar. F~ dual

semisimplisial ~ funktoru YeR nesnesine  uygulanabilir. ~ Bdylece
F'(Y)=(F,(Y),7'(Y),&'(Y)) dual semisimplisial nesnesini elde ederiz.
R kategoryasimn Hom(., X) funktoru (Hom(F,(Y), X),7',&") araciligr ile R ’de

bir semisimplisial kompleks tiretir.

Boylece biz koni yapisim1 kullanan homotopya grubunun bir kategorisel

tanimini verebiliriz. X bir topolojik uzay olsun. X x1°de (X,1) formundaki tiim
noktalarin belirlenmesi ile elde ettigimiz X x| ’nin boliim uzayina X {izerinde bir
konidir denir. Topolojik uzaylarin kategoryasinda dogal standart yapt {C,k, p} ’yi
asagidaki  yolla elde ederiz.C(X), X lizerinde bir koni olsun. Eger
f : X =Y siirekli doniisiim ise o halde C(f):C(X) —>C(Y), C(f)(x,t)=(f(x),1)
ile verilir. kK(X)(x)=(x,1) ile tanimlanan k(X): X —-C(X) X ’den C(X)’e dogal
gommedir.Dogal morfizma p, p(X):CC(X) —>C(X) ve p(X)(x,s,t) =(x,s,t) ile

tamimlanir. F~ dual semisimplisial funktorunun C tarafindan iiretildigi goz oniinde
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bulundurularak (Hom(F, ({x,}), X),7',&") ile gosterilen X, € X taban noktali X
uzayinin semisimplisial kompleksi elde edilir.
FR>RveG:R >R  eslenik  funktorlar  ¢ifti  olsun. O  halde
(§*F)o(F*g)=1, *F:F >FGF > F ve (G*&)o({*G)=14,*G:GC>GFG —»G
saglanacak sekilde ¢:id, —>GF ve £:FG —id . dogal morfizmalari vardir.
R *deki her bir {C, K, p} dual standart yapist
C=GCF,k =(G*k*F)ol vep=G*(po(C*£+C))*F aracihg ile R’de bir
{C_Z K, ﬁ} dual standart yapisi {iretir.
Koni yapisi dual standart yapi olarak tanimlanmak {izere, topolojik uzaylarin
kategoryasinda dual standart yapt elde etmek icin
F:FTS ->TOP ve G:TOP — FTS eslenik funktorlarin bir ¢iftine ihtiya¢ duyariz.
¢ funktoru o funktoruna bir sag esleniktir. Fakat Huber’s yapisi i¢in o ’ya bir sol
eslenik gereklidir. Bu yiizden asagida 7 : FTS —TOP funktorunu o ’ya sol eslenik
diisiinecegiz.

7:FTS -5 TOP funktorunu tanimlayalim. Eger A, X *de bir fuzzy topoloji ise
o halde 7(A)={M|z, €A} X *de bir topolojidir.Z7, FTS —TOP morfizimlerinin

degismeyen bir funktoru olarak diistiniiliir [24].
Onerme 2.6.11. 7 , o ’ya bir sol esleniktir [24].

Biz simdi FTS ve TOP kategoryalarina Huber’s yapisini uygulayabiliriz.
Yani 7 vew funktorlarini kullanarak TOP'dan FTS ye koni yapisi ile iiretilen dual
standart yapiy1 tasiyabiliriz. Bu yolla fuzzy topolojik uzaylarda homotopya

grubunun farkli bir tanimini elde ederiz.

Teorem 2.6.12. (X,A), x, taban noktali fuzzy topolojik uzay olsun. O halde iistte
tanimlanan yap1 tarafindan tretilen (X,A)’nin n.dereceden homotopik grubu Xx,
taban noktali (X,z(A)) topolojik uzayinin n.dereceden homotopik grubuna

izomorftur [24].
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| ile birim arali@ ve I"=IxIx---xl ile birim n-—kip’i

gosterecegiz. R *de reel sayilarin kiimesidir.

Tamm 2.6.13. [ asagidaki 6zellikleri saglayan tim A:R—> L monoton azalan

doniistimlerin kiimesi olsun.

(1) A(t)=1, t<Oigin
(2) A(t)=0, t>1icin.

Apelicin A=pu  saglanir  ancak ve ancak VteR,A(t-)=inf_ A(S),
A(t+) =sup,, A(s) olmak iizere A(t—)=u(t-) ve A(t+) = u(t+) saglaniyor
ise.'=", I iizerinde bir denklik bagntis1 olmak iizere % boliim uzayr L—fuzzy
birim arali§i olarak adlandirilir ve [/1], Ael denklik smifimn tanmminda
kullanilacaktir.

L([4])=(@))eL, R([4])=A(t+) €L olmak iizere

{L,,R|teR} nin bir alt taban olarak kabul edilmesiyle I(L) iizerinde bir J

L —fuzzy topolojisini tanimlariz.

Bu J, I(L) tizerinde standart topoloji olarak adlandirilir [46].

Tanim 2.6.14. n>1 icgin swrasiyla standart topolojileri J,,J,,...,J, olan
(L), 1, (L),....,1,(L) L—fuzzy birim araliklarinin 1"(L) c¢arpim uzay
L —fuzzy n—kip olarak adlandirihir. J" ile de garpim topolojisi gosterilir.

i=12,...,ni¢cinp, =1"(L) > I,(L) dogal projeksiyon olsun. O halde
{L[, R|t IS R}, I.(L) tzerindeki 3" standart topolojilerinin alt tabani1 olmak {izere

{pi’l(Lﬁi)), pi(RV)teRi=12,.., n} , 3" ’nin bir alt tabanidir [46].
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Tamm 2.6.15.v, e I,t <0 igin v,(t) =1ve t>0iginv,(t)=0 olsun. O halde
1°(L) =[v,]e (L) L—fuzzy O-—kiipl olarak adlandirilir ve 1°(L),3° relativ

topolojiye sahiptir [46].

Tanmm 2.6.16. (X,7) bir L—fts olsun. O halde (X,7)’da bir L—fuzzy singiiler
n—kip *i bir L—fuzzy stirekli doniistimdiir.

ED (ML), 3N > (X,7), n=0
(X,7)’da ki tim L —fuzzy singiiler n—kuip ’tiniin kiimeleri S (X,7) ile gosterilir

[46].

Tamm 2.6.17. £" €S (X,7) (n>1) L—fuzzysingiler n—kip i olarak adlandirilir

ancak ve ancak herhangi [ A' ][ «' | € I,(L) igin
EOCL A ) =04 )

saglaniyorsa. Yani; & ([ll]...,[ii ] . .[ﬁ” ]) , [/1i ] ’den bagimsizdir.
L —fuzzy singiiler 0—kipU hig¢bir zaman trivial degildir.

Eger L={0,} almrsa I(L) ve onun standart topolojisi t<r icin A (t)=1ve
t>ricin 4. (t)=0 olmak iizere [ﬂ,r] doniisim smifi ile tamimlanan aligilmis

(6klidyen ) topolojiye indirgenir [46].

Onerme 2.6.18. (X,7) bir alisilmis topolojik uzay olsun. O halde
(i) £"eS, (X, 7) =& 1" —> X, X de bir singiiler n—kup *diir.n>0

(i) &" €S, (X,7), trivialdir ancak ve ancak &£":1" — X, X *de bir trivial singiiler

n—Kkup ise [46].n>1
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Tamm 2.6.19. n>1,£"eS (X,7) olsun. i=12,...,nigin d’(£™)=&Mod? ve
di(E™M)=£Modr €S, (X,7) sasiyla ™ ’nin i’ninci azalan ve i’ninci artan

doniistimii olarak adlandirilir [46].

Onerme 2.6.20. £&" €S, (X,7) ve 1<i< j<n olsun. O halde

(i) d7d? (&™) =d2,d? (&™),

(il) didi (&™) =di,di (&™),

(iii) dPd} (&™) =d,d? (&™),

(iv) did’ (™) =d?,d (&™) [46].

Tanmm 2.6.21. (X,7)bir L—fts veZ ’de tamsayilarin alisilmis toplamsal grubu
olsun. n>0 i¢in Q,[(X,z),Z] ile (X,r)’da ki tim L—fuzzysingiler
n—kip ’lerinin S (X,7) kiimesi ile iretilen serbest abelyen grubu gosterecegiz.
Yani her C€eQ, [(X,T),Z], L —fuzzy singiiler n—klp ’lerinin sonlu lineer

kombinasyonu olarak tek bir gdsterime sahiptir.

e"=>a," a,eZ,&eS (X,7)

Bir &" L—fuzzysingiiler n—kip i ile 1" €Q,[(X,7),Z] ni karigtirmamaliyiz.

Oile X, 0&™ €Q,[(X,7),Z] gosterecegiz.

n>1 i¢in, tiim trivial L—fuzzy singiiler n—kip ’leri ile iiretilen Q,[(X,7),Z] nin

alt grubunu D, [(X,r),Z] ile gosterecegiz ve D, [(X,r),Z] ={0} olsun.

Q,[(X,7),Z]

C.lxn.2]=4 [(X.2).2]

n>0
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ile tanimlansin. C_ [(X,T),Z],(X,T)’da ki singliler n—zincirlerinin grubu olarak

adlandirtlir [46].
Tamim 2.6.22. n>1,(X,7)bir L—fts olsun.: &" €S (X,7) igin
0,6 =2 (D [ A -dfs” ]
i1

olacak sekilde bir 0, :Q, [(X,r),Z]—)Qn_l[(X,T),Z] homomorfizim tanimlanir
[46].

Onerme 2.6.23. n>1 olsun. 0, ,0, =0 vardir [46].

Onerme 2.6.24. n>1 olsun. O halde &, {D,[(X,7),Z]} = D,,[(X,7),Z] dir [46].

Tamm 2.6.25. (X,7) bir L—fts olsun.

Z,[(X,7),Z] = Ker(&}) :{cn eC,[(X,7),Z]

&,c, =0}, n>1

*

B, [(X,7),Z]=1m(&],,) =&;.,, {C,..[(X,7),Z]}, n=0

n+1

tanimlanir ve sirasiyla (X, 7)’da singiiler n—devirler grup ve singiiler n— sinirlar

grup diye adlandirilir.

Z, [(X \7), Z] =C, [(X \7), Z] olsun. Onermeden aciktir ki;
Bn[(X,r),Z]an[(X,T),Z], n=>0.

Boylece

Z,[(X,7),2]

Ha[(X.9.2]=5 [(X.2).2]
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seklinde tanimlanir ve (X,7) L—fts’sinin singiiler n.homoloji grubu olarak

adlandirilir [46].

Teorem 2.6.26. L={0,1} ve (X,r)L—fts’si alisilmis topolojik uzay olsun. O
halde

H.(X,Z), X ’in n-boyutlu singiiler homoloji grubu olmak iizere

H,[(X,7),Z]=H,(X,Z), n>0 dir [46].

Teorem 2.6.27. f:(X,7)—>(Y,o0) bir L—fuzzy siirekli doniisiimi olsun. Her
&"e S (X,7) i¢in

f (E™)=foM:(1"(L),3") > (Y,0)
olacak  sekilde f,:Q, [(X,T),Z]—)Qn[(Y ,0),2], n>0 homomorfizmasi

tanimlayalim [46].

Onerme 2.6.28. n>0 icin ,f#{Dn[(X,r),Z]}gDn[(Y,a),Z] saglanir ve

f,:C, [(X \7), Z] —C, [(Y ,O), Z], n > 0 gruplarin homomorfizmasidir [46].
Onerme 2.6.29. (X,7),(Y,0),(U, ) iic L—fuzzy topolojik uzay olsun.

(1) (X,7) iizerinde ¢ birim déniisiimii ile iiretilen ¢, : C, [(X,7),Z]—>C,[(X,7),Z]

homomrfizmasi birim izomorfizmadir.

(2) Eger f:(X,7)>(,0)ve g:(Y,0) >U,w) L—fuzzy siirekli doniisiimleri
ise o halde (gof),veg,~f, ,C [(X,7),Z]danC, [(U,®),Z] ya giden aym

homomorfizmalardir [46].
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Onerme 2.6.30. n>1, f :(X,7) —>(Y,0o) bir L—fuzzy siirekli déniisiimii olsun. O
halde

1) f,00,=0,°f,:Q,[(X,7).Z]>Q,.[(Y.0).Z],
2) f,00,=0,°1,:C,[(X,7),Z] >C,[(Y,0).Z] [46].

Onerme 2.6.31. (X,7),(Y,0), (U,) ii¢ L—fuzzy topolojik uzay olsun.

(1) (X,7) lizerinde ¢ birim doniisiimii ile tiretilen
L H,[(X,2),Z] > H,[(X,7),Z]

homomrfizmasi birim izomorfizmadir.

(2) Eger f:(X,7)—>(,0)ve g:(Y,0) >U,w) L-fuzzy siirekli donisiimleri
ise 0 halde (geof).veg.of. ,H,[(X,7),Z]danH [(U,®),Z] ya giden aym

homomorfizmalardir [46].

Teorem 2.6.32. f :(X,7) = (Y,o) bir L—fuzzy homeomorfizmasi olsun. O halde
f.iH, [(X,r),Z]—) H, [(Y,O'),Z]

izomorfizm grubudur [46].

3. CECH HOMOLOJIi TEORI

S FTS ’si Sostak fuzzy topolojik uzaymin bir kategorisi olsun. Her bir (X , z') Sostak
fuzzy topolojik uzayr ve Vre [0,1] icin (X,Z’r) bir Chang fuzzy topolojik
uzayidir. X *in tim agik rtiilerinin kiimesini Cov, (X) ile gésterecegiz. Cov,(X)

asagida verilen bagintiya gére yonlendirilmis bir kiimedir.
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Eger a={U,},, A=V, iki acik értii veV; <U, olacak sekilde p:J — |

doniisiimii var ise £ Ortiisii o 'nin bir inceltilmesi olarak adlandirilir ve o < g ile

gosterilir.

a={Ui}i€J,(X,1r) Chang fuzzy topolojik uzaymin bir agik Ortiisii ve
nerVa:{(il,...,in):_AlUiv ;t(_)} jtepeleri |’nin  elemanlarindan olusan tim
j= J

simpleksleri  kapsayan simplisial kompleks olsun.  p:J — | doniisiimii
p:nervB — nerva simplisial doniisiimiine tek bir sekilde genisler. Eger o < f3,
(X,z‘r)’nin iki oOrtiisii ise herhangi p, p’:nervB8 — nerva doniisiimleri denk
simplisial doniisiimlerdir. Boylece p?” :nervB — nerva simplisial déniisiimii,

simplisial doniistiimlerin denklik sinifinda tek bir sekilde tanimlanir.

Bunu g6z 6ntinde bulundurarak kolaylikla gosterebiliriz ki;
nerv(X,rr): ({nerVOz}%COVr(X Y {pf :nervg — nerVOz}OH ﬂ) 1)

Simplisial komplekslerin ters sistemidir.
G bir keyfi grup olsun.(1) ters sistemi i¢in Hq(Hq) homoloji(kohomoloji)

funktorunu uygularsak asagidaki gibi gruplarin ters(direkt) sistemini elde ederiz.

H, (nerv(X,z" }G) ({H . (nerva, G)}aECOV, )" {H ] (p? )}(M)

[ (erv(X, 7} 6) = ((H* (vervar, G)} oy . (02 )L, )} @

Tamm 3.1. H,((X,7"}G)=limH, (nerve;;G) [H (X, =" }G)= lim H (nerver; G|

grubuna (X,7) Sostak fuzzy topolojik uzaymin r.seviyeden homoloji(kohomoloji)

grubu diyecegiz.
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r>sigin 7" < z° oldugundan (1) ters sistemi asagidaki sistemin bir alt sistemidir.

aeCov

{pf nervg — nervoz}oH ﬁ)

nerv(X,z° )= (fnerva}

Boylece {nerv(X,rr)}re[oyl] ailesi ters sistemlerin bir direkt sistemidir. Bu yiizden

{Hq(X,rr)}re[O‘l] [{H q(X,rr)}re[ovl]] ailesi bir direkt(ters) sistemdir.

Tamm 32. H, (X, 7),6)=limH,((X,z" }G)= limlim H, (nerve; G)
[He(X,7%G) = limH*((X, 7"} G)=limlim H* (nerve; G )|

grubuna (X,7) Sostak fuzzy topolojik uzaymin homoloji(kohomoloji) grubu

diyecegiz.

f:(X,7)—>(Y,z") Sostak fuzzy topolojik uzaymi bir gp-déniisiimii olsun. O
halde vr e[01] igin f doniisiimii Chang fuzzy topolojik uzaylarnn fuzzy siirekli
doniigiimii olan " :(X,z")—>(Y,7" )i olusturur. (Y,77) uzaymm her agik
a=1,} _, ortisiiigin f(a)=1{f *(v,)f_, ailesi (X,z") uzaymm bir fuzzy acik
srtiisiidiir ve J’ < J dir.

Eger (f )" (v, )aa(f7)'V, )20 ise V, A..AV, =0dir.

Cinki ('), )aa(f )0, )=(F )"0V, Anv, )20 dir. Yani
nerv(f')ﬁl(a) simplisial kompleksi nerver simplisial kompleksinin bir alt
kompleksidir.

g nerv(f ' )_l (a) = nervar bir gsmme déniisiimii olsun. O halde
i:( )" :covlY,z"" ) Cov(X, 7 )} {ia‘f ‘nerv(f ') (a) > nerVa}a)

ailesi nerv(X,r') ters sisteminden nerv(Y,r”) ters sistemine bir morfizimdir. f

morfizmini  kullanarak  asagidaki r.seviyeden  homoloji  gruplarinin

homomorfizmasini tanimlariz.
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£ =limH, (f): H, (X, 7 }6) > H,([v,7 "} )

{f*r }r homomorfizmalarin ailesi asagidaki homoloji gruplarinin homomorfizmini

olusturur.

f. =lim £. H (X, 7):G) > H,((Y.7');G)

Teorem  33.  (X,7)> H (X, 2)G)|(X,7)> H(X,2)G),  $FTS

kategorisinden gruplarin kategorisine bir kovaryant(kontravaryant) funktordur.

(X,Z’) Sostak fuzzy topolojik uzay, Ae X bir fuzzy kiime olsun. Eger
T(A)Zl ise (X,A)’ya Sostak fuzzy topolojik uzaylarmin c¢ifti diyecegiz.
f:(X,A)—>(Y,B) morfizmi f(A)<B olacak sekilde f:X —>Y gp-
doniisiimiidiir. Tiim Sostak fuzzy topolojik uzaylarimin c¢iftleri ve onlarin

morfizmleri bir kategori olusturur.Bu kategori S FTS?ile gosterelir.

(X,A) Sostak fuzzy topolojik uzaylarm bir ¢ifti olsun. Vre[O,l] icin

(X,rr) uzayinin keyfi bir a:{Ui} acik Ortlistinii alalim. r(A):loldugu icin

iel

Acz’ ve anA={U, A A} ailesi (X : Tr) uzay1 lizerinde A fuzzy kiimesinin bir

iel
agik brtiisidiir. O halde (o, A A) sifti ((X,7")(A 7)) Chang fuzzy topolojik
uzaymin bir agik ortiisiidiir. Bu ortiimler ailesini Cov, (X, A) seklinde tanimlariz.
Eger f ortiisii  Ortiisliniin bir inceltilmesi ise S A A Ortiisii de o A A Ortiisiiniin
bir inceltilmesidir. Boylece p” :nervB — nerva simplisial doniisiimii asagidaki
simplisial kompleks ¢iftlerinin doniistimiinii iiretir.

p” : (nervg, nerv(s A A)) — (nerva, nerv(a A A))

Bu durumda (X, A)eSFTS? ve vr €[0,1] igin
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({(nerva' nerv(a A A))}aeCOVr(X)’ {pf }a<ﬁ)

simplisial komplekslerin bir ters sistemidir.

Tamm 3.4. H_((X,A),z");G)=limH_((nerve, nerv(a A A);G) grubuna (X, A)
¢iftinin r .seviyeden homoloji grubu denir. H,(X,A;G)=lim Hq((X,A),r';G)

gurubuna da homoloji grup diyecegiz.

Aciktir ki;
H,: SFTS? — Group

bir funktordur.
(X,A) ¢ifti icin i:A— X, j: X —)(X,A) gomme donisiimii olsun. Her
ae Covr(X , A) icin i, j doniistimleri

i, ‘nerv(a A A)—nerve, |, :nerva — (nerva,nervia A A))

simplisial doniistimlerini {iretir.
Boylece her o € COV,(X,A) icin asagidaki homoloji gruplarinin tam dizisini elde

ederiz.

.« H,(nerva, nerv(a A A)) « H, (nerve) « H, (nerv(a A A)) «... (3)

Bu diziyi H(nerv, @) ile gosterelim. Eger limit alirsak lim lim H(nerv, &)

r a

w e H (X;G) <~ H (AG) <« H (X, AG) < H,(X;G)« ...

g+1
olur.
Dolayisiyla (X : A) Sostak fuzzy topolojik uzaylarin homoloji gruplarmin bir

dizisini elde ettik.(3) dizisi tam olmadigindan bu dizi genellikle tam degildir.
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Teorem 3.5. (Kesme Aksiyomu) (X , A) Sostak fuzzy topolojik uzaylarin bir ¢ifti
ve U,7zU)=1 olacak sekilde bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda
f:(U",AAU’)— (X, A) gsmme doniisiimii

f, tH, U AAU") > H (X, A)

homoloji gruplarinin izomorfizmini olusturur.

ispat: D ailesi Cov((X,A),z") nin indisleri (Va,VaA) olan 6yle o ortiilerinden

olugsun ki asagidaki kosullar saglansin.

(@) Eger o, "U =0 ise veV ./ ve a, € A dir.

Teoremi ispatlamak i¢in asagidaki kosullarin saglandigini gdstermemiz gereklidir.

(b) D, Cov, (X, A)’nin konfinal alt kiimesidir.

(c) (D), Cov,(U’, AAU") nin konfinal alt kiimesidir.

(d) Eger ¢ €D ve g=f*(a)ise

f.:Hy(nerv, (U ") nerv,(AAU"))— H,(nerv, (X ), nerv, (A))

[24

bir izomorfizmdir.

(Va’VaA) olan (X,A)’mn herhangi o Ortiisiinii ele

(b)’yi ispatlamak i¢in indisi
alalm. V' 8yle kiime olsun ki V_ ile arakesiti bog ve V" ile arasinda 1-1 uygunluk
olsun. Her bir veV/” igin V'’niin uygun elemanini V' ile gdsterelim.

((X,A),rr) nin indisleri (Va uV',VaA uV') olan ve agagidaki gibi tanimlanan y

Ortiistinii olusturalim.

v, =a, A (U) iginveV,

v, =a, NINtA igin V' eV'.
U < IntA oldugundan y, ((X , A), ") ’nin bir Ortlistidiir. Buradan <y ve y € D
dir. Yani D, Cov, (X, A)’nin konfinal alt kiimesidir.
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(c)’yi ispatlamak icin (U',A/\U’)’nin indisi (\/; ,VﬂA) olan herhangi g ortiisiinii
ele alalim.

Indisi (V; ,VﬂA) olan a e COV(X , A) oOrtiisiinii asagidaki gibi tanimlayalim.
a,=p,vU,veV,.

Bu durumda g=f"(a) dir. yeD oldugundan a <y dir. O halde
B=1a)< f*(y) dir. Boylece f*(D),Cov,(U’,AAU’)nin konfinal alt

kimesidir.

(d)’yi ispatlamak i¢in asagidaki esitlikleri ispatlamak yeterlidir.

nerv, (X)=nerv,(U")unerv, (A)
nerv,(AAU’)=nerv,(U’)nnerv,(A)

(nerv, U’),nerv 5 (AAU’), (nerv,(X)nerv,(A))’nin alt kompleksi oldugundan

asagidaki gommeler elde edilir.

nerv,(U’)unerv, (A) = nerv, (X),nerv,(AAU’) = nerv,(U’)~nerv, (A)

Simdi bu gdmmelerin tersini gosterelim.

nerv,(U’)unerv, (A) > nerv, (X),nerv,(AAU") > nerv, (U’") nnerv, (A)

s, nerv_(X)’in nerv 2 (U’) ne ait olmayan bir simleksi olsun. O zaman Car,(s)= 0
ve Car,(s)aAU’=Car,(s)=0 saglanr. Buradan 0= Car,(s)<U elde edilir.
Boylece s simpleksinin her v tepesi igin &, AU # 0 saglanir. Buradan da o € D
ve veV elde edilir.

U <A oldugundan Car,(s)A A=0dir. O halde s, nerv,(A)nin simpleksidir.

Bununla ilk kisim ispatlanir. s, nerv,(U’)~nerv,(A)nm bir simpleksi olsun. O

B

zaman s simpleksinin tepesi V" *dandir ve

Car,(s)AU"=Car,(s)=0

saglanir. Car,(s)<U’ oldugundan
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Car,(s)A(AAU’)=Car,(s)AU’' A A=Car,(s)A A0

ve s, nerv,(AAU’)’ya aittir. Eger Car,(s)AU =0 ise a, D’ye aittir. s
simpleksinin v tepesi i¢in ¢, < A’dir. Buradan Car, (S)< A ve

Car,(s)A(AAU")=Car,(s)AU’ A A=Car,(s)AU’ =0

saglandigindan s simpleksi nerv,(AAU’)’ya aittir. Her Vr €[0,1] ve r - seviyeli

homoloji grubu i¢in Teorem3.5 ispatlanir.
Her r-seviyeli homoloji gruplari izomorf oldugundan homoloji gruplarda
izomorftur.

Homotopya aksiyomunu ispatlamak icin SFTS de birim arahigm

tanimlayalim. (I ,Te) Oklid topolojisinde birim aralig1 olsun. (i,Tj Chang fuzzy

topolojisini

T={G:1>1|suppGer,}
seklinde tanimlayalim.

(ir] Sostak fuzzy topolojisini ise

1, eger AeT ise
t(A)= ,
0, eger AgT ise

seklinde tanmimlayalim ve buna Sostak birim aralig1 adin1 verelim.O halde Vr e [0,1]

i¢cin

saglanir.

Tamm 3.6. f,g:(X,T)—>(Y,T') Sostak fuzzy topolojik uzaylarinin gp-

dontigiimleri olsun. Eger Vr e [0,1] icin f',g' :(X,r')—)(Y,r”), fuzzy homotop
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ise 0 zaman f,g gp-doniisimlerine Sostak fuzzy homotopik doniisiimler denir.

Fuzzy homotopi bagintis1 denklik bagintis1 oldugundan Sostak fuzzy homotopi

bagintis1 da bir denklik bagintisidir.

Teorem 3.7. (Homotopya Aksiyomu) Eger f,g:(X,z)—(Y,z’) Sostak fuzzy

homotopik doniisiimler ise o halde

fog =0, =H (X, 7;G) > H,(Y,7";G)

saglanir.
Teoremi Vre[O,l] icin r-seviyeli homoloji gruplar1 i¢in ispatlayacagiz.

Bunun igin ise bir dizi lemma ispatlamak gereklidir.

(i ,Tj fuzzy birim aralig1 olsun.

Lemma 3.8. (E,Tej araligimin her fuzzy agik, baglantili kiime tasiyicisi (a,b)

araligia ait olan bir fuzzy kiimedir. Tastyicist acgik araliklar olan fuzzy kiimeler

[I ,Tej fuzzy birim araliginin topolojisinin tabanini olusturur.

Ispat: Her bir acik baglantili G fuzzy kiimesi icin G, c | kiimesi agik baglantili
kiimedir. Yani G, =(a,b)dir.

Eger GeT ise G, er,dir. Bu durumda G, =| J(a;,b;) yazilabilir. Her bir

iel
iel igin G' fuzzy kiimesini
G(t), te(a,b)

G'(t):{o, te(a,b)

ile tanimlayalim. O halde G' aciktir ve G = v G'dir.

Lemma 3.9. (i,Tj "nin her bir sonlu agik baglantili 6rtiimii igin nerver kompleksi

trivialdir.
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Ispat: Genel durumu asagidaki 6zel bir duruma indirgeyecegiz.

o= {Gl,...,G”}, [i,Tj araliginin dyle bir Ortiisti olsun ki G' fuzzy kiimelerinin
(G i )o tagiyicilart icin asagidaki kosullar saglansin.

G'AG"™20ve G'AGI =0, j=i-Li+1ve 0e(G'),,1¢(G"),
p, :nerva — nerve, i = 1n simplisel doniisiimiinii

pi(v,-)z{vj j<i

vi >

formiililyle tanimlayalim. O halde p;, p;,, simplisial dondstimleri denktir. O halde

p, sabit doniisiim, p, ise birim doniisiim oldugundan H,(nerva)=H,(x)=0
olur. Bu lemma’dan agik baglantili Ortiiler tiim (i,Tj ’nin konfinal alt kimesi

oldugu elde edilir. Boyle ortiilere regiiler ortii adi verilir.

a={U,}

- eCOVr(X) bir ortii olsun. Her bir i el i¢in (I~,Tj araliginin regiiler

ortiilerini g' = {\/ ji }1=W ile gosterelim. W kiimesini asagidaki gibi tanimlayalim.
W={ij)iel,jeN'}

O zaman y = {7i,j =U, ><Vji }(i’j o X x| fuzzy uzaymm agik bir ortiisidir. Bu

)

ortiileri tugla ortiisii olarak adlandiralim.

Lemma 3.10. Tugla ortiileri Cov(X x I)’nin bir konfinal alt kiimesidir.

ispat: o= {Ak }keK , X x| uzaymin bir ortiisii olsun. Her bir (X ot y) noktasi igin

U(x,,t, )xV(x,,t,)< A saglanacak sekilde U(x,,t, )<X, V(x,t, )<l acik
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kiimeleri vardir. Her bir belirli X, fuzzy noktasi i¢in {\/ (X e )} ailesi (i,Tj birim

araliginin  bir agik Ortiisii  olmaktadir. O halde bu ailenin sonlu regiiler

S inceltilmesi vardir. O zaman her bir £, fuzzy acik kiimesi i¢in 6yle U (X 1 i)
fuzzy acik kiimesi vardir ki U(x,,i)x 3% < A saglanir. Eger U(x,)=AU(x,,i)

ise {U (x,)x ,Bixl} ailesi X x| fuzzy topolojik uzaymmin tugla ortisiidir ve o

ortlistinlin bir inceltilmesidir.

Lemma 3.11. y ailesi X x| fuzzy topolojik uzaymin tabani « olan bir tugla

ortiisti olsun. Eger nerva simpleks ise nervy asiklikdir.

ispat: o ={U, }iel Y= {Ui ><Vji }(i Dew olsun. (i,Tj uzaymin o Ortiisiinii asagidaki

sekilde tanimlayalim.
o= {5i,i :ViI }(i,j)eW

Eger s, tepeleri (iy, j, ),...,(i,, j,) €W olan simleks ise 0 zaman

AU, ><v;k)=(2ui jx(lv;k}“ui jA(R 5, jj
k=0 ' k k=0 k=0 k=0 k=0 kd

saglanir.

nerva bir simpleks oldugundan k/ixo o, ;, # 0 saglanir. O halde
AU, xVi)=0e A5, =0.
k=0 k k k

Buradan nervy =nervé oldugundan Lemma 3.9 dan nervo asiklidir,
Eger y ailesi X x 1 fuzzy topolojik uzaymin taban1 « olan bir tugla ortiisii ise
l,u:nerva — nervy

simplisel doniisiimlerini

1) = (i,0),u(i) = (i,n")
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seklinde tanimlayalim.[3] den

l., =u., : H (nerva) > H_(nervy)

elde edilir.

Teorem 3.7nin ispati: f;,,g,: X — X x| doniisiimlerini her bir p e X noktasi
icin f,(p)=(p.0),9,(p)=(p,l) seklinde tanimlayalim. H: X x| — X, f ve g
doniistimleri arasinda bir fuzzy homotopya oldugundan f =Ho f,, g=H o g,dur.

O halde teoremi ispatlamak igin f,,, = g, oldugunu ispatlamak yeterlidir. Tugla

0+q
ortiileri konfinal alt kiime oldugu igin X x| fuzzy topolojik uzaylarinin homoloji

gruplarini tanimlamak igin tugla ortilerini kullanmak yeterlidir. » ailesi X x|
fuzzy topolojik uzaymin tabani « olan tugla ortiisii olsun. y, = f;*(y),
7, = 05 () kiimelerini ve

i, cnervig*(y) > nervy, iy :nervgy'(y) — nervy

90

simplisial dontisiimlerini ele alalim.

Eger u':nerva —nervy, z:nervy — nervf,*(y) doniisiimlerini u'(i)= (i, n' )

(i, j)=(i,0) ile tammlarsak u=i, ou’, I=i; 7" saglanr. (igw )*q = (i fw)*q

oldugundan f,,, = g,,, olur.

0=q
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