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OZET

Bu tezde kuazi Optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol problemi ele
alindi. Calismanm 6nce 3.1 boliimiinde kuazi optigin durgun denklemi i¢in sinir
deger problemlerinin genellestirilmis ¢oziimlerinin varhigi ve tekligine ait olan
hiikkmiin ispat1 verildi. Bu hiikmi kullanarak g6z Oniine alinan optimal kontrol
probleminin ¢oziimiiniin varligma ve tekligine ait teoremler ispatlandi. Caligmanin
3.2 boliimiinde kuazi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol probleminin
¢Oozliimii i¢cin gerek sartin elde edilmesi incelendi. Bu amacla 6nce fonksiyonelin
differansiyellenebilmesi ispatlandi ve onun gradiyenti i¢in formiil elde edildi. Bu
formiiller kullanilarak problemin ¢6ziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek

sart ispatlandi.

2010 - 42 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Kuazi Optigin Durgun Denklemi, Optimal Kontrol Problemi,

Smir Deger Problemi



ABSTRACT

In this thesis, optimal control problem was taken up for stationary equation of
Quasi Optic. In the 3.1 section of this work, for stationary equation of Quasi Optic,
at first judgement relating to existence and eniqueness of boundary value problem
was given. By using this judgement, the existence and sigle of the optimal control
problem solutions were proved. In the 3.2 section of this thesis for stationary
equation of Quasi Optic and the solution of optimal control problem questions
relating to getting conditions were analyzed. For obtained for its gradient. By using
this formula, for the solution of the problem the necessity condition, in the form of

the variation inequality, was proved.

2010 — 42 pages

Key Words: Stationary Equation of Quasi Optic, Boundary Value Problem, Optimal
Control problem



SIMGELER DiZINi

Tezde kullanilan temel simgeler asagida gosterilmistir.

v herhangi

0

\4 hemen hemen her yerde
H Hilbert uzay1

B Banach uzay1
Q=(0,01)x(0,L) Ag¢ik Dikdortgen
Q=(0,1)x(0,L) Kapal1 dikddrtgen



1. GIRIS

Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri i¢in optimal
kontrol teorisi ¢agdas optimal kontrol teorisinin 0nemli alanlarindan biridir. Bu
teorinin problemleri g¢ogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer
olmayan optikte ve cagdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya cikar.
(Butkovski A.G., Samoyolenko Y.I., 1984, Landau L.D., Lifchis E.M., 1963
Vorontsov M.A., Smalguzen V.1., 1984). Bu nedenle boyle problemlerin incelenmesi
gerek teorik gerek pratik anlamda 6neme sahiptir. Kuazi optigin durgun denklemi
aslinda kompleks potansiyelli Schrodinger denkleminin bir bigimidir. Bilindigi tizere
durgun olmayan Schrédinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ilk 6nce
[1,2,4,11,12,14,15,16,17] c¢ahsmalarinda incelenmistir. Ancak denklemin
katsayilarinda yer alan kontrollerle baslangic fonksiyonunda yer alan kontroller

karesel integrallenebilir fonksiyonlar oldugunda bu tiir problemler az incelenmistir.

Sunulan tezde kuazi optigin durgun denklemi i¢in bir optimal kontrol
probleminin ¢éziimii ele alinmistir. Kuazi optigin durgun veya kompleks potansiyelli
durgun olmayan Schrédinger denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemleri ilk
once [4,15,16,17 ] ¢alismalarinda incelenmistir. Konulan optimal kontrol problemi
konulma agisindan o6nceki problemlerden farkli oldugundan bu problemin

incelenmesi gerek teorik gerekse pratik agidan onem tasir.

Tez ¢alismasmin 6nemli boliimlerinden biri materyal ve yontem boliimiidiir Ki
buda iki alt boliimden olusmustur. Birinci alt boliimde kuazi optigin durgun
denklemi i¢in optimal kontrol probleminin iyi konulmasina ait olan sorular
cevaplandirilmistir.  Yani optimal kontrol probleminin varligi ve tekligine ait
hiikiimler ispatlanmustir. ikinci alt bdliimde kuazi optigin durgun denklemi igin
optimal kontrol probleminde gerek sartlar incelenmistir. Bunun i¢in dnce sunulan
ama¢ fonksiyoleninin differansiyellenebilmesi incelenmis ve onun gradiyenti i¢in
formiil ispatlanmistir. Bu formiilden yararlanarak optimal kontrol probleminin

¢Oziimil i¢in varyasyon esitsizligi bigiminde gerek sartlar incelenmistir.



2. ON BILGILER

Tamm 2.1 : L,(0,1) Hilbert uzay1 olup elemenlar1 (0,!) araliginda 6lgiilebilir ve
mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim

ve norm agagidaki gibidir :

l

(W, v) 1,00 = f u(x)v(x)dx,
0

lullL, 00 = /(u;v)Lz(O,l) [6].

Tamm 2.2 : L,(Q) Hilbert uzay1 olup elemanlar1 Q = (0,1) x (0,L) bdlgesinde
Olgiilebilir ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir.

Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki gibidir:

W Dy = [ 9 OB Oaxet,
)
1Yl @ = fﬁ/)ﬂ/))Lz(n) [6] .

Tanmm 2.3 : C°([0,T],B) Banach uzay: olup elemanlar: [0, T] arah@inda siirekli
olan ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

lullcogo,r,8y = max  [lu(®)lls [9].

te[0,T]



Tanm 2.4 : W,1(0,1) Sobolev uzay: olup, olup elemanlarinin kendisi ve x'e gore 1.
mertebeden genellestirilmis tiirevi L, (0, [)’den olan fonksiyonlar uzayidir. Bu uzay
aynt zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanir;

!
d dv

(u, v)W21(O’D = j [u(x)ﬁ(x) + I;SC) I;SC) dx,

0

”ullwzl(o,z) = /(u; v)Wzl(O,l) [6] .

Burada v(x) fonksiyonu v(x) ‘in kompleks eslenigidir.

0
Tanmm 2.5 : W,L(0,1) uzay1 W, (0,1) uzaymm alt uzayidir.Elemanlar1 0 ve I

noktalarmda sifira esittir [6].

Tanm 2.6 : W2(0,1) Sobolev uzay1 olup, elemanlarmimn kendisi ve x'e gore II.
mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (0, 1) 'den olan fonksiyonlar uzayidir. Ayni

zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

!
d dv d>2 d%v
e
0

”u”WZZ(O,l) = /(u: U)WZZ(O,I) [6] .

0
Tanm 2.7 : W2(0,1) uzay1 W2(0,1) uzaymin alt uzayidir. Elemanlar1 0 ve [

noktalarmda sifira esittir[6].



Tamm 2.8 : sz’l(ﬂ) Hilbert uzay1 olan Sobelev uzayidir, elemanlar1 Q bdlgesinde

ou ou 02
tanimlanan Oyle u(x, t) fonksiyonlaridir ki, u, ﬁ, %, ﬁ € L,(Q)) ozelliklerini

saglar. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

ou(x,t) dp(x,t)  dulx,t) 9p(x,t)
ax  ox T at ot T

(W, By = j w(x, OF (e ) +

Q

N 9%u(x,t) 0%¢p(x,t)
0x?2 0x?2

”ullwzzvl(g) = /(u' u)Wzl'l(Q) [6]

dxdt ,

0
Tamm 2.9 : Wzl‘1 (Q) uzayr Wzl‘1 () uzaymnm alt uzayr olup, elemanlar1 Q

dikdortgeninin yan taraflarinda sifira esittir[6].

Tammm 2.10 : Diyelim ki B herhangi Banach uzay1 J(u) fonksiyoneli ise u
noktasinin  herhangi  bir wu,y) ={viveB,|lv—u|l <y} komsulugunda

tanimlanmis olsun. Eger fonksiyonelin artis1 i¢in

o(h,u)

lim ———2 =0
Inlizso [R5

olacak sekilde AJ(w) =J(u+h) —J(w) = (J (w),h)s + o{h,u) sartim saglayan
J () € B* elemam varsa bu taktirde J(u) fonksiyoneli Frechet anlaminda

differansiyellenebilirdir denir [13].

Tammm 2.11 : Eger B Banach uzayindan olan {u,} dizisi igin Vc € B*,
lim o (c,uy) = {c,u) sartini sagliyorsa bu taktirde {u; } dizisi u € B noktasina

zayif yakinsiyor denir [13].



Tamm 2.12: U, B Banach uzaymnin bir kiimesi olsun. Eger V{u,} € U dizisinden
zay1f yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu taktirde U kiimesine

B “de zayif kompakt kiime denir [13].

Tamm 2.13 : J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmig

olsun. Eger u € U noktasina zayif yakinsayan {u,} €U  dizisi igin
lim J () = ] ()

sart1 saglaniyorsa bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda alttan yar1 siirekli

denir [13].

Teorem 2.1 : Diyelim ki U, B Banach uzaymim konveks alt kiimesi J(u) fonksiyoneli
bu kiimede 1. mertebeden siirekli differansiyellenebilir fonksiyonel ve
U ={ueU:J(u) =], =inf J(u) } kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum

U

noktalar kiimesi olsun. Bu taktirde Vu, € U, ve Vu € U i¢in {J' (w,),u —u,) = 0

sart1 saglanir [13].

Teorem 2.2: U, B Banach uzayinda zayif kompakt kiime olsun. J(u) fonksiyoneli ise
bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan yar1 siirekli olsun. Bu taktirde

J.=infJ(w) > —oo,U, ={u € U:J(u) =J,} # @ zayif kompakttir ve U “dan olan
U

herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar1 kiimesine zayif yakinsar [13].

Teorem 2.3 (Goebel): Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X
uzaymin kapalt sinirli kiimesi I (v) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan alttan
yar1 siirekli fonksiyonel ve a >0, f =1 verilen sayilar olsun. Bu taktirde X

uzaymnda her yerde yogun olan dyle G alt kiimesi vardir ki, Vo € G igin

Je@) = 1) +allv - oll}



fonksiyoneli U kiimesi tizerinde en kiigiik degerini alir. Eger g >1 ise J,(v)

fonksiyoneli i¢in en kiigiik degerini U kiimesi tizerinde bir tek noktada alir [3].



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Kuazi Optigin Durgun Denklemi icin Optimal Kontrol Probleminin Tyi
Konulmasi

Bu boéliimde kuazi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol probleminin
iyi konulmasi incelenmektedir. Bilindigi lizere kuazi optigin durgun denklemi lineer
olmayan optikte ortaya ¢ikan durgun 11k demetlerinin dagilmasi siirecini ifade eden
bir denklemdir[14]. Bu denklemin katsayilar1 olan kirilma ve absorbe katsayilari
kuazi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol problemlerinde kontrol roliinii

oynayan fiziksel araglardir. Bunlarin yani1 sira 151k demetlerinin baslangig

noktasindaki durumuda kontrol roliinii oynayabilen bir fiziksel ara¢ olabilir.

3.1.1. Problemin Konulmasi

Farz edelim ki
Ja@) = 1Y C, L) = ylif, o) + allv — wllf (3.1.1.1)
fonksiyonelinin

o]
V= {U = (Uo, U1, <p01 <P1) ) UmELZ (0' l) ) Ul(z) =0 ) VZE((); L) )

”vm”Lz(O,l) < bm 4 (meLz(O, l) ) ”(pm”[,z(o,l) < dm ,ym = 0,1}

kiimesi tizerinde

0y 0% . _

i + ay Iz +vo@Y +ivi2Y = f(x,2) , (x,z)en , (3.1.1.2)
P(x,0) = p(x) = @o(x) +ip;(x), x € (0,0), (3.1.1.3)
Y(0,z) =¢Y(l,z) =0, ze€(0,L), (3.1.1.4)



sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekir.

Burada i=+—1 sanal birim; ay>0,1(>0,L>0, a=0, by =0 ,
by >0,dy, >0, d; >0 verilensayilar x €[0,l],z €[0,L] ,Q, = (0,1) x (0,2)
Q=0 “dir; y(x), f(x,z) kompleks degerli 6lgiilebilir fonksiyonlar olup

fELQ), (3.1.1.5)
y €L,(0,0) (3.1.1.6)
sartlarini saglar; w e H verilen eleman olup,
w = (wy, w; Wy, wy) Ve H = (L,(0, D)* x (L, (0, L)* ‘dr.

vveV icin (3.1.1.2) - (3.1.1.4) sartlarindan Y =P (x,z) = Y(x,z; v)
fonksiyonunun bulunmasi problemi kuazi optigin durgun denklemi i¢in 1. ¢esit

baslangi¢ sinir deger problemidir.

Tanim3.1.1.1: Vv € V i¢in (3.1.1.2) - (3.1.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin

0
genellestirilmis ¢oziimii olarak V7 € I/I/ZZ‘1 () i¢in

0] 07 .
f l/)(la + s + vy (2)n + iv(2)n)dxdz =
Q

l
= f frdxdz — ift/)(x,L)ﬁ(x, L)dx +
Q 0

l
+ [ (0o + 1020 7, 0)ax (3.117)
0

integral  0zdesligini  saglayan c°([o,L],L,(0,0)) uzayma ait olan
Y =9Y(x,z) =(x,z; v) fonksiyonu anlasilir. (3.1.1.2) - (3.1.1.4) baslangi¢ smnir



deger probleminin ¢dziim smifi  C°([0,L],L,(0,1)) uzay secildiginden bu uzaya

ait olan amag fonksiyonelinin i¢erdigi integralin sonu oldugunu gorebiliriz.

Konulan optimal kontrol problemi konulma acisinda ilk dnceki problemlerden
farkli oldugundan (3.1.1.1) - (3.1.1.4) probleminin incelenmesi gerek teorik gerekse

pratik agidan 6nem tasir.

(3.1.1.1) - (3.1.1.4) optimal kontrol problemini incelemek ic¢in ilk Once

Vv € Vigin (3.1.1.2) - (3.1.1.4) problemin iyi konulmasini incelememiz gerekiyor.

Kuazi optigin durgun veya kompleks potansiyelli durgun olmayan schrodinger
denklemi icin baslangig smir deger problemleri ilk once
[4,15,16,17] calismalarinda incelenmis ve problemin c¢oziimiiniin varhigr ve
tekligine ait sonuglar elde edilmistir. Ancak bu caligmalarda mevcut olan sonuglar
(3.1.1.1) - (3.1.1.4) problemini incelemek i¢in yeterli olmadiginda her seyden once

(3.1.1.2) - (3.1.1.4) probleminin iyi konulmasin1 bir sonraki boliimde inceleyecegiz.

3.1.2. Baslangic Smmr Deger Problemlerinin Genellestirilmis Coziimiiniin

Varhgi ve Tekligi

Bu béliimde baglangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimiiniin varhigi ve tekligini

ispatlamak i¢in Galerkin yontemini uygulayacagiz.

Teorem 3.1.2.1: Farz edelim ki f fonksiyonu (3.1.1.5) sartim1 saglasin. Bu
taktirde Vv €V i¢in (3.1.1.2) - (3.1.1.4) baslangic smir deger probleminin
C°([0,L],L,(0,1)) uzayma ait olan bir tek ¢ziimii vardir ve ¢dziim igin asagidaki

kestirim gecerdir:

1Y D5, 00 < colllol,on + 117, @), Vz€I[0,L]. (3.1.2.1)



0
Ispat : Teoremi ispatlamak i¢in Galerkin yontemini kullanalim. Bu amagla W (0, 1)

uzaymda temel fonksiyonlar sistemi olarak asagidaki

dzuk
Luy, = —y 7 = Ay x € (0,1), (3.1.2.2)
O0zdeger probleminin A, , k = 1,2... 06zdegerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlari

alacagiz. Bilindigi tizere (3.1.2.2.) — (3.1.2.3) probleminin 6zdegerleri olan A, lar
negatif olmayan reel sayilardir. 0 < Ay < A, ... ..... < A, < -+ sartlarini saglar ve

0 0
6z fonksiyonlarda reel degerli fonksiyonlardir. L,(0,1) , W3 (0,1) , W£(0,0)

uzaylarinda ortogonallik sartini saglar.

Farz edelim ki u;, = u;,(x) fonksiyonlar1 L,(0,l)'de ortonormaldir. Yani

asagidaki sartlar1 saglar:

!
(Wier Un) 1,00 = Jy e (O (x) dx = 8 km=12.. . (3.1.2.4)
Burada
1 k=m
m _ 4 —
oYk —{0 ’ kim} km=12 |,

Cronecer sabitleridir. W3 (0,1) , W#(0,1) uzaylarinda ortogonallik asagidaki

anlamdadir:

[wpe, U ] = (Lt U ) 1, 000) =
=fa0 E—xdx = A]{&]zn ) k,m = 1,2 e (3125)

{wpe, um } = Ly, Lup) 00 =

10



l

= fLuk(x)Lum(x) dx =%, km=12.. . (3.1.2.6)
0

Farz edelim ki temel fonksiyonlar agagidaki sart1 saglasin:

Il |l w2l = dy , k=12.. . (3.1.2.7)

Burada d, >0 , k= 1,2.. sabitlerdir.

Galerkin yontemine gore (3.1.1.2) - (3.1.1.4) baslangic smir deger probleminin

¢Ozlimiine yaklagimlar1

N
P02 = ) ol (@) (3128)
k=1

bi¢iminde arayalim. Burada €)Y = C(2) = (YN (, 2), uy )1, 0, asagidaki Cauchy

probleminin ¢oziimiidiir:

d
iEW)N(" Z)'uk)Lz(O,l) = (Lle,uk) - (VO(Z)IPN(', Z):uk)Lz(O,l) -

—([(vi @DV, 2), w0 + fi 2),2€[0,LLk=1N, (3.1.2.9)

Y0 =", 2)w) =" () = () +ip(x) ,  k=1N. (3.1.2.10)

Burada

fi @) =(f(, Z),uk)Lz(o,l) )

N N
PV = D (UG = ) (@o(x) + iy (g (x)" i (3.12.11)
k=1 k=1

Goriildigi tizere (3.1.2.9) — (3.1.2.10) Cauchy problemi karesel integrallenebilir
katsayili ve serbest terimli adi diferansiyel denklemler sistemi ig¢in Cauchy
problemidir. [13] galisgmasindan bildigimize gore bu problemin [0,L] araliginda
tanimlanan stirekli ¢6ziimii vardir. Ayrica bu ¢6ziim L,(0,1) ‘den olan tiireve

sahiptir.

11



Simdi ilk 6nce (3.1.2.9) — (3.1.2.10) probleminin ¢6zlimii igin kestirim elde etmeye
¢alisalim. Bu amagla (3.1.2.9) sisteminin k. denklemini C (z) fonksiyonu ile ¢arpip
k tzerinden k=1den k=mn'ye kadar toplaylp (0,L) araligi iizerinden
integralleyelim. Bu taktirde L oparatorii icin olan formiilii ve kismi integrasyon

formiiliinii kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

2
+ @YY 1? + i v (DY ]?)dxdr =

N

Y o
j(l 0z ¥t a 0x
Q,

= j f YNdxdr , vze|[o,L].
Q,
Bu esitlikten kompleks eslenigini ¢ikarirsak:

0z

N TN
f(aaiz PN +61/) YV)dxdt + 2 j v, () YN |?dxdr =
Q,

Qg

=2.flm(f1/_)N)dxdr.

Q,

Buradan kolaylikla asagidaki esitligi elde ederiz:

I
f|l/)N(x;Z)|2dx+2 fvl(z)llelzdxdtz
0

Q

I
=f|1/)N(x,O)|2dx+2 flm(flle)dxdr.
0

Qg

sonuncu esitlikten kolaylikla asagidaki esitligi yazabiliriz:

1YY DN, < WV CONE, 00 + 2 flflll/)NIdxdr. (3.1.2.12)
Qz

(3.1.2.8) formiiliinii kullanirsak %" (x,0) asagidaki gibi degerlendirebiliriz:
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N N ©
19" G 0l 00) = D ICEOF =) loul? < ) oul? = ol o (3:1.213)
k=1 k=1 k=1

Bu esitsizligi ve Cauchy-Bunyakovski esitsizligini  kullanarak (3.1.2.12)

esitsizliginden agagidaki bagmtiy1 elde ederiz:

z
™, Z)”%Z(O,l) < ”(P”%Z((),l) + ”f”%z(g) +f ™ ¢, T)”%Z(O,l) dr ,vz € [0,L].
0

Gronwall lemmasini kullanarak bu esitsizlikten asagidaki kestirimi elde ederiz:
™, Z)”%Z(O,l) < Co(”‘P”%Z(o,z) + ”f”%z(g)) , vz €[0,L]. (3.1.2.14)

Boylece Galerkin yaklagimlari icin sag tarafi N'den bagimsiz olan kestirim elde

ettik. Simdi " (x, z) yaklasimlarm kullanarak
vk (2) = WG, z), W00 » Nk =12, (3.1.2.15)

fonksiyonlar ailesini olusturalim. (3.1.2.14) kestirimini kullanarak bu ailenin [0, L]
araliginda diizgiin smirli oldugunu cauchy — bunyakovski esitsizligi yardimi ile
gosterebiliriz. Gergekten Iy ,(z) ler igin olan formiilii ve cauchy — bunyakovski
esitsizligini, u, = u,(x) , k =1,2. fonksiyonlarmin ortagonalligin1 kullanarak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

i@ | < NG D0 Il 0n = 19V C 2D, 00 <

1
< (colloll,on + IfIZ, ) 2=C,  Nk=12. . (3.1.2.16)
Yani
vk (@ |<c; vze[o L] , Nk=12.. (3.1.2.17)

esitsizligi Iyx(z) , N,k =12.. fonksiyon ailesinin [0,L] araliginda diizgiin
sinirlt oldugunu ifade eder. Simdi Iy,(z) , Nk=12.. ailesinin [0, L]
araliginda aynm1 dereceden siirekli oldugunu gosterelim. Bu amacla (3.1.2.8)
sistemindeki k. denklemi vz € [0,L] icin [z, z+ Az] araligi {izerinden

integralleyelim.Bu taktirde asagidaki esitligi elde ederiz:
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z+Az 1

Ink(Z+Az) = Iy (2) = ff YN (x,7)Ludxdr —
z 0

z+Az 1 z+Az 1

_ ﬂ v (DN (o, D1ty () dxdt — ﬂ v, (WY G, Ty () dxdr +
z 0 z 0

z+Az 1

+ jl fo,Du(x)dxdr ,  vze [0,L],

Bu esitlikte sag tarafta yer alan birinci integralde iki kez kismi integrasyon
formiiliinii uygulayip ve u,(0)=u, (=0, k=12.. sinir sartlarini

kullanarak asagidaki esitligi yazabiliriz:

z+Az |

Ini(z+Az) — Ly, (2) = jf YN (x, 1) Ludxdr —
z 0

z+Az 1 z+Az

— ﬂ vo (DY (x, Ty (x)dxdr — f iv; (DY (x, Tuy (x)dxdr +
z 0

V4

z+Az 1

+ Z-f-!) f e, Du (x)dxdr .

Bu esitlikte Cauchy — Bunyakovski esitsizligini uygulayarak asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

z+Az

iz + 82) — Ly ()] < f WY G, o deliLasell, o +
Z

z+Az

N(.
+f Ivo(r)ldfgrslgélllp GO, 00 e, 00 +
A

z+Az

N (.
+ [ Toa@lar a0l o sl +
z

14



Z+Az
; f 1FC D, 00 el 0 - (3.1.2.18)
Burada

ILwillL, 00 < callwellwz o

esitsizligini ve (3.1.2.7) sartin1 kullanarak asagidaki esitsizligin gegerli oldugun elde

ederiz:

z+Az

iy o (2 + A7) = Ly o ()] < di € f 1Y Dl o d +

z+Az z+Az

N¢(. N¢.
+f |vo (D)dt max|ly (,T)IILZ(o,z)+j vy (Dldr max [lp™C, Dl +
A Z

z+Az

+.f lf GO, 0ndrlludlL, o) -
A

Bu esitsizligin sag tarafinda yer alan integrallerde Cauchy — Bunyakovski

esitsizligini uygularsak kolaylikla asagidaki esitlik elde edilir:
~ 1
|lN,k (z+Az) — Ly, (Z)| < d;. ((A2)z ][N C, D, o) +
1
+(Az)? Orrslfé”l/)N('.T)“LZ(o,l) (||U0||L2(0,r) + ||U1||L2(o,r)) +

HF Nl (A2)2) .

(3.1.2.14)  kestirimini kullanarak sonuncu esitsizlikten asagidaki bagintiy1

yazabiliriz:
iy iz +82) — 1y, ()| < c3d,(82)7, VZz€[0,L] , Nk=12. . (3.1.2.19)

Ayni bigimde (3.1.2.9) sistemindeki k. denklemi (L — AL, L) araligi lizerinden

integralleyip benzer islemleri yaparsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:
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iy, (L) — Iy (L — AL)| < c3di(AL): ,  Nk=12.. . (3.1.2.20)

(3.1.2.19) — (3.1.2.20) esitsizliklerinden kolaylikla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
livi(z +82) = Iy, (2)| < c3dildzlz , vze[o,L], Nk=12. . (3.12.21)

Burada c, sabitik ve N'den bagimsizdir. Bu esitsizlik Iy, (z) , N,k =1,2.
ailesinin  [0,L] araliginda tespit edilmis k ve VN = k igin aym dereceden siirekli

oldugunu elde ediyoruz.

Boylece Iy (z) , N,k =12. ailesinin[0,L] arahgmnda diizgiin sinirlilig:
tespit edilmis k'lar ve VN > k ‘lar i¢in ayn1 dereceden siirekli oldugu ispatlandi.
Bu taktirde kdsegen yontemi ile N = N,, , m = 1,2.. alt dizisini segebiliriz ki bu
alt dizi lizerinden {le k (Z)} dizisi Vk igin [, (2) siirekli fonksiyonuna yakinsar ve

l,(z) fonksiyonlar

VeHEDWAGNe (3.1.2.22)
k=1

fonksiyonunu tanimlar.

Simdi {Y"m (x,z)} alt dizisinin ¥(x,z) fonksiyonuna z'ye gore diizgiin
olarak L,(0,l) wuzayinda zayif yakmsadigini gosterelim. Gergekten Vg € L,(0,1)

icin asagidaki esitligi yazabiliriz:

Wm (x,2) =Y, 2), P10 = Z(g» W), 00 (WY Cz) =, 2), w00 +
=1

FW D =962, D (@ unentdn0y (312:23)
u=s+1

Oyle ki

W@V (,z) — (., 2), Z (9w, 00U ) 00| <
k=s+1
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< ¢5( z [(g,uel?) = c3R(s). (3.1.2.24)

k=s+1

Burada c3 > 0 sabiti N, den bagimsizdir. (3.1.2.24) esitsizliginde s numarasini
yeterli kadar biiyiik secerek c3R(s) teriminin Vz € [0,L] i¢in Onceden verilen

ve>0 € /o den kiigiik yapilabilir. Yani (3.1.2.23) esitliginin sa tarafinda yer alan
ikinci terim €/," den kiigiik yapilabilir.

Simdi (3.1.2.23) un sag tarafinda yer alan birinci terimin 5/2 ‘den kiigtik

oldugunu gosterelim.s numarasini tespit ettigimizde [0, L] arahiginda olan tiim z "ler

icin agagidaki esitsizligi yazabiliriz:

<

> @ w00 @™ () = 962, w0
k=1

S
= ZKQ' w00 |, (@) — L (2] <
=1

= (Zl(g'uk)Lz(O,l)lz) (leNm,k(Z)_lk(Z)|2) <
k=1 k=1

1 1

(o] 7 S =
= (Z'(!J: uk)Lz(O,l)|2) (Z'le,k(Z) — I (Z)|2)
k=1

2
k=1

1

s 2
2
= ”9”1%2(0,1) (Z'le’k(Z) — Iy (Z)| ) .
k=1

Bu esitsizlikten s'i tespit edip N,," i yeterli kadar biiyiik secerek Vz € [0, L] igin

<¢/y

Z(g' W) 00 W ¢, 2) =Y 2), w0
=1

yazabiliriz. Bu esitsizligi ve C.R(s) </, esitsizligini kullanarak vz € [0, L]

icin ve Vg € L,(0,1) igin
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| @ (-, 2) =9, 2), gy 00| < €

oldugunu elde ederiz. Boylece bu esitsizligi kullanarak {"m (x,z)} dizisinin
Y(x,z) fonksiyonuna L,(0,l)'de z ‘ye gore diizgiin olarak zayif yakinsadigini

ispatlamis oluyoruz.

CN(z)lerin [0,L] araliginda siirekli oldugunu dikkate alirsak (3.1.2.8)
formiilii ile tanimlanan Galerkin yaklagimlarmin z ‘ye gore L,(0,1) normunda
siirekli oldugunu gosterebiliriz. Bu nedenle "m (x,z) alt dizisinin limiti olan
Y(x,z) fonksiyonunda z'ye gore L,(0,1) normunda siirekli olduguna
hiikmedebiliriz. Ve bu fonksiyon i¢in (3.1.2.1) kestiriminin de gegerli oldugunu
sdyleyebiliriz. Yani 1 e C°([0,L], L,(0,L)) * dir. Gergekten (3.1.2.14) kestiriminde
N = N,, Uuzerinden limite ge¢ip m — oo i¢in L,(0,1) normunun alttan zayif yari

stirekli oldugunu kullanip (3.1.2.1) “in dogrulugunu sdyleyebiliriz.

Simdi ¥ (x,z) limit fonksiyonunun (3.1.1.2) - (3.1.1.4) baslangi¢ smir deger
probleminin e €°([0,L], L,(0,L)) uzaymdan olan ¢dziimii oldugmi gdsterelim.
Bu amagla (16) sisteminin her iki tarafim [0,L] araliginda siirekli
diferansiyellenebilir 77, (z) fonksiyonu ile ¢arpip k tizerindenk =1 ‘'den k = N'<
N ‘ye kadar toplayip [0,L] arahigi {izerinden integralleyelim. Bu taktirde kismi
integrasyon formiillerini kullanarak kolaylikla asagidaki integral 6zdesligini elde

ederiz:

aﬁNl 277Nl 1 1
fl/)N(i 9z T ag 9x2 + vy (27" + iv,(2)7V )dxdz =
Q

! !
= f faVdxdz +i f YN (x, 007" (x,0)dx — i f YN (x, DAV (x, L)dx. (3.1.2.25)
Q 0 0
Burada 7' (x,z) fonksiyonu n™'(x,z) fonksiyonunun kompleks eslenigidir ve

N
7V (x,z) = Z Mk (2w, (x) “dir. (3.1.2.26)
k=1
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N - o icin (3.1.2.25) ozdesliginde limite gecelim ve {yY"m(x,z)} dizisinin
Y(x,z) fonksiyonuna [0,L]  arahginda diizgiin olarak L,(0,l) ‘de zayif
yakinsadigini dikkate alirsak asagidaki 6zdesligi elde ederiz:

527N
07
jl/)( I 97 +a0 922 + vy + iv, ()" dxdz =

l

l
= j fﬁNldxdz+if(p(x)ﬁNl(x, O)dx—iflp(x,L)ﬁNl(x,L)dx . (3.1.2.27)
0 0

0

Bu 6zdeslikte yer alan 7" (x,z) fonksiyonlar: (3.1.2.26) bi¢iminde tanimlanip
sz’l () vuzayinda her yerde yogundurlar bu nedenle (3.1.2.27) integral
Ozdesliginde N'— oo icin limite gecersek (3.1.1.7) integral 6zdesliginin gegerli
oldugunu elde edebiliriz. Boylece limit fonksiyonunun (3.1.1.2) — (3.1.1.4) baslangi¢
sinir deger probleminin Tanim3.1.1.1 anlammda €°([0,L], L,(0,L)) uzaymda olan
¢Oziimii oldugunu ispatladik ve bu ¢6ziim i¢in (3.1.2.1) kestiriminin gegerli
oldugunuda yukarida ispatladik. Bu kestirimden direkt olarak (3.1.1.2) — (3.1.1.4)
baslangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimiiniin tekligi de elde edilir. Boylece (3.1.1.2)
— (3.1.1.4) baslangi¢ smnir deger probleminin ¢oziimii icin teoremin gegerli oldugunu

elde ettik. Teorem3.1.2.1 ispatlandu.

3.1.3 Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhgi ve Tekligi

Bu alt boliimde (3.1.1.1) — (3.1.1.4) optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin

varlig1 ve tekligini ispatlayacagiz.

Teorem3.1.3.1: Farz edelim ki Teorem3.1.2.1%in sartlar1 saglansin ve y € L,(0,[)
verilen fonksiyon olsun. Bu taktirde H = [L,(0,L)]? X [L,(0,1)]? uzayinda her
yerde yogun olan G alt kiimesi vardir ki Vw € G a >0 igin (3.1.1.1) — (3.1.1.4)

optimal kontrol problemi bir tek ¢6ziime sahiptir.
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Ispat: Herseyden once teoremi ispatlamak icin J,(v) fonksiyonelinin
Jo@) = Y, L) = ylIE, o) (3.1.3.1)

V kiimesi tlizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Bu amagla Vv € V alalim. Ve bu
elemana v+ Av €V olacak bigimde Av € H artisim1 verelim. Bu taktirde
(3.1.1.2) — (3.1.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢dziimii olan Y (x,z;v)
fonksiyonunun v € V lizerinde Ay = AY(x,z) =Y(x,z;v+ Av) — Y(x,z;v)
artisma sahip olur. Burada ¥, (x,2z) = Y(x,z; v + Av) fonksiyonu (3.1.1.2) —
(3.1.1.4) baslangig sinir deger probleminin v+Av eV ‘ye karsilik gelen
¢Oziimiidiir. Boyle oldugu taktirde (3.1.1.2) — (3.1.1.4) sartlarindan Ay (x,z)

fonksiyonu i¢in asagidaki baslangi¢ smir deger problemini elde ederiz:

l.aaA_le) +a, aazTA;/} + (vo(2) + Avy(2)) A + i(v4(2) + Avy (2))Ay =

= —Avy(DY — iv, (2)P (x,2) €Q, (3.1.3.2)
AP(x,0) = Apo(x) + idpy(x) ,  x€(0,1), (3.1.3.3)
AY(0,2) = Mp(L,z) =0 z€(0,L). (3.1.3.4)

Burada ¥ = ¥(x,z) = Y (x,z;v) fonksiyonu (3.1.1.2) — (3.1.1.4) baslangi¢ smir
deger probleminin v € V “ye karsilik gelen ¢oziimiidiir. Goriildigi tizere (3.1.3.2)
— (3.1.3.3) baslangi¢c smir deger problemine (3.1.1.2) — (3.1.1.4) baslangi¢ smnir

deger problemi bi¢iminde olan bir baslangi¢c smir deger problemidir. Bu nedenle

(3.1.2.1) kestirimine dayanarak asagidaki kestirimide gecerli oldugunu
hilkmedebiliriz:
Ay, 2)|1? < C4||Al/)||1%2(0,l) + ||[Avoy + iAvll/)II%Z(m ,Vz € [0,L] . (3.1.3.5)

Buradanda (3.1.2.1) kestirimini kullanarak kolaylikla asagidaki kestirimi elde

ederiz:
NAYC, DN, 0 < csllAvlly ,  vze[0,L]. (3.1.3.6)

Burada c; > 0 sabiti Av'den bagimsizdur.
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Simdi J,(v) fonksiyonelinin v € V’deki iizerinde artigin1 bulalim. (3.1.3.1)

formiiliinii kullanirsak artig1 asagidaki bicimde yazabiliriz:

l

Ao@) = Jo(w+ Av) = Jo(v) = 2 f Re ((x,L) — y(x))Ap(x, L)dx +

0
+HIAY DI, 0 - (3.1.3.7)

Burada Cauchy-Bunyakovski esitsizligini uygulayip (3.1.2.1) ve  (3.1.3.6)

kestirimlerinden yararlanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:
1AJoW| < cglldvllf ., vvev . (3.1.3.8)

Burada cg >0 sabiti Av'den bagimsizdir. Bu esitsizlik J,(v) fonksiyonelinin
Vv € V fizerinde siirekli oldugunu gostermektedir. Yani Jy(v) fonksiyoneli v "nin
kendisinde siireklidir. Diger taraftan Vz €V igin Jy(z) = 0 oldugundan J,(v)
fonksiyoneli V kiimesinde alttan simirhdir. V' kiimesi ise H hilbert uzayinda yani
diizgiin konveks uzayda kapali ve smirlt kiimedir. Boylece J,(v) fonksiyonelinin
ve V  kiimesinin  [0n bilgiler: Teorem 2.3] ¢alismasindan bilinen teoremin
sartlarmin saglandigini goriiyoruz. Bu teoreme dayanarak H uzayinda her yerde
yogun olan G alt kiimesinin var oldugunmu ve a >0 Vw € G i¢cin (3.1.1.1) —
(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin bir tek ¢o6ziime sahip oldugunu

hiikkmedebiliriz.Teorem3.1.2.1 ispatlandi.

3.2 Kuazi Optigin Durgun Denklemi i¢in Optimal Kontrol Probleminde Céziim

Icin Gerek Sart

Bu boliimde kuazi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol probleminin
¢cOziimiine ait olan gerek sart incelenecektir. Bu nedenle 6nce amag fonksiyonelinin
diferansiyellenebilir oldugunu ispatlayip gradiyenti i¢in formiil elde etmeye

calisacagiz.
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3. 2. 1 Fonksiyonelin Differansiyellenebilmesi

Bu alt bolimde (3.1.1.1) — (3.1.1.4) optimal kontrol probleminde amag
fonksiyonelinin differansiyellenebilmesi incelenir ve onun gradiyenti i¢in formiil

ispatlanir. Bu amagla asagidaki problemi gz oniine alalim:

2
lg—(l) +a, ?3 (f +vy(2)p —ivi(2)p =0, (x,2) €EQ (3.2.1.1)
d(x, L) = =2i(w(x, L) —y(x) , x € (0,1, (3.2.1.2)
$(0,2) = ¢(l,z) =0 , ze(0,L) . (3.2.1.3)

Burada ¢ =vy(x,z) =Y (x,z;v) fonksiyonu (3.1.1.2) — (3.1.1.4) baslangi¢ smir
deger probleminin v €V olan ¢oziimiidiir. (3.2.1.1) — (3.2.1.3) eslenik problemin

0
¢Ozlimii olarak Vn; € sz’l (Q) i¢in

on; ‘m
f #1704 0y T o) — 0, () ez =

l l
=-2 f(l/)(x, L) —y(x)) 1 (x, L)dx + if(b(x, 0)7;(x, 0)dx . (3.2.1.4)
0 0

integral dzdesligini saglayan C°([0,L], L,(0,L)) uzayma ait olan ¢ = ¢(x,z)

fonksiyonu anlasilir.

Kolaylikla gosterebiliriz ki (3.2.1.1) — (3.2.1.3) eslenik problem aslinda bir
baslangic smir deger problemidir. Gergcekten 6 =L —z degisken doniistimii
yaparsak (3.2.1.1) — (3.2.1.3) problemi asagidaki probleme doniistiirebiliriz:

2
?)Z’) + ag I f + 75(0)p — it (8)p =0, V(x,0) €Q (3.2.1.5)
P(x,0) = =2i(p(x, L) —y(x)) , x € (0,1) (3.2.1.6)
$0,0) = ¢(1,6) =0 , z€(0,L). (3.2.1.7)
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Burada
d(x,v) = dp(x,L —T) = p(x,2), 7,(8) = vy(L — 0) = vy(2)
59 (6) = vo(L — ) = vo(z)"dir.

Bu problemin kompleks eslenigini yazarsak asagidaki problemi elde ederiz:

2
ig—g + a, % + Uy(0)F — iD,(0)F =0, V(x,2) €Q (3.2.1.8)
F(x,0) =h(x) , x€ (0, (3.2.1.9)
F(0,v) =F(,0)=0, 6 € (0,L) (3.2.1.10)

Burada F(x,0) = ¢(x,6) , h(x) = =2i(Y(x, L) — y(x)) “dir.

(3.2.1.8) — (3.2.1.9) problemine dikkat edersek bu problemin (3.1.1.2) — (3.1.1.4)
baslangi¢ smnir deger problemi bi¢ciminde bir problem oldugunu goriiriiz. Sag tarafi
sifirdir ve h(x) baslangi¢ fonksiyonu 1 € C°([0,L], L,(0,1)) , y € L,(0,1)
oldugunda L,(0,1) ‘den olan fonksiyon olacaktir. Bu nedenle Teorem3.1.2.1 in
aynisimt (3.2.1.8) — (3.2.1.9) baslangi¢ smnir de§er problemine uygularsak bu
problemin ¢°([0, L], L,(0,1)) uzayma ait olan bir tek ¢dziimii vardir ve bu ¢dziim
i¢in

IFC O, 0n < crllhllS,0pn » VO €[0,L] (3.2.1.11)

kestirimi gecgerlidir.

(3.2.1.8) — (3.2.1.9) problemi (3.2.1.1) — (3.2.1.3) eslenik probleminin esdeger
doniisiimii  oldugundan yararlanarak (3.2.1.1) — (3.2.1.3) eslenik probleminde
c°([0,L], L,(0,1)) uzaymna ait olan bir tek ¢dziimiin var oldugunu ve bu ¢dziim

icin agagidaki kestirimin gecerli oldugunu hitkmedebiliriz:
”d’('.Z)HZLZ(QII) < C8”1/J(',L) - YHZLZ(OJ) , Vz € [O;L] .

Burada cg > 0 sayist Y ve y ‘den bagimsizdir. Bu kestirimde (3.1.2.1) kestirimini

kullanirsak kolaylikla agagidaki kestirimi elde ederiz:
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oG DN, 00 < collloli,on + Y117, 00 + l0llh, @)Yz € [0,L].  (3.2.1.12)
Burada cq > 0 sabit bir sayidir.

Teorem3.2.1.1: Farz edelim ki Teorem3.1.2.1'nin sartlar1 saglansm. Ve w € H
verilen eleman olsun. Bu taktirde J,(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechlet
anlaminda diferansiyellenebilirdir. Ve onun gradiyenti icin asagidaki formiil
gecerlidir:

Jo' @) = Uawy" @), Jaw," W), Jugy (V) Jug, ()

l

Jeos @) = [ Re@@dx + 2a(wo() — o (),

0

l

Jaw,' W) = — f Impp)dx + 2a(v1(2) — w; (2)) , (3.2.1.13)

0
Jap, W) = Im(@(x,0) + 2a(py(x) — @y(x)),

Jap, () = Re(p(x,0) + 2a(p, (x) — @, (x)).

Ispat: Vv € V igin J,(v) fonksiyonelinin artisin1 asagidaki bigimde yazalim:

l

Mo @) = Jo @+ Av) — J,(v) = 2 f Re[((x, L) — y())Ab(x, L)] dx +

0

l l
+22 [ (9o — @oGNAGoIx + 2a [ (1) = 3, Gy (dx +
0 0

T T
+2a f(vo(z) — wy(2))Avy(2)dz + 2a f(vl (z) — w1 (2)Av(z)dz +
0 0

HIapC, DI, + allavll . (3.2.1.14)
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Bu formiilde sag tarafta yer alan Lterimi degistirelim. Bu amacla verilen

diizgiinliigiin arttirilmasi yontemini uygulayalim. Farz edelim ki <p(§k)(x) , <p1(k)(x) :

f¥(x,2z), k=1,2.. fonksiyonlar1sirasiyla @,(x), @,(x) ve f(x,2)

0 0
fonksiyonlarmin - W2 (0,1), W;°(Q)  uzaylarma ait olan diizgiinlestirilmis

yaklagimlar olup asagidaki sartlar1 saglasin:

(k)

||q)o - %” Lopn 07 k — o0 (3.2.1.15)
let” =en|, 200 ke (3.2.1.16)
If* = fll =0, k—>oo (3.2.1.17)

ve v® = (vy(2), v1(2), 08, 0® ) eV olsun.

Diizgiinlestirme kuralina gore ¢®)(x) = (pék) (x) + i(pl(k) (x) fonksiyonu

0

e® e WO, , k=12.. (3.2.1.18)
0

f@Oe wio,) , k=12.. (3.2.1.19)

sartlarini saglar. [17, Teorem 3.2.2.1 bkz. sayfa 43 | ¢calismasindan bildigimiz bir
hitkmii kullanirsak soyleyebiliriz ki (3.1.1.2) — (3.1.1.4) probleminde ¢ (x) yerine
" (x) f(x,z) yerine f®(x,z) aldigimizda Vm numarasi igin (3.1.1.2) —
(3.1.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin

0
sz’l () uzaymna ait olan p® (x,z) , k=1,2..... ¢oziimil vardir ve bu ¢dziim igin

0|2 ( ]|2 OIE ) _
[0 51 < co(le@lo 5 + 17 @0 40, ) k=120 (32220)

kestirimi gegerlidir. 1) (x, z) fonksiyonu Vk icin ve Vn € L,(Q) igin

(’)1/)(") 2.1,(k)
Q
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= f f(k)(x'z) ﬁ(x, z)dxdz (3.2.1.21)
Q

integral 6zdesligi ve

PO (x,0) =p®x) , x€(0,]) (3.2.1.22)
P®(0,2) =yp®(1,z) , z€ (0,]) (3.2.1.23)
sartlarini sagladigi agiktir.

Simdi v®) € V' noktasinda v® + Av® € V olacak bicimde ) (x,z) “nin
AY©(x,z) = YO (x,z; v + Av®) — O (x,z; v*) artismin sagladig bagintiyn

elde edelim.

Bu amagla (3.2.1.21) 6zdesligini kullanalim. Kolaylikla artisin asagidaki integral

0zdesligini sagladigini elde edebiliriz:

+ (vo(2) — ivy(2))Ap® +

0AyY® GRINVAQ)
,f(l 0z T ao 0x?
Q

+i(v1(2) — iv,(2)AYp ) ifdxdz = —f Avy(2)yYpPndxdz —
)

— f Avi(2)Y®idxdz . (3.2.1.24)
Q

Bu 6zdesligin yani sira (3.2.1.22) — (3.2.1.23) "dan asagidaki bagintilar1 elde ederiz:
M@ (x,0) = Al (x) +ine®(x) , x€(0,D) (3.2.1.25)
Ap® (x, 2)=ApP(L,z) =0 , z€(0,L) . (3.2.1.26)

¢ = ¢(x,z) fonksiyonu yani eslenik problemin ¢oziimii C°([0,L], L,(0,1))
uzayma ait oldugundan (3.2.1.24) integral O6zdesliginde 7 ‘nin yerine ¢

fonksiyonunu alalim. Bu taktirde asagidaki esitligi yazabiliriz:
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YN 92 Ay
[, o, 2
) 0z dx?

+ (W9 (2) — ivg(2))Ap® +
+i(wy(2) — vy (2) M) pdxdz = — f A vo(2)p® pdxdz —
Q

—j Av(2)Y® pdxdz , k=12.. (3.2.1.27)
Q

0
AYp® € w2 (Q) oldugundan (3.2.1.4) bzdesliginde 7(x,z) fonksiyonu yerine

AYp® (x, z) alalim. Bu taktirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

37 ap 922 + vy (2) AP — iv (2) AP P )dxdz =

Aqy () 2°A7) ()
f¢(_iaA1/) (x,z)+ 0°AY\" (x, z)
Q

l l
-2 f(z/)(x, L) = y(0)) B (x, L)dx + i f $Cx, 0) BP® (x, 0)dx e = 1,2 ..
0 0

Bu esitligin kompleks eslenigini alirsak ~ Ayp®) (x,0) = Ap®) (x) , x € (0,1)
asagidaki esitligi yazabiliriz:

+ vy (2)AY® + v (2)ApF)dxdz =

- a@(k) aZE(k)
,f P 0z T 0x?
Q

l

l
=2 f (D0, L) = 5(0)) ap® (x, Lydz + i f B (x,0) Ap® (x,0)dx .
0

0

(3.2.1.27) "den sonuncu esitligi ¢ikarirsak asagidaki esitlik elde edilir:

l

l
zf(z/?(x, L) = 5(x)) ap® (x, L)dx = —ifmp(k)q;(x, 0) dx =
0

0
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= [ B ©gardz + i [ av, GO paxaz
Q

Q

Simdi bu esitligi onun kompleks eslenigi ile toplarsak asagidaki esitligi elde ederiz:

!
2 j Re [(lp(x, L) — y(x)Ap ) (x, L))] dx = f Avy(z)Re(Y® p)dxdz +
, )

j Avo(z)Re(Az/)(k)é)dxdz—f Av, (2)Im(Y P p)dxdz —
Q )

l
+ j A Im(p(x,0))dx . (3.2.1.28)
0

Simdi Y* — , AYk — Ay  farklarmi degerlendirmeye calisalm. Bu amagcla
(3.1.1.2) — (3.1.1.4) probleminde f “nin yerine f®) ¢ “nin yerine ¢ ) yazip elde
edilen problemden (3.1.1.2) — (3.1.1.4) problemini taraf tarafa cikarirsak w®) =
Yk — 1 fonksiyoneli i¢in asagidaki problemi elde ederiz:

A® 9200®

i— + a, Py + vy (2D)w® — v (2)wk) =

=f®x,2) - f(x,2) , (x,2)€EN, (3.2.1.29)
w®(x,0)=p®(x)—px) , x€(0,]), (3.2.1.30)
w®(x,2)=0®(,z)=0 , z€(,L). (3.2.1.31)

Goriildigl tizere Vk i¢in bu problem (3.1.1.2) — (3.1.1.4)problemi bigiminde
baslangic sinir deger problemi oldugundan (3.1.2.1) kestirimine denk olarak

asagidaki kestirimin gecerli oldugunu hitkmedebiliriz:
ok C, DI, 04y < colllo® =l 0 + IF* = fllf, @ VzeI[O0,L]. (3.2.1.32)

(3.2.1.29) — (3.2.1.31) probleminin elde edilmesine denk olarak Aw® = Ak —
Ay fonksiyonu icinde (3.1.3.1) — (3.1.3.3) baslangic smir deger problemini

kullanarak asagidaki problemi elde ederiz:
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0Aw®) RN

l + ag axz

o + Wy (2) + Avy (2)Aw® + i(v1(2) + Av,(2))Aw® =

= —Avy(2D)w® — iAv (2)w® | (3.2.1.33)
©®(x,0) = (8§ — Ao () + i (A0 — 21 (x)) , x€(0,1), (32134)

0w®0,2) =w®,z2)=0 , z€(0,]). (3.2.1.35)

Goriildigi tizere bu problem (3.1.3.1) — (3.1.3.3) bigiminde bir baslangi¢ sinir deger
problemidir. Bu nedenle (3.1.3.4) kestiriminin denklemini (3.2.1.33) — (3.2.1.35)

probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki sekilde yazabiliriz:

2 2 i 2
||A“’(k)("z)”L2(o,z) <c, (”A(p(k) — A‘p”Lz(o,l) + |[Avow ™ + LAvlw(k)”Lz(ﬂ)) ;

vz e [0,L]. (3.2.1.36)

Bu kestirimin sag tarafindaki ikinci terimde (3.2.1.32) kestirimini kullanirsak

2 2
[0 @6 o < csCllan® - agl? , +

+2(”AUOH%Z(O,L) + ||AV1||%2(0,L))(||<PU‘) - <P||iz(n) +||f® —f”iz(m)) (3.2.1.37)

©®) | ¢ ‘nin diizgiinlestirilmisi oldugundan A@®) “da A¢ 'nin diizgiinlestirilmis

artis1 olacaktir. Bu nedenle iistteki varsayimlarm yani sira farz edelim ki

|ap® — Ap|| 0 k — oo (3.2.1.38)

-
Ly(0,)

bagmntis1 gegerli olsun. Bu bagmtiy1 ve ¢ ‘larm ¢’ye , f® “larm f ye sirasiyla
L,(0,1) ve L,(Q) ‘da kuvvetli yakmsadigim dikkate alrsak  (3.2.1.37)

kestiriminden asagidaki bagintiy1 elde ederiz: k — o i¢in
|aw® (¢, 2)|| -0 vz € [0,L]. (3.2.1.39)
Aw® = Ap®*) — Ay oldugunu dikkate alirsak k — o igin

lap®C,2) = 2y, D, = O vz € [0,L]. (3.2.1.40)
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Ayni bigimde (3.2.1.32) kestiriminden k — oo ig¢in

|Aw®(, 2)|| 0 vz € [0, L] (3.2.1.41)

ﬁ
L5 (0,D)
bagntis1 elde edilir. Burada w® = y®*) — oldugundan k —» o igin

”l[)("") (,z) — lp("z)“Lz(O,l) -0 vz € [0,L] (3.2.1.42)

gegerli olur.

(3.2.1.38) varsayimint ve (3.2.1.40), (3.2.1.42) limit bagmtilarmi kullanip
(3.2.1.28) esitliginin her iki tarafinda limite gecersek asagidaki esitligi elde ederiz:

l
2 f Rel((x, L) — y()Mp(x, L)]dx =
0

= f AvO(Z)Re(zpq,';)dxdz—jAvl(z)lm(l,l)d;)dxdz+
0

[o)

+f A(lee(<].'_>(x,0))dx+fAgoolm(d;(x, 0))dx +
Q Q

+ Avo(z)Re(AI/)ql;)dxdz—fAvl(z)lm(m/)(ﬁ)dxdz. (3.2.1.43)

Q

b%

Bu esitligi fonksiyonelin artis1 i¢in olan (3.2.1.14) formiiliinde dikkate alirsak

fonksiyonelin artigini asagidaki bigimde yazabiliriz:

A]a (U) :]a (U + AU) _]a(v) =

L l

!
f(f Re(@)dx + 2a(vy(2) — wy(2))Avy(2)dz — f Im(y, p)dxAv,(z)) +
0

0 0

L l
+ f(— f Im@@)dx + 2a(v,(2) — w,(2))Av, (2)dz +
0 0
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+ | [Im(@(x, 0)) + 2a(po(x) — &g (x))] Apo(x)dx +

O\N

+ | [Re(p(x, 0)) + 2a (1 (x) — @1 (x))] Ap; (x)dx + R(AV).

O\N

Burada R(Av) asagidaki formiille tanimlanir:

R(Av) = 1AYC, LI, o, + ll vl +

+ j Re(AYp)Avy(z)dxdz — f Im(AYp)Av, (z)dxdz. (3.2.1.44)

Q Q

Cauchy — Bunyakovski esitsizligini uygularsak R(Av) kalan terimin asagidaki gibi

degerlendirebiliriz:

IR(AV)| < 189G, DIIE, 0 + allAvllf +

(Avy I, o,y + 1AVl L, 0.7y max||AY C, L)1, o, ]l 1, 00, -

Bu esitsizlikte (3.1.3.5), (3.2.1.12) kestirimlerini kullanarak R(Av) i¢in asagidaki

bagintiy1 elde ederiz:

IR(AV)| < cyollAv]E . (3.2.1.45)
Burada c;y > 0 sabit sayidir. Bu baginti

R(Av) = o(llAvly) (3.2.1.46)

bagmntisinin gegerli oldugunu gosterir. Sonuncu bagintty1 kullanirsak fonksiyonelin

artist icin olan formiilii asagidaki gibi yazabiliriz:

T 1 l

f(f Re(d)dx + 2a(vy(z) — wy(2))Avy(2)dz — f Im(y, p)dxAv,(2)) +
0 0

0

T l
+ f(— f Im@pP)dx + 2a(v,(2) — w,(2))Av, (2)dz +
0 0
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+ | [Im(@(x, 0)) + 2a(po(x) — &g (x))] Apo(x)dx +

o _

+ [ [Re(p(x, 0)) + 2a (¢, (x) — @1 (x))] Ay (x)dx + o([lAv]l) . (3.2.1.47)

o _

H = (L,(0,L))% x (L,(0,1))? fonksiyonel uzayinda fonksiyonellerin Frechet
anlaminda diferansiyellenebilirliginin tanimi ve (3.2.1.47) formiiliinii kullanirsak
J.(v) fonksiyonelinin Vv € V’ de lizerinde Frechlet anlaminda diferansiyellenebilir

ve onun gradiyenti i¢cin agagidaki formiiliin gecerlidir odugunu sdyleyebiliriz:

Jo' @) = Uavy @) s Jaw, @) Japy @) s Jap, () (3.2.1.48)
l
Jews @) = [ Re@@)dx + 2a(0y2) = wp (2) (32.1.49)
0
l
Jav, W) = — f ImQe)dx + 2a(v,(z) — wy (2)) (3.2.1.50)
0
Jap, @) = Im(@(x,0) + 2a(po(x) — @p(x)) (3.2.1.51)

Boylece Teorem3.2.1.1 ispatlandi.

3. 2. 2 Optimal Kontrol Probleminin Coziimii i¢cin Varyasyon Esitsizligi

Seklinde Gerek Sart

Simdi Teorem 3.2.1.1%in hiikkmiinii kullanarak (3.1.1.1) — (3.1.1.4) probleminin

¢Ozlimii i¢in varyasyon esitsizligi bigiminde gerek sart elde edelim.

32



Teorem3.2.2.1: Farz edelim ki Teorem 3.2.1.1'in sartlar1 saglansin ve v* €V
(3.1.1.1) — (3.1.1.4)  probleminin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu taktirde Vv € V

icin agagidaki esitsizlik saglanir:

l

L
j l Re lp (x, Z)(.'b (x,z)dx + 2a(vy(z) — wo(Z)) (wo(2) —v5(2) |+
0

0
l

j Im(yY*(x,2)p*(x, z)dx + 2a(vi(z) — w; (z)) (v1(2) —vi(2) ||ldz +

0

l
+ [ 1 (500, 0) + 200500 - 3 (90 () - g (2)ex +
0

+ | Re (¢_>*(x, 0) + 2a(pi(x) — &, (x)) (1 (x) — 93 (2))dx = 0 (3.2.2.1)

O\N

Burada ¢*(x,z) =y¢(x,z;v*), ¢*(x,z) = p(x,z;v*) swasiyla (3.1.1.2) —
(3.1.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin ve eslenik problemin v* € V “ye karsilik

gelen ¢ozlimleridir.

ispat: Teoremi ispatlamak icin once J, (v) gradiyentinin V kiimesi iizerinde

stirekli oldugunu gosterelim. Yani
lavlly =0, e+ Av) — ()l =0 (3.2.2.2)

oldugunu gostermek igin J,(v) 'nin her bir bileseninin V kiimesi iizerinde siirekli

oldugunu gostermek yeterlidir. ||Av||y = 0 igin

”]t,ZUO (U + AU) _]avo(v)”Lz(O,L) 4 0 (3223)

”]t,)lUl (U + AU) _]CHJ1 (v)”Lz(O,L) - 0 (3224)

Vo @ + AV) = Jop, @) || (3.2.2.5)

LoD
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Vags @+ 80) = Ja, D,y = O (3.2.2.6)

sartlarin1 sagladigin1 gostermek yeterlidir.

Oncelikle  (3.2.2.3) ‘un gecerli oldugunu gosterelim. (3.2.1.49) formiiliinii

kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

]tlxvo (v + Av) _]avo (v) =

l

= j Re (YaPa)dx + 2a(vy(2) + Avy(2) — wy(2)) —

0

l l

- f Re (WP)dx + 2a(vy(2) — wy(2)) = jRe (WYadpa — YP)dx + 2a =
0

0

l

= f Re (Y(x,z;v + Av)p(x, z; v + Av) — Y(x, z; v) P(x, z; v))dx + 2aAv(z) =
0

l

= fRe (WYa(x, 2)AP(x,2) — AP(x, 2)P(x, 2))dx + 2alv(z) (3.2.2.7)

0

Burada Ay = Ay(x,z) (3.1.31) - (3.1.33) probleminin  ¢6ziimiidiir.
Ap = Agp(x,z) asagidaki problemin ¢oziimiidiir:

iaaA—qu +ay aaZTA;p + (v0(2) — Avy(2))Ad — i(vy1(2) — Av,(2))A¢p =

= —Avy(2)p + idv; (2)p , (x,2) €EQ, (3.2.2.8)
Ap(x,L) = —2iAp(x, L) , x€(0,1), (3.2.2.9)
Ap(0,2) =Ap(Lz) =0 , z€(0,L). (3.2.2.10)

Goriildiigii iizere bu problem eslenik problem bi¢imde bir smir deger problemidir.
Eslenik problem i¢in kullandigimiz diistinceleri uygularsak kolaylikla bu problemin

¢Oziimii icinde asagidaki kestirimin gegerli oldugunu hitkkmedebiliriz:
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llp (., Z)”]%Z(o,z) < c11(l1Avoep + iAv0¢||%2(Q)+||AI,D(', L)”%z(o,l)),
vz € (0,L). (3.2.2.11)
Burada cq; sabit bir sayidur.

(3.1.3.5) ve (3.2.1.12) kestirimlerini kullanirsak sonuncu kestirimden kolaylikla

asagidaki kestirimi elde ederiz:

”(]5(',2)”%2(0’1) < ¢y, (lAvlIZ) , vze(0,L) . (3.2.2.12)

Burada c¢q; sabit sayidir. Bu kestirimi ve (3.1.3.5) kestirimini kullanarak
(3.2.2.11) ‘de yer alan ifadeyi degerlendirelim. Bu amagla Cauchy-Bunyakovski

esitsizligini kullanirsak ,
Van, @ + AV) = Joy 0| < 104G 2,00 1ADC 2) M1, 0
HIAYC 2, ol G 2,00 + 2alAve(2)] . Vz € (O,L)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin her iki tarafinin karesini alip (0,L) araligi

iizerinden integrallemis olursak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

L
I I 2
Vv, (v + Av) _]avo(v)”LZ(O’l) <3 f”l/’A(x: DL, o0 18dC DI, 0,nd2 +
0
L
+3 f”Al/)(': Z)”%Z(O,l) llgpC, Z)||%2(0,l)dz + 3||AU0||%2(0,L) . (3.2.2.13)
0

Yp =Pa(x,2) =(x,z;v+ Av) fonksiyonu (3.1.1.2) — (3.1.1.4) baslangig smir
deger probleminin v+ Av €V i¢in ¢oziimii oldugundan (3.1.2.1) kestirimini

kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
1YaC, DE, 04y S €13 , Vze|[0,L]. (3.2.2.14)

Bu esitsizligi (3.1.3.5) , (3.2.1.12) ve (3.2.2.12) kestirimlerini kullanarak
(3.2.2.13) esitsizliginden asagidaki esitsizligin gegerli oldugunu elde ederiz:

Vewy @ + A1) = Joruy )| cuallAvlly (3.2.2.15)

<
L,(O,L) —
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Burada cq4 sabit sayidir. Ayni bigimde

Vi @+ 89) = Lo, @, ) < crsllavly (3:2.216)

esitsizligini ispatlayabiliriz.
(3.2.2.15), (3.2.2.16) ‘den (3.2.2.3), (3.2.2.4) limit bagntilarinin gegerli oldugu

elde edilir. Simdi (3.2.2.5) 'i ispatlayalim. Bu amagla (3.2.1.51) formiiliinii

kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

Javg W + AV) = Jouy 0) = I, (Aé(x, 0)) + 2ahq, . (3.2.2.17)

Burada A¢(x,z) (3.2.2.8) probleminin ¢6ziimiidiir.(3.2.2.12) kestirimi Vz € [0, L]

icin gegerli oldugundan z = 0 “da asagidaki kestirimi yazabiliriz:
G OIZ, 0y < crz2(1AVIIE) .
Bu esitsizligi kullanarak (3.2.2.16) "dan kolaylikla

Wago @ + A0) = Jop, |, < c16(llAvlly) (3.2.2.18)

L2(0,1)

esitsizligi elde edilir. Ayni bigimde (3.2.2.6) “y1 kullanarak

Vep, @ + AV) = Jop, W) || < cy7(llAvlly) (3.2.2.19)

L,(0,0)
esitsizligi elde edilir.

(3.2.2.18) ve (3.2.2.19) ‘den (3.2.2.5) ve (3.2.2.6) nin dogrulugu elde edlilir.
Boylece (3.2.2.3) — (3.2.2.6) bagntilarii kullanarak (3.2.2.2) “in gecerli oldugunu
ispatlamis olduk. (3.2.2.2) bagntisinda J,(v) fonksiyonelinin V' kiimesi {izerinde
siirekli diferansiyellenebilir oldugu ispatlanmis oluyor. Yani J, € C*(V) “dir. Diger
yandan V kiimesinin tanimina gére konveks kiimedir. Boyle oldugu taktirde [, (v)
fonksiyoneli V kiimesi igin [Kuramsal Temeller: Teorem 2.1] bildigimiz teoremin

sartlarinin saglandigini goriiyoruz. Bu nedenle bu teoreme dayanarak Vz € V ,

J, (), v =1y =0
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bagmtisini elde ederiz. Burada gradiyent i¢in olan (3.2.1.13) formiillerini v = v*
icin kullandigimizda Teorem 3.2.2.1%in hiikkmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz.

Teorem 3.2.2.1 ispatlandi.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1 boliimiinde kuazi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol
probleminin iyi konulmasi incelendi. Problemin ¢oziimiiniin varligr ve tekligi
teoremi ispatlandi. Ayrica kuazi optigin durgun denklemi i¢in baglangic sinir deger

probleminin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi de ispatlandi.

Tezin 3.2 boliimiinde ise gz Oniine alinan optimal kontrol probleminde amag
fonksiyonelinin differansiyellebilir oldugu ispatlandi ve onun gradiyenti i¢in formiil
elde edildi. Bunlarin yam sira ele alinan optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in

varyasyon esitsizligi seklinde gerek sartlar ispatlandi.
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5. TARTISMA ve SONUC

Tezde ele almman optimal kontrol problemi konulma agisindan Onceki
caligmalardan farkhidir. Kuazi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol
problemleri ¢ok az ele alindigindan tez calismasi gerek teorik gerekse pratik dnem
tagir. Bu tezde kuazi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol probleminin
¢Ozlimii i¢in elde edilen arastirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar, 6nceki

calismalardaki sonuglardan farklidir ve onlarla ortiismez.
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