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OZET

Bu tezde Schrodinger denklemi i¢in Lions Fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele
alindi. Bu c¢aligmanin 3.1.2. boliimiinde 6nce Schrédinger denklemi igin Lve II. gesit
sinir deger problemlerinin genellestirilmis ¢oziimlerinin varligr ve tekligine ait olan
onermelerin ispati verildi. Bu hiikiimleri kullanarak 3.1.3. bdlimiinde séz konusu
optimal kontrol probleminin ¢ézlimiiniin varlig1 ve tekligini igeren teoremler ispatlandi.
3.1.4. bolimiinde fonksiyonelin diferansiyellenebilir oldugu gosterildi ve onun
gradyenti i¢in formiil elde edildi. Nihayet ¢alismanin 3.1.5. boliimiinde optimal kontrol

probleminin ¢6ziimii i¢in varyasyon esitsizligi biciminde gerek sart ispatlandi.

2011, 78 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrodinger denklemi, Optimal kontrol, Lions fonksiyoneli



ABSTRACT

In this thesis, optimal control problem Lions bifunctional is considered for Schrodinger
equation. In the 3.1.2. section of this work, for Schrodinger equation, propositions
relating to existence and uniqueness of generalized solutions of Ith and IIth type
boundary value problems are given. In the 3.1.3. section by using these propositions, the
existence of the optimal control problem solution is proved. In the 3.1.4. section
differentiability of the function is proved and a formula is obtained for its gradient.
Finally in the 3.1.5. section for the solution of the optimal control problem the necessity

condition in the form of variation inequality is proved.

2011, 78 Pages
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1. GIRIS

Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri igin optimal kontrol
teorisi ¢agdas optimal kontrol teorisinin 6nemli alanlarindan biridir. Bu teorinin
problemleri ¢ogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte
ve cagdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikar. (Butkovskiy A.G.
Samoilenko Y.I., 1984, Landau L.D. Lifsis E.M., 1963, Vorontsov , M.A. Shmalgauzen
V.1, 1985). Bu nedenle boyle problemlerin incelenmesi, gerek teorik gerekse pratik
anlamda 6neme sahiptir. Schrodinger denklemi ig¢in optimal kontrol problemleri daha
once farkli galismalarda ele alinmistir.(Din Nio Hao. 1986, iskenderov A.D. , Yagubov
G.Y., 1988, 1989, Silla N. 1991, Yagubov G.Ya., Musayeva M.A., 1995, 1997,
Yagubov G.Ya. 1994 vs.). Bu calismalardan iskenderov , A.D ve Yagubov, G.Y. nin
calismalarim onemle dikkate almak gerekir.Ciinkii Iskenderov A.D ve Yagubov G.Y
nin ¢aligmalarinda hem lineer hem lineer olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen

sistemler i¢in optimal kontrol teorisi olusturulmus ve gelistirilmistir.

Bu tez ¢alismasinda sanal katsayili Schrodinger denklemi igin Lions fonksiyonelli
optimal kontrol problemi incelenmistir. Bu tiir problemler ytiklii kiitleciklerin dagilmasi
slirecinin incelenmesi sonucu ortaya ¢ikan optimal kontrol problemleridir. (Butkovskiy
A.G. , Samoilenko Y.I1,1984) . Burada incelenen problem konulma ag¢isindan 6nceki
incelenenlerden farklhidir. Ele alinan problemde amag¢ fonksiyoneli olarak Lions
fonksiyoneli tipli amag fonksiyoneli kullanilmistir. Lions tipli fonksiyoneller ilk kez
Fransiz matematik¢i Lions tarafindan sunulmustur. (Lions J.L.,1971). Bu tipl
foksiyoneller matematiksel fizigin denklemlerinin katsayisi ile kontrol edilen sistemler
i¢in kontrol problemlerinde ilk kez iskenderov’un ¢alismalarinda sunulmustur ve analiz
edilmistir( Iskenderov A.D,1984). Lions fonksyonelli optimal kontrol problemleri
Schrodinger denklemi i¢in daha 6nce farkli konulmada Iskenderov ve Mahmudov’un
calismalarinda incelenmis ve problemin iyi konulmasina ve ¢oziim i¢in gerek sartlara ait

sonuglar elde edilmistir ( iskenderov A.D., Mahmudov N.M.,1997).

Bu tez caligmasinda ilk Once ele alman problemin iyi konulmasina ait sorular

cevaplandirilmistir. Bu amagla sanal katsayili Schrodinger denklemi i¢in I.ve II. gesit



smir deger problemlerinin genellestirilmis ¢oziimlerinin varligi ve tekligini igeren
teoremler ispatlanmigtir. Bu teoremleri kullanilarak optimal kontrol probleminin
¢Ozlimiiniin varlig1 ve tekligine ait hiikiimler elde edilmistir. Sonra problemde kullanilan
amag fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligi incelenmis ve onun gradyenti i¢in formiil
gosterilmigtir. Gradyent icin olan formiilii kullanarak optimal kontrol probleminin

¢Oziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart ispatlanmustir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bdliimde galisma boyunca kullanacagimiz tanim ve teoremleri verecegiz.

Tamm 2.1: L, (0,1) uzay: Hilbert Uzay1 olup elemanlari (0,1) araliginda élgiilebilir ve

mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve

norm asagidaki gibidir:

UV, o = [uC)v(x)dx,

Ju

L©) <u’u>|_2(o,|)'
Tamm 2.2: L,(Q) uzay Hilbert Uzay1 olup elemanlari Q=(0,1)x(0,T) bdlgesinde

Olciilebilir ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir.

Burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanir:

W 8) o = [w(x 08 (x.tydxdt,

L (@) :\/<W’W>L2(Q)'

(%

Tamm 2.3: L, (O,I) uzay1 Banach Uzay1 olup, (O,I) araliginda olgiilebilir, sinirh ve

sonlu

Jul. o = vraiOﬁL)Jp‘u (x)|=esssup {‘u (x)[:x (0,1 )}

xe(

normuna sahip u=u(x) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tamm 2.4: L, (Q) Banach Uzay olup Q bélgesinde dlgiilebilir, sinirh ve sonlu



I o) =vrai suly (x.t)

normuna sahip y = y/(X, t) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tamm 2.5: C° ([O,T], B) Banach Uzayi olup elemanlar1 [0,T] araliginda siirekli olan

ve degerlerini B Banach Uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki

sekilde tanimlanir:

[Ylesov10) = X O
BuradaB =R almrsa C[0,T]=C°([0,T];R) elde edilir.

Tanim 2.6: LZ([OT] B) Banach Uzay1 olup elemanlarl[O,T] araliginda olgiilebilir,

karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzayina ait olan fonksiyon uzayidir.

Burada norm asagidaki sekilde tanimlanir:

1

bl Mu \dt} o

Tanmm 2.7: W21(0,|) Hilbert Uzayr olup elemanlarinin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tirevleri LZ(O,I) uzayindan olan Sobolev Uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

='£[w(x)¢7 (x)+d‘fj—ix)Mde,

1z o) = V¥ Do



0 1
W (O,I) uzay1 Wzl(O,I) uzaymin alt uzay1 olup,(0,]) araliginin u¢ noktalarinda sifira

esit olan fonksiyonlarin uzayidir.

Tamm 2.8: W/ (O,I) Hilbert Uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarin ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L, (O,I) uzayindan olan Sobolev Uzayidir.

Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

| ), Q) B (x)  d’y(x) d*p(X)
<l//’¢>w§(o,|):.([[V/(X)(é(x)-i' l/(;X dx + (;/;2 dx? X

W2 (0,1) - <‘//’l//>w22(o,|)’
02 0l
W2(0,|)EW22 (0,|)ﬁW2(0,|).

Tamm 2.9: W,"° (Q) Hilbert Uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin x degiskenine

gore 1. mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev Uzayidir.

Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadar:

= J[ 1015050 LU0 b

lw Wio(Q) <‘//"/’>w21v°(g)'

o L0

Tamm 2.10: W (Q) uzayt W,°(Q) uzaymmn alt uzayt olup Q nmn sinirinda sifira

doniisen, her yerde yogun olan diizgiin fonksiyonlar uzayidir.



Tamm 2.11: Wzo’l(Q) Hilbert Uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin t degiskenine

gore genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda ic¢

carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

W Bhpsa) i[ x,t) B (x, t)+aw(gtx't)a(/;(x’t)]dxdt,

v Wot(Q) <'//’V/>w2°:1(g)'

Tamm 2.12: W,* (Q) Hilbert Uzay olup elemanlarin kendisi ve onlarin x degiskenine
gore ikinci mertebeye, t degiskenine gore birinci mertebeye kadar genellestirilmis
tirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev Uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

<l//, ¢>W22‘1(Q) = I|:l//(x,t)¢7(x, t) +

Q

Oy (xt) 24 (xt) | Dw(xt) PP |y
OX OX ox* ox*

IF’”(X 1) 0 (X, t)}d it

”W”wzm(g) - <l//'l//>w22-1(g) '
021 0 10
W2 (Q)=W*(Q)nW2 (Q)

dir.

Tamim 2.13: V, X lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger V u,veV ve a <[0,1]

i¢cin au+(1-a)veV oluyorsa, V kiimesine X de konveks kiime denir.



Tanim 2.14: (X,| ||) bir normlu uzay ve E — X olsun. E igindeki her dizinin E de en

az bir limit noktasi varsa E kiimesine X de kompakt kiime denir.

Tanmm 2.15: X normlu uzayinda bir E kiimesi verilsin. Eger E deki biitiin yakinsak

dizilerin limit noktalar1 E de ise E kiimesine X de kapali kiime denir.

Tammm 2.16: Eger B Banach Uzayindan olan {uk} dizisi i¢in VceB"

|im<C,uk>:<C,u> sarti saglaniyorsa bu taktirde {uk} dizisi ueB noktasina zayif

k—w

yakinsiyor denir. Burada B* uzay1 B nin eslenik uzayidir.

Tamm 2.17: X, Banach Uzay1 ve E < X olsun. Eger {Xn}e E ve {Xn}dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadiginda X € E ise E kiimesine X de zayif kapalidir denir.

Tamim 2.18: X bir normlu uzay ve E — X olsun. Eger X in her bir x elemani, E nin

elemanlarinin dizisinin bir limiti ise E ye X de yogundur denir.

Tamm 2.19: X bir vektor uzay1 olmak tizere , 1: X —[1 (veyall ) lineer operatoriine X

tizerinde bir lineer fonksiyonel denir. X iizerindeki sinirli lineer fonksiyonellerin

uzayma X in duali denir ve X * ile gosterilir.

Tanmm 2.20: U,B Banach Uzayimin bir kiimesi olsun. Eger V{uk} eU dizisinden zay1f

yakinsayan en azindan bir alt dizi se¢gmek miimkiin ise bu taktirde U kiimesine B de

zay1f kompakt kiime, denir.

Tanim 2.21: J (u) fonksiyoneli B Banach Uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis

k—o0

sart1 saglaniyorsa bu taktirde J (u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yar stirekli

denir.



Tanim 2.22: F, bir I aralig1 iizerinde tanimli f(t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun. Eger

her ¢>0 ve her feF i¢in t,t,el olmak tzere |t1—t2|£5(5) oldugunda

|f(t1)—f(t2)|S€ olacak sekilde bir 5(8)>0 sayist varsa F ye I iizerinde aym

dereceden stirekli(es stirekli) dir, denir.

Tamim 2.23: Diyelim ki B herhangi Banach Uzayi ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin
herhangi bir a)(u,;/)={v:Ve B,||V—u||<7/} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 igin

o(h,u)
| =
T

olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)-J(u)= <J (u), h>B +o(h,u) sartim1 saglayan

J (u) € B" elemam varsa, bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Freschet anlaminda

diferansiyellenebilirdir. Burada B* uzayi B nin eslenik uzayidir.

Teorem 2.24: Diyelimki U, B Banach Uzayinin konveks bir alt kiimesi, J(u)

fonksiyoneli bu kiimede 1. mertebeden siirekli tiirevlienebilir fonksiyonel ve

U, = {u eU:Ju=J,=infJ (u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar

kiimesi olsun. Bu taktirde Vu*eU, igin<J'(u*),u—u*>ZO sartt saglanir (Vasilyev

1981).

Teorem 2.25 (Weierstrass Teoremi): U, B Banach Uzayinda zayif kompakt kiime

olsun.J(u) fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif

yart siirekli olsun.Bu taktirdeJ, =inf J(u) >— , U, = {u eU:Ju)= J*} # ¢ zayilf

kompakttir ve U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar kiimesine

zay1f yakisar (Vasilyev 1981).



Teorem 2.26: Kabul edelim ki , X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X uzaymin kapali

siirl kiimesi, I(v) fonksiyoneli U kiimesi lizerinde tanimlanan alttan sinirli ve alttan

yart siirekli fonksiyonel ve o >0, 8>1 verilen sayilar olsun. Bu taktirde X uzaymnda

her yerde yogun olan 6yle G alt kiimesi vardir ki Vo G igin
B
3, (v)=1(v)+a|v-of;
fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiigiik degerini alir. Eger g>1 ise J, (V)

fonksiyoneli i¢in en kii¢lik degerini U kiimesi lizerinde bir tek noktada alir (Goebel

1979)

Lemma 2.27 (T. H. Gronwall): Eger g(t) fonksiyonu t, <t <t {iizerinde siirekli bir

fonksiyon ve

0<g()< K+Lj'g(s)ds
o

esitsizligini saglarsa, t, <t <t iizerinde
0<g(t)<Kexp(L(t-t,))
dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir (Hsieh and Sibuya 1999).

Lemma 2.28 (Cauchy —Bunjakovskii Esitsizligi): u,v e L, (Q) elemanlari i¢in

1
< (J'|u|2dxd rjg U|v|2dxd rJZ
Q Q

esitsizligi gecerlidir (Ladyzenskaja et al. 1968).

.[ uvdxdz
Q




3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Sanal Katsayih Gradyent Iceren Schrodinger denklemi Icin Lions
Fonksiyonelli Optimal Kontrol Problemi

Bu boliimde sanal katsayili gradyent iceren Schrodinger denklemi igin Lions
fonksiyonelli optimal kontrol probleminin iyi konulmasi ve onun ¢6ziimii ig¢in gerek
sartin elde edilmesiyle ilgili sorular1 cevaplandiracagiz. Bu bdliim bes alt boliimden

olusmaktadir.

3.1.1 Problemin Konulmasi

Bu alt boliimde ele alinan optimal kontrol problemini tanimlayalim. Farz edelim ki

I, )y, —w, [f o) +allv-ol] (3.1.1.1)

fonksiyonelinin
V= {v v(x),v e L,(0,1),0vL] ,,<h }

kiimesi uzerinde

awk +a0 P tiay(x) e ‘/’k —a()y, +V(y, = f (6 1),k=12(xt)eQ (3.112)

v (x,0)=0,(x), k=12, xe(0,1), (3.1.1.3)

v, (0,) =y, (1,t)=0, Vte(0,T), (3.1.1.4)

10



w08 _ vl _ (o7, (3.1.15)
ox ox

sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada i = \/—_1 sanal birim, 1 >0, T >0,
b, >0, >0, a,>0 verilen sayilar;0<x<I, 0<t<T, Q =(0,1)x(0,t), Q=0Q,

a(x), a,(x)reel degerli, dlgiilebilir sinirli fonksiyonlar olup

0< i <a() < g, Vxe(O1), 1, = sabit>0, (3.1.1.6)
d 0

< [ < g xe 0,

a(0)=a()=0,x,, 1, =sabit >0, (3.1.1.7)

sartlarini saglar; ¢, (x), f (X,t), k=12 kompleks degerli dl¢iilebilir fonksiyonlar olup

0
p WO, ¢, W), 12020 o (3.118)
X X

f eW,H(Q), k=12 (3.1.1.9)
sartlarint saglar. @< H verilen eleman, H =L,(0,1) dir.

Her bir veV i¢in (3.1.1.2)- (3.1.1.5) sartlarindan y, =y, (X,t) =y, (X,t;v), k=1,2

fonksiyonlarmin bulunmasi problemi (3.1.1.2) Schrdédinger denklemi i¢in baslangig
sinir  deger problemleridir. Baska bir deyisle (3.1.1.2)-(3.1.1.4) sartlarindan

v, =y, (X, 1) =y, (X,t;v) fonksiyonunun bulunmasi problemi Schrodinger denklemi igin

L.gesit baslangic sinir deger problemi; ( 3.1.1.2),(3.1.1.3), (3.1.1.5) sartlarindan

v, =y, (X,t) =y, (x,t;v) fonksiyonunun bulunmasi problemi Schrodinger denklemi

icin IL.¢esit baslangi¢ sinir deger problemidir.

11



Tamm 3.1.1: Her bir veV i¢in (3.1.1.2)-(3.1.1.5) baslangi¢ sinir deger problemlinin

0 21

¢oziimii olarak y, €W, (Q), w, eW,*(Q) olan ve (3.1.1.2)-(3.1.1.5) sartlarim

0

V(x,t) € Q igin saglayan y, =y, (X,t) =, (X,t;v), k=1,2 fonksiyonlar1 anlasilir.

Soylemek gerekir ki Schrodinger denklemi igin baslangic sinir deger problemleri ilk
once Iskenderov, Yagubov 1989 calismalarinda incelenmistir. Ancak burada olan
sonuglardan yararlanarak (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol problemini incelemek
miimkiin degildir. Cilinkli burada yer alan Schrodinger denklemi 6nceki ¢aligsmalardaki
Schrodinger denkleminden farklidir. Bu nedenle (3.1.1.2)-(3.1.1.5) baslangi¢ sinir deger
probleminin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi ile ilgili olan sorulari incelemek gerekliligi

ortaya ¢ikar.

3.1.2 Baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii icin Galerkin yontemi

Asagidaki baglangi¢ siir deger problemini goz Oniine alalim:

) oy . 0

|Ew+aoa—)?+|a1(x)a—l)/(j—a(x)w V() = f,(x1), (1) eQ, (3.1.2.1)

v(x.0)=¢(x), xe(0,1), (3.1.2.2)

w(0,t)=w(l,t)=0, te[O,T]. (3.1.2.3)
Burada i=+-1,1>0, T>0, a,>0 verilen sayilar;a(x),a,(x) Oolcilebilir, smirl

fonksiyonlar olup (3.1.1.6), (3.1.1.7) sartlarin1 saglar. ¢,(x), f,(x,t) fonksiyonlar
oOlgiilebilir fonksiyonlar olup (3.1.1.8), (3.1.1.9) sartlarin1 saglar.v(x) fonksiyonu ise

oOl¢iilebilir, karesi integrallenebilir fonksiyon olup V kiimesinden secilir.
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Gorildiigh gibi herbir veV igin (3.1.2.1)-(3.1.2.3) sartlarindan y =y (X,t) =w(X,t;V)

fonksiyonunun bulunmasi problemi (3.1.2.1) denklemi i¢in 1.¢esit baglangi¢ sinir deger

0
problemidir. Bu problemin ¢oziimii olarak W,**(Q) uzaymdan olan ve (3.1.2.1)-

0
(3.1.2.3) sartlarin1 V(X,t) € Q i¢in saglayan w =y(x,t) fonksiyonu anlasilir.
Simdi bu bi¢imde olan ¢6ziimiin varlik ve teklik teoremini ispatlayalim.

Teorem (3.1.2.1) : Farz edelim kia(x), a,(x), ¢,(x), f,(x,t) fonksiyonlart (3.1.2.6)-
(3.1.2.9) sartlarin1 saglasin. Bu taktirde her bir veV igin (3.1.2.1)- (3.1.2.3) baslangi¢

0 2.1
siir deger probleminin W» (€2) uzayma ait olan bir tek ¢éziimii vardir ve bu ¢oziim

icin agagidaki kestirim gecerlidir:

2

WJ (3.1.2.4)

| A s 1
W2 (Q) Wz(O,l)

Burada c,>0 sayist ¢, ve f, den bagimsizdur.

. O 2
Ispat: Teoremin ispati igin Galerkin yontemini kullanalim. Bu amagla W (0,l)

uzayinda temel fonksiyonlar olarak asagidaki

2

LX =-a, 4 X La()X =X, X(0)=X(1)=0 (3.1.2.5)

dx?

6zdeger probleminin A =4, , k=1,2,... 6zdegerlerine karsilik gelen X =u, (x), k=1,2...

ozfonksiyonlarini alalim.

[9] calismasindan bilindigi gibi L operatoriiniin katsayisi olana(x) fonksiyonua(x) >0

oldugundan 4, , k=1,2,... 6zdegerleri reel ve pozitiftirler, bunun yani sira u, =u, (x)

13



02
k=1,2,... Ozfonksiyonlar1 da reeldirler ve L,(0,1),W,(0,1),W2(0,I) uzaymda
ortogonallik  sartlarmi  saglar. Kolaylilk olsun diye u, =u(Xx) k=1,2,...

ozfonksiyonlarmnin L, (0,1) ’de ortonormal oldugunu varsayalim. Yani
|
(U U)oy = Iuk (X)u, (x)dx=4," , k,m=1,2,... (3.1.2.6)
0

olup
& ={4m km=12, ...

0l 02

Kronecker sabitleridir. W2(0,1) ve W:(0,l) de ortogonallik asagidaki gibi anlasilir:

|
= I[ao %k Ly +a(><)ukum}dx =28, km=1.2,... (3.1.2.7)
0

u,u = ,u),
[k m] (k m)l dX

W3 (0,1)

|
{u,u.}=(u.,u,),. :jLukLumdx =250, k,m=1,2,.... (3.1.2.8)
0

W2(0,1)
Farz edelim ki u, (x) fonksiyonlar1 asagidaki sart1 saglasin:

lu]  <d, k=12.... (31.2.9)

Burada d, >0 k=1,2,... sabitlerdir.

Galerkin yontemine gore (3.1.2.1)- (3.1.2.3) baslangi¢ sinir deger probleminin Galerkin

yaklagimlarini asagidaki bicimde arayabiliriz:

14



N (x,t) = iCkN ), (¥)- (3.1.2.10)

Burada C;'(t)=("(.1),u),0;, k=1LN Katsayilar asagidaki Cauchy probleminin
¢Ozliimiidiir:

i(a%’uk)Lz(o,l):(L‘//N (-’t)'uk)mon_(v( WD k)“"')

(ai()w )f Y k) +f, ), k=1N, (3.1.2.11)

L, (0,1)

Cli\l (O):(¢1luk)|_2(o‘|) =@y k=1a—N (31212)
Burada f,, =( fl(.,t),uk)Lz(O’I) dir.

Gorildigi gibi (3.1.2.11) denklemleri sistemi homojen olmayan, sabit katsayili adi
deferensiyel denklemler sistemidir. Bu denklemin sag tarafinda f, eW, (0,T) dir. Adi

diferensiyel denklemler teorisinden bildigimize goére (3.1.2.11), (3.1.2.12) Cauchy

probleminin ¢6ziimii , [0,T] araliginda tanimlanan siirekli ve siirekli tiirevlere sahiptir.

Simdi C,' (t) katsayilar1 i¢in baska bir deyisle (3.1.2.11), (3.1.2.12) Cauchy probleminin

N e bagli ¢coziimleri i¢in kestirimler elde edelim.

Lemma 3.1.2.1: (3.1.2.11), (3.1.2.12) Cauchy probleminin ¢dziimii i¢in agagidaki

kestirim gecerlidir:

dc g
Wz (Q)

dt <"

jEN:\CKN (®)| dt+j§N:

k=1 k=1

15



) (3.1.2.13)

WZO,l(Q)

<G (||§01 on) +|| f,

2
0
W5 (

Ispat : (3.1.2.11) Sisteminin k. denklemini C' (t) ile garpip, k {izerinden k=1 den k=N

e kadar toplayip [0,t] aralig1 tizerinden integralleyelim.

opN _ _ 2 oy _
I[l%l//” ~Ly "N V()| +ai(><)%w“jdxdr=

Q

=j fiNdxdz , Vte[0,T].

Q

Burada L operatoriiniin bi¢imini dikkate alip sol tarafta ikinci terimde kismi integrasyon

formiiliinii uygulayip,
u,(0)=u,(1)=0,k=1,2,...

sarlarini1 kullanirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

2

Oy —n oy "
I— — —_
j{ a a‘)‘ ox

Q

—a(x)\w“\2+v<x>\w“\2+ia1<x>%w]axdr-

= [ f7"dxdz.

Q

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikaralim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde

ederiz:

J|

Q

oy _ ot | ; oyt _ ot |
+ dxdz+ | i X)| — +— dxdz =
( ~ 7 TV T g{ai() pval et T

16



= I ( fw" -ty )dxdz' ,Vte[0,T].
Q
Bu esitlikten de kolaylikla asagidaki esitligi elde ederiz:

jg\wf dxdr+£{a1(x)§‘w’“r dxdr =

Q

=2 j Im(f7")dxdz , vt e[0,T].

Q

Bu esitligin her iki tarafina

[ o

Q

terimini ekleyelim. Bu taktirde son esitlikten asagidaki esitligi yazabiliriz:

j%\wf dxdr+g£§(a1(x)‘y/'“‘2)dxdr:

&

= J'M‘y/“‘z dxdr+2IIm(f117N)dxdr..
o dx S

Burada u, (0) =u, (I) =0,k =1,2,...sartlarin1 kullanirsak kolaylikla sonuncu esitligin sol

tarafindaki 2.terimin sifira esit oldugunu sdyleyebiliriz. Bu taktirde asagidaki esitligi

yazabiliriz:

[ (x ) ax— [l (x,0)[ dx =

17



- J' %‘WN ‘2 dxdz + 2.[ Im(fi7")dxdrz.
o X N

Burada & (x)icin olan (3.1.1.7) sartin1 kullanip Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini

uygularsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

2 2 2
dr+

L,(0,1)

ey

<[ (.0)

+Hus+ )|y ()

L(01) L(0.1)

2
L, ()

+Hl o - VtelDT]. (3.1.2.14)

(3.1.2.10) formiiliinden asagidaki esitligi yazariz:
N - N N N
" (x,0)= > C O)u () =D @ U () = ' (X).
k=1 k=1

Buradan da Parseval 6zdesligini kullanarak:

N 2 N 2 o 2
v O oy = 21 O = 2ol <Xl =l (3.1.2.15)

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligi (3.1.2.14) de dikkate alirsak asagidaki esitsizligi

elde ederiz:

2

t
H‘//N (’t)H < ”(pl”iz(o,l) +|| fl”i(fz) + (4 +1).[“WN G, T)Hl(o,l)dr , V[0, T].
0

L, (0,1)

Burada Gronwall lemmasini1 uygularsak asagidaki kestirimi elde ederiz:

2

[ GOl o <Gl on I o), Ytel0T]. (3.1.2.16)

L(0.1)

18



Burada c, >0 sayis1 ¢, ve f, den bagimsizdir.

Simdi (3.1.2.11) sistemini asagidaki gibi yazalim:

oy (., N
I(aw (. t), k)Lz(O,I):[aO%,CLLXk el (0. k)wl)

Lp(0)1)

) +f @), k=LN. (31217)

Lo (01)

(V()‘// (' )’ k)Lz(OI)

Simdi bu denklemin her iki tarafinin t ye gore tiirevini bulalim. Bu taktirde asagidaki

bagintiy1 yazabiliriz:

. aZWN 62(//,\‘ du al//N
! U - a()—,u —
(atz kLOI) (ST @0 ),

dt

Lp(0l)

—(v(.)w,uk] —i(ai(.)a;t%,uk] IO TN (31218
L, (0,1)

~N
Bu sistemin k. denklemini %0) ile carpip k iizerinden k=1 den k=N e kadar toplayip

[0,t] aralig1 tizerinden integralleyelim. Bu taktirde

N

2
aL }dxdr—

—a(x)|——

+iq(x)§[%j%+v(x)

I 821// 0l/7N_ |82WN| l//
o ot faox| at

_j(af v dedr , Vte[0,T].
ot

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak ve elde edilen esitligin her iki tarafina
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2
dxdz

Idf%(x) oy"
dx

terimini eklersek kolaylikla agsagidaki esitligi yazabiliriz:

N |2 N2
IQ oy dXd’[-i—J-g a, (X) Wl lixdr =
Qtat ot 5 OX ot
jdal(x) oy ‘ olxo|r+2j1m(ia ]dxdr. (3.1.2.19)
5 Lt at

u,(0)=u,(1)=0, k=1,2,... smur sartlarin1 ve (3.1.2.10) formiiliinii kullanirsak asagidaki

sartlar1 yazabiliriz:

oy (0,t) oy (1)
ot ot

=0, vte(0,T). (3.1.2.20)

Bu sartlar1 kullanarak (3.1.2.19) un sol tarafindaki ikinci terimin sifir oldugunu
soyleyebiliriz. Bu nedenle (3.1.2.20) sartin1 kullanarak (3.1.2.19) esitliginden asagidaki

esitsizligi elde edebiliriz:

2

2 2
Haw(.,t) SHaw“(.,O) +‘@ .\
ot L(01) ot L0 ot L(Q)
ta N( T)Z
1+ ) [ "’”— dz, Vte[0,T]. (3.1.2.21)
0 ot L, (0.1)

Simdi ilk 6nce bu esitsizligin sag tarafindaki birinci terimi degerlendirelim. Bu amagcla

dC,'(0)
dt

(3.1.2.11) sisteminin k.denkleminde t=0 alip elde edilen denklemi ile carpip

k=1 den k=N e kadar toplayalim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde ederiz:
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ay" (x,0)
OX

x=] {LWN(X,O)—iai(X)

0

—v(X)yp" (x,0) + fl(x,O)}x

—N
x—al// (x,0) dx .
ot

Bu esitlikten Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

oy (.0
ot

|
<4|uy® (.,O)HZ(OJ) +4[]a, ()|
0

N
oy (%0 (X’O)‘dx+
oX

L, (0,1)

+4Ij|v(x)|2 [v" (x,0)] cx + 4|j| f,(x,0)dx.

w" (x,0)=¢" (X) esitligini ve denklemin katsayilar1 iizerine konulan sartlart kullanarak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

9" [

OX

+
L(0.h)

<4lLo] 44

L(OI)

oy (.0
ot

L(0.h)

+4b? ng H +4|f,(,0)

L, (0 L, (0.1)

yazabiliriz. Bu esitsizlikte asagidaki

Lol o < ||<01||oz (3.1.2.22)

L (0|)

<c,||e (3.1.2.23)

ol

d ¢1N i
dx

L0
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2

H(DlN HLW(OJ) < Cy ||¢1 \;Ilz(o,l) (31224)

[£.COI 0 <Gl flssy » VEEIOT] (3.1.2.25)

esitsizliklerini kullanarak bir sonraki kestirimi elde ederiz:

2

oy (.,0)
ot

<a Il “Ithew ) 31229

L, (0,1)

Burada c, >0 sabiti ¢, f, ve N den bagimsizdir. Bu kestirimi (3.1.2.21)esitliginde

dikkate alip Gronwall lemmasin1 uygularsak oradan kolaylikla asagidaki kestirimin

gecerli oldugunu gorebiliriz:

2
2

oy (.t
Pt <oflalfy, Ao ) e 1220

ot

L, (0,1)
Burada c, > 0sabiti ¢, f ve N den bagimsizdir.

N

Simdi alg i degerlendirelim. Bu amagla (3.1.2.11) in k. denklemini A .C)(t) ile
X

carpip k lizerinden k=1 den k=N e kadar toplayip [0,T] aralig1 iizerinden integrallemis

olursak sonugta asagidaki esitligi yazabiliriz:

N N
I(i% L7 —|Ly [ +ia1(x)66L Ly" +v(x)t//“Lt/7dexdf =
X

= j f,LyNdxdz , Vte[0,T].

&
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L operatorii i¢in olan formiili ve (3.1.2.20) sartlarii1 kullanirsak kismi integrasyon

formiiliiniin yardimiyla sonuncu esitlikten asagidaki esitligi yazabiliriz:

J’[iao(x)g[ag( jagx +ia(xX) — W ‘Lz// ‘jdXdT+

19

j(lal(x) L™ +v(x)y " L ]dxdr=

Q

:j f,Lydxdz, Vte[0,T].

Q

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

I%[ao ag; }dxdr+'|- (a(x)\y/”\z)dxdfz

N
- —2.|' a, (x) Re(% L™ jdxdr—z.[ v(x)Im(y " Lz )dxd 7 +

Q

+2j1m(f LyN)dxdz , Vte[0,T].

a(x) ve a (x) tizerine konulan sartlar1 kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

o™ (.Y z oy (.0)[
e PR A T s (AR
) J‘M N N N

1L aX‘Lz// ‘dxdr+2j|v(x)”1// HLz// ‘dxdr+

o o

+2j|fl|\Ly/N\dxdr, vt e[0,T].

Q
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Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini uygulayip veV oldugunu dikkate alirsak asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:

ov" (Y oy" (.0)[ :
aOHT L0 - aOHT L, (0.1) +MHWN (.’O)HLz(O,I) +” f iz(ﬂ) *
tlov" (.o
+,u2J. —_ dr+(2+y2)j“Lw (, T)H dr+
0 L, (0.1 L, (0,1)
+2b2ij/ (., T)H Loy 87 VEE[OT] .(3.1.2.28)

[9,10] calismasindan bildigimiz esitsizlige gore asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

Hw“ GO (3.1.2.29)

L,(0,1)

A

ool =]

L. (01
L, (0.1)

Burada > 0sabiti N den bagimsizdir. Bu esitsizligi ,(3.1.2.15) i, w" (x,0)=¢" (X)

formiiliinii ve (3.1.2.23) esitsizligini kullanarak (3.1.2.28) den asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

ey | How™ (.2
. 2 T

— <G| laf,  +|f j —_ dr+

26 <aflal,, Mtk pefPed]
F 2

+Cy j rage T)HLZ(Q)dz', vte[0,T]. (3.1.2.30)
0

Burada ¢; >0, ¢, >0, c, >0 sabitleri N den bagimsizdirlar.
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Simdi sonuncu esitsizligin sag tarafinda yer alan sonuncu terimi degerlendirelim. Bu
amagla (3.1.2.11) sisteminin k. denklemini A, C (t) ile garpip k iizerinden k=1 den k=N

e kadar toplarsak sonucta asagidaki esitligi elde ederiz:

j;‘Lz//N(x,t)‘ dx=i[i%m&nww(x)w(x,t)— fl(x,t)jx
xLy" (x,t)dx , Vvt <[0,T].

Cauchy- Bunjakovskii esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

oy (b ool
L™ GO < HT R
L, (0,1) L,(0.))
4402 [y GO, +ALRGOL o VEEOT.

(3.1.2.25), (3.1.2.29) esitsizliklerini ve (3.1.2.16), (3.1.2.27) kestirimlerini kullanarak

sonuncu esitsizlikten yararlanip asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

I Ol el 1o

oy ([

,Vte[0,T]. (3.1.2.31)
OX

+Cp

L,(0,1)

Buradac, >0, c, >0 sabitleri N den bagimsizdir. Bu esitsizligi (3.1.2.30) da dikkate

alirsak oradan asagidaki esitsizligi elde ederiz:

oy (.
OX

(Il 1 )

L, (0,1)
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t 2

+, |

0

oy (..7)

dr , Vte[0,t].
OX

L(0.)

Bu esitsizlikte Gronwall Lemmasini1 uygularsak asagidaki kestirimin gegerli oldugunu

elde ederiz:

2
<Cp (”%IIVZOVE(O ) +| fl||jvzo,1(g)) , Vte[0,T]. (3.1.2.32)

oy (1)
ox

L, (0,1)

Burada c,; >0 sabiti ¢,, f, ve N den bagimsizdir. Bu kestirimin yardimiyla (3.1.2.31)

den asagidaki kestirimi yazabiliriz:

2 2

|Gyl <cg (”(/)1”;/2(0 ) + f1||W2M(Q)j, vte[0,T] (3.1.2.33)

Lol

C, >0 sabitigy, f, ve N den bagimsizdir.

L operatorii i¢in olan formiilden yararlanarak agagidaki esitsizligi yazabiliriz:

2 Oy (1)
| GO Hao St OGN
L, (0,1)

Oy (1) N

>a, [|————=* v (1) )

5‘X2 Lo H HLZ(O,I)
Buradan
2. N

: y:? 2("t) SiHLWN ("t) L,(0.1) +ﬁHWN ("t) L,(0.1)

X Lon % R o
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yazilir. Burada (3.1.2.16) ve (3.1.2.33) kestirimlerini dikkate alirsak asagidaki kestirimi
elde ederiz:

2
Oy (1)
ox?

seulall; , +IWew | 1230

L(0h)
Burada c;; >0 sabiti ¢, f, ve N den bagimsizdur.

Boylece (3.1.2.16), (3.1.2.27), (3.1.2.32), (3.1.2.34) kestirimlerini taraf tarafa toplayip

[0,T] aralig1 tizerinden integrallemis olursak asagidaki kestirimi elde ederiz:

2
02

PN (Y AT 61235)

v

Burada c; >0 sabiti ¢, f, ve N den bagimsizdir.

2
2
<

T~ ZTNdeN i N
52pum+!z[(;?]4w

N
i (el

L (@)
L (2)

2
021

W2 (Q)

esitsizligini kullanarak (3.1.2.35) Kkestiriminin yardimiyla lemmanin hitkkmiimiin gegerli

oldugunu elde ederiz. Lemma (3.1.2.1) ispatlandu.

Simdi teoremin ispatin1 devam ettirelim. Asagidaki gibi fonksiyonlar tanimlayalim:
Iy ) =" (U)o k=12, (3.1.2.36)

Bu formiilii, Cauchy -Bunjakovskii esitsizligini ve u, =u,(X) fonksiyonlarinin

ortonormallik sartin1 kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:
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[y GO oy Lo =" GO o, - FEEIOTT
Burada
H‘//N (.1) L, (0,1) < Cio HV/N \w}i(g) (31.2.37)

esitsizligini ve (3.1.2.13) kestirimini kullanirsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz.

Iy, )] <Cy. VEE[OL] Nk=1,2,.... (3.1.2.38)

Bu bagmt1 I, (t),k ,N=1,2,...fonksiyonlar ailesinin [0,T] aralifinda diizgiin smirh

oldugunu gosterir. Simdi bu ailenin [0,T] araliginda tespit edilmis k ve ¥ N>k i¢in es
stirekli (ayn1 dereceden siirekli ) fonksiyonlar ailesi oldugunu gdsterelim. Gercekten
(3.1.2.11) sisteminin k.denklemini (t,t+At)araligi iizerinden integralleyip kismi
integrasyon formiiliinii uygularsak elde edilen esitlikten kolaylikla asagidaki esitsizligi

elde edebilir:

t+At

aWN(,T) duk
l (t+A) =1y O <a [ [ dr|—
‘ " " ‘ 't'. X L, (0,1) dx L, (0.1)
t+At N t+At
oy (1)
it | ox deful, o+ | v GO el +
t L, (0,1) t L (0.1
t+At
by [ o) drfu, o+
t L,(,l)
t+At
+ [ Gl deful, o, - vtel0T] (3.1.2.39)
t L,(0)
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0 21

0l 0!l
W, (QQ) uzayi LZ[[O,T];Wz(O,l)J uzayma,W(0,1) uzayr L_(0,1) uzaymna

gomiildiigiinden

(3.1.2.40)

W2 (Q)

N
<Cy HW

N
HW L (OT;L (00) —

esitsizligini  yazabiliriz. Bu esitsizligi  (3.1.2.13) kestirimini ve U, lar i¢in
kabullendigimiz (3.1.2.9) sartim1 kullanirsak (3.1.2.39) dan asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

1/2

[l (E+AD) —1, @] <cpod, [A, VE[0,T], Nok=1,2,... (3.1.2.41)

Burada c,,>0, kK ve N, k ve At den bagimsizdir. Sonuncu esitsizlikten k tesbit
edildiginde VN >k i¢in {Iva(t) } fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda es siirekli
oldugu elde edilir. Boylece {INyk(t) } fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda diizgiin
smirl ve es siirekli oldugu ispatlandi. Bu taktirde kosegen siirecin yardimiyla 6yle N
,;m=1,2,...alt dizisi segebiliriz ki bu alt dizi {izerinden {INm]k(t)} dizisi [0,T] araliginda

her bir k=1,2,.i¢in |, (t) fonksiyonuna yakmsar. | (t) fonksiyonlarini kullanarak

asagidaki gibi w(x,t) fonksiyonunu tanimlayalim:
w(X,1) =1 {0u, (X) (3.1.2.42)
k=1

Simdi {V/Nm (X,t)} alt dizisinin bu w(x,t) fonksiyonuna [0,T] araliginda diizgiin olarak

L,(0,I) de zayif yakinsak oldugunu gosterebiliriz. Gergekten Vg el,(0,l) igin

Vvt €[0,T] igin [10] ¢alismasindaki yontemi kullanarak Ve >0 verildiginde
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™ (O —-w (1), 9) | < € (3.1.2.43)

yazabiliriz. Buradan gereken hiikmii kolaylikla elde ederiz. (3.1.2.13) kestirimine

dayanarak {l//Nm (X,t)} alt dizisinden (3.1.2.42) formiiliiyle tanimlanany (X,t)
fonksiyonuna W,>*(Q2) uzayinda zayif yakinsayan alt diziyi segebiliriz. Kolaylik olsun
diye W/'(Q) uzayinda zayif yakinsayan alt diziyi {wNm (X,t)} ile gosterelim. Bu

taktirde asagidaki limit bagintilarini yazabiliriz: m — oo i¢in

w' >y L(Q) da zayif (3.1.2.44)
Nm
a"a’— N aa—‘/’ L,(Q) *da zayif , (3.1.2.45)
X X
2 N, 2
aa"’z N ‘Z Y L,(Q) da zayif, (3.1.2.46)
X X
Nm
anT N %‘” L,(Q) *da zay:f (3.1.2.47)

dir. Diger yandan [9,10,13] ¢alismasindan bildigimiz kompakt gémiilme teoremine gore

021

W2 () uzay1 L,(0,T;L,(0,1)) uzayma kompakt gomiilir. Bu taktirde (3.1.2.44)-
(3.1.2.47) limit bagintilarini saglayan{wNm} alt dizisi i¢in asagidaki limit bagmtilarini

yazabiliriz: m — oo i¢in

Np
HW YL orL o (3.1.2.48)

dir.
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Simdi w(x,t) limit fonksiyonunun (3.1.2.1)- (3.1.2.3) probleminin ¢6ziimii oldugunu

. 0
ispatlayalim. Ilk o6nce w(X,t)fonksiyonunun (3.1.2.1) denklemini V(x,t)eQ i¢in
sagladigin1 gosterelim. Bu amagla (3.1.2.11) sisteminin k. denklemini [0,T] araliginda
siirekli olan V7, (t) fonksiyonuyla carpip k iizerinden k=1 den k=N <N e kadar

toplaylp , [0,T] araligi lizerinden integralleyelim. Bu taktirde asagidaki integral
0zdesligini elde ederiz:
N

2. N N

[0+, a0y a9
()™ — £ 017N (X, t)dxdt =0 (3.1.2.49)
vih (x,t) = im (t)u, (x). (3.1.2.50)

(3.1.2.44)- (3.1.2.48) limit bagmtilarin1 kullanarak (3.1.2.49) integral 6zdesliginde

N=N, alip m— oo i¢in limite gecersek asagidaki integral 6zdesligini elde ederiz:

2
ﬂi%"’mogx—‘/z’—a(x)wiai(x)aa—‘:w(x)w— fl(x,t)}x
7N (x,t)dxdt =0. (3.1.2.51)

Bilindigi iizere (3.1.2.50) bi¢iminde olan fonksiyonlar L,(€2) uzayinda her yerde

yogundur. Bundan dolay1 N' — oo i¢in (3.1.2.51) integral 6zdesliginde limite gegersek
Vnel, () igin

j[i %// +a, ?;_‘/2/ —a(X)y +ia,(x) %—i/ +v(X)y — f,(X,t)]7(x,t)dxdt =0.

Q
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0
Buradan da yw=w(xt) (3.1.2.1) denklemini V(x,t)eQ icin saglandigin

hiikmedebiliriz.
Simdi y(x,t) fonksiyonunun (3.1.2.2) baslangi¢ sartin1 sagladigini ispatlayalim.

o 21

W2 (Q) uzayr C°([0,T],L,(0,1)) uzayina kompakt gémiildiigiinden m —> oo igin
o (0-w (0], —0. VteloT]

limit bagintisin1 yazabiliriz. t=0 alirsak m — oo igin

o™ .0 - (.0)_,, —0

L, (0,1)

olur. Bu limit bagmtismi, w""(x,0)=¢"(x), xe(0,1) esitligini goz Oniinde

bulundurup

lv (.0 =@l e, <|w.0)-y"(,0)

+ " (.0 - ¢

L,(0,1) L1

esitsizliginde limite gecersek kolaylikla

”‘//(" 0) _(p1”|_2(o,|) =0

0
bagintisin1 elde ederiz. Buradan da w(x,t) limit fonksiyonunun ¥ xe(0,1) i¢in
(3.1.2.2) baslangi¢ sartin1 sagladigin1 gorebiliriz. Nihayet y(x,t) limit fonksiyonunun

(3.1.2.3) sinur sartlarini sagladigini ispatlayalim.

021

W2 (Q) uzay1 L,(0,T) uzayina kompakt gémiildiigiinden m — oo igin
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[ (s.) -y (s.)], . —0.5=0]

L, (0,T)

olur. Bu limit bagintilarini ve "~ (s,t) =0,s=0,1,te (0,T) esitligini dikkate alip

(5.l 0my <8 ) =™ )] o, * ™ (5

L(0T) L(0T)

esitsizliginde m — oo i¢in limite gegersek
w(0,t)=w(l,t)=0, Vte(0,T)

sinir sartlarini elde ederiz. Boylece w(X,t) fonksiyonunun (3.1.2.1)- (3.1.2.3) baslangi¢

021

sinir deger probleminin W (Q) sinifindan ¢oziimii oldugu ispatlandi. (3.1.2.13)

021
kestiriminde N =N_ alip m— o icin limite gecersek ve W2 (Q) uzayinda normun

alttan zay1f yar1 siirekli oldugunu dikkate alirsak (3.1.2.4) kestiriminin gegerli oldugunu

ispatlariz. Nihayet bu kestirimi kullanarak ¢6ziimiin bir tek oldugunu da hiikkmedebiliriz.

Teorem 3.1.2.1 ispatlandi.

Bu teoremin yardimiyla (3.1.2.1) denklemi i¢in 1l.¢esit baslangic sinir deger

021
probleminin W» (Q) uzayindan olan hemen hemen ¢oziimiin varligi ve bir tekligi

ispatlandi. Simdi 2.¢esit baslangi¢ sinir deger problemi i¢in teorem 3.1.2.1 in aynisini

elde etmek i¢in asagidaki problemi goz oniine alalim:

ia—l//+aogl—l/;+ia1(x)%—a(x)y/+v(x)z//: f,(x,t), (x,t) eQ, (3.1.2.52)

ot
v (X,0)=¢,(x), xe(0,1), (3.1.2.53)
w0 _owlY _g tcoT]. (3.1.2.54)
OX OX
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Burada i=+~1,1>0,T >0,a, >0 verilen sayilar,a(x), a(x) fonksiyonlar1 (3.1.1.6),
(3.1.1.7) sartlarim1 saglar, ¢,(xt), f,(x,t) fonksiyonlart ise (3.1.1.8), (3.1.1.9)

sartlarim1 saglar. YveV igin (3.1.2.52)- (3.1.2.54) baslangi¢ sinir deger probleminin

0
¢oziimii olarak W,”*(Q) uzayma ait olan, (3.1.2.52)- (3.1.2.54) sartlarmi V(x,t) € Q

icin saglayan w =y(X,t) =w(X,t;v) fonksiyonu anlagilir.

Teorem 3.1.2.2: Farz edelim ki a(x), a,(x), w,(x), f,(xt) fonksiyonlar1 (3.1.1.6)-
(3.1.1.9) sartlarm1 saglasin. Bu taktirde her bir veV igin (3.1.2.52)- (3.1.2.54)
baglangig sinir deger probleminin W,”(Q) uzayma ait olan bir tek ¢éziimii vardir ve bu

¢Oziim i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:

||l//||\i/22‘l(g) < C23(||¢2 |5V22(0’|) +|| f2”5v20,1(9)) . (31255)

Burada c,,>0, v, ve f, den bagimsizdir.

Bu teoremin ispati teorem 3.1.2.1 de oldugu gibi Galerkin yontemi ile gerceklestirilir.

Sadece W,**(0,1) de temel fonksiyonlar olarak

2

LX =-a, a X +a(x)X =AX, X (0)=X(1)=0

dx?

0zdeger probleminin A =4, , k=1,2,... 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar: alinir.

Kalan islemler yani teoremin ispat1 Teorem 3.1.2.1. deki gibidir.
Teorem 3.1.2.1 ve Teorem 3.1.2.2 nin hiikiimlerini birlestirerek (3.1.1.2)- (3.1.1.5)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢dziimiiniin varligi ve tekligi icin asagidaki teoremi

ifade edebiliriz:
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Teorem 3.1.2.3: Farz edelim ki a(x), a,(x), ¢.(x), f.(xt), k=1,2 fonksiyonlar
(3.1.1.6)- (3.1.1.9) sartlarim1 saglasin. Bu taktirde her bir veV i¢in (3.1.1.2)- (3.1.1.5)

0 21
probleminin y, e W2 (Q), w, eW.*(Q) olan bir tek hemen hemen ¢éziimii vardir ve

bu ¢6ziim i¢in asagidaki kestirimler gecerlidir:

2

”‘//1”201l S(:24(”401”2;)2 +||f1||w20’1(g))’ (3.1.2.56)
W2 (Q) W2 (0,1)

”V/ZH\TVZZJ(Q) <Cy (”(p2 Ijv} (1)) +|| f2”5v2°~1(9)) ’ (3'1'2'57)

Burada c,, >0, C, >0 sabitleri sirasiyla ¢, f, vee,, f, den bagimsizdir.

3.1.3 Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg: ve Tekligi
Bu alt boliimde (3.1.1.1)- (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligiyla
ilgili olan sorular1 inceleyecegiz. ilk dnce o >0 oldugunda optimal kontrol probleminin

bir tek ¢ozlime sahip oldugunu gosterelim.

Teorem 3.1.3.1: Farz edelim ki teorem 3.1.2.3 {in sartlari saglansin. Bu taktirde

H =L,(0,1) uzayinda her yerde yogun olan G alt kiimesi vardir ki VoeG igin ve

a >0 i¢in (3.1.1.1)- (3.1.1.5) optimal kontrol problemi bir tek ¢6ziime sahiptir.

Ispat: Once
‘]O(V) :”l//l_wZ”iz(Q) (3131)

fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Bu amagla farzedelim
ki AveH elemanm1 v+AveV olacak bicimde VveV vye verilen artis olsun. Bu

taktirde
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v, =, (X ) =y, (Xt;v), k=1,2

fonksiyonlari

Ay, =y, (X tEV+AV) -y, (X,t;V), k=1,2

artigina sahip olur. Burada

v =¥ (X ) = (X 6V), k=12, vy =wy (X ) = (X GV +Av), k=1,2

fonksiyonlart (3.1.1.2)- (3.1.1.5) baslangi¢ sinir deger probleminin sirasiyla veV ve

V+AveV ye Kkarsihik gelen ¢oziimleridir. (3.1.1.2)- (3.1.1.5) sartlarindan

Ay, =Ay, (X t), k=1,2 fonksiyonlarinin asagidaki baslangig¢ smir deger probleminin

¢Oziimii oldugu agiktir:

i aA l//k + aZA l//k

Wy, T2 v, (0 2 —a(Aw, + (VX + AV()) Ay, =
— AV (X EV), k=12, (x1) eQ, (3.1.3.2)
Ap, (x,00=0,k=12, xe(0,1), (3.1.3.3)
Ay, (0.1) = Ay, (1,1) =0, t<(0,T) (3.1.3.4)

OAy,(0,t) oAy, (I,1)
OX OX

0, te(0,T) (3.1.3.5)

Simdi bu problemin ¢dziimii i¢in kestirim elde edelim. Bu amagla (3.1.3.2) denkleminin
her iki tarafini Ay, (x,t) fonksiyonu ile ¢arpip €, =(0,1)x(0,t) bélgesi iizerinden

integralleyelim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde ederiz:
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. OA _ O°A _ oA _
I(I atl//k AW, +a, ax;//k Ay, +ia,(X) a:i/k AW, —a(x)|A1//k|2dedr+

&

+I ((v(x) +AV(X))|Ay, |2 )dxd T

:—j AV, (. 7)Aw, (X, 7)dxdz, Vte[0,T], k=1,2.

Q

Burada (3.1.3.4), (3.1.3.5) smur sartlarin1 kullanarak sol tarafin ikinci teriminde kismi

integrasyon formiiliinii uygularsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

+ia1(x)aAa%Ax/7k —a(x)|At//k|2jdxdr+

.OAy, , _ OAy,
I— Ay, —a,|—
J.( ot WYy ao‘ X

Q

+I ((v(x) +AV(X))|Ay, |2 )dxdr =

:—IAv(x)l//k(x,r)Ay/k(x,r)dxdr, Vte[0,T], k=12.

&

Bu esitlikten kompleks eslenigini ¢ikarirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

oAy, . _  OAG
J.(TkAl//k_'_ atkAl//dexdr+

19

Ay, \ — Ay, j
+ X Ay, + A dxdz =
0| T+ T av Jour

=2IIm(l//k(x,r)mﬁk(x,r))Av(x)dxdr, Vte[0,T], k=12.

Bu esitligin her iki tarafina
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da, (x
I aé)(()|Al//k|2dXdT

Q

terimini ekleyip ¢ikaralim. Bu taktirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

oAy, . _ OAy, 0 2 B
I(TKAW'( + p k Awkjdxdr+£!:&(ai(x)|Al/lk| )dXdT_

Q

- daéf(X) Ay [ dxdz+2 ] Tmy, (x,7)A7, (x,7)Av(X)dxd7 , Vte[0,T]k=12.
Q, o

Bu esitligi sol tarafindaki ikinci terim Ay, (0,t) =Ay,(1,t), a,(0)=a,()=0 sartlart

altinda sifira doniigen terimdir. Bunu g6z 6niinde bulundurursak Ay, (x,0) =0, k=1,2

sartin1 kullanirsak son esitligi asagidaki gibi yazabiliriz:

|
“A W, (X,t)|2dx = I %ka |2 dxdz +

0 Q

+2 j Imy, (X, 7)A, (X, 7)Av(X)dxd 7, Vt [0, T], k=1,2.
[oX

Burada a,(x) fonksiyonu icin (3.1.1.7) sartini uygularsak Cauchy- Bunjakovskii

esitsizliginden yararlanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

t
”A‘//k (-’t)“iz(o,n = (1+ :“3)“|A e z')”iz(o,l)dr +
0

+ [ (|AvO9)lys (x, ) dxdlz, k=1,2. (3.1.3.6)

Simdi bu esitligin sag tarafinda yer alan ikinci terimi degerlendirelim. AveL,(0,l)

oldugundan s6z konusu terimi asagidaki gibi degerlendirebiliriz:
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I (|AV(X)||‘//|< (% 2')|)2dX <

19

xe(0,1)

.
<|AVI; oy | MaX|y (x,2)f dz, wte[0,T]. (3.1.3.7)
0

0 21
v, eW2 (Q), v, eW,/(Q) oldugundan gdmiilme teoremine gore

0
w, € L(0,T;W,(0,1)), v, e L,(0O,T;W,(0,1)) bagntilar1 gegerlidir. Diger yandan

01

W(0,1) ve W;(0,1) uzaylart C[0,1] uzayma gémiiliir. Bu sdylentileri dikkate

aldigimizda
2 2
”l//l”Lz(o,T;c(oJ)) = Co ”l//l”V(\)lzl(Q) ’ (3.1.3.8)
”WZ iz(o,'r;c(oJ)) < C27 ||l//2||\i/22r1(g) (3139)

esitsizliklerini yazabiliriz. Burada c,>0, c,, >Oswrasiyla y,,p, den bagimsiz

sabitlerdir. Bu esitsizlikleri ve (3.1.2.56), (3.1.2.57) kestirimlerini kullanirsak (3.1.3.7)

esitsizliklerinden

2

[ (A9l (x, 7)) oz < Gy |AV]] )0 VE€O,TT, K=1,2

Q

esitsizliginin gecerli oldugunu buluruz. Bu esitsizligi (3.1.3.6) da dikkate alirsak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

t
N7 (-’t)“iz(o,l) <+ 'Ll3)“|A Wil z')||i2 (Ov')d o
0

2

*Cy ”AV“L2 o’

vt e[0,T], k=1,2.
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Burada Gronwall Lemmasini uygularsak asagidaki kestirimi elde ederiz:

AW COIE o <SS AV]E o,y VEE[0TT k=12, (3.1.3.10)

Simdi fonksiyonelin Vv eV elemani iizerinde artisini bulalim. (3.1.3.1) formiiliini

kullanirsak fonksiyonelin artis1 i¢in asagidaki formiilii yazabilir:
Ay (V) =AJ,(V+AV) - T, (V) =

=2 j Re[ (3 (x,1) = v, (%, 1)) (A7, (X, 1) = A, (x, 1)) dxdt +

S 2 R A e | Re(A v, (XA Jz(x,t))dxdr (3.1.3.11)
Q

Burada Cauchy- Bunjakovskii esitsizligini kullanip degerlendirme yaparsak ve

(3.1.2.56), (3.1.2.57) kestirimlerini uygularsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

[AJ, ()] < ¢y (”A‘/’lan o ”A‘//an2 @ A ‘//1“1 @ T A ‘//2”1(9)) :
Burada (3.1.3.10) kestirimini kullanirsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

836 )] < s (|AV], o, +IAVIE 1)) - (3.1.3.12)

L(0.h) L(0h)

Burada c,,>0 sayis1 Av den bagimsizdir. Son bagmtidan fonksiyonelin YveV eleman:

tizerinde siirekli oldugunu gorebiliriz. Yani

||AV|| — 0 igin |AJO (V)| —0

L(01)

olur. veV herhangi eleman oldugundan J,(v) fonksiyonelinin V kiimesinde siirekli

oldugu elde edilir. Diger taraftan VveV igin J,(v)>0 sartt saglanir. Yani
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J, (V) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde alttan smnirlidir. V kiimesi L,(0,1) de kapali,
sinirly, konveks kiime, H = L,(0,1) uzay: ise diizgiin konveks uzay oldugundan [3]

calismasindan bildigimiz teoremin (Kuramsal Temeller, Teorem 2.26)tiim sartlarinin
saglandigin1 hiikkmedebiliriz. Bu teoreme dayanarak H uzayinda her yerde yogun olan G
alt kiimesinin var oldugunu ve bu alt kiimeden segilen herhangi G ve a >0 igin
(3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin bir tek ¢oziime sahip oldugunu

ispatlariz. Teorem 3.1.3.1 ispatlandi.

Simdi >0 ve weH igin (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin en az bir

¢oziime sahip oldugunu ispatlayalim.

Teorem 3.1.3.2: Farz edelim ki teorem 3.1.2.3 iin sart1 saglansin ve o >0 verilen say1
olsun. Bu taktirde Vo e H igin (3.1.1.1)- (3.1.1.5) optimal kontrol problemi en az bir

¢Ozlime sahiptir.

Ispat: Herhangi {Vm} cV minimallestirici dizisini alalim.
limJ,  (v")=J,6 = in\l: J (V).

Farz edelim ki w,"(x,t) =y, (x,t;v") k=1,2,m=1,2,...0lsun.Her birv" €V oldugundan
teorem 3.1.2.3 e gore (3.1.1.2)- (3.1.1.5) baslangi¢ sinir deger probleminin " (X,t),

k=1,2 ¢oziimiine sahip oldugunu ve bu ¢6ziim icin asagidaki kestirimlerin gegerli

oldugunu hitkmedebiliriz:

m 2
Hl//l s () = Cos (”%”202 +| fl”vzvz"'l(sz)] =Ca (3.1.3.13)
W2(0,1)
m 2
H% W () =Cos (”(02 5sz on T | fz“ivz‘”(ﬂ) ) =Cy3, m=1,2,.. (3.1.3.14)
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Burada c,,>0,c,; >0 sabitler m den bagimsizdir. V kiimesi L,(0,l) uzaymnda kapall,

sinirli, konveks kiime ve L, (0,l) uzay1 ise refleksive banach uzay oldugundan bu kiime
L,(0,1) de zayif kompakt ve zayif kapali kiime olur. Bu nedenle {Vm} cV dizisinden
veV ye zayif yakinsayan alt diziyi segebiliriz. Kolaylik olsun diye bu zayif yakinsayan
alt diziyi yine de {Vm} ile gosterelim. Bu taktirde vq e L,(0,1) i¢cin asagidaki bagintry1

yazabiliriz:
rIni_r)r;“i'vm(x)q(x)dx = jv(x)q(x)dx (3.1.3.15)

(3.1.3.13) ve (3.1.3.14) kestirimlerinden {wlm(x,t)}, {y/;‘(x,t)}dizﬂermin sirastyla

0 21
W, () ve W/ (Q) uzaylarinda diizgiin simirli oldugunu elde ederiz. Bu nedenle

{wlm(x,t)} ve {t//;‘(x,t)} dizilerinden sirastyla ;(x,t) ve fonksiyonlarina W,/ (Q)
uzayinda zayif yakinsayan alt dizilerini segebiliriz Ki bu alt dizileri de kolaylik olsun
diye {y/lm(x,t)},{t//;"(x,t)} ile gosterelim. Bu taktirde asagidaki limit bagntilarini

yazabiliriz:m — oo i¢in

v, 2w, , LI(Q) da zayif, (3.1.3.16)
% - % , L (Q) ’da zayf, (3.1.3.17)
Py Dy, )

v %W , L,(€) *da zayif, (3.1.3.18)
% N 88'/:k , L(Q) *da zayif, k=1,2 (3.1.3.19)

dir.
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Simdi limit fonksiyonlari olan w, (X,t), k=1,2 fonksiyonlarmm (3.1.1.2)- (3.1.1.5)

baslangi¢c smir deger probleminin lstte tanimladigimiz anlamda ¢6ziimii oldugunu

gosterelim. Bu amagla ilk 6nce y, (X,t), k=1,2 fonksiyonlarinin (3.1.1.2) denklemlerini

0
V(x,t)eQ igin sagladigmi gosterelim.(3.1.3.16)- (3.1.3.19) limit bagmtilarint

kullanirsak kolaylikla asagidaki limit bagintisin1 yazabiliriz. m— oo igin V7 € L,(Q)

oldugunda
Oy z//k oy —
_ dxdt
i[. . +a, +ia, (x) Y a(X)l//k}7 xdt =
R I( W0, Ve sin g Wk_a(x)y/k},dxdt 2. (31320)
Q
dir.

Simdi m— oo i¢in V7 € L,(€2) oldugunda

J'v”‘(x):,ylzn (x, )7 (x,t)dxdt —

= [VOYw, (x, )7 (x, t)dxdt, k=1,2. (3.1.3.21)

limit bagintisinin gecerli oldugunu ispatlayalim. Asagidaki esitligin gegerli oldugu
agiktir:

j V" ()™ (X, 1)77 (X, t)dxdt =

= [(" (9 V0w (x 7t +
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+ j V(%) (1 (%, 1) = (%, ) 7 (x, t)dlxdlt +

+ j v(X)w, (X, D)7 (x,t)dxdt, k=1,2 . (3.1.3.22)

(3.1.3.15) limit bagintisii ve y, eW,/(Q), k=1,2, neL,(Q) sartim saglayan

v, (X, t)n(x,t) fonksiyonlari igin

A(%) = [y, (x O (x, D)t

fonksiyonunun L,(0,l)den oldugunu dikkate alirsak (3.1.3.22) esitliginin sag

tarafindaki birinci terimin m — oo i¢in limitinin sifir oldugunu sdyleyebiliriz. Yani

lim j (V" () = V() (D)7 (x, ) dxdlt =0, k=1,2 (3.1.3.23)

021

[Lions, (9,10,13)] ¢alismasindan bildigimiz lemmaya gore W, () ,W,*(Q) uzaylari
L,(O,T;L,(0,1)) uzayma kompakt gomiildiiginden asagidaki limit bagmtisini

yazabiliriz: m— oo igin

—0,k=1,2 (3.1.3.24)

m
Hl//k Y L, (0,T;L, (0.1)

dir.

Simdi bu limit bagmtisin1 kullanarak (3.1.3.22) nin sag tarafindaki ikinci terimin

limitini bulmaya ¢alisalim. Bu terimi degerlendirirsek asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

[V 00 (w7 06 ) =y, (1)) 77 (x, x| <
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(N

<
L2(0|) L (0.T:L,(0.1))

<by ||77||L2(Q) Hl//'in — Y L(OT:L, (1))

(3.1.3.24) limit bagintisin1 kullanip bu esitsizligin her iki tarafinda limite gegersek

(3.1.3.22) nin sag tarafindaki terimin limitinin sifir oldugu elde edilir. Yani

lim j V") (v (6 1) = (6,1 J7(x, tdxdt =0, k=1,2. (3.1.3.25)

Boylece (3.1.3.23), (3.1.3.25) limit bagmtilarin1 kullanip (3.1.3.22) nin her iki tarafinda
m-—oo igin limite gegersek (3.1.3.21) nin gecerli oldugunu elde ederiz. Nihayet
(3.1.3.20), (3.1.3.21) limit bagintilarini1 kullanip

| [i aatk a0 2 +ia1(X)%—a(X)w&"+vm(X)w£“— fk(X,t)]X

Q
xi7(x,t)dxdt =0, k=1,2

integral ozdesliklerinde V7 €L,(Q) oldugunda m— ooi¢in limite gecersek asagidaki

integral 6zdesligini elde ederiz:

J‘[ Y, +a0 o’ ‘/’k +|a1(X) Wk —a(X)y, +v(X)y, — f (X, t)j

Q

xi7(x,t)dxdt =0, k=1,2.

Buradan da w, (X,t), k=1,2 fonksiyonlarinin (3.1.1.2) denklemlerini sagladigini elde

ediyoruz.

Simdi y, (x,t), k=1,2 fonksiyonlarinin (3.1.1.3) baslangic sartlarin1 sagladigini

ispatlayalim.
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W2 (©Q) ve W H(Q) uzaylart C°([0,T],L,(0,1)) uzayma kompakt gdmiildiigiinden

asagidaki limit bagintisin1 yazabiliriz. m — oo i¢in
|y (x,t)—wk(x,t)HLz(oyl) —0,k=1,.2
dir. Bu limit bagmtisini t=0 i¢in ve
ve (X,0)=9¢,.(x), k=12, xe (0,1)
baslangi¢ sartlarini kullanirsak,

[ (.0 =l o < i O-4" CO)_,, +

L, (0,1)

+Hl//k ("0)_(pkHL2(o,|)  k=1,2
esitsizliginden m — oo igin limite gegersek

”'//k (.0) -9, ”LZ(O,I) =0

elde edilir. Buradan da

v, (%0) =0, (0, k=12, Vxe(0,1)

(3.1.3.26)

baslangi¢ sartlar1 bulunur. Nihayet w, (x,t) limit fonksiyonlarmm (3.1.3.4), (3.1.3.5)

sinir sartlarmi sagladigmi ispatlayalim. Ik 6nce (3.1.3.4) i alalim. Fonksiyonlarin izi

021

hakkindaki teoreme gore ;" €W (Q) fonksiyonlariimn L,(0,T)den olan izi vardir ve

asagidaki limit bagintilar1 gecerlidir. m — oo i¢in
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v s.)-wi(s.)|, . —0,5=0,1 (3.1.3.27)

L, (0,T)
olur. Bu limit bagintilarini,
PO =y (1) =0 ,te(@T)

siir sartlarini kullanip

”l//l(s")”Lz(O,T) SHl//l(si-)_l//lm (S’)H +

L, (0,T)

+Hl//1'“ (s, )H s=0, |

L©OT)’
esitsizliginin her iki tarafinda m — oo i¢in limite gecersek

”l//l(s")”Lz(O,T) =0’ S:O’I

bagintisini elde ederiz. Buradan da

v (0.) =y, (1,1)=0, Vte(0,T)

siir sartlarin  gecerli oldugu elde edilir. Simdi (3.1.3.5) sartinin saglandigini

ispatlayalim.

wy(x,t), m=1,2... fonksiyonlariW,* (Q) dan oldugundan gémiilme teoremine gore

m — o igin

awz)((s't)%a%@is’t)ﬁ:(”" L(0,T) de zayif
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limit baglantilar1 gegerlidir. Yani V7 € L,(0,T) i¢in

lim a% (S GZACUP T ] ‘”2(5 W85 4y4t s=0,1

0

dir. Bu limit bagintilarini ve

2 O _0v2 (Y 4 0Ty, m=12....
ax ax ) y 5 9&s

sinir sartlarini dikkate alip

0

i
+f %(St)dt s=0, |

0

esitliginin her iki tarafinda da limite gecersek V7 € L,(0,T) icin

]
| W8 5yat =0, 5201
OX

0
esitliklerini elde ederiz. Buradan da
0
WY o Ve (o,T), 5201
OX
elde edilir. Yani w,(x,t) limit fonksiyonu (3.1.1.5) sinir sartin1 saglar. Boylece

v, (X,t), k=1,2 fonksiyonlarmimn (3.1.1.1)- (3.1.1.5) baslangi¢ sinir deger probleminin
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{Vm} <V dizisinin limit fonksiyonu olan v=v(x) eV ye karsilik gelen ¢oziimii oldugu

021
ve bu fonksiyonlarin sirasiyla W (Q) ve sz’l(Q) uzaylarina ait oldugu elde edilir.

Yani
v, =y (X)) =y, (X tVv), k=12

dir. Bu fonksiyonlar igin (3.1.2.56), (3.1.2.57) kestirimlerinin gegerli oldugu da

21

0
(3.1.3.13), (3.1.3.14) den limite gegilerek ve W2 (Q), W, (Q) uzaylarinda normun

alttan zayif yar siirekli oldugunu dikkate almakla elde edilir.

{vm} <V minimallestirici alt dizisininH =L, (0,1) de, {y/;“(x,t)}, k=1,2 dizilerinin
L, (Q) da y,(x,t), k=1,2 fonksiyonlarina zayif yakmsadigini, & >0 oldugunu, L, (Q)
ve H=L,(0, I) uzaylarinda normlarin alttan zayif yari siirekli oldugunu dikkate alirsak

J_(v) fonksiyonelinin veV eleman iizerinde alttan zayif yar siirekli oldugunu elde

ederiz. Yani,

J,.<J v)<limJd, (v') =3,

ax —
m—o0

dir.

Buradan J_(v)=J,, elde edilir. Yani veV eleman1 J_(v) yi minimum yapan

elemandir. Baska bir deyisle veV (3.1.1.1)- (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin

¢Oziimiidiir. Teorem 3.1.3.2 ispatlanda.
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3.1.4 Fonksiyonelin Diferansiyellenebilirligi
Bu alt bolimde (3.1.1.1)-(3.1.1.5) probleminde ama¢  fonksiyonelinin

diferansiyellenebilirligini inceleyecegiz. Bu amacgla asagidaki eslenik problemi goz

Onine alalim:

i%+a()%+i%(a1(xm)—a(x)@ V(X =

ot ox?
=2(=1) (. (X ) —w, (%, 1)), (XD eQ, (3.1.4.1)
4. (x,T)=0,k=1,2, xe(0,1), (3.1.4.2)
#¢0.)=4(1)=0,te(0T), (3.1.4.3)
04,0) _og,(L8) o

= =0, (0,T). (3.1.4.4)

Burada v, =y, (x,t) =y, (X,t;Vv), k=1,2 fonksiyonlar1 (3.1.1.2)-( 3.1.1.5) baslangi¢ sinir
deger probleminin VeV i¢in ¢ozimiidiir.

0 21
Eslenik problemin ¢oziimii olarak sirastyla W2 (Q), W,*'(QQ) uzaylarma ait olan ve

0
(3.1.4.1)-( 3.1.4.4) sartlari1 V(X,t) € Q igin saglayan ¢, =g, (X,t) ,k=1,2 fonksiyonlar

anlasilir. 7=T —t degisken doniisiimii yaparak (3.1.4.1)-( 3.1.4.4) eslenik problemini
kolaylikla (3.1.1.2)-( 3.1.1.5) biciminde olan baslangic smir deger problemine

doniistiirebiliriz. Bu nedenle y, —y, fonksiyonu W,*(Q2) uzaymin elemani oldugundan

asagidaki teoremi yazabiliriz:
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Teorem 3.1.4.1: Farz edelim ki teorem 3.1.2.3 {in sartlari saglansin. Bu taktirde

021

(3.1.4.1)-( 3.1.4.4) eslenik probleminin ¢ eW: (Q), ¢ eW*(Q) bir tek ¢dziimii

vardir ve bu ¢oziim i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:

[l <culvi=vallyorq (3.1.4.5)
W2 (Q)
”¢2”\i/22v1(g) <SGy ”Wl_'//z”\,\,;,l(g) . (3.1.4.6)

Burada c,, >0 sayis1 belirli bir sayidir.

Bu teoremin ispat1 da teorem 3.1.2.1 de oldugu gibi Galerkin yontemiyle yapilir. Simdi
bu hiikkmii kullanarak (3.1.1.1) fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugunu

gosterelim.

Teorem 3.1.4.2: Farz edelim ki Teorem 3.1.4.1 sartlar1 saglansin ve weH verilen

eleman olsun. Bu taktirde J_(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir ve onu gradyenti i¢in asagidaki formiil gegerlidir:

3, (v) = [Re(y2 (X DA 1)+, (X, 1), () )t +

+2a (V(X) — (X))

(3.1.4.7)

Burada v, =y, (X,t;v), k=1,2, ¢ =4, (X,t;v), k=1,2 fonksiyonlar: sirastyla (3.1.1.2)-

(3.1.1.5) baslangi¢ sinir deger probleminin ve eslenik probleminin ¢oziimleridir.

Ispat: J_(v) fonksiyonelinin WveV iizerinde artisim1 bulalim. (3.1.1.1) ve (3.1.1.11)

formiillerini kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:
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AJ, (V)= ZI Re [(z//l(x, t) — wz(x,t))(A w,(X,1) = A, (X, t)ﬂdxdt +
+2alj(v(x) — (X) )Av(X)dx +

+er AV g AW o + AV 0 -

—2[Re(Ay,A w7, Jdxt. (3.1.4.8)
Q

Burada Ay, (x,t), k=1,2 fonksiyonlart (3.1.3.2)-(3.1.3.5) baslangi¢ smir deger

021

probleminin ¢dziimidir. y, (X,t) k=1,2 fonksiyonlar1 sirasiyla W (Q) WA (Q)
uzaylarina ait olan ¢6ziim oldugundan kolaylikla V 7, €L, (Q), k=1,2 i¢in asagidaki

integral 6zdesligini yazabiliriz:

2
i(i GAatwk +a, aaA)(Z/k +ia1(x)aAa%—a(x)Az//k +(v(x)+Av(x))At//k}7kdxdt:

= —[ Av()p, (6 D7, (x Ddxdt, k=1,2. (3.1.4.9)
Q
Bu integral 6zdesliginin yani sira Ay, (X,t), k=1,2 fonksiyonlar1 (3.1.3.3) baslangi¢
sartlarini ve (3.1.3.4), (3.1.3.5) sinir sartlarini saglar.
21

0 2
Diger taraftan ¢ e W2 (Q), ¢, € W (Q) fonksiyonlar1 eslenik problemin ¢oziimii

oldugundan V7, €L, (Q) , k=1,2 i¢cin asagidaki integral 6zdesliklerini yazabiliriz:

i(i%’“% %”%(%@)—a(xm +V(X)d, 7, dxdt =
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= 2(-1)* [ (w4 (% 1) 7, () Y (%, Dybxat, k=1,2. (3.1.4.10)

Burada 7, nmn yerine Ay, (X,t) fonksiyonunu alip kismi integrasyon formiiliini
kullanirsak @, ve Ay, , k=1,2 fonksiyonlar1 i¢in baslangi¢ smnir sartlarim ve a,(X)

fonksiyonu icin sinir sartlarini dikkate alirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

— 2
[, (—i AV, +8, d Alfk —iay (X ) —a(X)At//k +V(X)Awkjdxdt N
o ot OX
= 2(-0)" [ (1. () =, (X D)JA, (%, Ddxdlt, k=1,2. (3.1.4.11)
Q
Burada k=1 alirsak
— 2
| @[—i D0, ol ia (0 2 a(0av, +v(x>Am]dxdt -
J at ox

==2[ (. (1) =, (x,1) A, (x, t)lxalt

Q

elde edilir. Bunun kompleks eslenigini alirsak

J'[I aAWl azA%
Q

ot +8 o +ia (X) l//l—a(X)Al//1+V(X)A!//1j¢ldth—

==2[ (7,061) =17, (%, 1) Ay (x, t)lxlt (3.1.4.12)

elde edilir. Simdi (3.1.4.9) da 7, (X,t) nin yerine ¢ (x,t) alalim. Bu taktirde asagidaki

esitligi yazabiliriz:
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2
Q

+'[((v(x) +AV(X)) Ay, Jh dxdt =

Q

=— j Ay, (%, ), (x,t)dxdt, k=1,2. (3.1.4.13)

Bu esitligin k=1 halinden (3.1.4.10) u taraf tarafa c¢ikarirsak asagidaki esitligi elde

ederiz:

2[(7,06:8) =7, (6 ) JAw; (x, t)dxdt =
= [ AV()p; (% D) (%, txdt +

+ j AV(X) Ay, (X, 1) (x, t)dxdt . (3.1.4.14)

(3.1.4.11) de k=2 alirsak bu taktirde ,

0Ny, _ O°Ay, . oA, _ _
—i —ia, (X) —2% —a(xX)Ay, +V(X)A xdt =
g_[¢2( at +a, P a,(x) ox (AW, +V(X)Ay,

=2[ (1, (6 1) =y, (%, 1) )A 7, (x, )t

Q
olur.

Bunun kompleks eslenigini alirsak

2
J- iaAl//2 +a08 Alz//2
oL ot X

Iai(x) VIZ —a(X)Ay, +V(X)Ay, j¢2dth =

54



= 2[ (7,06 ) =17, (%, 1) Ay, (x, tydxdt (3.1.4.15)

(3.1.4.13) de k=2 alip elde edilen esitlikten (3.1.4.15)i taraf tarafa ¢ikaralim. Bu taktirde
asagidaki esitligi elde ederiz:

-2 j (7,(x,1) =7, (%,1) A, (x, t)dxdt = j AV(X)w, (X, 1), (X, t)dxdlt +

Q

+ [ AV Ay, (x, ) (x, t)dxclt .(3.1.4.16)

(3.1.4.14) ile (3.1.4.16) y1 taraf tarafa toplayalim.
2[ (706 1) =7, (x,1)) (Ap, () = Ap, (1) ) dxdt =
Q

= j (AVO) (12 (6 DD, (%, 1)+ 17, (X, 1), (x, 1)) Jdxdlt +
+[ AVO) Ay (6 DA ) + A, (X, 18, () Jixdt .
Bu esitligi kompleks eslenigiyle toplarsak asagidaki esitligi elde ederiz:
2 i Re[ (3 (%) = v, (%, 1)) (A, (X, 1) = A, (x, 1)) [dxdlt =
= j Re (1, (%, ) (X, 1) + 1, (X, 1), (X, 1) JAv(x)cxdlt +

+ j Re( Ay, (X, DA (X, 1) + Ay, (X, 1), (x,1) JAv(x)dxdt (3.1.4.17)

Bu esitligi fonksiyonelin artisi i¢in olan (3.1.4.8) formiiliinde dikkate alirsak

fonksiyonelin artisin1 agagidaki bi¢imde yazabiliriz:
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A, (V) = j Re (1, (X, D& (%, 1)+, (X, 1), (X, 1) Jav(x)dxdt +

+2a.j;(v(x) —o(x))Av(x)dxdt + R(AV) (3.1.4.18)
Burada

R(Av) = £ Re(Aw; (%, 1) (X 1) + Awy (X, ), (x,1) JAv(X)dx +

AV o) HIAVALL o 1AVl oy

-2 i Re(Aw, (X, )AF, (xt))dxdt (3.1.4.19)
dir.

Simdi R(Av) yi degerlendirelim. Cauchy- Bunjakovskii esitsizligini uygularsak R(Av)

kalan terimini asagidaki gibi degerlendirebiliriz:

L2(9) {J-H¢l(’t)u dt} ]+

T 2 1/2
+av], ) [HA vall,., [I |#: ()] dt} ]
0

Lo (01)

[R(av)|<[av], [IIA 2

2
L, (0,1)

2
L (@)

2

+afav] Lo

I (3.1.4.20)
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0 21
heW, (Q),4,e W (Q) oldugundan ve gdmilme teoremine  gdre

021

Wz (Q),sz’l(Q) uzaylari LZ(O,T;C[O,I]) uzayma gomildiigiinden asagidaki

esitsizlikleri yazabiliriz:

i) (3.1.4.21)

¢ (.t

|_20T00| 35H¢1

|, (..t

t)LNZM(Q) . (3.1.4.22)

L2 (0,T;c[o.1]) <Gy H¢2 (-,

Bu esitsizlikleri ve (3.1.4.5), (3.1.4.6) kestirimlerini dikkate aldigimizda asagidaki

kestirimleri yazabiliriz:

H@ Css ”‘//1 Wz”wﬂl . (3.1.4.23)

L2 (0.7;clo, I]

v, (x,t) ve w,(x,t) fonksiyonlart igin (3.1.2.56), (3.1.2.57) kestirimlerini dikkate

aldigimizda asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:

||¢k||L2(O,T;Lm[O, Cy7, k=1,2. (3.1.4.24)

Bu esitsizligi ve (3.1.3.10) kestirimlerini kullanirsak (3.1.4.20) nin yardimiyla R (AV) yi

asagidaki gibi degerlendirebiliriz:
‘R (AV)‘ Ca (”AV”L ©, |)) (3.1.4.25)

Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir. Sonuncu esitsizlik

R(av)=o(|av],,,, ) (3.1.4.26)
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oldugunu gosterir. Yani R(Av) kalam [Av|_ o) Miktarma gore yiiksek mertebeden

sonsuz kiictiktiir:

o(Javl,

im =0
o> AV], o

dir. Bu taktirde (3.1.4.26) y1 dikkate aldigimizda fonksiyonelin artis1 i¢in olan formiilii
asagidaki bigimde yazabiliriz:

AJ, (V) = j { j Re (1, (X, 1) (X, 1) + 7, (X, 1), (%, )t + 22 (V(X) —a)(x))}x
xAv(x)dx+o(||Av||L2(O‘|)) (3.1.4.27)

Fonksiyonellerin L,(0,1) uzayinda Frechet anlaminda diferensiyellenebilirligin tanimini
kullanirsak (3.1.4.27) bagintisindan kolaylikla J, (V) fonksiyonelinin Vv eV {izerinde

Freschet anlaminda diferensiyellenebilir oldugu ve onun gradyenti igin

T

J,(v)= j Re (17, (%, ) (X, 1) + 1, (X, 1), (x, 1) Jdt + 2 (V(X) - (X))

0

formiiliiniin gegerli oldugu elde edilir. veV herhangi eleman olugundan bu formiiliin

gegerli oldugunu soyleyebiliriz. Teorem 3.1.4.2 ispatlandi.
3.1.5 Optimal Kontrol Probleminin Céziimii Icin Gerek Sart

Bu alt boliimde (3.1.1.1)- (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢éziimii i¢in gerek

sartla ilgili soruyu inceleyecegiz. Bir onceki alt boliimdeki fonksiyonelin gradyenti igin
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elde ettigimiz formiilii kullanarak optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in varyasyon

esitsizligi bigiminde gerek sart elde edecegiz.

Teorem 3.1.5.1: Farz edelim ki teorem (3.1.4.2) nin sartlar1 saglansin ve
v, :{v eVv:d,(v')=J,. =inf Ja(v)}

kiimesi (3.1.1.1)- (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ¢dziimler kiimesi olsun. Bu

taktirde WVv* €V, i¢in

j { j Re (5 (X, 1) (x,1) +17; (X, 1), (%, ) Jit + 2 (V(x) - a)(x))} x

x[V(x) -V (x) [dx 20, wweV (3.15.1)

esitsizligi gegerlidir. Burada vy (x,t)=w, (xt:v'), k=1,2 ve 4 (x.t)=4,(xt;v") ,
k=1,2 swrasiyla (3.1.1.2)- (3.1.1.5) baslangic sinir deger probleminin ve (3.1.4.1)-

(3.1.4.4) eslenik probleminin v* €V igin ¢éziimleridir.

Ispat: Teorem 3.1.4.2 nin sartlar1 saglandigindan J, (V) fonksiyonelinin V kiimesi

tizerinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilir oldugunu ve onun gradyenti icin
(3.1.4.7) formiiliinii ispatladik. Simdi gradyentin V kiimesi tizerinde siirekli oldugunu

ispatlamaya ¢alisalim. Bu amagla Vv eV igin

HJa (V+Av)-J, (V)H ) <G ||AV||L2(0,I) (3.15.2)

L,(0,l

esitsizliginin gegerli oldugunu gostermek yeterlidir. Burada c,>0 sayis1 Av den

bagimszizdir.
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Gergekten (3.1.4.7) formiiliini kullanirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

J, (v+av)-7, (v)=]Re(wm(x,t)@(x,t)+w2A(x,t)¢72A(x,t))dt+

+20 (V(X) + AV(X) — &(X)) — j Re (y, (X, 1) (X, 1)+, (X, ) (x, 1) Jdt -

0

—2a(V(x) - (X)) =

O L, —

Re (w1, (X DAG (X, 1)+, (X A (X, 1) dt +

T

+ j (A (X D) (X, 1) + Ay, (X, 1), (X, 1) )t + 20Av(X), (3.1.5.3)

0

Burada y/kA(X,t), k=1,2 fonksiyonlart (3.1.1.2)- (3.1.1.5) baslangi¢ smir deger
probleminin (V+Av) eV i¢in ¢oziimii Al//kA(X,t), k=1,2 fonksiyonlar1 (3.1.3.2)-

(3.1.3.5) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢Ozliimii

A@(X,t)=@(X,t;V+AV)—¢|<(X,t;v), k=1,2 fonksiyonlar1 ise asagidaki sinir deger

probleminin ¢oziimiidiir:

i8A¢k va, O°Ag, +i£(ai(X)A¢k)—a(X)A¢jk +(V(X) +AV(X))Ag, =

ot o ox
=2(-2) (Ays (x 1) = Ay, (X, 1)) -v(04, (xt)eQ, (3.1.5.4)
A (xT)=0,k=1,2, xe(0,1), (3.15.5)
Ag(0,t)=Ag(1,1)=0, te(0,T), (3.1.5.6)
aM;)((O’t) - aA";Z)E"t) -0, te(0T). (3157)

60



@ =@, (x,t), k=1,2 fonksiyonlar1 (3.1.4.1)- (3.1.4.4) eslenik probleminin ¢dziimii

021

oldugundan y, eW, (Q), w, eW,*(Q) sartlarimi saglar. Bu 6zelligi kullanarak
(3.1.5.4)- (3.1.5.7) sinir deger probleminin ¢éziimiinii degerlendirelim. (3.1.4.5) in her
iki tarafim A%{(X,t), k=1,2 ile garpip Q =(0,|)><(t,T) araligi {izerinden
integralleyelim. Bu  taktirde x degiskenine goére kismi integrasyon formiiliinii

uygulayip, Ag (x,t), k=1,2 fonksiyonu i¢in (3.1.5.6)- (3.1.5.7) smur sartlarim

kullanirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

J' 8A¢k 0A¢k

IVt

Q

I Ag —ay|— +i§(a1(X)A¢k)A¢1 —a(x)|ag [ +

+(V(X) +AV(X) )| A, |2)dxdr =

:IZ(—l)k (Ay, (%, 7)=Aw, (X,7))Ad (x,7)dxdz -

Q

~[ AvO)gAGdxdT k=1,2
G
Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak
J. (%A;Zk +%A¢ﬁk jdXd“'
+j(a( (x )A@)A@Jr— Aqﬁkjdxdr—
OX
=4(-1)" [Im[(Ay; —Ap,) A, Joxdr—
ﬁt

2| Im(¢kA¢7k v(x)dxdz, k=1,2. (3.1.5.8)
Q
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elde edilir. Burada k=1 alirsak asagidaki esitligi kullanabiliriz:

[ SIadf dxdr+ [2(a09|agf Jix- | daé)((x)|A¢l|2dx:

Q

=4[ Im[(Ay,— Ay, ) Ad Joxdz -
S,

—2_[ Im(¢lA¢71)Av(x)dxdr
Q

Burada Ag (x,T)=0, A¢(0,t) =A¢(l,t) =0 sartlarin1 kullandigimizda

Ij|A¢1(x,t)|2 dx= | daé)((x) A, [ dxdz +

0 Q

+4I Im[(Al//l—Al//z)AngXdr—
&,

—2_[ Im(¢lA¢71)Av(x)dxdr
o

esitligini yazabiliriz. Buradan da (3.1.1.7) nin yardimiyla asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

2
dr+

Ly(0.)

|Ad (1) o S ys.!“A¢l(_,T) 2

L

+4 [ (|Aya|+|Av,|)|Aag dxdz + 2 [|]|Ad [av()| dxdz, , vte[0,T] .
o Q

0 21

Burada Cauchy- Bunjakovskii esitsizligini uygularsak ve ¢ €W (Q) oldugunu

dikkate alirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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2

Lon S (15 +3) ! |Aad(.7)

2

Loy

|ad (1)
iz(o,n

+4||Al,//l

l(g) +Cy AV

Lo TAlAY; vte(0,T).

Burada (3.1.3.10) kestirimlerini kullanirsak ve elde edilen esitsizlige Gronwall

lemmasini uygularsak:
2
[Ad (), ) < Car +HIAVIL o VEE[OTT (3.15.9)
Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir.

Simdi ayn1 sekilde (3.1.5.8) de k=2 alip gereken islemleri yaparsak A¢2(X,t) icin de

asagidaki kestirimi elde ederiz.
86, (DI or) < CellAVEE ), VE<[0,T] (3.15.10)

Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir.

(3.1.5.3) formiiliinde yer alan gradyentin artisin1 degerlendirirsek asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

9, (v+av) =3, (V)| < [ Qs [AG] + v [|Ad +

+|Aw |||+ |Aw,||d,)dt + 2 |Av]

Cauchy- Bunjakovskii esitsizligini uygularsak bu esitsizlikten asagidaki esitligi elde

edebiliriz:
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“]; (V+ AV) - Jr‘x (V)‘ = ”l//lA (X’ ')”L2 (0,T) ”A¢1(X’ ')||L2(O,T) +

+||W2A (X’ ) L,(0,T) ”A¢2 (X’ )

Lot T
+A(x, -)”LZ(O,T) #4.x. ')”Lz(‘”) "

HAwa 0o 6200 oy +IVOI

Bunun her iki tarafinin karesini bulup (0,I) aralig1 {izerinden integrallemis olursak

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

, ‘ 2
‘JD! (V+ AV) - Ja (V)‘L2 (0,1 < 5(||W1A(X’ ')”iz(O,T;C[O,I]) ||A¢1||i2((2) +

+||V/2A (X’ ')”iz(O,T;C[O,I]) ”A¢2”i(g) —'_”A Vll”iz(g) ||¢1||i2(O,T;C[O,I]) +

HAwalL o W oricpony M o) G151

(3.1.3.8) ve (3.1.3.9) esitsizliklerine denk olarak w,, , k=1,2 ve ¢, , k=1,2 fonksiyonlar

icin agagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

||l//lA||i2(0,T;C[0,l]) <Cy ”‘/’m”zoz& ) (3.1.5.12)
W2 (Q)
”V/ZA iZ(O,T;C[O,I]) S Cx ||W2A||\7sz'1(§2)’ (3-1-5-13)
”¢l iz(O,T;C[O,I]) < Cy ||¢1|\;/21 (3.1.5.14)
2 (Q)
||¢2||i2(0,T;C[O,I]) <Cy ”¢2 ;,22,1(9)- (3-1-5-15)

Bu esitsizliklerden ve (3.1.2.56) , (3.1.2.57) , (3.1.3.10) , (3.1.4.5) , (3.1.4.6) , (3.1.5.9) ,
(3.1.5.10) kestirimlerinden faydalanarak (3.1.5.11) den asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2
L(01) *

9, (v+av) -3, (v)|

oy <Callav]

(3.1.5.16)
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Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir. Buradan da gereken (3.1.5.2) Bagntisinin
gecerli oldugunu elde ederiz. Boylece J, (V) fonksiyonelinin gradyentinin V kiimesi

iizerinde siirekli oldugunu elde ettik. Diger taraftan J,, (v) fonksiyoneli, J,(v) siirekli

2

Lo stirekli fonksiyonelinin toplami oldugundan V kiimesi

fonksiyoneli ile a|v—o|
tizerinde siirekli oldugunu sdyleyebiliriz. Elde edilen sonucglar1 dikkate alirsak

J, (V) fonksiyonelinin V kiimesi {izerinde siirekli diferansiyellenebilir oldugunu

hiikmedebiliriz. Yani
3, (v)eC'(V)

dir. Diger taraftan V kiimesi L,(0,l)de merkezi sifirda olan b, yarigapl kapaln kiire

oldugundan kapal, siirli, konveks kiime olur. Béylece J, (v) fonksiyonelinin ve V

kiimesinin [21] ¢alismasindan bildigimiz teoremin sartlarinin saglandigini goriiyoruz.

Bu teoreme dayanarak Wv* eV, icin asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

<Ja(v*),v—v*> >0, WeV . (3.1.5.17)

L,(01)

Burada gradyent i¢gin olan formiilde v nin yerine V* alirsak, v(X) yerine v (x) alirsak

teoremin hiikmiiniin gegerli oldugunu sdyleyebiliriz. Teorem ispatlandi.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1.2. boliimiinde ele alinan Schrédinger denklemi i¢in sinir deger problemlerinin

genellestirilmis ¢ozlimlerinin varligi ve tekligine ait olan 6nermeler ispatlandi.

Tezin 3.1.3. boliimiinde s6z konusu optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varligi ve

tekligini iceren teoremler ispatlandi.

Tezin 3.1.4. bolimiinde fonksiyonelin diferansiyellenebilir oldugu ispatlandi ve onun

gradyenti i¢in formiil elde edildi.

Tezin 3.1.5. bolimiinde optimal kontrol probleminin ¢dzliimii igin varyasyon esitsizligi

biciminde gerek sart ispatlandi.
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5. TARTISMA ve SONUC

Tezde ele aliman optimal kontrol problemi konulma agisindan onceki c¢alismalardaki
problemlerden ciddi bigimde farklidir. Ciinkii ilk kez bu calismada Schrodinger
Schrodinger denklemi sanal katsayili gradyent igermektedir. Onceki calismalarda
Schrodinger denkleminde boyle bir terim yer almamaktadir. Schrédinger denklemi igin
Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemleri ¢ok az ele alindigindan tez ¢alismasi
gerek teorik gerekse pratik 6nem tasir. Bu tezde Lions fonksiyonelli optimal kontrol
problemleri igin elde edilen aragtirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar, dnceki

calismalardaki sonuglardan farklidir ve onlarla Ortiismez.
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