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OZET

Bu tez cagmasinda ‘B tipli k-duzgin yildizil ve S tipli k-dizgin konveks

fonksiyonlar” geometrik ve analitik olarak ele alin

Bu calsmanin 3.1. ve 3.2. bolimlerinde sirasiyla duzgudizi ve dizgin konveks
fonksiyonlar tanitilarak bunlarin geometrik ve atitalbzellikleri verildi. Daha sonraki
3.3 ve 3.4 boluimlerde bu fonksiyonlarin genel hallan k —duzgin yildizil ve
k — dizgun konveks fonksiyonlar tanitilarak bu fonksilgoin olgturdusu k —U4S7 ve

k—UCV siniflari icin bazi sonuglar verildi.

Son olarak ¢ajmanin 3.5. bolumindeS tipli k-duzgin yildizil ve g tipli
k —dizgiin konveks fonksiyonlarin sirasiyle-4ST (B) ve k-UCV(B) siniflari

tanitildi. Oncelikle bu siniflarin geometrik ve htila6zellikleri calisildi. Daha sonra bu
siniflar igin katsayl bantilari, Fekete-Szegd problemi, Hadamard carpimer v
Subordinasyon gibi 6nemli 6zellikleri ispatlariydalikte verildi.

2012, 74 Sayfa

Anahtar kelimeler: Analitik Fonksiyon, Univalent Fonksiyon, Diizgiin il ve

Konveks Fonksiyon, Fekete-Szegd Problemi, Hadai@argim, Subordinasyon



ABSTRACT

In this thesis k —uniformly starlike of typef and k —uniformly convex functions of

type B” is considered as geometrically and analytically.

In the sections 3.1 and 3.2 of this study the d&dims of uniformly starlike and
uniformly convex functions and their geometric amdalytic properties are given,
respectively. In the next sections 3.3 and 3.4 dgéeeralizations of these functions,
k — uniformly starlike andk —uniformly convex functions are defined and someiltes

about the classds— ST andk —UCV formed by these functions are given.

Finally, in the section 3.5 the classks US7 (B) and k—-uCV () that belongs to

k —uniformly starlike of typef and k —uniformly convex functions of types are

defined, respectively. First of all the geometnd analytic properties of these classes
are studied. After than, important properties sashthe coefficient relations, Fekete-
Szego problem, Hadamard product and subordinatiothese classes are given with

their proofs.
2012, 74 Pages
Keywords: Analytic Functions, Univalent FunctionsUniformly Starlike and

Uniformly Convex Functions, Fekete-Szegd Problem,ad&imard Product,

Subordination
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en dnemli konutatan birisi Gnivalent fonksiyonlar
teorisidir. Kompleks diuzlemin basit glantili bir 6z altkiimesini birim diske konform
olarak dongturen fonksiyonun vafa Riemann dongiim teoremi ile bilinir. Bu nedenle
keyfi basit bglantilh bolgeler Gzerinde tanimlanan Univalent feigknlarla cakmak

yerine birim diskde tanimlanan Univalent fonksiyartd calsmak cok kez kolaylik

saslar. Univalent fonksiyonlar tizerindeki gahalar,
U ={z0OC:|4<1
birim  diskinde analitik, Univalent ve f(0)=0, f'(0)=1 sartlanni sglayan

fonksiyonlarin olgturdugu bir S sinifi tzerinde ygunlasmistir.

1907 yilinda KoebeS sinifina ait fonksiyonlar altindd birim diskinin gorintisuni

incelemi ve U birim diskinin f 0S altindaki gérintistniin sinin oladf (U) nun

orijine olan uzakiginin /4 den kiguk olamayageni ispatlamgtir.

1916 yilinda Bieberbach tarafindan ileri surilenU olmak tzeref O0S fonksiyonu

f(z)= z+i g 2 biciminde bir Taylor aciimina sahipse=2,3,... icin [a,|<n

n=2
tahmini uzun vyillar matematikcileri devamli pgell eden bir problem olarak

guncelligini korumus ve 1985 yilinda Branges tarafindan ispatlaitimi

Bieberbach teoreminin ¢ok ©6nemli sonuglarindansbide S sinifina ait bir f

fonksiyonu icin [a,|<2 sonucu kullanilarak Koebe tarafindan verilen veilhite

nin

(Distortion) ve genleme (Growth) teoremleri olarak bilingri(z) , | f'(z), ‘Zf (2)

f(2)

sinirlarinin elde edilmesi problemidir.

Bieberbach tahmininin Branges tarafindan c¢ozulneegiadar problemin ¢6zimda ile
ilgilenen matematikcilerS sinifinin bazi alt siniflarini tanimlamak suretiybu alt
siniflara ait fonksiyonlarla ilgili ilging bantilar elde etngierdir. Bu alt siniflarin en



onemlilerinden ikisi yildizil (starlike) ve konveKsonvex) fonksiyonlardan ajan alt
siniflardir. Bu alt siniflarin gu analitik ve geometrik olarak karakterize edilebil
Yildizil ve konveks fonksiyonlar arasindaki ilgibgginti ilk kez Alexander tarafindan

verilmistir.

Sunulan bu tezde yildizil (starlike) ve konveksnigex) fonksiyonlarin alt siniflarindan
onemli olan duzgun yildizil ve dizgun konveks fapéslarin siniflari cakiimistir.

Dizgun yildizil ve dizgin konveks fonksiyonlarinngke hali olan g mertebeden
k —dizgun yildizil ve 8 mertebedenk — diizgiin konveks fonksiyonlar icin katsayi

esitsizlikleri, Fekete-Szegd problemi ve son olaraladdmard ve subordinasyon

sonugclarl genibir sekilde incelenmtir

Tezin kuramsal temeller bolimua tezingeli bolumlerinde kullanilacak bazi 6neml
tanim ve teoremlerden glurulmustur. Ayrica Univalent fonksiyonlar tanitilarak
sinifina ait fonksiyonlara ait énemli teoremler adpriyla verilmgtir. Ayrica bu

bolumde pozitif reel kisimli fonksiyonlar ve suboration kavrami Uzerinde

durulmwtur. Son olarakS sinifinin & ve C ile gosterilen iki alt sinifina ait

fonksiyonlarla ilgili 6nemli 6zellikler kapsamli tgekilde incelenmtir.

Materyal ve yontem olarak verilen G¢uncl bolimdegiin yildizil ve diizgiin konveks
fonksiyonlar kavrami verilngi bu siniflarin tarihi seyir icerisindeki gengtiemeleri,
geometrik gosterimi, katsay! gatilari, Fekete-Szeg6 problemi, Hadamard carpim ve

subordinasyon sonuclari gibi 6nemli bazi 6zellikiemulmutur.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Genel Kavramlar

Bu bolimde daha sonraki bolumlerde kullanilacak edemel kavramlar sunuldu.

Tanim 2.1.1 (-komsulugu): 2z, OOC ve r>0 bir reel sayr olmak uzere
U(zo,r):{zDC:|z— z|< } ifadesi z, merkezli, r yaricapli acik disk (veyaz,
noktasinin r —komsulugu) olarak adlandlrlllr.U(zo,r) ile U(z,r) nin kapani

0U(z,r) ile de onun sinin ve orijin merkezli yaricapl diskU(0,r)=U, ile

gosterilecektir.

Ozel durumda orijin merkezli acik birim digk ={zD C:|4< 1} ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.2 {¢ Nokta): SOC herhangi bir kiime olsunz, S noktas! igin

U(z,, r) O S olacaksekilde bir r >0 sayisi varsaz, noktasinaS kimesinin bir i¢

noktasi denir.

Tanim 2.1.3 (Acik Kiime):Bir SOC kumesi verilsin. EerS kimesinin her noktasi

S nin bir i¢ noktasli is€&5 kiimesine acik kiime denir.

Tanim 2.1.4 (Kapali Kiime): S Colsun. S kiimesinin tumleyeni acik kiime is8,

kiimesine kapall kiime denir.

Tanim 2.1.5 (Bglanti Kime): Eger SOS0OS,, Sn §#0, Sn S0 ve
Sn §n $=0 olacaksekilde S ve S, gibi bas olmayan iki ayrik ve acik kiime

bulunamaz isé5 [1 C kiimesine bgantilidir denir. Aksi halde kigantisiz kiime denir.

Tanim 2.1.6 (Bolge)Acik ve balantili kimelere bdlge denir.



Tanim 2.1.7 (Sureklilik): SOC, f:S - C bir fonksiyon vez, 1S olsun. Here >0
icin |z—2z,/<J oldugunda |f(2)- f(z)|<€ olacak bigimded=03(z,£)>0 sayisi
varsaf ye z, noktasinda sureklidir denir.gér f fonksiyonu S kimesinin her bir

noktasinda surekli isé ye S kimesinde surekli fonksiyon denir.

Tanim 2.1.8 (Bri): [a,b]OR olmak uzere strekli biy:[a,b] -~ C fonksiyonuna

C diuzleminde gri (yol) denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirastyl@snin balangig

ve bitim noktalari denir.

Tanim 2.1.9 (Kapal Egri): y:[a, b] — Cye bir eri olsun. y(a) =y(b) ise y ya

kapall eri denir.

Tanim 2.1.10 (Basit Kapali Egri): Uc¢ noktalarin cakmasi hari¢, kendini kesmeyen
egrilere basit gri, hem basit hem de kapalgrdere de basit kapaligei veya Jordan
egrisi denir. Jordan @isi duzlemi Jordan gisinin ici ve dgl olmak Uzere iki bolgeye
ayirir. Jordan gisinin icine Jordan bolgesi deniy egrisi [a,b] kapall arakinda
turevlenebilir olsun. Eer [a, b] kapall araiginda )/ turevi surekli ve sifirdan farkli ise
y egrisine dizglun gri denir. t, a dan b ye artarken, buna kahk gelen p(t)
degerlerinin y(a) dan y(b) ye d@ru siralanmasi @inin yonunu belirtir. Kapali bir
egrinin yonu ya pozitif veya negatiftir. Kapali olmay eriler icin baglangic

noktasindan biginoktasina dgru siralama yon olarak alinir.
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve Univalent fonksiyon kavramlnitilacak ve bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.2.1 (Diferansiyellenebilme): AO C bir bolge olmak tzeref : AOC - C

ye bir fonksiyon vez, UJ A olsun. Eer



i 1) 1(2)

=% 72-12Z,
sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu z,[JA noktasinda diferansiyellenebilirdir

(turevlenebilirdir) denir. Bu limit dgeri f'(z,) ile gosterilir ve z=2z, noktasinda

f(z) fonksiyonunun tirevi olarak adlandirilr.

Tanim 2.2.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu birz, noktasinda ve bu
noktanin  belli  bir U(z,e)  komsulugundaki  bitun  noktalarinda

diferansiyellenebiliyorsaf ye z, noktasinda analitiktir denir. d&r bu f kompleks

fonksiyonu bir SO C kimesinin her noktasinda analitik§eye S kiimesinde analitik

denir. Tium kompleks dizlemde analitik olan fonksikawa tam fonksiyon denir.

z= x+ 1y olmak Uzeref(z)=u(x Y+ i x Yy kompleks dgiskenli kompleks dgerli

fonksiyonu analitik ise
Ju ov Ju ov
— (X y)=— ve —(X,y)=——
ax( y) ay(x, y) ay( y) ax(x y)

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemleriglaa

Teorem 2.2.3 (Liouville Teoremi):Bir f (z) tam fonksiyonu sinirli ise, sabittir.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksnfar icin 6nemli bir yere sahip olan

Cauchy-Turev formulUsagidaki gibidir.

Teorem 2.2.4 (Cauchy-Turev Formull): f, pozitif yonll basit kapaly egrisi icinde

ve Uzerinde analitik bir fonksiyon ve, bu erinin iginde bir nokta isen=0,1,2...i¢in

n!j f(2)
zmy(z_zo)nﬂ

f(z)=

dir.



Cauchy-Turev formilinin en dnemli sonuclarindangoidur: f, bir bdlgede analitik
bir fonksiyon ise bu bdlgede her mertebeden tivevdir ve bu turevier de bdlgede

analitiktir. Bu durumdaf analitik fonksiyonuz, noktasinda

A=Y a(z 2" a= (2t @)

seklinde bir Taylor acilimina sahiptir. Fakat reegigdkenli bir fonksiyonun bir noktada

1. mertebeden turevi varsa bu noktada daha yuksetebeden tirevi vardir diyemeyiz.
Ornesin, f(x)=x¥*® reel dgiskenli fonksiyonunun x=0 noktasinda birinci

mertebeden tirevi olgu halde, ayni fonksiyonux =0 noktasinda ikinci mertebeden

tlrevi yoktur.

Tanim 2.2.5 (Ayrik Tekil nokta): Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir
U(z,r)-{z} delinmis komsulugunda analitik fakatz, noktasinda analitik gise f

fonksiyonu icin z, noktasi bir ayrik tekil noktadir denir.

Teorem 2.2.6 (Laurent Teoremi):C, ve C,, merkezleriz, noktasinda bulunan pozitif
yonde yonlendirilmi iki gember olsunr, <r, olmak tzereC,, r, yaricapll veC, de

r, yaricapli gemberler olarak alinsinge bir f fonksiyonuC, ile C, in tzerinde ve

bunlarin arasinda kalan halka bdlgenin tamamina@ditémise bu durumda bolgedeki

her z noktasindaf(z) fonksiyonua, ve b, kompleks sayilar olmak tizere

n 2.2)

acthmi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasinin delinngi bir

komsulugundaki Laurent serisi (acilimi) denir.

Tanim 2.2.7 (Kutup Noktasi): z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.
Laurent acgilimindakib, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan ifaskl z,

noktasina f(z) fonksiyonunun kutup noktasi denir.



Tanim 2.2.8 (Meromorf fonksiyon): Kompleks dizlemin birA bdlgesinde kutup

noktalari hari¢ analitik olanf(z) fonksiyonunaA da meromorf fonksiyon denir.

Teorem 2.2.9 (Maksimum Modul Prensibi): f fonksiyonu kompleks diizlemin b
bolgesinde analitik olsun. Bu fonksiyorA bélgesinde sabit olmadiked,f(2)

maksimum dgerini A bolgesinin sinirinda alamaz.

Sonu¢ 2.2.10: A kompleks dizlemde sinirlh bir boélge ve sabit olamayf
fonksiyonuda bu bélgenin sinirinda sirekli ve igirhalitik olsun. Bu durumdg (z)|

maksimum dgerini A bolgesinin sinirinda alir.
Maksimum prensibinin 6nemli sonuclarindan birish®&arz lemmasidir.

Lemma 2.2.11 (Schwarz lemmasi):f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve
f(0)=0 olsun. Ber U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumdgf'(0) <1 ve
|f(2)|<|7 dir. Eitlik sadecedOR olmak lzeref £ ¥ €’z fonksiyonu ile sglanir.

(Ponnusamy and Silverman 2006).

Teorem 2.2.12 (Minimum Prensibi): f(z) fonksiyonu kompleks dizlemin biA
bdlgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve herl A igin f(z);tO olsun. Bu

durumda|f (z)| , A bolgesinde minimum ger alamaz.

Sonu¢ 2.2.13: A kompleks duzlemde sinirli bir b('jlgef(z) sabit olmayan bir
fonksiyon ve herzO A igin f(z)#0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A

bélgesinin iginde analitik, sinirnda surekli ofimu kabul edelim. Bu durumdd (z)

minimum de&erini A bdlgesinin sinirinda alir.



Tanim 2.2.14 (Univalent fonksiyon): f, AOC bdlgesinde tanimh bir fonksiyon
olsun. Herz, z O Aigin f(z)= f(z) olmasi sadece, = z, olmasini gerektiriyorsa
(veya z # z, oldugunda f (z) # f(z) gerceklgiyorsa) f fonksiyonunaA bélgesinde
Univalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon defihuren 1983).

Eger f, z, noktasinin bir kogulugunda Univalent isef ye yerel tnivalent fonksiyon

denir.

Teorem 2.2.15:Analitik bir f fonksiyonununz, noktasinda yerel tnivalent olmasi

icin gerek ve yeterli kaul f'(z,) #0 olmasidir (Duren 1983).

Ayrica f'(z)) #0 sarti f(z) fonksiyonunun univalengi icin gereksarttir fakat yeterli
degildir. Yani sadecef analitik fonksiyonu tnivalent isé’(z,) # 0. Tersi daima dgru

degildir. Bir kimede yerel Gnivalent olan analitik fkgiyonlarin, bu kiimede Univalent

olmasi gerekmez.

Ornek 2.2.16: f(2)= 7 fonksiyonu A={z1<|2<2,0<arg z< 37 2} bélgesinde

yerel Univalent olmasina gmen (nivalent déldir. Gergekten f (z) = Z fonksiyonu,
A bolgesinde analitik ve her,[0 A icin f'(z,) #0 salandgindan yerel Gnivalenttir.
Fakat

oldugundan f (z) = Z fonksiyonu A bélgesinde tinivalent gadir.

Eger AOC bolgesindef analitik fonksiyonu yerel Univalent ise, bu duruanzl] A
noktasinda f'(z) tdrevi, f nin yerel geometrik davrapni belirler. |f’(z)| ve
argf'(z) degerleri sirasiyla yerel biyime (uzunluklar icin)ywerel donme etkenleridir.

Buna ilaveten, f:AOC - C analitik doénguminin Jacobian determinanti

Jf(z):|f’(z)|2 ile veriimektedir. Jacobian determinant|n|rﬁ'(z)|2 ifadesine gt



oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goruliyl&e Teorem 2.2.12 den
analitik fonksiyonlar igin Jacobian determinantingmfirdan farkli olmasi, yerel

Univalentlik icin gerek ve yetaarttir.

Tanim 2.2.17 (Konform dongum): Eger bir dongum, belli bir noktadan gecen iki
dizgun @ri arasindaki acginin buyudkiuni ve yonunu koruyorsa, bu dgiine bu

noktada konform doniim denir. Eer bir f fonksiyonu, bir ALJ C bdlgesinin tim

noktalarinda konform isef fonksiyonu A bdlgesinde konformdur denir. Ogie

f(2) = € donimi C dizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 2.2.18: f fonksiyonun analitik oldgu her z noktasindaf’(z) #0 kosulu

sglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur.

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve Univalent bwnksiyon konformdur. En énemli

sabitler olmak tizere

w=1(2=22"2  ad-bczo
cz+d

gensletilmis kompleks duzlemi ((Cm:(CD{oo}) kendi Uzerine konform olarak

resmeder.

z-duzlemindeki D OC (D #C) bolgesini, w—duzlemindeki D, bolgesi uzerine
resmedenf analitik fonksiyonunun vaghg 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmustir.

Teorem 2.2.19 (Riemann Dongim Teoremi): Kompleks duzlemin her
DOC(D#C) basit bglantil boélgesi konform olarakU birim diski (zerine

resmedilir. Ayrica,z, 0D olmak lzeref (z,) =0 ve f'(z,) >0 kosullarini sglayan ve

D yi U birim diski Uzerine resmeden bir tek konform dgiima vardir (Duren 1983).



2.3 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu bélimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zeir tkonusu olan Univalent
fonksiyonlari biraz daha ayrintili sungca Analitik olarak, bir Univalent fonksiyon
sifirdan farkli tireve sahip iken; geometrik olardk& basit grileri basit erilere

donistarar. Hem analitik hem de Univalent fonksiyon sssit bglantih bolgeleri basit
baglantili bdlgelere dongitrir. Riemann dondiim teoreminden, keyfi bir basit

baglantili bolgede tanimhf Univalent fonksiyonu yerin& acik birim diskte tanimli
bir f (nivalent fonksiyonu segcilebilir. Bu fonksiyon ngi f(0)=0, f'(0)=1

normalizasyomartlari géz 6ntine alinirsa (2.1) serisi
f(=z+> a2, (44 (2.3)
n=2

seklini alir. Burada (2.3}eklinde tanimlanmgi fonksiyona normalize edilmianalitik
fonksiyon denir. Normalize edilmianalitik fonksiyonlarin sinifinid ile gésterecgz

ve kisaca

n=2

A= {f :0zOU icin f(2) = z+i a 2 seklindeki analitik fonksiyo%»

seklinde yazilir.
Univalent fonksiyonlar teorisinin temelstaolan bir sinifi gagida tanimlayalim.

2.3.1 (S Sinifi): U birim diskinde 0nivalent olarf [1.A fonksiyonlarin olgturdugu
sinifa$S sinifi denir ve kisaca
S={f0A:0z0U icin f - tinivalen}

seklinde gosterilir (Pommerenke 1975; Goodman 1288gn 1983).

S sinifina ait bazi fonksiyon érnekleriniagida verelim.

(i) w= f(2) = 41— 2™ fonksiyonuU birim diskini Re(w)>-J 2 sa yari diizlemine

resmeder.
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(i) f(2)=2A1- Z)™ fonksiyonuU birim diskini C—{(-e0,~1/2]0(¥ 2]} bolgesi

Uzerine resmeder.

(i) f(2) = Z1- )™ KoebefonksiyonuU birim diskini (C—(—oo,—]/4] bdlgesi Uzerine

resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki,S sinifina ait iki fonksiyonun toplam& sinifina ait
olmayabilir. Orngin;
z z
f(2)=— ve f,(2)=——
(2= Ve ()=~

fonksiyonlari S sinifina ait olmasina ganen

1 1
f(2) =——— ve f,(2) =———
1( ) (1_ 2)2 2( ) (1+iZ)2
turevlerinden
2-2(1-i )y

f(2)+ (2 :m

elde edilir. Buradarz=1—;DU noktasindaf(z) + f,(2 =0 oldugu gorilir. Bununla

beraberS sinifindaki birgok 6zellik bazi dégiimler altinda korunur.

Teorem 2.3.2: f S olsun. Bu durumdasagidaki ifadeler dgrudur (Duren 1983):

(i) Eslenik alma:g(2)= f(2)= z+ @ z+... ise,g0S dir.

(i) D6ndurme (Rotasyon$@ 1R olmak tzere
9(=¢€° (¥ 3= z) Qa'8Y "z (zOU)
n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iif) Gengleme (Dilatasyon)0<r <1 olmak Uzere

o(=r'f()=2+> g F*2 (20U)

11



fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach dgiinti): z,JU olmak tGzere

Z+ZO _
g(z):f(lﬁOzj il (zOU)
|z f'(z)

fonksiyonu S sinifina aittir.

(v) Deger bolgesi dongumi: ¢ fonksiyonu f(U) da Univalent vey(0)=0
¢/'(0) =1 kosulunu gercekleyen bir fonksiyon igio f 0S dir.

(vi) Cikariims deger donigumi: wll f(U) olsun. Bu durumda
f(2)
7)=—————, (zOU
99= T w @Y
fonksiyonu S sinifina aittir.
(vii) n. kék d6ngumu: Eger n=2,3,.. ise

9(2 =4 f(Z) = z+% 2+1+2—i2(2 na-( rl) 3 2+.., (zOU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

Tanim 2.3.3 (P sinifi): U birim diskinde p(0) =1, Rep(z)> 0 kosullarini sglayan

p(2) =1+Z ¢ Z seklindeki fonksiyonlarin olgturdusu sinifa Caratheodory sinifi veya
n=1

P sinifi denir (Duren 1983).

Ornezin; p(2) =1+ 2/(1- 2, 21 L fonksiyonu P sinifina ait olupU birim diskini

sg yarl dizlem Uzerine resmeden bir konform démiddr. Ayrica? sinifina ait bir

fonksiyonun univalent olmasi gerekmez. Gine f (z) =1+ Z' fonksiyonu? sinifina

ait olmasina rgmennON,, n> 2 i¢in Univalent dgildir.

12



Tanim 2.3.4 @ sinifi): U birim diskinde ¢(0) = 0 ve |¢(2)| <1 kosullarini s@layan

analitik fonksiyonlarin olgturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarinin sinifi denir @e

ile gosterilir (Duren 1983).

Bunlarin yani sira,P sinifi ile Schwarz fonksiyonlari arasindga@da old@gu gibi

onemli bir bg vardir:

4]
1-¢(2)’

P ve Q siniflarini tanimladiktan sonray sinifinin iki 6nemli alt sinifini @gidaki

P(0P - 2 o 20Q.

sekilde verebiliriz.

Tanim 2.3.5 (S” sinifi): BO C kumesi verilsin.B kiimesindeki sabit biwy, noktasini

her wl B noktasina birlgiren dgru parcasi tamameB kimesinde kaliyorsaB ye

W, noktasina gore yildizil kime deniw, noktasi 6zel olarak orijin segilirse, bu
kimeye orijine gore yildizil kime veya kisaca yidkime adi verilir. Eer bir f
fonksiyonu U birim diskini w, noktasina gore bir yildizil kimeye resmediyorsa,
fonksiyonunaw, noktasina gorgildizil fonksiyordenir. Ozel durumdaf fonksiyonu
U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsd, fonksiyonunayildizil fonksiyon

denir. f0A olmasi durumunda yildizil fonksiyonlarin sinifs” ile gosterilir

(Pommerenke 1975; Duren 1983).

Yildizil fonksiyonlarin yukaridaki geometrik tanmmianalitik olarak ifade eden en

onemli teorem gagida verilmitir.

Teorem 2.3.6: f 0.4 olsun. Bu halde

o zf'(2
f(2)08 QWDP

dir. Ayrica f(2)=z+) 208" =|a< ( ®2,3...) degerlendirmesi dprudur
n=2

(Pommerenke 1975; Goodman 1983).
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Kisaca yildizil fonksiyonlari

SD:{f 0A:0zOU igin R{ﬂj> o}
f(2)

seklinde gosterebiliriz. Orrgin, S sinifina ait fonksiyonlardan en énemlilerinderigir
z[JU olmak uzere,

z

O -

2
seklinde tanimlananKoebe fonksiyonudurBu fonksiyonu k(z)z%li(?} —1}
-z
seklinde yazabiliriz. Ayricek(z) fonksiyonu

1+2z

u@=12, 9= (3 KD=3[d3-]

biciminde yazilarakU birim diskini —c dan -1/4 e kadar negatif reel ekseni
cikartilms kompleks duzlem Uzerine konform olarak dgididistni gorebiliriz. k(z)

donlsimU Univalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayidalgemde dnemli rol oynar.

¥ y 4V

Sekil 2.1: Koebe Fonksiyonu

= z+) n20S" dir. Ayrica

Yukaridaki sekilden de goriildgii gibi k(z):(1 2)2
- n=2

Teorem 2.3.6 kullanilarak da=ré’ ve (0<r <1,0<6< 27) olmak lizere
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{3 e6i) i)

1-r? 1+r
>

= > >0
1+r?-2r cod *r

elde edilir. Buradan d& z(D)S" oldugu gorulr.

Koebe fonksiyonunun dénmeleri (rotation), ledU igin,

z

K,(2) =——
9( ) (1_e|92)2

seklinde tanimlanir vekg(z) fonksiyonlart S sinifina ait fonksiyonlardir. Bu dogiim

ile birim diskin gbruntisitc dan —e‘i9/4 Isin hari¢c kompleks duzlem olua [ (0,2]

) 1|(1+z)" . o
ve zOU olmak Uzere f(z):zli(l—j - } fonksiyonu, ‘genellgtirilmis Koebe
-z

fonksiyont olarak adlandirilir veS sinifina aittir.

Tanim 2.3.7 (€ sinifi): BOC kumesi verilsin. Herw,, w, 0 B i¢in w, noktasiniw,

noktasina birlgiren dg@gru parcasi tamameB icinde kaliyorsaB ye konveks kiime

denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmemnsa f
fonksiyonuna konveks fonksiyondenir. f[OA olmasi durumunda konveks

fonksiyonlarin sinifiC ile gosterilir (Pommerenke 1975; Duren 1983).
Konveks fonksiyonlari analitik olarak ifade edenderemli teorem gagidaki gibidir.
Teorem 2.3.8: f A olsun. Bu halde

2t"(2)
f(2)0C = 1+ e Op

dir. Ayrica f(2)=z+)> g20C=|q<1(r23..) degerlendirmesi dgrudur.
n=2

(Pommerenke 1975; Goodman 1983).
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Omezin;  f(2) :%Iog(gj = Z+Z;‘ 2n1— 12”‘1DC dir. Gercekten z=ré’

(0<r<1,0<8< 27) olmak lizere
rel 1+ 2] _ 1+ 7)) _ R£1+ P &¥
f'(2) 1- 7 (1- Pe?
_ 1-r* >1—r2>
1+r*-2x2cos® Hr?

elde edilir.

Teorem 2.3.6. ve 2.3.8. in bir sonucu olarak ilk Kdexander tarafindan verilgiblan

asagidaki teorem S” ve C siniflarina ait fonksiyonlar arasindaki cok onerhl

baglantiy ifade eder.

Teorem 2.3.9 (Alexander Teoremi): fO.A ve zOU olmak tizere oz) = #'(2)

olsun. Bu durumda f OC olmasi icin gerek ve vyetegart gS~ olmasidir

(Pommerenke 1975; Goodman 1983; Duren 1983).

ispat: f OC olsun.ispatlamalyiz kig JS” dir. f OC olduzgundan

Re{1+ %(ZZ))} >0

yazilir. o(z) = z'(z) ise g'(z) = f'(z) +  "(z) yazilabilecginden,
50 1@ aE)_ 1A, 1)

d2) 7'(z) (2 (2

elde edilir. Ayrica
rd1+27@) 50
t'(2)

oldugundan

olup, gOS" dir.
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Ssimdi de gOS” oldugunu kabul ederek fOC oldusunu gosterelim.
g 0S oldugundan

yazilir. g(z) nin tanimi kullanilirsa

R{Mj >0

R{i+zi¥3}>o

elde edilir. O haldef JC dir. Bununla teoremin ispati tamamdir.

yazilabilecginden

Ayrica yukaridaki tanimlardan aglihgl izere bu siniflar arasindad S"0S 0 .A
seklinde bir iliski vardir.

Univalentlikle ilgili kriterlerden en kolay ifadedden ve ispatlananlardan birjagidaki
Noshiro, Warschawski ve Wolff" un kriteridir:

«‘f fonksiyonu konveks birD OC bolgesinde analitik ve herzOD igin

Ref'(z) > Oise f fonksiyonuD bdlgesi Gizerinde Univalenttir.’

Simdi Univalent fonksiyonlar teorinde onemli bir y&gal eden subordinasyon ve

Hadamard carpim kavramlarini verelim.

Tanim 2.3.10: f ve g fonksiyonlariU birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon
olsun.U birim diskinde f (z) = g(aX 2) olacaksekilde bir wQ fonksiyonu varsaf
fonksiyonuU da g fonksiyonuna subordinedir denir vé < g ile gdsterilir (Duren

1983).

Eger g Univalentisef <g < f(0)=g(0) ve f(U) U g(U) gerektirmesi dgrudur.
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Subordinasyon prensibi (Lindeldf Prensibi): Eger f fonksiyonuU birim diskinde
analitik, Gnivalent veg fonksiyonu daU birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica
g(0)=f(0) ve gU)O f(U) ise, bu durumdaU, diskinde her r <1 igin

|g'(0)| <| (0) ve g(U,) O f(U,) dir (Duren 1983).

Ozellikle, ger f < g ise
rHax|f ()< Waﬁg (), (O (0,1)
esitsizligi dogrudur. Ayrica,
1+z
p(20P - p(z)<1— ve g2)0Q < @2)<z
-z

gerektirmeleri yazilir.

Sekil 2.2: f < g Subordinasyonu

Tanim 2.3.11: f,g0.A fonksiyonlar

f(2) = z+ia1 Z2veg(2= z+ilg2

seklinde verilsin. f ve g fonksiyonlarinin Hadamard carpimlari

(FI9(= 2+ ah2=( & J( ¥

seklinde tanimlanir. Buradd! Hadamard ¢arpimini gosterir (Ruscheweyh ve Sheil-
Small 1973; Duren 1983).
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Tanim 2.3.12. S"(B) sinif): Her zOU ve 0< B <1 olmak lizere

R{ 7 '((5)] e

kosulunu sglayan f 0.4 fonksiyonuna B. mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olgurdusu sinifa daf. mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir

ve S(pB) ile gosterilir (Goodman 1983).

Tanim 2.3.13. C(p) sinifl): Her zOU ve 0< S <1 olmak Uzere

Re[ u fo'"((zz))J w7

kosulunu sglayan f .4 fonksiyonuna 5. mertebeden konveks fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olgurdugu sinifa daf. mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi denir

ve C(p) ile gosterilir (Goodman 1983).

Subordinasyonu kullanarak™(3) ve C(f3) fonksiyonlarini

SD(,B)={1“ P ANC S Z'B)Z,OS,B<1}
f(2) 1-z

ve

C(ﬁ):{f OA: 1+ Zf"(z)<1+(1_2ﬂ)z,0sﬁ<1}
f'(z) 1- 7

seklinde de yazabiliriz.

Tanim 2.3.14 (R, sinifi): Her zU ve 0< S <1 olmak Uzere

fO0—=__08YB); B<1

(1-2)>%
Re(@j > 1 X £=1
z 2

kosulunu sg@layan f 0.4 fonksiyonlarin olgurdusu sinifa 8. mertebeden 6nyildizil

fonksiyonlarin sinifi denir v’ ; ile gosterilir (Goodman 1983).
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Ozel olarakS"(0)=S" ve C(0)=C yazilir. Buradan da anjddig tzereS" B J S”
ve C(B) O C dir. AyricaR, =C ve R, =S"(1/2) dr.

Univalent fonksiyonlarin énemli ve ilk cainalarindan birisiS sinifina ait katsayi
esitsizliklerinin elde edilmesidir. Bu probleme ilkegabi Bieberbach 1916 yilinda
asagidaki teoremle verngtir.

Teorem 2.3.15 (Bieberbach Teoremi):f O S fonksiyonu icin|a,| < 2 dir. Esitlik hali

z[JU olmak Uzere Koebe fonksiyonunun donmeleri i(;iniyebag(z)=(
seklindeki fonksiyonlar i¢in gecerlidir ( Pommerenk@75; Duren 1983).

Teorem 2.3.16 (Bieberbach Tahmini): f OS fonksiyonu n=2,3,4,.. icin |a|<n

esitsizligi vardir. Eitliginin olmasi icin gerek ve yeteart f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun dénmeleri olmasidir ( Pommerenke 1®@isen 1983).

Bu tahmin icin bulunan sonuclagagidaki tarinsel seyir icerisinde elde ediktmi.

la|<2, Bieberbach (1916)

|ag| <3, Léwner (1923) (Loéwner diferensiyel Denklemi)
|a4| <4, Garabedian, Schiffer (1955), (Grunskitszligi)
|a| <6, Pederson (1968), Ozawa (1969)

la| <5, Pederson, Schiffer (1972)

la/<en Littlewood (1925)

lim—=1, Hayman (1955)
n-e
|a,|</7/6n<1.081 FitsGerald (1972)

** la|<n nON, n=2 L. De Branges (1984).
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2.4. Univalent Fonksiyonlarin Bazi Alt Siniflar Igin Bikiilme (Distortion) ve
Genisleme (Growth) Sonuglari

S sinifina ait fonksiyonlar icin Teorem 2.3.15 deimr|a2| < 2 tahmini, bu siniftaki

fonksiyonlar hakkindaki bazi énemli teoremlerin ®8a olyturur. Burada ilk olarak

Koebe ceyrek teoremini ifade ve ispat eggxe

Teorem 2.4.1: fOS olsun. f(U)OU,, dir. Bu sonug Koebe fonksiyonunun

donmeleri icin kesindir. Ustelik) f (U) =U,, dir ( Duren 1983).
fos

Ispat: w, O f (U) olacaksekilde w, 0C sayisinin varfii kabul edelimispatlamaliyiz
ki [w,|=1/4 dir. Ayrica |w,|=1/4 eitliginin olmasi icin gerek ve yeteart f nin

Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasidir. Bunun igLJU olmak Uzere,

w, f(2)

9(2) “w- 12

seklinde tanimlanarg: U — C fonksiyonunu g6z 6nine alalim. Teorem 2.3.2 in. (vi

kismindan dolayg S dir ve g fonksiyonuzJU olmak tzere,

/)= f(2) _ WolZ_+a222+,__]_
Q( ) W, — f(Z) Wo_I_Z+<’:1222+..,]

Z 1 1),
SWy—+—|a,+— [z°+...
WO WO WO

:z+[ +ijzz+
a, "
0

seklinde bir Taylor acilimina sahiptig JS oldugundan z* li terimin katsayisinin

modulinidn 2 den buytk olamaygcaisunulursela, +Wi < 2 yazilir. Boylece,
0
1 1
+—|<2=—-a,|£2
S

yazilabilecginden,
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—|< 2
” <|a2|+

elde edilir. Boylece|a,| < 2 oldugu g6z 6niine alinirsa,

— s4:>|w0|2E
W, 4

olur. Diger yandanw,| =1/4 olmasi igin gerek ve yetaart |a,| =2 ve |a, +Wi =2

0

olmasidir. Bu durumdaf fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir dénmesi olmald

ﬂ f(U)=U,, oldusunu géstermek icifLIR ve z[JU olmak Uzere,

fOs

K ( )_m

ile verilen Koebe fonksiyonunun dénmelerini g6z betalalim.dU,, ¢emberinin her

bir noktasik,(U) bdlgelerinin her birinin sinir noktasidir ve b(’jgdaeﬂ k,(U)=U,,

60R

olur. Bu nedenleﬂ f(U)=U,, olmak zorundadir. O haldg,, diski S sinifindaki

fos

her bir fonksiyonun gortintiisiinde ihtiva edileniariperkezli en genidisktir.
Bieberbach teoreminin ¢ok énemli birska sonucuS sinifindaki bir fonksiyonura,
katsayisi ile bglantili olan ve Koebe bikilme (distortion) teoreolarak bilinen

asagidaki teoremdir.

Teorem 2.4.2: f S olsun. Bu durumda butimUJU lar igin

4 4 . ,
@+ <|f(z)|= |27 (Genjleme (Growth),
(11+||z||)3 <|t'(2)< 1+||j (BUkulme (Distorsion

ve

1-|7 _|4'(2)| _1+/4
1+~ |f(z)| 1-|4
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esitsizlikleri sagslanir. Bu gitsizliklerin her birininin gitlik halinin olmasi Koebe
fonksiyonunun uygun bir dénmesi ile gerceklédGoodman 1983; Duren 1983).

Biz burada sadece bukulmgtsizliginin ispatini verecéz.

ispat: z sabit ver 0 (0) olmak tizerdZ =r olsun¢ DU olmak iizere,

C+z | _
f(“ ZCJ f(2)
-2

ile verilen f nin g Koebe déngimini gdz 6nine alalim. Teorem 2.3.2 nin (iv)

9(¢) = =¢+b,¢? +... (2.4)

stkkindang O S dir. Ayrica (2.4) den turev alarak

N 1 [ C+z 1—|Z|2 _ 1 . [(¢+z 1
" ) f'(z>{f (1+f<j(1+ch}‘ TEMb

ve

o10- (€2 L - )

yazilir. Buradang”(0) hesaplanirsa,

g'(0)= (Z){ (2 (1] #)-221(
{5
elde edilir. g(¢) = ¢ +b,¢? +... ifadesinin ikinci tiirevining =0 da ki deeri,

9"(0)=2b, (2.6)
olur. (2.5) ve (2.6)ifadelerinin gitli ginden,

<3t )7

bulunur. S sinifina ait fonksiyonlar igirfb2| < 2 olmasi gerekginden,

) (2
f'(2)

-27|<4

a-f)
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elde edilir. Bu songitsizligin her iki yani|7 ile garpilir ve| =r oldugu distiniilirse

p-r) 282z <4

ve buradan da,

‘f 1r‘

sonucu bulunurzC igin |Rez < |7 oldugundan,

(-2

4
1-r2

1-r2 f'(z) 1- 1-r
ve
2 _ " 2
2r :lr <R zf'(z) 54+22 @.7)
1-r f'(z) 1-r

elde edilir. Dger yandanf'(z)# 0 ve f'(0)=1 oldusundan, logf'(z) _, =0 olacak

sekilde log f'(z) nin bir analitik dali vardirz = re'? igin,

0 . 0 . 1 zf" (2
—log|f'(z) =—Re log f =—R 2.8
or g‘ ( )| or e{ g (Z} r {f ’(z)j (2.8)
yazabiliriz. (2.7) ve (2.8) i kullanarak,
ir r24 9 Iog‘f (re"’)‘ 4 (2.9)

esitsizligini elde ederiz.6 sabit tutulur vef'(0) =1 oldusu g6z 6nine alinirsa (2.9)

esitsizliginin her G¢ yaninin integralinden,

1-r 1+r
Iog((:L )j Iog‘f (re' )( Iog[(l—rfj

bulunur. Boylece bu somigsizlikten de,

1-r <‘f'(re‘9)‘< Ll

ve dolayisiyla
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-l oy [ 10
A { }

esitsizligi elde edilir. Bu sinirlar kesindir.
Teorem 2.4.3: S sinifi kopmaktir ( Duren 1983).

Ispat: f OS icin bukilme sininindaki tist sinirda$ sinifinin yerel diizgiin sinirli bir

aile oldysu ve bu nedenle d& nin bir normal aile oldgu sdylenebilir.S nin kompakt

oldugunu gostermek i¢cinS nin kapali oldgunu gostermek yeterlidirk — o iken

f, - f (U da yerel dizgin) olacakkilde S de{fk}kml dizisini gbz 6niine alalim.
f ya tinivalent ya da sabit olmalidif.(0)=0 ve f'(0) = lim f, (0) =1 oldusundan f

Univalent olmahdir. Yanif S dir. S kapal ve sinirli oldgundan kompaktir.

Teorem 2.4.4: f JA olsun.U birim diskindeRef (z)= 0 olmasi igin gerek ve yeter

sart u(2m) - 1(0) = Ref (  ve zOU olmak uzere,

2m it
f(z)= [212

1-ze" d,U(t)+i Im f(O)

0

olacaksekilde [0,277] aralginda azalmayan biu fonksiyonu olmasidir (Duren 1983).

Sonug 2.4.5 (Herglotz formuld): pO7P fonksiyonu verilsin. Buna gorg@ 1P olmasi

icin gerek ve yetegart U birim diskinde

2

o2)= |

0

cit
1+ ze d (t)

sit

1-ze
olacak sekilde ve u(27)- 1(0)=1 olmak tzere[0277] aralginda azalmayan bip

fonksiyonunun olmasidir ( Duren 1983).

Herglotz formull, pozitif reel kisma sahip fonksiar icin gagidaki bukilme

(distortion) sonugclarini verir.
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Teorem 2.4.6: pOP ve|Z=r <lise

1- 1
s|dg) s (2.10)
1-r 1+r

1, <Re p(z)s;, (2.11)
p(2) <2 oz) 2 (2.12)

1-r* " (1-r)
esitsizlikleri vardir. Bu sitsizlikler kesindir (Goodman 1983; Duren 1983).

Uyari 2.4.7:(2.10) formulina kuIIanara|<z| =r <1 olmak tzere her bir sabt noktasi

2

merkezli ve yaricapl kapali disk icerisinde

2 1_r2

ve pOP icin plz) lerin i”
i

kaldigi kolayca gériilir. Buna gérp 0P ise|4 =r olmak lizere

(z)_1+r2 . X

1-r2|" 1-r?

y p ]
/\

Sekil 2.3: U, nin pOP altindaki gorintisu

Ayrica Herglotz formdlt P sinifindaki fonksiyonlarin katsayilari igingagidaki

sinirlari verir. Bu sonug Carathéodory tarafindiaie edilmitir.

Teorem 2.4.8: 20U olmak iizerepOP fonksiyonu, p(z)=1+> p,z" seklinde bir

n=1

acihimina sahipse her=12,.... icin |pn| < 2 dir. Bu tahminler kesindir (Duren 1983).
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ispat: pdP oldusundan, u(277) - (0) =1 ve

2

o2)= |

0

1+ ze™
1-ze" t

olacak sekilde [0277] aralginda azalmayan biry fonksiyonu vardir. integralin

binomial acilimi hem=122,.... icin
2 )
p, = ZI e du( Y
0

esitli gini verir. Buna gdre, iddia edilgi gibi | p,| < 2 dir. Agik bir sekilde |4 =1 olmak

1+ Az
1-Az

tizere p(z) = icin [p,[=2, n=12,.... dir.

Sonug 3.4.9:P kompakt bir kimedir (Duren 1983).
Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlaf” sinifina ait oldgundan S sinifindaki
fonksiyonlar i¢in elde edilmgive bikulme (distortion) ve gesheme (Growth) teoremi

olarak bilinen teorens" sinifina ait fonksiyonlar icinde gaudur.

Teorem 2.4.10: f OS"ve |7 =r <1 olsun. Bu taktirde,

r r
g <|f(z) < = (2.13)
ve
1-r , 1+r

bagintilari vardir. Bu tahminlerin hepsi kesindir. Kue fonksiyonunun uygun bir
donmesi icin bu bantilarin her biri gitlik hali icin gecerli olur (Goodman 1983; Duren
1983).

Bu teoremin direkt sonucgudur: S” kiimesi.A nun kompakt alt kiimesidir. Ayric&

sinifi iginde gegerli olarl/4 Koebe sabitiS™ sinifi igin de gegerlidir.
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Normalize edilmg konveks fonksiyonlar igin sagidaki bukulme (distortion) ve
genksleme (Growth) teoremi verilebilir.

Teorem 2.4.11: f OC ve |7 =r <1 olsun. Bu taktirde,
—<|f(z) s — (2.15)

ve

AT
W—“ (Z)|— (1—!‘)2 18)

bagintilari vardir. Bu tahminlerin hepsi kesindirsitik A C ve |/1| =1 olmak Uzere

f(z) = 1 Z)lz fonksiyonu icin sglanir (Goodman 1983; Duren 1983).

ispat: f, U da normalize edilngi analitik fonksiyon ve g(z) = zf'(z) iken fOC
olmasi icin gerek ve yetgart g00S" olmasidir. Bu teorem ve
r

r
ey ey
esitsizligi goz 6niine alinirsag 0S” oldugundan

r

ve buradan da

yazilir. Boylece|Z =r iken

elde edilir.Simdi

r r
—<|f <
e =1@=

esitsizliginin alt sinirini elde etmek iciz sabit olmak Uzer¢z| =r <1 alalim. f OC

oldugundan, 0 vef(z) arasindaki kapall dogru parcasif(U) da ihtiva edilir., I
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egrisinin ters goruntusu isg, 0 noktasiniz noktasina birlgiren bir basit gridir. O

halde,

?) = J|w = Ilf Y

v
ot—-
—
B,

<
o
S
v
ot—"
[EEY
o
S
1
7\
|_\
NS

elde edilir.

Teorem 2.4.12: f OC ise U birim diskinin f altindaki gériintisii olarf (U), Uy,

diskini ihtiva eder. Bu sonug kesindir (Duren 1983)

Ispat: fOC oldugundan Teorem 2.4.11 kullanilir vle:_—<|f(z)| esitsizliginden
r

r - 1 igin limit alinirsa alt sinir olarakf(z) = /2 elde edilir.

Bu teoremin bir bgka ilging ispati 1964 yilinda MacGregor tarafindgagidaki gibi

verilmistir.

cd f(U) oldugunu kabul edereHdzﬂZ oldusunu gosteregaez. Kabul edelim ki

fOC ve f(z)#c olsun. zOU olmak tizereg(z) = (f(z)-c)* fonksiyonunu goz
6nune alalm.g fonksiyonu Univalenttir. Clinkiz, z, U olmak Uzerez, # z, iken
a(z,) = o(z,) olduzu kabul edildginde,
(f(z)-c) = (f(z)-c) =
f2(z)- Zc( )+c? = £2(z,)-2cf(z,)+c* =
t*(z)-1(z) =24 1(z)- f(z)]=
[£(z)- f(zz)]-[f(zl)+ f(z,)-2c]=0

yazilabilecginden
f(z)=t(z) veya f(z)+f(z)=2c

29



elde edilir. f fonksiyonu U da tinivalent oldgundan z # z, iken f(z,)= f(z,)

olmalidir. Halbuki

olamaz. f konveks oldgundan M:cmf(u)

cO f(U) dir. O haldeg fonksiyonu|Z <1 de tnivalenttir. Dier yandanzOU olmak

Uzere;

Hz)= ¢’ - d(z)

2c
fonksiyonu da|Z<1 de tnivalenttir. Ayricag(0)=c® ve g'(0)=-2c oldusundan
h(0)= 0, h'(0)=1 sartlar da sglanmaktadir. Yanih(S dir. f(z)#c iken g(z)#0
olacazindan hz) # ¢/2 olup

1 1
2—:>|c|2—
4 2

c

2

elde edilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
Duzgin Yildizil (Starlike) ve Dizgun Konveks (Covex) Fonksiyonlar
3.1 Duzgin Yildizil ( Starlike) Fonksiyonlar

Duzgin yildizil fonksiyonlarin tanimi ilk kez 199tlinda Goodman tarafindan

asagidakisekilde yapilimgtir.

Tanim 3.1.1: Eger f OS fonksiyonu U birim diskinde kalan ¢ 0U merkezli her
dairesely yayini , f (Z) ye gore yildizil bir yay Gzerine dogturiyorsaf ye dizgin
yildizil fonksiyon denir (Goodman 1991).

U da dizgun yildizil fonksiyonlarin sinifiddS7 ile gosterecgz. Yukaridaki tanim

analitik olarak ilk kez 1991 yilinda Goodman tamafn aagidakisekilde verilmitir.

Teorem 3.1.2: f OUST olmasi igin gerek ve yetsart, her z,¢ JU igin
rd (220791, ¢ (3.1)
f(2)-1(¢)

esitlizli ginin sgglanmasidir (Goodman 1991).

Teorem 3.1.2 d& =0 alindginda 4S7 0 S” oldugu anlagilir. Bu yuzden, f OUST
icin |eg|sl dir. f OUST igin, bir en iyi S|n|r|n|an|s% oldugunun Charles Horowitz

tarafindan ispatlangini Goodman [15] numarali makalesinde belistmi Yukarida
bulunan katsayi tahminleri kesin gleir. Dizgun yildizil fonksiyonlar icin kesin bir

katsayl tahmini henliz ¢ozilemetiti Ozel bir takim f O4S7 fonksiyonlari icin

katsay! tahminlerini 1991 yilinda Goodman, TeoreinZ3 in bir uygulamasi olarak

A(2)= =

N

Z
1-bz

OUST = |4
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2

seklinde oldgunu gosterngtir. Ayrica eer, F,(z) = z+ bZ,( 1) ve |b|52— ise
n
F, OUST dir. 1992 yilinda Merkes ve Salmassi yukaridakiusw gelgtirerek siniri

n+1

olarak genellgirdi. Fakat bu siirb# 2 igin kesin dgildi. Bu sinirin

kesinligi 1997 yilinda Nezhmetdinov tarafindan elde edifdirica b :% alinirsa F,

fonksiyonun disk otomorfizminin/S7 sinifindan olmagh goralir.

Teorem 3.1.2 in bir ger uygulamasi

(z-¢) 7'(2)

t(2)-1(¢)
fonksiyonunu sirasiylZ ve { nin kuvvetlerine gore Taylor serisine agmakur. da
pozitif reel kisma sahipp(2)= ¢+ g2+ ¢ z+... fonksiyonu icin |c,|<2Re(,)

esitsizligini kullanarak @agidaki sonucu soyleyebiliriz.

Teorem 3.1.3: f OUST olsun. Ayrica p,, P, ¢, ¢ fonksiyonlari gagidaki gibi

tanimlansin
%(Z)=@, pl(z):f(Z)(l—Zfaz \-¢
=gy E T
Bu durumda,

|p(¢)|=2Re( (7)) Ve |au(2) <2Re(q(3)
dir (Goodman 1991).

2
Teorem 3.1.3 ve|an|SE esitsizligini kullanarak f OUST  fonksiyonlar igin

gengleme (growth) gitsizligi elde edilir. Bu gitsizlik

r
1+2r

s‘f (z)‘s—r+2|nrlr, 14=r<1



seklindedir. Teorem 3.1.3 in birgkr uygulamasiyla

f(z)-f(¢) _tf'(tz+(1-1)Q)
(z=¢) (2 (2

yazilir. 1992 yilinda, Merkes ve Salmassi biigi kullanarak herz, wlJU igin
fl
R ﬂ = fOUST
t'(2)

()
f OUST = Re
[fTﬁJ

dt

Oty

ve

£

gerektirmelerinin dgru oldusunu gosterngiir. Burada% sinirt en iyi sinirdir.

Merkes ve Salmassi ayni yil diizgun yildizil fonksilar ve Hadamard carpimini

ili skilendirmek icin @agida dnemli bir sonug ispatlasgtr.

Teorem 3.1.4: f 0.4 olsun. f OUST olmasi igin gerek ve yetgart |a|<1 ve|B/<1

olmak Uzerea, S0C kompleks sayilari icin
z
f(z)O
(&)= ar) 152
£ (z)D;

(l—crz)2

Re >0, zOU

olmasidir (Merkes ve Salmassi 1992).

1994 yilinda Ronning4S7 sinifini aratirmak i¢cin Hadamard carpim tekmin daha

kullanigh oldugu sonucuna varrgtr.

Teorem 3.1.5: f DUST olmasi igin gerek ve yetgart herzO U, |¥ =1 icin

R{M] >0 (3.2)

(- (3

dir (Ronning 1994).
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Tanim 3.1.6: G kimesi A nin A7 6zelligine sahip bir altkimesi olsung
kiimesindeki herf fonksiyonuU, diskinde .17 Ozelligine sahip olacakekilde eer

R sayisi tumr sayilarinin en kigtk Ust siniri is¢ ye G kiimesinde A7 6zelliginin

yaricapi denir.

Ornezin; bir yildizil fonksiyonun konveks olmasina gengiktur. Her yildizil fonksiyon

|z|<2—\/§ diskini konveks bir bolge (zerine resmeder. Bu dgiz yildizil
fonksiyonlarinS” sinifinin konvekslik yan(;apz—x/é dir. Merkes ve Salmassi [30] ve

Ronning [41] birbirlerinden Bamsiz olarak konveks fonksiyonlar@ sinifinin ST

yarl(;aplnlnl/\/z oldugunu gostermsitir.  Yine Merkes ve Salamasi [30] 6n yildizil
fonksiyonlarin sinifinir/S7 yaricapi icin bir en diik alt sinir elde etrgiir. Asagidaki

teorem Univalent fonksiyonlarin bilinen alt sinrflegin yaricap sonuclarini icerir.

Teorem 3.1.7:

(1) S Univalent fonksiyonlarinin sinifi igiedS7 -yarigapir, = 0.3691
(2) S” yildizil fonksiyonlarin sinifi icin/S7T -yaricapi 0.369<r,'< 1N 7

(3) C konveks fonksiyonlarin sinifi icirdST -yarlgapll/x/z

J2-1 -
< f<1 icin
J2+1 p<lic

4) R On yildizil fonksiyonlarin sinifi igink/S7 - yaricapl

(1+8)/(1-B)
dir (Ali ve Ravichandran 2011).

3.2 Dluzgun Konveks Fonksiyonlar:

Duzgin konveks fonksiyonlarin tanimi ilk kez 199lingla Goodman [14] tarafindan

asagidaki sekilde yapilmgtir.

Tanim 3.2.1: Eger f S fonksiyonu U birim diskinde kalan ¢ O0U merkezli her
dairesel y yayini, konveks bir yay Uzerine daémiriyorsa f ye duzgin konveks

fonksiyon denir.
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U da dizgun konveks fonksiyonlarin sinifégdC) ile gosterecgiz. Yukaridaki tanim

analitik olarak ilk kez 1991 yilinda Goodman tamafn aagidakisekilde verilmitir.

Teorem 3.2.2: f OUCY olmasi igin gerek ve yetegart, her z,{ U igin

Re{l+(z—() ];((;))jz C (3.3)

esitlizli ginin sgglanmasidir (Goodman 1991).

Goodman ayni ¢calmasinda

z

I:(Z)zl—Az

olmak tzereF OUCY = |A<1/3 oldugunu gdstermtir. Teorem 3.2.2 de ozel olarak
¢ =0 alimirsaldCy O C oldugu goralur. Ayrica yine Teorem 3.2.2 de=-z alinmasi

durumunda UCY O C(1/2) oldugu aciktir. Duzgin yildizil fonksiyonlar igin iki

degiskenli olarak verilen ve kullagn bakimindan zor olan Teorem 3.1.2 vyi tek
degiskenli olarak yazamiyoruz. Fakat Duzgun konveks $Soydnlar icin bu durum
bdyle dgildir. Yani Teorem 3.2.2 yi tek ggskene bl olarak yazmak miumkunddr.
Bunu ilk defa 1992 yilinda Ma ve Minda ve 1993 nala Ronning sagidaki teoremle
gostermgtir.

Teorem 3.2.3: f UA olsun. HerzOU igin, f OUCY olmasi igin gerek ve yeteart

o +zf"(z) >|z1”(2)|
e o

esitsizliginin sgzslanmasidir (Ronning 1993).

zf"( 2)
t'(2)

Simdi (3.4) Un geometrik yorumunu verelim. (3.4gzliginde 1+ =w alalim

ve

Q, :{a)D(C:Rew>|a)—1}

35



kimesini tanimlayalim.Q, kimesinin (Ima))2 =2Rew- 1 parabolinin i¢i oldgu

kolayca gorulebilir. Boylece€, kimesinin elemanlari reel eksene gore simetrik ot

tepe noktas(%,o) koordinatlarina sahip parabollerin bir kimesi@idylece

zf"(z)DQ

t'(z) °

gerektirmesi yazilir. 1993 yilinda RonningCV sinifindan yola cikarak sagidaki

fOucy - 1+

parabolik yildizil fonksiyonlarin sinifini tanimlad

Tanim 3.2.4: f A olsun. Ber f fonksiyonu

R‘{ ; '((5)] % oF *

esitsizligini sggliyorsa f fonksiyonuna parabolik dizgin yildizil fonksiyoanit. Bu

fonksiyonlarin olgturdusu sinif S ile gosterilir (Ronning 1993).

Diger bir ifadeyle Alexander teoremini kullanarak, sinifi f OUCY olmak Uzere
zf'(2 fonksiyonlarinin olgturdugu sinif olarak tanimayabiliriz. Yani

S,={FO0OA4: F=2zf'(2, fOUCV}

zf'(2)

yazilir. Q, kimesi parabolik bir bdlge olgundan ve— =~ = w alinirsa

t(2)

zf'(z)DQ

g 7

f0S, =

gerektirmesi yazilir. Dolayisiyld (0 S igin

ve
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esitsizlikleri elde edilir. BuradanS, [ S™(1/2) oldugu kolayca gorulur. 1992 yilinda
Ma ve Minda ve bunlardan pansiz olarak 1993 yilinda Ronnin@ yi Q  bdlgesi

Uzerine resmeden d&giimi ¢, :U — C olmak tizere

2( 144z)
¢p(z):17['°ng
:1+£(Z+—222+§2+ﬁ 2+j (35)
2773 a5 105

seklinde tanimladilar. Boylec&CV ve S, siniflarini subordinasyonu kullanarak

zf'(2)

Sp:{f 0A: e <¢p(z)}

ve

UCV={1‘ 0.4 1+ Z:“(Z)<¢p(z)}

formda yazabiliriz. Ronning ayni makalesind'e(t) Riemann zeta fonksiyonu olmak

uzere f OUCY igin,
1£'(2)|< exp[%(g)j =~ 5.50:

bikulme sitsizligini ve ayrica bu gtsizligin kesin old
,ugunu  gosterdi. Alexander teoremini  kullanarakf OS" « zf'OC  ve
fOS, = zf'OUCY oldugunu soylemitik. Buna benzer bir sonucu&, veUST

siniflari icin d@ru olmadgini Ronning [39] cabmasinda gosterstir. Yani
UsT os, ve §0UST

Ravichandran [36] ve [37] camalarindadal/CV ve S, siniflar igin yetersartlari

asagidakisekilde elde etnstir

N

—
—
L

N
—
— -
NP
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Bu ssitsizliklerin ispati igin
| <%:>|a,1 <%:1——;<1—|a1< Re(*w’

gerektirmesi kullanilir. Goodman [13] gahasindal/CV sinifi icin katsay! gtsizligini
asagidaki teoremle verngtir.

Teorem 3.2.5: f S olsun. EBer f fonksiyonu igin

>on(n-1)]a/<3

n=2

esitsizligi saglanirsa f JUCY dir (Goodman 1991).

Alexander teoremi kullanllarali(n—l)|an|s% esitsizliginin sgglanmasi durumunda

n=2

f 0S, oldugu gorulir. Daha sonra Subramanian, Sudharsan, Baksmanyam ve

Silverman 1998 yilinda negatif katsayili fonksiyamicin katsay gtsizligini asagidaki
bicimde elde etngtir.

Teorem 3.2.6: a,=20 olmak Uzere f(2) = z—Z::Z g 2 fonksiyonu verilsin. Bu

durumda

fOUcy « in(zn—l)qsl

n=2

fOs, - i(Zn—l)ans 1
n=2

gerektirmeleri s@lanir (Subramanian, Sudharsan, BalasubrahmanyanSilverman
1998).

Negatif katsayilif fonksiyonlarinin sinifin ile goésterelim. Ayrica
TUCV=T nUCY, 15,=TnS, 1S8'=TnS", TC=TnC
siniflarini tanimlayalim. Yukaridaki siniflardan Veorem 3.2.6 dan sonug olarak,
TUCY =TC (Y 2) ve TS, =TS"(2)

yazilabilir. Ayrica Teorem 3.2.6 dan
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1
2n-1

f(z)=z- A20S, = | A<

ve
1

fOUCY - |Al< a1

oldugu kolayca gorular.

Katsayi agitsizligi icin yukarida elde edilen sonuclar daha genetedai bélgeler icin

geniletilebilir. Bunun igin a>1/2 olsun. Béylecelw—1 = Rew parabolii Uizerindeki

noktalarincw=a noktasina olan minimum uzagin

1 1 3
ATy 3T
J2a-2; azz

oldugu gortlir. Buradan yola ¢ikarak Shanmugam ve Rawvidhan [47]

AR o touey
t'(2)
ve
zf'( z
f((z))—a<Rd:> fOS,

oldugunu gosternsiir.

Ronning [37] caymasinda f 0S, fonksiyonu igin gereksart problemi Uzerine

asagidaki teoremlari ispatlarstir. Bu teoremlerin ispatini vermeden 6nce ispd#ar

yardimci olacak bir teorem verelim.

Rogosinski Teoremi h(2) :1+i G Z fonksiyonu U diskinde H(2) :1+i C 7

k=1 k=1

fonksiyonuna subordinate olsungdt, H(z) fonksiyonuU da univalent veH (U)

kiimeside konveks is¢g, | <|C,| dir (Pommerenke 1975; Duren 1983).
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Teorem 3.2.7:f O S, olsun.Bu durumdac =8/77° olmak iizere

la,|< c ve |ah|sni_1 z (1+k%2j

esitsizligi salanir (Ronning 1993).

Ispat: f(z)= z+i a 208, ve P(9=zf( 3/ f( j:1+i €'z olsun. O halde,
k=2 k=1

(3.5) de tanimlanag fonsiyonu igin P< ¢ dir. P(z) fonksiyonuU da Univalent ve
P(U), |w-1< Rew olan konveks bir bolge olgundan Rogosinski teoremine gére
¢(z)=1+(8/7*) z+ ... dir. Buradan|c,|<8/7 = ¢ yazilir. Simdi, zf'(2)= A J f( 2
de z" nin katsayilarini karlastirirsak,

(n-1)a, =:Z:Ch_ke&
yazilir. Buradan|a,| =|c|<8/7" elde edilir. Ber f icin zf'(2)/ f(2= H 2 segimi

yapilirsa a, =8/77 ile f 0S8, yazilir. Buradan sonucun kesin ofdugordlir. Ayrica,
yukaridaki gitlikten

1 1 1 -
2l Sle + qals S(lcl+[ d| al) <5 €1+ $=07

elde edilir. Buradan sonra matematiksel timevarémtgmini kullanarak ispat yapilir.

Bunun icin

|ak|ski_1(1+c)(1+gj..(1+ kc j k= 3,4,..n-

oldugunu farz edelim. O halde,

(n-Dlal=F s als & a
sc(1+ c+§(1+ c)+§(1+ c)(1+_;j+ +nTCZ( T c)( J:L—;) ( }nTC?D

=c(1+ c)(1+§j ..(1+ nfzj

ve
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elde edilir.

Teorem 3.2.8: f (z) = z+ g 2 fonksiyonununS, sinifindan olmasi igin gerek ve yeter

sart
la,|<¥/(2n-1)
olmasidir (Ronning 1993).

Ispat Bunu gostermek icifZ =1 alinarak, Tanim 3.2.4 U kullanmak yeterli olur.

la,|=r ve a,Z" = ré’ olsun. Boylece icin, Tanim 3.2.4 de fonksiyonu icin

n-1)re? i
(n-)re?| . Lenre (3.6)
‘ 1+re? ‘ 1+ re?

yazilir. Gerekli hesaplamalardan

_1+nre? _1+nr?+(n+1)r cogp

T 1+re? ‘1+ re”"2
oldugu goralar. Bu ylizden, (3.6) denklemi

(n_l)rsl+nr2+(n+1)r008¢: #nr?+(n+ )r cog 3.7)

‘1+ re“”‘2 (1+ r’+2 00375)1/2
esitsizligine denk olur. (3.7) nin gatarafig = 77 icin minimum dgere sahip olup bu
minimum dger 1-nr dir. Bundan dolayi (3.7) icin gerek ve yegart (n—l) r<il-nr

yadala,|=r<1/(2n-1) olmasidir.

Sonug 3.2.9:g(z) = z+ R 2 olsun. Bu fonksiyonuri/CV sinifindan olmasi icin gerek
ve yeterart,
lb,|<1/n(2n-1)

olmasidir (Ronning 1993).
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Teorem 3.2.10:k(z) = Z/(1- A3” fonksiyonununsS, sinifindan olmasi icin gerek ve

yetersart |A s% olmasidir (Ronning 1993).

S sinifina ait fonksiyonlar i¢inS, yaricapina ifkin teoremi Ronning 1993 yilinda

asagidaki teoremle verngtir.

Teorem 3.2.11: Eger fUS ise %f(rz)DSp olmasi icin gerek ve yetesart,

r<0.33217.. ve 1 (rz)0S"(1/2) olmasi icin gerek ve yetesart rs% olmasidir
r

(Ronning 1993).
Sonug3.2.12: f OUCY olsun.Bu durumda
F.(2)=zf'( ;] £<¥/3
1
Fz(z):a[ t(2)+ 2f( 3] |z<(J1_7—3)/2

k+l

“*£({)dZ;|2<1, O(K>0

Zf
(2= j dZ 12<1, |7|sp =1
0

fonksiyonlari iginF, (2) DUCV, (1=1, 2,3, 4, dir (Ravichandran 2002).

Tanim 3.2.13:a,b,cOC; c¢c#0,-1,—2.. olsun.

o n

F(ancg= 3

s n

fonksiyonuna Gaussian hipergeometrik fonksiyon d@6im ve Ponnusamy 1999).

Burada(x), Pochhammer sombolu (veghifted faktoriyel olarak bilinir ve

1 n=0,
(%), ={ )
k(k+1)..k+n-1) nON «0OC.

seklinde tanimlanir.
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Bu seri normallgtirme sartlarina gére dUzenIenirSEF(a, b G jDA olur.

Teorem 3.2.14:a,b0C-{0} ve c>|g+|d+2 olsun. Eer

Me-ld-[6)r(9)(,, 20a),(d), , sl |_
[F(C-Iai)r(c-lﬂ)J[l (c[a-16-2), c-[d-Jg-1)=°

esitsizligi saglanirsazF(a b ¢ 20UCY dir (Kim ve Ponnusamy 1999).

3.3 k—Diizglin Konveks Fonksiyonlar

Dlizgun konveks fonksiyonlarin geneli ol&n Dizgunkonveks fonksiyonlar lzerine
ilk calisma Kanas ve Wisniowska tarafindan 1999 yilindalweiir. Yazarlar Kk -

Duzgunkonveks fonksiyonlarisagidakisekilde yapiimgtir.

Tanim 3.3.1: 0<k <wolsun. Ber f OS fonksiyonuU da |{|<k olacaksekilde {

merkezli hery dairesel yayin gorintisini konveks bir bolgeyeneziyorsa f 1S

fonksiyonuna k- Diizgiin konveks fonksiyon denir. Bitirk- Dizgin konveks

fonksiyonlarin sinifikk —2UCV ile gosterilir (Kanas ve Wisniowska 1999).

Teorem 3.3.2: f 0.4 ve 0<k <o olsun. Bu durumdda Ok —2UCV olmasi icin gerek

ve yetersart zOU ve |{|<k olmak tizere

Re£1+(z—Z) Zf"(Z)Jz C (3.8)

t'(2)

Olmasidir (Kanas ve Wisniowska 1999).

Bu tanimdan gorildiu tzere tanim iki d@skene bglidir. Bu tanimin tek déskenli
oldugu durumu ilk defa 1999 yilinda Kanas ve Wisniowtkafindan verilnitir.

Teorem 3.3.3: f A ve 0<k <o olsun. Bu durumdd Ok —2UCV olmasi igin

gerek ve yetegart
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Re(1+ Zf,' j |Zf’ j (3.9)
f | (2]

olmasidir (Kanas ve Wisniowska 1999).

Ispat: Yetersart: (3.8) ssitsizliginde k =0 alindginda sonug konveks fonksiyonlarin

sinifi olan C ye ve k=1 alindginda da parabolik fonksiyonlarin sinifi olas), ye
indirgenir. Dger taraftan O<k<oco ve fOk-UCY oldugunu farz edelim. Bu
durumda her zOU ve 0<[¢|<k icin (3.8) gitsizligi saglanir.  Simdi

6=Arg| zf'(2/ f( 3] ve { =kze" segelim. O halde (3.8}itsizliginden

A A S

elde edilir. 1+ zf"(2)/ f( 2 fonksiyonuU da analitik veO 1 1 donitirdistinden

asik deser teoremine gore, (3.10) dakkittk durumu mimkin dgldir. Boylece
f Ok —UCY olmasi icin bir gerekart elde ederiz.

Gerekgart: Kabul edelim kiO<k <o icin (3.9) sarti d@gru olsun.Ayrica w={/k

alalim.Simdi birim diskte timw ve z igin

Re{ 1+ fo," ((ZZ))} K RE{ wff} (Z)Z)} (3.11)

oldugunu ispatlamak yeterli olacaktir. Bunun i¢in Minimu prensibinden

1>|7= R>|df icin (3.11) gostermek yeterlidir. (3.9) dan

Re{1+ Zf"(z)}>k ra2 (3], 1

(g | )
sze{wff'ES)} ¥ ((f}

NS

ve boylece (3.8) elde edilir.

=w alalim

Simdi (3.9) Un geometrik yorumunu verelim. (3.9)szliginde 1+ o

ve
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Q, ={w0C:Rew>k|w- 1
:{a):u+iv: w > K (u-2)" + kz\f}

kimesini tanimlayalim. Boylece
zf"(2)
t'(2)

gerektirmesi yazilirQ, ; k>1 icin eliptik bolge, k =1 i¢in parabolik bolge0<k <1

fOKk-UCY = 1+

0o,

icin hiperbolik vek =0 icin de s& yari diizlem elde edilir.

vt 0<k<! k=1
k=0

Sekil 3.1 k-diizgin konveks fonksiyon

BoyleceO<k <o fOk-UCY igin

Re{ 1+ Zf"( Z)} > kk

f'(z) +1

ve

arctan% . Kk<ow

7—T; k=0
2

45



yazilir. 1999 yilinda Kanas ve Wisniowsk@ yi Q  bdlgesi Uzerine resmeden

donGsuimu ¢, U - C ve ¢ (2) =1+ pz+ p Z+...olmak lzere

E' k=0
1_Zl )
1+4z
lo k=1,
( "1z IJ
6. (2)={ 1 2 A S (3.12)
cos — (arccok i) lo -—— dk< 1
1-k? 71( ) ?-\/E 1-k?
%
t 2
j k k>1,
1- ) o V1 \/1 t2X2
. . z-/t o
seklinde elde ettiler. Buradall(0,1), u(2) :1 N ve K(t) birinci ¢sit Legendre
-tz
eliptik integral olup
1 1
K(t) = j dx , k= coshM
JA=x3)(1-53) 4KC(t)

seklinde tanimlanir.

Teorem  3.3.4: fOk-UCV olmasi icin  gerek ve yeter sart
¢(z)=1+zf"( 2/ f( 3< ¢, ( ¥ olmasidir (Kanas ve Wisniowska 1999).

Simdi f, fonksiyonlari herzOJU igin

1+ Zfl;,:"((ZZ))=¢k(Z) f(0) = f(0)-1=0

olarak tanimlansin. O halde Teorem 3.3.4 dgridk-UCV dir. f, fonksiyonlari

k—=UCY simifiigin extremal fonksiyondur.

Teorem 3.3.5:0<k <o ve f Ok—=UCY olsun. Bu durumda
f'(z)< (2

-r)<|f'(z)< fi(r), |4=r<1
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~f (1) <|f (2)) < 1. (1), |4=r<1
yazilir. Bazi z, #0 igin, ssitli ginin salanmasi ancak ve ancal, fonksiyonunun f,

fonksiyonunun bir dénmesiyle gercejile(Kanas ve Wisniowska 1999).

Teorem 3.3.6: f JS olsun.0< k<w igin,

>n(n-1)|al s

n=2
saglanirsa, f Ok—-UCY dir. Buradale2 sabiti en iyi sabittir (Kanas ve Wisniowska

1999).

Teorem 3.3.7:S sinifindak —UCV yarigapi

. _2(k+1) -V Ak + 6k+ 3_ 1

i 2k+1 2(k+1) ++/ 4 + 6k+ 3

(3.13)

dir (Kanas ve Wisniowska 1999).

Ispat: f OS olsun. O haldelz = r<1 igin,

(1+ Zf"(Z)J—l”z|s a (3.14)

esitsizligi saslanir. Yukaridaki  sart ((1+ re— 4r) /(1—r 2) 0) ve

((1+ r’+ 4r) /(1—r 2) 0) noktalarinda reel eksenin bir disk ile k@siidir.

Teorem 3.3.3 e gor&, bolgesi goz onlinde bulundurularak, (3.14) Qp bolgesi

icinde kalacaksekilde en biiyiikr =|z| degerini argtiracaziz. Bitiin konik bélgeler

(k/(k+1),0) noktasinin bir tek tepe noktasina sahip pichdan
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1+ﬁ—4> k
1-r> k+1

sartinin s@lanmasi gerekir. Busésizlik (3.13) da verilenr,,0<r <r, icin sglanir.

Bunu r, icin kontrol etmek yeterli olur. Buradan (3.14) €, konik bdlgesinin
sinirinin

A+t -4k

17 1-r2  k+1

(3.15)

olacaksekilde (u,,0) gibi tek bir ortak noktasi vardir. Gergektendel§3.tarafindan

sinirlandirilank nin degeri igin

U = K (u-1) + KV

2
1+r? 162
(U_lt:zj +V2:m (316)

denklemlerini ¢gozmek yeterli olur. Buradan (3.18)wkrilenu, ve u, <0 olmak lzere
(u,0) ve (u,,0) gibi iki cozimu vardir. Boyleceu, degeri (3.16) nin tek pozitif

¢Ozumudur. Buradan<r, icin, (3.14) diskininQ, bolgesinde kalgini soyleriz.

Simdi k—=UCV sinifi igcin Hadamard carpim 6zgili verelim.
Teorem 3.3.8:0<k <o olsun. f Ok -UCY olmasi i¢in gerek ve yetgart

C(t) = kit iyt - (kt-2)°

& (9= e e )]

T1-c(Y)(1-2)

ve

olmak iizeret >0, t*—(kt—1)° 2 0 ve zOU igin

1

~(t06)(7)#0

olmasidir (Kanas ve Wisniowska 1999).
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3.4 k—Duzgun Yildizil Fonksiyonlar

Dizgiln yildizil fonksiyonlarin geneli olak- dizginyildizil fonksiyonlar Gizerine ilk
calisma Kanas ve Wisniowska tarafindan 2000 yilindalmeégiir. Yazarlar k - Diizgin

yildizil fonksiyonlari gagidakisekilde tanimlamtir.

Tanim 3.4.1: 0<k<wolsun. Ber U da |{|<k olacaksekilde { merkezli hery

dairesel yayin goruntisd (¢) ye gore yildizil isef S fonksiyonunak - diizgln

yildizil fonksiyon denir.

2000 yilinda Kanas ve Wisniowska— UC)V sinifindan yola cikaraksagidaki diizgiin

yildizil fonksiyonlarin sinifini tanimladi.
Tanim 3.4.2: f 0S ve 0<k < olsun. Ber f fonksiyonu

)

esitsizligini sggliyorsa f fonksiyonunak —duzgln yildizil fonksiyon denir (Kanas ve

Wisniowska 2000).

Buitlin k - dizgunyildizil fonksiyonlarin sinifik —US7 ile gosterilir. Dger bir ifadeyle

Alexander teoremini kullanaralkk —US7 sinifi f Ok-UCY olmak lzere zf'(2
fonksiyonlarinin olgturdusu sinif olarak tanimayabiliriz. Yani
k-UST ={FOA: F=zf'(3, fO k-UCV}

zf'(2)

yazilir. Q. kiimesi konik bir bolge oldiundan ve— == = w alinirsa

t(2)
f Ok-UST - Zf—(Z)DQk
t(2)

gerektirmesi yazilir.
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Teorem 3.4.3:0sk <o ve f Ok-UST olsun. Bu durumdg, (3.12) ile tanimlanan

katsayl olmak Uzere

a< R0 Rl

N

esitsizligi gerceklenir (Kanas ve Wisniowska 2000).

n=2,3,...

Teorem 3.4.5:0<sk<oc ve f Ok—UST olsun. EBer

S [k(n-2)+1]|a/<1

n=2

esitsizligi saglanirsa f Ok -US7 dir (Kanas ve Wisniowska 2000).

Teorem 3.4.6:0<k <o olsun. f Ok-UST olmasi igin gerek ve yetgart

C(t) =kt /¢ —(kt-1)°

ve

Gt(z): ’ 7| 1- C(t)z
(1—2) C(t)—l
olmak iizeret >0, t*—(kt—1)° 2 0 ve zOU igin
1
E(f 0G)(2) 20

olmasidir (Kanas ve Wisniowska 2000).

Lecko ve Wisniowska 2003 yilind&k—-US7 sinift hakkinda onemli geometrik

sonugclar vermnsiir.

Teorem 3.4.7: Osk<o olsun. Ber fOk-UST ise 0<R<1, |{|<sk ve

r21/|Z|2+R2 olmak Uzere herd,r ve R igin f(U({,r)nU(O,R)) yildizil bir
bdlgedir (Lecko ve Wisniowska 2003).
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3.5 B Mertebeden k —Duizgin Yildizil ve k — Dlzgin Konveks Fonksiyonlar

k —dizgin yildizil fonksiyonlarin geneli olai? mertebedenk - dizgin yildizil

fonksiyonlar tzerine ilk cagma Shams, Kulkarni ve Jahangiri tarafindan 200shga

verilmistir. Yazarlar # mertebederk - diizgtnyildizil fonksiyonlari aagidaki sekilde

tanimlamgtir.

Tanim 3.5.1:f 0S8, 0<k<o ve 0< S <1lolsun. Ber f fonksiyonu

a1

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna 8 mertebedenk —dizgln yildizil fonksiyon

denir (Shams, Kulkarni ve Jahangiri 2004).

Butin £ mertebeden k —dizgin yildizil fonksiyonlarin sinift K—=UST (B) ile

gosterilir.

Tanim 3.5.2: f 0S8, 0<k <o ve 0< S<1lolsun. Ber f fonksiyonu

o +zf"(z) S |z1”(2)|+
R{l f'(z>} ‘HEIMG

esitsizligini sggliyorsa f fonksiyonunaf mertebederk —diizgiin konveks fonksiyon

denir (Shams, Kulkarni ve Jahangiri 2004).

Butln £ mertebederk - diizgunyildizil fonksiyonlarin sinifik —2UCV(p3) ile gosterilir.
Yukaridaki iki tanim arasinda Alexander teoremiegerce

fOKk-UST (B) = %JZ. f(t)dtd k—UCV(P)

0
veya
f Ok-UCV(B) = zf'0 k-UST (B).
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gerektirmeleri yazilir. K-UST (B) ve k—-UCV(L) siniflari Univalent fonksiyonlar
teorisinde bilinen bir ¢cok sinifin geneaiteilmis halidir. Buna ilgkin 6zel durumlari

asagldaki sekilde verebiliriz.
a. 0-UCyY(0)=C (Study 1913
b. 0-UST (0)=S" (Nevanlinna 1921)
c. 0-UCV(B)=C(L) (Robertson 1936)
d. 0-UST (B)=S"(B) (Robertson 1936)
e. 1-UCV(0)=UCY (Goodmarl991)
f. 1-UST (0)=S, (Ma-Minda 1992, Ronning993)
9. 1-UST(B)=S,(B) (Ronningl991)
h. 1-UCV(B)=UCV(B) (Ronning1991)
i. 1-UST (20-1)=PS"(p) (0< p< I (Ali 2005)
. 1-uUcv(2p-1=uUcy (p) (0< p< 1 (Ali 2005)
k. k=UCV(0)=k-UCY (Kanas ve Wisniowsk&999)
l. k=UST(0)=k-UST (Kanas ve Wisniowska000)

Geometrik Ozelligi: Simdi k-UST (B) ve k—=UCV(B) siniflarinin geometrik olarak

neyi temsil etigini inceleyelim. Bunun icin

Q, :{w:u+ivD(C: u> ky(u-2)*+ V¥ + 3, k=0,0< S< }
zf'(2)

f (2)

ve q(z) =1+ 2'(2) fonksiyonlarini

t'(2)

kiimesini géz ontine alalim. Ayrica( z) =

ele alalim. Tanim 3.5.1 ve 3.5.2 den
P(20Q , ve q(2LQ »
oldugu gordlur. Aghalary ve Azadi 2005 yilinda yi Q, bdlgesi Gzerine resmeden

donistimii g, ,:U - C ve ¢, ,(2) =1+ Rz+ B Z+...olmak lizere
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1+(Q-26)

1-z
2
14 20=B)( | 14z
7 1-z
¢.;(2=11-8 2 L 14z K®-p
* cos,— (arccok i) lo -
1-k? 77( ) %—\E 1-k?
u(?
_ Vt 2 _
= 'G;Sin 4l I L dx +k2 B
1-k 2C(t) o V1-x3N1-12%° k"-1
seklinde elde etrglerdir. Burada tJ(0,1), u(2) = 2=t
1-+tz

Legendre eliptik integral olup

d

K = X
0 !J(l— x2)(1- 2%°)

ve
I 7K '(t)
AKC(t)

k =cos

seklinde tanimlanirBéylece Tanim 3.5.1 ve 3.5.2 den

p=< ¢k,ﬂ7 q= ¢k,ﬁ

ve KC(t) birinci cssit

yazilir. Ayrica Tanim 3.5.1, Tanim 3.5.2 ¢, ;(2) kimesinin 6zellikleri kullanilirsa

el 2 QAL KB
"2 [~ 1+k

ve

el 2@ KB
f(2) | 1+k

esitsizlikleri elde edilir. Dolayisiyla

fOK-UST(B) = f DSD(%J 0s°

ve

_ k+p
fOk-UCV(B) = ch(ijDc

yazilir. Yukaridaki ifadelerden
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_ of KB ) 5 oo
k-UST(B) O S (kﬂjDS

ve

_ k+pB
k-UCV(B) DC( k+1jmc

icerme bgintilar elde edilir.

Q, ;(2) bolgesik ve B nin durumlarina goresagidaki bicimde konik bolgeler elde

edilir.

« k>1ise Q, ;(2) bolgesi kompleks diizlemde
2 2
u- K-8
( k? —1) V2
+

() ()

<1

seklinde eliptik bdlge olur.

« k=1ise Q, ;(2) bolgesi kompleks dlizlemde

> v +1+'B
2(1-8) 2

u

seklinde parabolik bolge olur.

« O<k<lise Q, ;,(2) bolgesi kompleks dizlemde

k2-8Y
(u— 1- kIZBJ V2
_ >1

=) ()

seklinde hiperbolik bir bdlge olur.

« k=0 ise Q, ;,(2) bolgesi kompleks diizlemde> 5 seklinde sg yar diizlem olur.
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Sekil 3.2. Q, ;(2) konik bolgesi

k=UST (B) ve kK—=UCV(L) Siniflari icin Katsayi Bagintilari

Bu kisimdak-UST (B) ve k-UCV(L) siniflarina ait fonksiyonlar igin katsayi

bagintilarini verecgiz. Ik olarak k - ST (B) sinifina ait fonksiyonlarin katsayilarini

bulmak i¢in 6n hazirlik ¢caimasi yapalim.f, ;(z) fonksiyonuk -4ST (5) sinifina ait

extremal fonksiyon (3.17) de tanimlangp,(2) fonksiyonu igin

zf 5(2
fk,ﬂ(z)

esitli gini yazalim. (3.17) de tanimlana#) ,(z) =1+ R z+..., fonksiyonu ve

P 5(2) =

f (D=2t AZ+..,

fonksiyonu g6z ontinde bulundurulursa (3.18) den

n-

(-DA= R A, A=1

bagintisi yazilr. Ozel durumda

A =H,

elde edilir. BuradarP, ler negative olmagindanA, ler de negative ggdir.
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Teorem 3.5.3:Eger f Ok -UST (F) ise bu durumda

(F;.)n—l
|a,| S—(n—l)!’ nz2, (3.21)
esitsizligi saglanir. Burada

8(1- B)(arccog3 3 0<k<1

T (1-k?) B ’
Ri=RkA)={ 2P k=1, (3.22)

' (1-f) K>1
At @A+1)KE - 1K ()

dir. (3.21) deki gitlik ancak n=2 veyak =0 igin s&glanir.

Ispat: f Ok—-UST (B) ve f(2) = z+ z:zz g 2 fonksiyonu verilsin. Ayrica

zf'(2)
=<
p f(2) ¢k,/3
oldugunu biliyoruz. h(z):%:HEm_lqj‘ olsun. ¢, , fonksiyonu U da
z n= ‘

univalent veg, ,(U), konik bolgesi de konveks bir bolge offlindan, Rogosinski'nin
teoremi uygulanabilir. Bu durumda (3.22) de veriRr B(k, 5) icin
lc/<B, nz1, (3.23)
elde edilir.Simdi
zf'(2=H23 ( 2

esitli gi icin her iki taraf icinz" katsayilari gtlenirse
n-1
(n-Da,=> ¢ 3, a=1 (3.24)
i=1

elde edilir. Dolayistyla (3.23) ve (3.24) dea,| =|c|< R bulunur. Boylece sonug =2
icin dogrudur. Simdi n>2 olmak Uzere farz edelim kj <n-1 i¢in (3.21) dgrudur.

(3.23), (3.24) kullanilarak vbj‘ ye time varim yontemini uygulayarak
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la,| <

1 n-1

g+ Ss 4]
& ()i

S

elde edilir. Dger taraftan (3.24) icin yine time varim yontemi ulznirsa

1+”§ (R _ A+R)(2+R)..((= 2)+ B)
= (1 -D! (n-2)! '

bulunur. Béylece teorem ispatlannolur. (3.20) dikkate alindindan=2 icin sonucun
kesin oldgu goralar. Eer k=0 alinirsa bu durumda

P.(0,8)=R(0,8)= 2(2- £ ), n= 1,2,. olur ve (3.19) dikkate alinginda da

(F;.)n—l n>2
(n-pr"

bulunur. k=UST () ve k—-UCV(L) siniflar icin Alexander teoremini ve (3.18)

Ah:

denklemiyle verilen f, (z) fonksiyonunu g6z onlnde bulundururs&k-UCV(S)

sinifi icin extremal fonksiyon

¢ f5,(6)
5, (D) =2+ BZ+ Br_s
B j :
olur. Ayrica (3.20) den
P
B,=-2%
202
elde edilir.
Teorem 3.5.4:Eger f Ok —-UCV(L) ise bu durumda
2| < B,
3.25
|an| (P)n 1 n> 2’ ( )

esitsizligi saglanir. BuradaR, := B(k, 8) (3.22) ile tanimlanan sayidir. (3.25) deitlek

ancakn =2 veyak =0 igin sglanir.

Asagidaki teoremk —UST (£) sinifi igin bir yetesart problemi niteli tagir.
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Teorem 3.5.5:Eger f(20A fonksiyonu

S+ K- (k+ Bl 3] <1- 8 (3.26)

esitsizligini sagliyorsa f (z) 0 k—UST (F) dir.

Ispat: Ispat icin

k

zf'(z)_]‘_Re{ raf( z_J}< w
f(2) f(2

esitsizligini gostermek yeterli olur. Teoremin hipotezindén-) " |a|>0 olur.

ﬂ—]‘—Re{&—J}s (k2R .1
f(2) f(2 f( 2
_ary . (0-Dlaf 4
=y falld”
. @+k)Y " (n-1)|3]
1= ol

elde edilir. (3.26) dan sositsizligin (1- £) ile sinirlandg gorular.

Boylece

k

Teorem 3.5.6:Eger f(20.A fonksiyonu

> rini+ K- (k+ Bl 3| <15

esitsizligini sagliyorsa f Ok —UCV (L) dir.
Sonug 3.5.7Eger |a,|< (1~ B)/(2+k-B) ise f(2) = z+ 3 20 k-UST () dir.

Teorem 3.5.8: f(0A fonksiyonu n=2, 7r0OR ve argh, =6, icin
g, +(n—-1)7 = m(mod 27 ) ssitli gini saglasin. Ber f(z) 0 k-UST (B) ise

> [n1+ - (k+ ]| 3| <15

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Eger f(2) 0 k-UST (B) ise tanimdan

k‘z+2::2 ng ? —l‘s R% z+y - na '2_13}

(z+Y7 a7 %Y, a2

veya

(2 (=03, 27 _ Re{ 1-5)+¥, ()3 21}
‘ 1+y" a7z’ ‘ 1+ a2t
yazilir. Teorem 3.5.8 in hipotezinderz,= ré" alinirsa
>kn-Dla ™t _@-p)-3, (n-p)al
1-2 ol 1= ol ™

bulunur. Son gtsizlikte r — 1" alinirsa teorem ispatlangrolur.

Teorem 3.5.9: f(20A4 fonksiyonu n=2, r0OR ve argh, =6,
6.+ (n—1)r = (mod 27 ) sitli gini saglasin. Bger f(z) O k—-UCV(L) ise

Yninl+ K- (k+p)] a|<1-p
n=2
esitsizligi saglanir.

k—-UST (B) ve k=UCV(L) Siniflari icin Fekete-Szeg6 Problemi

Lemma 3.5.10:(3.17) de tanimlanas, ,(z) =1+ Rz+ B Z +... fonksiyonu ve

B :Earccosk icin
s

2(1-B)B° 0<k<l
(1-k*) B
p=f XA =1
ﬁ(l_ﬂ) k>1
A(k* -V (1+ 1) £2(1)

ve
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dir.

Asagidaki Lemmak —UST (B) ve k—UCV(L) siniflari icin Fekete-Szegd problemini

¢bzmede 6nemli rol oynar.

Lemma 3.5.11: hO7P, fonksiyonu h(z)=1+¢z+ ¢ Z+... seklinde verilen bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

lc,| <2, ‘C?—cf‘s 2 ve

1 1
C, —5012 s 2_E|Cl|2

esitsizlikleri sgglanir (Koept 1987).

ilk olarak k—UST (B) ve k—=UCV(B) siniflan icin Fekete-Szegd problerki nin
farkli deger araliklarina gore 2010 yilinda Orhan, Deniz vadianu tarafindan

¢cozalda.

Teorem 3.5.12: f Ok -UST (B) ve 0<k<Zlolsun. O halde,

0, =— {5(14(2) +(7—6,8—k2)J

12(1-8)| B?
1 ,n 1-K?
v (LA

seklinde verileno, ve g, degerleri igin,
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2(1-p)B*( A1-p)B* 1 (7-66-K)B7)
e) | () 73 6K K=o
‘ﬂazz‘as‘ﬁ (1(;_%)5;2; o,Su<0
201-p)B°((71-68-K)B* 1 2A+-p)E* |
k) | (k) 3 (k) M) %

ssitsizligi sgglanir. Kitlik 0< @< 2r;,0< 7 < 1igin,

®(2,6,7)= zexp{ joz{(pk, ; E%;”)j— J}d—gJ (3.27)

fonksiyonu ile sglanir (Orhan, Deniz ve Raducanu 2010).

Teorem 3.5.13: f Ok=UST (B) ve k=1 olsun. O halde,

51 :1[1+ 5772 ]
27 24(1-p)

)

seklinde verilend, ve 9, dezerleri igin,

8(1-8)(81-8) ,_1_4A L))

" ( 2 F3TT e ) HE
‘,uaj—ag‘s 4(1”_2'3); 0, S U<

8(1-B)(4+-p) 1_H&LB) )

" ( 2 3w M) HEC

esitsizligi saglanir. Esitlik (3.27) de verilen(D(z,@,r) fonksiyonu ile sglanir. (Orhan,

Deniz ve Raducanu 2010).

Teorem 3.5.14: f Ok-UST (B) ve 1<k < olsun. O halde,

_1f,, +4/Cz(t)(t2+6t+1)—zr2
’01__1[1 " 24t (1) L2 (1) j
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1 +4/Cz(t)(t2+6t+1)—712_
pZ_Z_PiPl 2 (1 0 L7 (0) 1}

seklinde verilenp, ve p, degerleri igin,

B op, p M@ +8+) -7
2| TR 24t (1+1) £2(t) H=p
P
wa; - 2y < > P, < S P,
R 4/C2(t)(t2+6t+1)—n2+P_2P _ <
2| 24Vt (1+1) £7(1) it

esitsizligi saglanir. Kitlik (3.27) de veriIenCD(z,H,r) fonksiyonu ile sglanir. (Orhan,

Deniz ve Raducanu 2010).

Teorem 3.5.15: f Ok=UCV(B) ve 0<k <1 olsun. O halde,

% = 36(f—,8) {5(1;( ) +(7- 6ﬁ‘kz)J

0_ 4 ap_ L2 _1—k2
02_—36(1—,8)((7 68-k?) sz

seklinde verileno;' ve o, degerleri igin,

2(1-p8)8*( 6(1-p)B* 1 (7-66-K)B*)
3(1-k2) | 4(1-K?) H73 q + K?) HEG0
el - a< %; o< pso;
21-p)8° [ (1-8-K)8° 1_s(r-p)8 |
3(1-K?) 6(1-k2) 3 4rK) H HES

esitsizligi saglanir. Esitlik (3.27) de veriIenCD(z,H,r) fonksiyonu ile sglanir. (Orhan,

Deniz ve Raducanu 2010).
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Teorem 3.5.16: f Ok—UCV(B) ve k=1 olsun. O halde

i)

=4 g

seklinde verilend;’ ve &)’ degerleri igin,

olh

g

D

8(1-p)( 241-pB) _1_4Ep)).

3 ( 477 H 3 7 ) 2o
juat - a < A4, Ksuss
8(1-8)( 41-B) 1 24 EpB) ).

RYa { A N R

esitsizligi saglanir. Eitlik (3.27) de veriIenCD(z,H,r) fonksiyonu ile sglanir. (Orhan,

Deniz ve Raducanu 2010).

Teorem 3.5.17: f Ok=UCV(fB) ve 1<k <« olsun. O halde,

4% (1) (1P +6t+1) -
o= 1R+ ()1 )=
24Vt (1+1) L2 (1)

(e2}
~J

A7 (t)(t2+6t+1) -7
p=ti R+ I hr
6P, 24t (1+1) £2(t)

seklinde verilenp, ve o, degerleri igin,

O

P(6P 4% (1) (t*+ et + 1) -7
—| = H-R- Ul 23) . Mz
6| 4 24t (1) £2(t)
P
el - < L Pl << pf

E(4/C2(t)(t2+6t+])—ﬂ2+P_£

. < O
6| 24t(1+t)L2(t) 7 4”}’ HE P2

esitsizligi saglanir. Kitlik (3.27) de veriIen(D(z,é?,r) fonksiyonu ile sglanir. (Orhan,

Deniz ve Raducanu 2010).
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k-UST (L) ve k-UCV(B) Siniflari Igin Hadamard Carpim ve Subordinasyon

Sonuclari

ilk olarak k —ST (B) sinifina ilskin Hadamard carpim 6zetlni verelim. Bunun igin

tnivalent fonksiyonlar teorisinde dnemli bir yereedve aagidaki teoremin ispatinda

kullanilacak olarbir lemmayi verelim.

Lemma 3.5.18: f 0S"” ve gOC veya f,g DSD(%j olsun. Bu durumda her analitik

h fonksiyonu icin

(f Chg)(U)
(fogu) o)

yazilir. Buradacoh(U), h(U) nin kapali konveks kalgudur (Ruscheweyh 1982).

Teorem 3.5.19: f Ok-UST (F) ve hOC olsun. Bu durumda
f(209(20 k=UST (L)
dir.

Ispat: f Ok-UST (B) olsun.k -UST (L) sinifinin geometrik dzefli geresince

zf'(2) 0o
f(z) <

yazildgini biliyoruz.istenilen sonucu ispatlamak icin

(W20 3)
h(2) O f(2 d

oldugunu gostermek yeterli olur. Burada Ok -UST (L) icin f DS%%) 0s”

oldugunu biliyoruz. BéylecenJC oldugundan ve Lemma 3.5.18 kullanarak
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(A0 f(3) _h(zf(3/ (Y (¥
h(20 (3 FERE

Dco(zf (2 (U)j 0 clQ, 4
f(2)

bulunur. Buradan dd (z) Oh 2 O k=US7 (£) sonucu elde edilir.

Simdi subordinasyon sonugclarini vermeden ongagidaki fonksiyonu tanimlayalim.

Bunun icing, ;(2) (3.17) ile verilen fonksiyon olmak tzere

¢ ¢k,ﬁ(a -1

Fip(@) = exp| = —df

fonksiyonunu tanimlayalim.

Teorem 3.5.20: f Ok -UST (B) ve k+2£ =1 olsun. O halde@< Fe5(2)

yazilir.

Ispat: f Ok -UST (B) olsun. Bu durumda

zf' (Z)
2 < ¢, (2
ve
zf'(2 _ _
(2 1< ¢, 5(2)-1

olur. Dikkat edilirse,@, ;(z) -1 fonksiyonuU da konveks ve univalent bir

fonksiyondur. Goluzin’in [12] da kullangh sonuctan

g f(2) <j¢k,ﬁ(<‘)—1 o
Z

elde edilir. Bu yuzderz[JU icin

Log f(z) f¢kﬁ(w(<‘)) 1
s Wé)

olacaksekilde w1Q fonksiyonu vardir. Dolayisiyla yukaridaki ifadeden

dax<)
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E ¢ ¢k,ﬂ(§()_1
. < exp(J;—f

bulunur. Boylece ispat tamamdir.

df] =Fp @)

Teorem 3.5.21: f Ok -UST (B) ve k+2£ =1 olsun. O halde

f()

Fpn< <m0, =<

ve

f
‘Arg% < max{Arg7, ;(3}. | z<1

esitsizlikleri dogrudur. biciminde ifade edilir. Yukaridakisiesizliklerin esitlik halinin

olmasi ancak ve ancak baz# 0 igin f nin zF_; nin bir donmesiyle gercekle.

Ispat: f Ok —-UST (B) olsun. O halde, Teorem 3.5.20 ve subordinasyenligidelof

prensibinden
21 Re{F ;(2} <|nf Re{% sup Re{ﬁ
<r |2r
ssu4 @

= SUpReﬂﬁ £)}
elde edilir. 7, fonksiyonu konveks univalent ve reel katsayilatasaldusundan

|z<r

F.s(U) reel eksene gore konveks bir bolgedir. Boylece
inf Re{Z ,(2} = inf { Ff W} =Fif r

ve
supRe{?—'kﬁ @)= sup{F ; (2= F (=)

|Z<r —r<xsr
yazilir. Bu da Teoremdeki ilksgsizligin ispatidir. Benzer olarak, Teorem 3.5.20 den,

Teoremdeki ikinci gtsizlik ispatlanir. Teoremdekisisizliklerin esitlik halinin olmasi

ancak ve ancakz#0, z #0, icin f fonksiyonu f, ,(2) = zF, ;,(2 fonksiyonunun

donmesiyle olur.

Teorem 3.5.20 ve 3.5.21 k—UCV(L) sinifi icin olan sonucusagidadir.

66



Teorem 3.5.22: f Ok -UCV(B) ve k+2£ =1 olsun. O halde
f'(2) < F 5(2,
Fopg (N | F(@)| S Fep(r), |7=r<1
ve

|Argf'(2,)| < max{ArgZ, ,(2}, | g|<1

sonugclarl dgrudur. Teoremdeki gitsizliklerin esitlik halinin olmasi ancak ve ancak

z#0,z#0,icin f nin 7 _,(2) fonksiyonunun bir donmesiyle gerceklenir.

Yukarida bulunan sonuclardan farkli olarak [1],,[&], [6]-[9], [11], [17]-[20], [22],
[29], [32], [42] ve [43] camalarinda dizgun konveks, dizgin yildizil fonkslgone

bu fonksiyonlarin geneligirmeleriyle ilgili farkli uygulamalar bulununabili
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1 ve 3.2 bolimlerinde sirasiyla diuzgunigildve dizgin konveks fonksiyon

kavramlari tanitildi. Bu fonksiyonlarin analitikaobk bazi 6zellikleri verildi.

Tezin 3.3 ve 3.4 bolumlerinde sirasiyla—duzgin yildizil vek —dizgin konveks
fonksiyonlarin geometrik tanimi yapildi. Bu tanimlanalitik olarak en iygekilde ifade

eden teoremler verildi.

Tezin 3.5 boliumiundeB mertebederk —dizgun yildizil veS mertebederk — dizgin
konveks fonksiyonlarin sirasiyla —4ST (B) ve k=UCV(pB) siniflar tanitildi. Bu

siniflarin  geometrik Ozelliklerinin  yani sira kagsa bgintilari, Fekete-Szeg0o
esitsizlikleri, Hadamard carpimi ve subordinasyoni gibemli 6zellikleri olan teoremler

verilerek ispatlandi.

68



5.TARTISMA ve SONUC

Tezde ele alinanB mertebederk — duzgin yildizil fonksiyonlarlm—UST(,B) ve B

mertebedenk — diizgin konveks fonksiyonlarnk—ucv(ﬂ) siniflar daha 6nceden

tanimlanan Univalent fonksiyonlar teorisinde onerwydir isgal eden bir¢cok sinifin
genellgtiriimis halleridir. Dolayisiyla bu siniflar icin bulunamwraiclar daha 6énceden

bulunan sonugclari icermektedir.
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