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OZET

Bu tezde ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin Lions fonksiyonelli optimal
kontrol problemi ele alindi. Bu ¢aligmanin 3.1. bolumiinde once ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklemler igin 1. ve 2. gesit sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varligs ve
tekligine ait teorem verildi. Bu teorem kullanilarak s6z konusu optimal kontrol
probleminin varhgm: ve tekligini igeren teoremler ispatlandi. Caligmanin 3.2,
bslimiinde 6nce fonsiyonelin diferansiyellenebilir oldugu gosterildi ve onun gradiyenti
igin formiil elde edildi. Son olarak optimal kontrol probleminin ¢oziimii igin varyasyon
eyitsizlii geklinde gerek sart elde edildi ve problemin niimerik ¢éziim algoritmast

verildi.
2012-40 Sayfa

Anahtar Kelimeler: ikinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem, Optimal Kontrol

Problemi, Lions Fonksiyoneli, Sinir Deger Problemi
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ABSTRACT

In this thesis, optimal control problem with Lions functional was taken up for second
order ordinary differential equations. In the section 3.1. of this work for the second
order ordinary differential equations, theorem relating to existence and uniqueness of
generalized solutions of I th and II th type boundary value problems is given. By using
this theorem, theorems which include the existence and uniqueness of solution of the
optimal control problem were proved. In the section 3.2., first differentiability of the
functional is proved and a formula is obtained for its gradient. Finally, for the solution
of the optimal control problem the necessity condition in the form of variation
inequality is proved and an algorithm was given for the numeric solution of optimal

control problem.

2012 - 40 Pages

Key Words: Second Order Ordinary Differential Equations, Optimal Control Problems,

Lions Functional, Boundary Value Problems
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SIMGELER DIZiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gésterelim:

v=(v,m)
u, =4, (x), k=12

v, =y, (x), k=12
J,(v),veV,a=0

1 (], ) ), €

5ty =(by 4,1 )/ b, k=12
8ty =By 8, )/ b, k=12

5x§¢l€f = (¢Iq‘+l m2¢,{y +¢;g-_1)/h2, k= 1, 2

h:——l—, M>0
M

herhangi
hemen hemen her yerde

verilen sayi

bagimsiz degisken

kaynak numarast

kiime igareti

i¢ garpim igareti

kontrol

sinir deger probleminin ¢6ziimi
eslenik sistemin ¢dziimii
fonksiyonel

fonksiyonelin diskrit aynisi
x’ e gore sol fark

x’ e gore sag fark

x " e gore 2. mertebeden fark

verilen tam say1



1. GIRIS

Adi diferansiyel denkiemlerle ifade edilen sistemler igin optimal kontrol teorisi optimal
siiregler teorisinin ve adi diferansiyel denklemler teorisinin ana bélimlerini
igermektedir. Optimal kontrol probleminin incelenmesi durumunda ortaya asagidaki

sorular ¢ikar:

a) Optimal kontrol probleminin iyi konulup konulmamas;
b) Gerek ve yeterli gartlarin elde edilebilmesi:
¢} Optimal kontrol problemlerinin ¢éziimii igin nimerik ¢dziim yontemlerinin

olusturulabilmesi.

Bu sorular toplanmig parametreli ve dagilmig parametreli sistemler igin optimal kontrol

problemleri tzerine farkh yazarlarca [1»«11,14,16—19,21, 23,24] vb. kaynaklarda

incelenmistir.

Sunulan bu tezde de ikinci mertebeden adi diferansiyel denkiemler igin optimal kontrol
problemi ele alindi. Ancak burada incelenen problem gerek konulma agisindan, gerek
kullanilan amag fonksiyoneli agisindan dnceki ¢aligmalardaki problemlerden farklidir.
Burada incelenen problemde ama¢ fonksiyoneli olarak Lions fonksiyoneli

kullamimaktadir. Lions fonksiyoneli tipli fonksiyoneller ilk kez Fransiz matematikgisi
Lions tarafindan sunulmugtur[17]. Bu tir foksiyoneller matematiksel fizigin
denklemlerinin katsayist ile kontrol edilen sistemler icin kontrol problemlerinde ilk kez
Iskenderov’ un galigmalarinda sunulmustur ve analiz edilmistir[9]. Sonralarda ise Lions
fonksiyoneli tipli fonksiyoneller Schrodinger denklemi igin optimal kontrol

problemlerinde Iskenderov ve Mahmudov’un ¢aligmalarinda sikga kullanllmlstir[7,18].

Gorilldigi tzere bu tezde sunulan optimal kontrol probleminde amag fonksiyoneli
olarak Lions fonksiyoneli kullanimaktadir. ikinci mertebeden adi diferansiyel

denklemler igin optimal kontrol problemlerinde bu tir fonksiyonellerin gok az



kullanilmasindan dolay: sunulan problemin incelenmesi gerek teorik, gerekse pratik

agidan Gnem tagir.

Tezin igeriginin materyal ve yontem bolimi iki alt boélimden, yani 3.1, 3.2
bolimlerinden olugmaktadir. 3.1 bolimiinde ele alman problemin iyi konulmasma ait
sorular cevaplandinlmaktadir. Ele alinan problemi incelemek igin ilk énce ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklem igin L. ve IL tip s deder problemlerinin
¢Oziimiintin varlig1 ve tekligini gésteren hitkiimler verilmistir, Bu hiikiimleri kullanarak
optimal kontrol probleminin ¢oziminin varlifi ve tekligini gosteren teoremler

ispatlanmugtir.

Tezin 3.2. boliminde ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem igin optimal kontrol
probleminde gerek sartlar incelenmistir. Bunun igin 6nce sunulan amag fonksiyonelinin
diferansiyellenebilirligi incelenmig ve onun gradiyenti igin formiil ispatlanmustir. Bu
formillden yararlanarak problemin ¢éziimii igin varyasyon esitsizlii bigiminde gerek
sart ispatlanmigtir, Son olarak ele alinan optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii

i¢in algoritma verilmigtir.



2, KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde ilerleyen kisimlarda gegen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1: I, (a,b) uzayi, Hilbert uzay: olup, elemanlart (@,5) araliginda 6lgiilebilir

ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ garpim

ve norm agagidaki gibidir:

(u,v) o) = _[u (x)v(x)dx
Ilu“[q(o,z) = UL )

Tamm 2.2: I, (a,b) uzayi, Banach uzay: olup, elemanlari (a,b) araliginda olgiilebilir

ve sinirll fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tammlanur:
e,y = vrai max e ()]
Tamm 2.3: W,(a,b) uzayi, Hilbert uzayt olup, elemanlart ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tirevleri Z,(a,5) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ ¢arpim ve norm agagtdaki sekilde tanimlanmaktadir;

f du dv
(u, v)W21 (an) = I(u (x(x)+ 7 x

a

o«

Wi (ab) = (u, u)w,‘(a.b)

0
Tamm 2.4: W, (a,b) uzays, W, (a,b) uzaymun alt uzayi olup, (@,b6) araliginin ug

noktalarinda sifira esit olan fonksiyonlarin uzayidir.



Tamm 2.5: X bir Banach uzay1 ve Ec X olsun. Eger {x,}€ E ve {x,} dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadifinda x € K ise & kimesine X de zayif kapalidir denir.

Tamim 2.6: B herhangi bir Banach uzay1 ve J (u) fonksiyoneli # noktasinin herhangi

bir  w(u,y)= {v veB, |v-ul < J/} komsulugunda tammlanmis  olsun. Eger

fonksiyonelin artigt igin

o) g

1m =
oo |14,

olacak sekilde  AJ(u)=J(u+h)-J(u)= (J ' (u),h)B +o(hu) sartin1  saglayan
J'(#)eB® eleman: varsa, bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet

anlaminda diferansiyellenebilirdir. Burada B* uzayt B’ nin eslenik uzayidir.

Tamm 2.7: Efer B Banach uzaymdan olan {u,} dizisi igin Vee B,
,{im(c,uk):(c,u) sarti saglaniyorsa bu taktirde {w,} dizisi # € B noktasina zayif
300

yakinsiyor denir. Burada B* uzay1 B’ nin eslenik uzay1dir.

Tamm 2.8: U, B Banach uzaymin bir kiimesi olsun. Eger, V{u, }cU dizisinden zayif

yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu taktirde ¢/ kiimesine B de

zayif kompakt kiime denir.

Tamm 2.9: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U/ alt kiimesinde tamymlanmig

sartt saglaniyorsa bu taktirde J(u) fonksiyoneline # noktasinda alttan zayif yari

stirekli denir.

Teorem 2.10: ([24]) U, B Banach uzayinin konveks alt kiimesi, J(u) fonksiyoneli

bu kiimede 1. mertebeden siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonel ve



U, = {u cU:J(u)=J, = igf J (u)} kiimesi /() fonksiyonelinin minimum noktalar

ktimesi olsun. Bu taktirde Vu, e U, ve Yu el icin (J (u,),u mu*) >0 sart1 saglanr,

Teorem 2.11 ([24]) . U, B Banach uzaynda zayif kompakt kiime olsun. J(u)
fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif yart siirekli

olsun, Bu taktirde J, = igf J (u) > -0, U, = {u el:.J (u) = J,} #{J zayif kompakttir

ve U kumesinden olan herhangi minimallegtirici dizi minimum noktalar kiimesine zayif

yakinsar.

Teorem 2.12 (Goebel [5]): Kabul edelim ki, X ditzgtin konveks uzay, U kimesi X
uzaymnin kapalt sinirh kiimesi, 7(v) fonksiyoneli U kiimesi tizerinde tanimlanan alttan
siirlt ve alttan yart surekli fonksiyonel ve >0, #>1 verilen sayilar olsun. Bu
taktirde X uzayinda her yerde yogun olan ¢yle G alt kiimesi vardir ki, Vw e G igin
J.(V)=1(v) +a”v—w||f fonksiyoneli U kimesi tizerinde en kiigiik degerini alir, Eger
B>1 ise J,(v) fonksiyoneli igin en kigiik degerini U/ kiimesi tzerinde bir tek

noktada alir.



3.MATERYAL VE YONTEM

3.1.Ikinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem i¢in Lions Fonksiyonelli Optimal

Kontrol Probleminin Iyi Konulmas:

Bu bolimde ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin Lions fonksiyonelli
optimal kontrol probleminin iyi konulmasi ile ilgili sorular incelenecektir. Daha 6nceki
caligmalarda ifade edilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin goz oniine
alinan sinir defer probleminin genellegtirilmis ¢oziiminin varhg ve tekligine ait
hukamler kullanarak ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem igin optimal kontrol

problemin varhfia ve tekligine ait teoremler ispatlanmistir. Benzer problemler
parabolik, hiperbolik ve Schrodinger denklemleri i¢in daha once [2,7,14] vb.

caligmalarinda incelenmisgtir.

3.1.1, Problemin Konulmasi

Bu alt bolimde ele alinan optimal kontrol problemini tanimlayalim. Bu amagla

asagidaki problemi goz éniine alalim.
Lo () =l =]l + ey, 3.1.1.1)
fonksiyonelinin

~ 0
Vz{vz (Vo W), Vo € L, (0,0), b, < v, (x) <bo,Vx €(0,), v, € L,(0,]), NVIHLZ(OJ) sbl}

kimesi tizerinde
—c-i-(ao(x)%—]—vo(x)uk =v(x),xe(0,)), (3.1.1.2)
dx dx

1,(0)=u,()=0, (3.1.1.3)



du,(0) _ du, ()

=0 3.1.14
dx dx ( )
sartlart altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada />0, 5,>0, bo >0, >0,

o >0, verilen sayilar, a,(x) oSlgiilebilir sinirli fonksiyon olup

0
0<p, <a(x)< u, Vxe(©,) (3.1.1.5)

sartint saglar. Burada A = L,(0,/)x L,(0,/) olacak sekilde w € H verilen elemandir.
Vvel igin (3.1.1.2)-(3.1.1.3) sartlarindan #,(x)=u,(x;v) fonksiyonunun bulunmasi

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in birinci gegit sinir deger problemi,

(3.1.1.2), (3.1.1.4) sartlarindan #,(x)=u,(x;v) fonksiyonunun bulunmasi problemi

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin ikinci gesit sinir deger problemidir,

Tammm 3.1.1.1: VvelV (3.1.1.2)«(3.1.1.4) sinir deger probleminin ¢6ziimii olarak

0
Vi, e W,(0,0), Vi, e W] (0,]) igin

)
I[ 0( )%’_—'_vo(x)ukﬂk)dx J.vl(x)nk(x)dxa k=12 (3.1.1.6)

0

0
integral 6zdesligini saglayan Vu, € W,(0,1), Vu, e W,(0,I) fonksiyonlar1 antagilir.
[15] ¢aligmalarindan bildigimiz tzere eliptik denklem igin simr deger probleminin

genellestirilmig ¢ozimiinin varlig ve tekligi incelenmistic. Bu kaynaklarda elde edilen

sonuglar kullanilarak agagidaki teoremi ifade edebiliriz:
Teorem 3.1.1.1: Farz edelim ki «,(x) fonksiyonu (3.1.1.5) sartlarimt saglasin. Bu

taktirde Vvel igin (3.1.1.2)-(3.1.1.4) simir deger probleminin bir tek ¢éziimii vardir ve

¢ozim igin agagidaki kestirimler gegerlidir:

"ul uf,fca,r) sq "vl ”Ll(o,z) ? (3>1- 1-7)
"uZHW,‘(o,:) S6 ”vl "[,2(0,1)' (3- 1. 1~8)

Burada ¢, >0, ¢, >0 sabitleri v,’den bagimsizdir,



3.1.2. Optimal Kontrol Problemin Coziimiiniin Varhf

Bu alt bolimde ilk once [16,17] caligmalarindan bildigimiz yontemi kullanarak

(3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin varhFimi ispatlayacagiz.

Teorem 3.1.2.1. Farz edelim ki teorem 3.1.1.1 in gartlar saglanstn ve & = 0 verilen sayi

weH =L,(0,l)xL,(0,]) verilen eleman olsun. Bu taktirde (3.1.1.1)-(3.1.1.4) problemi

en az bir ¢6ziime sahiptir,

Ispat: V' kiimesinden herhangi {v’”} minimallegtirici dizisini goz éniine alalim. Yani

limJ, (v")=J .= inIf J,(v) olsun.

m=12.. igin  (3.1.1.2)-(3.1.1.4)  sumr  deger  probleminin  g¢dziimi
u, =u, (x)=u(x;v"), k=12 olsun. Teorem 3.1.1.1° e gore her bir {v’"}eV i¢in

(3.1.1.2)-(3.1.1.4) simir deger probleminin bir tek ¢oziimii vardir ve ¢dziim igin

agagidaki kestirimler gecerlidir:

m

1 ;4221(0,1) S6 "vl "L)_(O,I)’ (3.1.2.1)
Uy Wi (0.3 6 ”vi ”[,I(o,z)' (3.1.2.2)

Burada ¢; >0, ¢, >0 sabitleri m’ den bagimsizdir. ¥ kiimesi B=1L_(0,/)xL,(0,/)
uzayinda kapali, sinirlt ve konveks kiime oldugundan {v”'} eV dizisinden bu uzayda
ve B elemamna (*)- zayif yakinsayan alt dizi segebiliriz. Bu alt diziyi kolaylik olsun

diye yine {v’"} ile gosterelim. Bu taktirde m — o igin

fvz'(x)g(x)dﬁijvo(x)g(x)dx Vgel,(0,7), (3.1.23)

0



Jor(sa(eke s [ otk vaes, (o) G124

H

{v"‘}eV karske  gelen ' = uy' (x) =u} (x; v’"), k=12 ¢ozamleri yukandaki
0
(3.1.2.1)-(3.1.2.2) kestirimlerine gore W, (0,/) ve W, (0,{) uzaylarma smrli dizi

0
olugturur. Bu taktirde {u}:‘}, k=1,2 dizilerinden W, (0,{) ve W, (0,/) uzaylarina (*)-
zayif yakinsayan alt dizileri segebiliriz. Yine kolaylik olsun diye yakisak alt dizileri

{u,’j’}, k=1,2 ile gosterelim. Bu taktirde m — o igin

uy —u,, L,(0,0)’ de zayif, (3.1.2.5)
du, %%, L,{0,1)’ de zayif, (3.1.2.0)
e

0
k=1,2 limit bagintlart gegerlidir. W, (0,/) ve W, (0,/) uzaylart L,(0,/) uzaymna

kompakt gomilldiigiinden, m —» o igin
uy —>u,,L,(0,0) de kuvvetli k=1,2 (3.1.2.7)

limit bagintilarim elde ederiz.

{u,’;’}, k=1,2 dizilerinin elemanlar1 (3.1.1.2)-(3.1.1.4) sinir deger probleminin sirastyla

0
w,(0,7) ve W,(0,]) uzaylarina ait genellestirilmis gozitmleri oldugundan her bir

m=12,.. i¢in agagidaki integral 6zdesliklerini sagladigini elde ederiz:

0
V€W, (0,1), Vn, e W, (0,1} ve m=1,2,... igin

dx dx

: . ;
I[md_u’f.,. an, _ v (x)u? (x)m, (x)de = Ivl'" ()7, (x)le, k=12 . (3.1.2.8)

(3.1.2.5)-(3.1.2.6) limit bagintilarimi kullanirsak, m > oo icin



1
du, dn, du, dnk}i
) ke, k=12, 3.1.29
;[[ dx ded J‘(dx dx g ( )

[ver (), () — [, (x)m, (x)dlx, k=12, (3.1.2.10)

—

!

o () (e = [, (¥)m, (x)dbs, k=12 . (3.1.2.11)

Simdi agagidaki limit bagntilarinin gegerli oldufunu ispatlayalim:

m—> o igin

) !

J.v(;ﬂ (x)ulgr (x) nk (x)dx —> JVO (x)uk (x) nk (x) dx: k = 1: 2: . (3 ].2 12)
0 4]

Asagidaki esitliklerin gegerli oldugu agiktir:

j:vg'(x)u,f'(x)nk (x)dc= I (x)[u (x)-u, (x) ]?7 (x)de +
5 L7 ()= ()] () (x)dx+g v (2)ae () (e, e =1,2,

(3.1.2.13)
01 01

i €W, (x), uy,m, €W, (0,1).

Burada sag tarafla yer alan birinci ve ikinci terimlerin m — oo igin limitlerinin sifir

oldugunu gosterelim:
(3.1.2.3)- (3.1.2.4) limit bagintilarindan, #m —> oo igin

[}

[(ver=v, )umac—0, k=12 (3.1.2.14)
0

limit bagintist ispatianr,

Simdi (3.1.2.13) esitliginin sag tarafindaki birinci terimi degerlendirelim. Cauchy-

Bunjakovskii esitsizligini kullanip {v’"} eV oldugunu goz dniine alirsak

!

fv{," ~ U, )77 dx

0

<bo "nk “1'4(0 ) |Ium , k=12, (.1.215)
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egitsizlifini elde ederiz. Burada (3.1.2.5) limit bagintisim sonuncu esitsizlikte dikkate
alip limite gecersek,

!

lim [vg' (uf' —u, pde =0, k=1,2 (3.1.2.16)

J—y0D

bagntist elde edilir. Boylece (3.1.2.13) limit bagintisiun gegerli oldugunu ispatlamig
olduk.
(3.1.2.8) integral 6zdesliklerinde (3.1.2.12) -(3.1.2.13) limit bagmtilarm: dikkate alip
limite gegersek,

0 [}
v €W, (0,0) ve Yy, eW, (0,1),
i¢in

I

¢ du, d
Jh_&%%—vo(x)uk(x)nk(k)dx:!vl(x)nk(x)dx, k=12 (3.1.2.17)

elde ederiz.

Boylece {u,':’} k=1,2 dizilerinin limit fonksiyonlan u,, £#=1,2 fonksiyonlarmm

(3.1.2.17) integral 6zdegligini sagladiini elde ederiz.
0
u, €W, (0,1) oldugunu gosterelim. Bu amagla #, (0)=#, (/)=0 oldugunu gosterelim.
[}
Burada #" € W, (0,/) oldugundan
' (0)=ul (1) =0, m=12,.. (3.1.2.18)
sarti saglamir.  Diger yandan W, (x) uzayt C[0,/] uzayma kompakt gomiilir. Yani
u" (x) > (x)* e diizgin yakimsar. Buradan;
" (0) > u, (0),
u! (1) > u,(I) olur.

JONAORHOR

esitsizliginde limite gegersek,

" (s)', §=0,1

0
u(s)=0, s=0,0, wu e, (0,)
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olur., Boylece {u,’:‘}, k=1,2 fonksiyonlar dizisinin limit fonksiyonlart olan
u, =u,(x), k=12 fonksiyonlar1 (3.1.1.2)-(3.1.1.4) stnir deger probleminin {v’"} eV
dizisinin limit fonksiyonu olan veV’ ye karsilik gelen W, (0,/) uzaymna ait olan
(3.1.2.17) integral ¢zdesliklerini ve (3.1.2.18) baglangig sartim saglayan ¢oziimlerdir.
Yani u, =u,(x)=u,(x,v), k=12 dir. {v"‘}eV dizisi veV elemanma (*)- zayif
yakinsadiginda {u:‘} k=12 dizileri u,(x), k=12 fonksiyonlarma (*)- zayif
yakinsar. Bu nedenle I[”I_Z‘z"i(o,zy ||v~w”; normlarinin alttan zayif yarr siirekli

oldugunu ve & > 0 oldugunu goz éniine alirsak agagidaki bagmtiy yazabiliriz:

Jp<J,(v)<limJ, (v")=J,

M=

Bu bagmtidan J.=J,(v) oldugu elde edilir. Yani vel elemam J,(v)

fonksiyonelinin V7 kiimesi iizerinde minimum noktasidir. Boylece o >0 oldugunda
(3.1.1.1)- (3.1.1.5) optimal kontrol probleminin ez az bir ¢oziime sahip olmast

ispatlanmig olur.

3.1.3 Optimal Kontrol Problemin Coziimiiniin Varli: ve Teklizi

Bu alt bolimde (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol probleminin bir tek ¢oziime sahip

oldugunu ispatlayacagiz.

Teorem 3.1.3.1: I,(0,/) uzayinda her yerde yogun olan dyle bir G alt kiimesi vardir

ki, VvweG ve a>0 igin (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin bir tek

¢Ozimd vardir.

Ispat: Once Jy (v) fonksiyonelinin 7 kiimesi tizerinde sirekli oldugunu ispatlayalim.

Fonksiyonelin tammuna gore J, (v) asagidaki gibidir:

12



J, (v):'(i)‘lul(x)wu2 (;\c)l2 dx . (3.1.3.1)

Avel, (0,1) artigt v+Avel olacak gekilde ve) elemanina verilen bir artig olsun.
Bu taktirde (3.1.1.2)-(3.1.1.4) smir defer probleminin  ¢oziimi  olan
w, =, (x) =u,(xv), k=12 fonksiyonlar1 Au, =Au,(x)=u, (x;v+Av)~u, (x,v)
artigina sahip olacaktir. Burada #, {x;v+Av), £ =1,2 fonksiyonlart (3.1.1.2)-(3.1.1.4)
sinir deger probleminin v+ Ay elemanina karsihk gelen ¢ozimudiir. (3.1.1.2)-(3.1.1.4)

sartlarindan Aw, = Aw, (x), k=1,2 fonksiyonlarimn asagidaki sinir deger probleminin

¢oziimil oldugunu kolaylikla elde ederiz:

gg[af, (x) dz’k ]~(v0 +Av, ) Auy, = Ay (x)u, + Ay (x), k=12, (3.13.2)

Au, (0)= Au, (1) =0, (3.1.33)

dAu, (O) - dAu, (l) =0,

3.1.34
dx dx ( )

Burada w, =u,(x)=u,(x;v), k=12 fonksiyonlar1 (3.1.1.2)-(3.1.1.4) siur deger

probleminin vel ye karsilik gelen ¢ozimudir. Soylemek gerekir ki, (3.1.3.2)-
(3.1.3.4) sinir deger problemi (3.1.1.2)-(3.1.1.4) gibidir. Bu nedenle (3.1.1.2)-(3.1.1.4)

sinir  deger  probleminin  ¢bziimine ait olan  dasinceleri  kullanarak

Au, = Au, (x), k=1,2 fonksiyonlart i¢in agagidaki kestirimlerin gecerli oldugunu elde

ederiz:
"Aul L;,'(o,a) S6 ("Avﬂul ”14(0,1) +"AVI "LZ(O,I)) ? (3-1-3-5)
”A”z”w;(o,;) <€ (”Av0u2||[,2(0,1) + "Avl "r;(o,.r)) : (3. 1.3.6)

0
Burada ¢;>0, ¢, >0 sayllart Av’ den bagimsizdir. u, eW, (0,]) ve u, W, (0,/)

oldugunu goz dniine alirsak |
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HAu]

on) <& [V (3.1.3.7)

".Au2

liacoy <[4, (3.1.3.8)

kestirimlerini ispatlayabiliriz. Burada ¢, >0, ¢, >0 sayilar1 Av’ den bagimsizdir.

Simdi J, (v) fonksiyonelinin artigint bulalim. (3.1.3.1) formiiliini kullamrsak asagidaki
formula kolaylikla elde ederiz:

Ay () =y (74 40) 0y ()=
2] (05} () (1, 3) - s 0}l + 6.159

+aw 0

i
+ | Au, "'; on= ZI Au, (x)Au, (x)dfx.
0

Burada Cauchy-Bunjakovskii egitsizligini uygulayip (3.1.1.7)-(3.1.1.8) kestirimlerini
kullanirsak ,

|AJ 0 (v)l <6 ("Azﬁ ”LQ(OJ} o+ | A, ||L2(0,I) +[Aw, ”i(o,i) + | A, "iz(o,r))

esitsizliinin gegerli oldugunu elde ederiz. Bu egitsizlikte  (3.1.3.7)-(3.1.3.8)

kestirimlerini uygularsak bir sonraki kestirim elde edilir:
A7, (v) <o ("A"”B +||A"||;)- (3.1.3.10)

Burada ¢, >0 sayist Av’ den bagimsizdir. (3.1.3.10) esitsizliginde [Av] —0 igin
limite gegersek AJ,(v)—>0 limit bafintisi ispatlanmis olur. Dolayisiyla J, (v)
fonksiyoneli herhangi vV noktasinda siireklidir, yani J,(v) fonksiyoneli ¥ kiimesi
uzerinde sireklidir. Diger yandan J,(v)>0, VveV, yani J,(v) fonksiyoneli ¥
kiimesi Uzerinde alttan siurlidir. Tamma gore ¥ kiimesi H uzayinda kapal ve sinirls
kiimedir. H uzay: ise Hilbert uzay: oldugundan diizgiin konveks uzaydir[12].
I(v)=J,(v), X=L,(0,]), V=U

almig olursak kuramsal temeller boliimiindeki teorem 2.12” nin sartiarinin saglandiging

gbriiriiz. Bu taktirde kuramsal temellerdeki teorem 2.12° nin hikmint kullamrsak H

14



uzayinda her yerde yogun olan ¢yle G alt kiimesi bulunur ki, Vwe G igin @ >0
oldugu taktirde (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin bir tek ¢bziime sahip
oldugu elde edilir. Teorem (3.1.3.1) ispatlandi.

3.2.ikinci Mertebeden Adi Diferansiyel denklem icin Lions Fonksiyonelli Optimal

Kontrol Probleminde Céziim Icin Gerek Sartlar

Bu bolimde ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin  optimal kontrol
probleminin ¢oziimiine ait gerek sartlarla ilgili sorular incelenecektir. Bu nedenle dnce
gdz Onine alinan problemde fonksiyonelin diferansiyellenebilirlii incelenip, onun
gradiyenti i¢in formil elde edilir. Bu formilin yardimiyla varyasyon esitsizligi
bigiminde gerek sart ispatlanir. Son olarak bu boliimde goz oniine alinan optimal

kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii igin algoritma verilmektedir.

3.2.1. Fonksiyonelin Diferansiyellenebilirligi

Bu alt boliimde (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol probleminde amag fonksiyonelinin

diferansiyellenebilirlifi incelenir ve onun gradiyenti igin formiil ispatlamr.

Farz edelim ki, y, =, (x), k=12 fonksiyonlart agagidaki eslenik problem denilen

sinir deger probleminin ¢oziimii olsun;

a2 ) (e =21 ()0 (9), k=12 6211
v (0) =1 (1)=0, (3.2.1.2)

dy, (0) _ dy, (l)
dx dx

=0, (3.2.1.3)

15



Burada #, =u,(x), k=1,2 fonksiyonlart (3.1.1.2)- (3.1.1.4) smur deger probleminin

vel igin ¢ozimidiir.

Tamm 3.2.1.1: (3.2.1.1.)-(3.1.1.3) eslenik probleminin ¢ozimii olarak herhangi

1]
m €W, (0,1), m,eW;(0,]) igin

:‘?(‘a ( )dl//k 711: O(x)u’knlk}ix:
:?‘:2(_1)"(ul(x)—uz(x))ﬂm(x)dx’ k=12

(3.2.1.4)

Q
integral ozdegliklerini saglayan v, e, (0,), w, €W, (0,1} fonksiyonlart anlastlir.
Gortlduga tzere eglenik problem (3.1.1.2)-(3.1.1.4) sinir deger problemiyle benzer bir
sinir deger problemi oldugundan ve 2(-1)" (u,~u,), k=1,2 fonksiyonlar1 L, (0,)

uzayinm elemam oldugundan (3.1.1.2)-(3.1.1.4) sintr deger probleminin ¢dziiminiin
varhigt ve tekligi hakkindaki diigiincelerimizi kuflanarak tamm 3.2.1.1 anlaminda bir tek

¢oziime sahip olduguna ve agagidaki kestirimlerim gegerli olduguna hitkmedebiliriz:

”Wl ”ugg(o,t) 6, ”ul ) “Lz((],l) (3.2.1.5)
"WZHW;(O,:) <G ”ul - u2”12(0,1) (3.2.1.6)

Burada ¢, >0, ¢, >0 sabitlerdir.

Asagidaki gibi bir fonksiyon tammlayalim:

H (s, (%), (x),v, (x),0 (%), (%), (%)) =
= (o, (%) (%) + 20, (3, (%) ) v (%) + (3.2.1.7)
Hun () v ()0 ()~ (v ()= w, () e (v (x)-w ().
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Burada u(x), u,(x) fonksiyonlan (3.1.1.2)-(3.1.1.4) probleminin g¢dziimi,

w,(x), w,(x) fonksiyonlar: (3.2.1.1)~(3.2.1.3) problemlerinin ve¥ igin ¢oziimidiir.

Bu fonsiyonu (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol problemi igin Flamilton-Pontryagin
fonksiyonu denir.

Teorem 3.2.1.1: Farz edelim ki, teorem 3.1.1.1° in sartlani saglanmms olsun ve
we L,(0,/) verilen eleman olsun. Bu taktirde J, (v) fonksiyoneli ' kiimesi iizerinde

Frechet anlaminda diferansiyellenebilir ve onun gradiyenti igin

. (v)= _[_g%,gvﬁl], (3.2.1.8)
Y () 1 0 ()2, 5 9). 6219)
%hll =~(, () +y, () + 2 (v, (x) -, (x)) (3.2.1.10)

formilleri gegerlidir, Burada H=H (x,u] (x),2, (%),v, (%), (%), v, (x),yfz(x))

fonksiyonu (3.2.1.7) formili ile tanimlanir.

ispat: Vvel elemanint alahm ve bu eleman iizerinde .J, (v) fonksiyonelinin artigini

bulalim. (3.1.1.1) ve (3.1.3.9) formiillerini kullamrsak kolaylikla agagidaki formilii

yazabiliriz:
A, (v) = (v &)~ (v) = Zi(ul ()t () (o () Aty () i+

+2af_i'(vo () —w, (x))Av, (x ) dx + Zaj:(vl (x)=w, (x)) Av, (x)dx + (3.2.1.11)

2
La(0.)

2

+ "Aul " L,(0,1)

!
+ Ay - Za'I A, (x)Au, (x)dx + ||Av“i[ .
0

Burada Aw, = Au, (x)=u, (x,v+Av)-u,(x,v), k=12 fonksiyonlart (3.1.3.2)-(3.1.3.4)

sinir deger probleminin ¢oziimidir,
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0
u, €W, (0,1), u, eW, (0,{) fonksiyonlar1 (3.1.1.2)-(3.1.1.4) siur deger probleminin
genellestiriimis ¢ozimii oldugundan (3.1.2.14) dzdesliklerinin kullanarak (3.1.3.2)-
(3.1.3.4) sinir deger probleminin ¢oziimii olan Aw, = Au, (x), k =1,2 fonksiyonlart igin

agagidaki 6zdeglikleri yazabiliriz:

S C—y

dAu, d
[~aﬂ() d::lk Z" (0+Av0)Auk17dex—

= j (Av, (x)u, (x)+Av, (x)) 7, (x)dx, k=12, (3.2.1.12)

0
Vi, eW, (0.1), Vn, e, (0,1).

0
Bu integral ¢zdesliklerinde V', €W, (0,1), Vi, €W, (0,/) fonksiyonlarinin yerine
0
v, €W, (0,1), w, €W, (0,1) fonksiyonlarmi alabiliriz. Bu taktirde
I
I[ dAu"‘ d(;//" ~(v, +Av0)Auk¢fk)dxm
0

: (3.2.1.13)
= !(AVO (), (x)w, (x)+ Ay, (x), (x))dx, k=12

0
esitligini elde ederiz. VA, eW, (0,7), VAu, e W, (0,I) oldugundan (3.2.1.2)-(3.2.1.4)
ozdesliklerinde 7, (x), #=1,2  fonksiyonlariin  yerine  Aw,(x), k=12

fonksiyonlarini alalim. Bu taktirde agagidaki esitlikleri elde ederiz:

dAy, dA
I[ a,(x)—* Wk ;lk VOWkAuk]dx:

(3.2.1.14)

=2(-1)" 'I( (%), () A, (x)de, k=1,2

(3.2.1.13)-(3.2.1.14) egyitliklerini taraf tarafa ¢ikarrsak, bir sonraki  esitlikleri

yazabiliriz:
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mj)' Avy (x) Au, (x)y, (x)dx = j'/_\.vo (x)u, (W, (x)dx -

, (3.2.1.15)
—2(-1) k! (4, (%), (x))Au, (x) dx+IAv (), (x)dx, £ =1,2
0
k=1 ve k=2 igin bu esitlikler agagidaki gibi yazilabilir;
I 1
2 I (2, (x) —, (x)) Al = - f Av, (x) Auyy,dic —
. l ’ (3.2.1.16)
—I Av, (x)updx — I Aviy,dx,
0 0
H 1
-2 I (1, (x) 1, (x)) Aur,adc = ~I Av, (x) Ml —
0 ° (3.2.1.17)

[} i
—~ I Av, (x Yuyyrd - IAvl W, dx.
0 1]

Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak asagidaki esitliin gecerli oldugunu elde ederiz:

ZJ:  (30) ~u, (%) )(An, (x)— Aa, () Y = I Av, (x) (e, + 0, ) —

; (3.2.1.18)
IAvO (%) (A, + Dy, e — IAV () (v () + v, (x) )
]
Bu esitligi fonksiyonelin artig1 igin olan (3.2.1.11) formiliinde dikkate alirsak
i
AT, (v)= _.[(”1 (), (%) +u, (x ), (x)) Av, (x) e -
, ° (3.2.1.19)

_.(’:(llll (x)+w, (x))Av, (x)dx + R

formuliini elde ederiz. Burada R kalan1 asagidaki formiil ile tammlanmaktadir:

R= ~j(Aul (2)w, (e)+ A, (x)wr, (x) A, () i +
° (3.2.1.20)

+jaw;

Loy T A "2

L3(0.1)

—~ Zj Au, (x)Au_ (x)de+a AV

e
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Burada R i¢in formuli ve Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini uygularsak asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

IRl < v, “L,,(O,I) (”Aul ”[,l(o,t) s "L,(o,f) + ”Auzug(o,q "Wz"g(o,z)) +
[ |+l 2], 8w

FAC] (o))

(3.2.1.21)

2 "Lz(o,z) ta "Av”if )

Burada Aw,,y,,u,, k=1,2 igin olan kestirimleri kullanarak asagidaki esitsizligi elde
ederiz:

IR <] | (3.2.1.22)

Burada ¢, >0, Av’ den bagimsizdir. Buradan

R=o(]|Av],) (3.2.1.23)

oldufu elde edilir. Yani R kalamt [Av[,’ ye gore sonsuz kiigiiktiir. Bu eitligin

yardimutyla (3.2.1.20) formaliinii agagidaki gibi yazabiliriz:

!
AT, (v)= —I[(ul (), (%) +u, (), (%)) + 22 (v, () - w, (x))]Avo (x)dx-
0
/ (3.2.1.24)
+ﬂ:(wl (x)+w, (x)) +2¢ (v1 (x)-w (x))]Avl (x)drc+o ("Av“%,) ) .
0
Fonksiyonelin Frechet anlaminda tiirevinin tanimint kullantrsak (3.2.1.24) formiliinden

yola gikarak J, (v) fonksiyonelinin VveV izerinde diferansiyellenebilir oldugunu ve

onun gradiyenti igin

T ()=, )., (%), (3.2.1.25)
Sy (v)= —(ul () () +u, (), (x)) +2a (vo (%)~ w, (x)) ’ (3.2.1.26)
g, (v)= —(Wl (x)+w, (x))}+2a (v1 (x)-w (x)) (3.2.1.27)

formiilerini elde ederiz. Hamilton —Pontryagin fonksiyonu igin olan formilu dikkate

alirsak teoremin hitkmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz. Teorem 3.2.1.1 ispatland:.
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3.2.2. Optimal Kontrol Probleminin Céziimii icin Varyasyon Esitsizligi Seklinde
Gerek Sart

Bu alt bolimde optimal kontrol probleminin ¢ozimi igin varyasyon esitsizligi

bi¢iminde gerek sart ispatlanacakiir.

Teorem 3.2.2.1: Farz edelim ki, teorem 3.2.1.17 in sartlar saglanmis olsun ve v eV
kontrolii (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol probleminin herhangi g:éiﬁmii olsun. Bu

taktirde vel igin

i[ (1" (o) () + (2D () 22 (05 (5) = (1)) | (30 () - () i+
+i [~ () + 95 () +2a (5 (5) - (3)) ] (% () - ¥, () a2 0

(3.2.2.1)

esitsizligi gegerlidir. Burada w; (x)=u, (x; v’), v, (x)=v, (x; v“), k=12 srastyla
(3.1.1.2)-(3.1.1.4) ve (3.2.1.1)~(3.2.1.3) sinir deger problemlerinin ¢ézimleridir.

Ispat: Tammda goraldigi gibi ¥ kimesi B uzaymin konveks kiimesidir, Diger

yandan J,(v) fonksiyoneli V kiimesinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilir

fonksiyoneldir ve onun gradiyenti igin

Ty (V) == (1, () (x) 10, (2) (x))+2a (v, (x) - w, (x)), (3.2.2.2)

J, (V)= _(‘//1 (x)+y, (x)) +20 (v1 (x)-w, (x)) (3.2.2.3)

formiilleri gegerlidir. J, (v) ’nin ¥ kimesi iizerinde sirekli oldugunu ispatlayalim. Bu

amagla J,, (v)” nin VveV igin artigtm bulalim, (3.2.2.2) formiilinden yararlanarak
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Ay (V)= (v V)=, (v) =
~huy () ()= (x) Ay ()~ A, () A ()~

—Au, (x)y, (x)—u, (x) Ay, (x)~ Au, (x) Ay, (x) + 3224
+20Av, (x),
AT, ()=, (v+AV)-J, (v)= 6225

=—(Aw; (x)+ Ay, () +20Ay, (x).

Burada Au, = Au, (x), k=1,2 fonksiyonlart (3.1.3.2)~(3.1.3.4) siir deger probleminin
gozimt Ay, =Aw, (x)=v, (x,v+Av)-y, (x,v), k=12 fonksiyonlar: igin agagidaki

stnir deger probleminin ¢dzimidiir:

@) ) () () -

(3.2.2.6)
= Av, (), (x)+2(-1)" (Au, (x)- A,y (x)), k=1,2,
Ap (0) = Ay, (1) =0, (3.22.7)
Ay, (0)_dan() (3.2.2.8)

dx dx
Gortildagi gibi (3.2.2.5)-(3.2.2.7) sinir deger problemi (3.2.1.1)-(3.2.1.3) gibi aym tipli

sinir deger problemidir. $imdi agagidaki kestirimlerin gegerli oldugunu yazabiliriz:

8%y < i (18v604 o) 105~ 815 ) (3.229)
[avad,, <6 (A B O O N (3.2.2.10)

Burada ¢, >0,¢,>0 sabitleri Av’ den bagimsizdir. (3.2.1.5)-(3.2.1.6), (3.1.3.7)-
(3.1.3.8) kestirimlerini (3.2.2.9)-(3.2.2.10) esitsizliklerinde kullanirsak;

lAvi e, < aslav, (3.2.2.11)

(Al < 10 8], (3.2.2.12)
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kestirimlerini elde ederiz. Burada ¢, >0, ¢, >0 sabitleri Av’ den bagimsizdir. Simdi
bu kestirimleri kuilanarak AJ, (v)* ni kestirelim. Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden

yararlanarak AJ,, (v) igin agaZidaki esitsizligi elde edebiliriz:

87, ), o < i {18541, Il +lal 1AW+
R N e LA N A (3.22.13)
+ e o) A, ”,rq(o,:) +|Aw, | wlod) 2 ||Lz(0,l) +2a| Ay, ”zq(o,z)) >
187, 0N, 0y =0 (AW 0y +18¥a, o) + 2210, (3.2.2.14)

Bu egitsizliklerde (3.1.3.5), (3.1.3.6), (3.1.1.7, (3.1.1.8), (3.2.1.5), (3.2.1.6), (3.2.2.10)

(3.2.2.10) kestirimlerinden yararlanmrsak,
||Ja (v+AV)~J, (v)"E < AV, (3.2.2.15)

esitsizliginin B = I, (0,0)x L,(0,1) olacak sekilde gegerli oldugunu ispatlanms oluruz,
Bu esitsizlik herhangi vel igin gegerli oldugundan J,(v) gradiyantmn V' kiimesi
iizerinde siirekli oldugu elde edilir. Bylece J,, (v) fonksiyonelinin ¥ kiimesi iizerinde

diferansiyellenebilir fonksiyon oldugu ispattanmug oldu. Sunlar dikkate alirsak, [23]

galigmalarindan bildigimiz teoremin sartlarim sagladigt gorilir.(Baz1 kuramsal

temeller, Teorem 2.10) . Bu taktirde stz konusu teoreme gore v* eV ¢dziimii iin
(J,, (v ),vwv >B 20, VvelV

esitsizliginin gegerli oldugu ispatlamr. Bu esitsizlikte J,(v) gradiyanti ifadesinin

yerine yazarsak teoremin hiikminin gegerli oldugu ispatlamr. Teorem 3.2.2.1

ispatlandt.
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3.2.3. Optimal Kontrol Probleminin Niimerik Coziim Algoritmasi

Bu alt boliimde (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin ¢éziimii igin algoritmay:
verecefiz. Bu nedenle (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol problemini igeren asagidaki

optimal kontrol problemini géz éniine alalim.

T ()=l =0l + -, (323.1)
fonksiyonelinin

- {v: (), %0 € L (0.0), B, <, (1) S, Y2 (0,0), % € L (0.0), o], < bl}

kiimesi Gizerinde

%[ao(x)%J—vo(x)uk —u(x), xe(0.0), k=12, (3.23.2)
U (0)=g10, t (l):gn s (3-2-3'3)
) _, () _, (3.23.4)

dx gZO’ dx 2t
sartlart altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada />0, b, >0, bo>0, @20
verilen sayilar, @, =a,(x)>0 verilen fonksiyon ve g,,, p=12, m=0,1 verilen

sabitlerdir.

Goruldugun  gibi  (3.2.3.1)«(3.2.3.4) optimal kontrol probleminde Em=0

p=12 ,m=0,1 alirsak (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol problemini elde ederiz.

Burada amacimiz (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol problemi igin uygulanan ¢oziim

algoritmasinin daha genel bigimde olmasidir.

(3.2.3.1)-(3.2.3.4) optimal kontrol problemi bir sonsuz boyutlu ekstremal problem

olarak ¢ozmek i¢in gradiyantin izdiisimi metodunu kullanacagiz.
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Farz edelim ki v* =v°(x)e ¥ elemant verilsin. Gradiyentin izdasiimii yontemine gore

V' =v"(x)eV, m=1,2,.. dizisi agafidaki yema ile tammlanmaktadir[23]:
v (x) = B (v (x)- BT (")), m=0,12,.. (3.2.3.5)

Burada F,(z) ifadesi z=z(x) noktasmmn V¥ kiimesi tzerinde izdisimudir. [23]

¢aligmasindan bildigimiz formile gére v"*' (x) igin

by, vy (x)= BT, (v’") <b,
vy =<bo, v (x)- B, (v") > bo (3.2.3.6)

~

vy (%) B, (v’”), by <y (x)- BT, (v"') <bo

wWi(x)-B.J. (v’”)
lv{” ()-8, (v”’)”

v (x)=h, ‘ (3.2.3.7)

Ly (0.0)

formulunt elde ederiz. Burada f, >0 sayisi bilinmeyen say1 olup gesitli yontemierle

bulunabilir. Mesela £, >0 sayisini elde etmek igin
T (V). () (3.2.3.8)

sartlarny kullanabiliriz. (3.2.3.6)-(3.2.3.7) formiillerinde yer alan J, (v’") miktart

(3.2.3.1) fonksiyonelinin gradiyentinin v” €¥ noktasindaki degerdir. (3.2.1.27)-
(3.2.1.28) formiillerini kullanwsak .J,_ (v"’) ve J, (v’") igin agagidaki formiilleri
yazabiliriz:

g, (v’") = (4, (%)W, (%) + 115, (%) 1, (%)) +

+2a (v (x)—w, (x)), m=0,1,2,... (3.2.3.9)

I (v"') =~ (W (2) + ¥, (%)) + 202 (v{" (x)-w, (x)), m=0,12,... (3.2.3.10)

Burada u,, =u,, (x) =u, (x; v"'), p =12 fonksiyonlart (3.2.3.2)-(3.2.3.4) sinir deger

probleminin v" €V igin karsilik gelen ¢ozumudir. w,, :t//pm(x)z v, (x; v"‘) p=12
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fonksiyongar1 ise (3%1)— {3.2.1.3) eglenik probleminin v” igin kargilik - gelen
¢cOzUmudar.

Simdi (3.2.3.1)- (3.2.3.4) optimal kontrol probleminin niimerik ¢céziim algoritmasini
agiklayalim. Bunun igin 6nce (3.2.3.1)- (3.2.3.4) problemine sonlu farklar metodunu

uygulayalim ve problemin sonlu farkli aynisint yazalim,

Fonksiyonelin kontroller kiimesinin ve sinir deger probleminin sonlu farkli aynisint

yazarak agafidaki problemi elde ederiz:

M-1 2 M1 1 _ 2
L] )=rX i, | +aky Y |vl—w!] (3.23.11)

J=l j=t p=0
fonksiyonunun

. M VA
Ve =], = (]I ) 8o <v) <bo, j=1M -1, [h (v) J <b
7=

kiimesi Gizerinde
ay0 s~V =W, J=LM -1, k=12, (3.2.3.12)
to = o M-8 » (3.2.3.13)
Oty = 8aps Oilhoyy =& (3.2.3.14)

sartlann altinda minimumunu bulmak gerekir. M verilen pozitif tam sayidir ve

Lom P=12 m=0,1, verilen sayilardir.

Gortldagi gibi (3.2.3.10)-(3.2.3.14) problemi optimal kontrol probleminin sonlu farkls
aymsidir ve sadece sonlu boyutlu ekstremal problemdir. Bu problemin ¢éziimiinii

bulmak igin de gradiyantin izdiisiimii ydntemini kullanabiliriz.

Farz edelim ki [v"] &V, verilen kontrol olsun. {[v’":|} dizisinin elemanfarint bulmak

i¢in
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[ ]=n, (["]-4.1 ([v"'])) m=0,1,2,.. (3.23.15)

yineleme formiiliinii kullanabiliriz [8] . Burada 8, >0 bilinmeyen say1 olup,

L <] (3.2.3.16)

sartindan secilebilir, [ ([v”‘]) tiirevi 7, ([v]) fonksiyonunun gradiyantinin [v'"}

o

noktasindaki degeridir ve bu vektoriin bilesenleri asafidaki formul ile

tammlanmaktadir:

(v = (L, (D). 2, (VD) (3.2.3.17)

- (DD I - -
I;l([v]):—( ([v])+¢2j([v]))+2a( Wl)_] LM -1, (3.2.3.19)

Burada u,, ([v]), p=12 ag fonksiyonlar1 [v]eV, i¢in (3.2.3.12)-(3.2.3.14) fark

semastin ¢ozimidiir. ¢, [v], p=12 ise asagidaki eslenik problemin [vle¥,, i¢in

¢Ozimiidir:

a0 oy —vidy = (1) 2(w, ~u,,), j=LM -1, p=12, (3.2.3.20)
ho =0, By =0, (3.2.3.21)
S-thy =0, Shy =0. (3.2.3.22)

(3.2.3.15) formilinde yer alan f, parametresi stte soyledigimiz gibi (3.2.3.16)

bigiminde olan ve monotonluk sarit denilen sartin yardimiyla gegilebilir. Bunun igin

B, = B=sabit alip (3.2.3.16) sartimn saglamp saglanmadiini kontrol ediyoruz, Eger

(3.2.3.16) sart1 saBlantyor ise, bu taktirde (3.2.3.15) formiiliinde A, = /8 =sabit olarak
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bulunan parametre olur. Aksi halde, yani (3.2.3.16) gart: saglanamadifindan £ sayisini

1” den biytik sayiya B, = £ i¢in (3.2.3.16) sartt saglanana kadar béliyoruz.

(3.2.3.16) yineleme formiilunde iterasyonlarin bulunmas siireci

!

1 M- 232
Z vl —vel | <g, m=12,.., (3.2.3.23)
=]

b
p=0 j

sartimin saglanmasi halinde durdurulur. Burada & <0 says1 dnceden bilinen sayidir.

Fonksiyonelin gradiyenti igin olan formiilden gorildiugii gibi, bir adimda gradiyant:
bulmak igin iki tane (3.2.3.12)-(3.2.3.14), (3.2.3.20)-(3.2.3.22) fark semalarmin

¢Oziimlerini bulmak gerekir, Bu gemalarin ¢oziimiinii bulmak icin kovma metodunu

kullanabiliriz[20].

Boylece (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziim algoritmast

actklanmig oldu,
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1. boliminde ikinci mertebeden adi diferansiyvel denklem icin Lions
fonksiyonelli optimal kontrol probleminin ¢éziiminin varligt ve tekligine ait teoremler

ispatland1.

Tezin 3.2, boliminde ise goz oniine alman optimal kontrol probleminde amag
fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugu gosterildi ve onun gradiyenti icin formiil
elde edildi. Son olarak ele alinan optimal kontrol probleminin ¢oziimi i¢in varyasyon
esitsizlii seklinde gerek sart ispatlandi ve optimal kontrol probleminin ¢oziimi igin

algoritma verildi.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezde ele alinan optimal kontrol problemi konulma agisindan énceki ¢aligmalardaki
problemlerden ciddi bigimde farklilagmaktadir. Ikinci mertebeden adi diferansiyel
denklemler i¢in Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemleri gok az ele alindigindan
tez galigmasi gerek teorik, gerekse pratik 6nem tagir. Bu tezde Lions fonksiyonelli
optimal kontrol problemleri igin elde edilen sonuglar, dnceki galismalardaki sonuglardan
farklidir.
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