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OZET

Bu caligmada kompleks potansiyelli Schrodinger denklemi i¢in Lions fonksiyonelli bir
optimal kontrol problemi ele alindi. Ik bdliimde optimal kontrol teorisi hakkinda genel
bir giris yapilmis olup ikinci bolimde bu ¢aligmada kullanilan teoremler, lemmalar ve
bazi matematiksel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde ele alman optimal
kontrol probleminin ¢dziimiiniin varlig1 ve tekligi gosterilmistir. Daha sonra amacg
fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugu gosterilerek, optimal kontrol probleminin
¢Ozlimii i¢in varyasyon esitsizligi biciminde bir gerek sart elde edilmistir. Dordiincii
bolimde elde edilen bulgular verilmis olup, besinci boliimde ise bu tezin Onceki

calismlalardan farklilig1 vurgulanmistir.

2013, 39 sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrodinger denklemi, optimal kontrol problemi, Lions

fonksiyoneli.



ABSTRACT

In this study, an optimal control problem with Lions functional for Schrodinger
equation with complex potential is considered. In first chapter, a general introduction
about optimal control theory is given and, in second chapter, theorems, lemmas and
some mathematical concepts used in this study is stated. In third chapter, the existence
and uniqueness of the solution of considered optimal control problem is shown. Later,
proving the differentiable of cost functional, a neccesary condition in variation
inequality form is obtained for the solution of optimal control problem. In forth chapter,
obtained findings is given and, in fifth chapter, it is emphasized that this thesis is
different from previous studies.

2013, 39 pages
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SIMGELER DIiZINi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

v Herhangi

0

v Hemen hemen her yerde
i:ﬂ Sanal birim

>0 Verilen say1

T>0 Verilen say1

R" n boyutlu Eucliden uzay1
H=L, (O,T ) xL, (O,T) Hilbert uzay1

B Banach uzay1

xe[0,1] Bagimsiz degisken
telo,T] Bagimsiz degisken

<., > I¢ carpim isareti
Q=(0,1)x(0,T) Verilen bdlge

Vi



1. GIRIS

Optimal kontrol teorisi giinliikk yasamda hemen her alanda karsimiza ¢iktigindan aslinda
cok eski bir tarihe dayanir. Var olan alternatifler arasinda “en iyi, en miikkemmel” olan1
secmek her zaman olagandir. Matematikte de bu “en iyi, en mitkemmel” olani tercih

etmek ve ya bulmak “optimal” olarak ifade edilir.

Insanlar yiizyillar boyunca karsilastiklar1 problemlere “en iyi ¢dziimii getirmek” gibi bir
ihtiyacla karsilasmislardir. Karsilagilan problemler hep kendine 06zgii yontemlerle
¢Ozililmiis ve tiim problemlerin ¢oziimiine yol gosterecek yaklasimlar olugmamustir.
Ancak daha sonralar1 “bircok doga yasasmin varyasyon prensipleriyle ifade edilebilir”
olmasinin anlagilmasiyla matematigin ¢ok 6nemli bir dali olan ‘“varyasyon hesab1”

olusmustur.

Fakat son 50-60 yilda teknolojinin hizla gelismesi sonucu, yeni metodlar gelismistir. Bu
siiregte, Dinamik  programlama ve Pontryagin’in  maksimum prensibinin
formiiliizasyonu ile 1950 lerde modern anlamda optimal kontrol teorisinin temelleri

atilmis oldu.

Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemler i¢in optimal kontrol
teorisi de modern optimal kontrol teorisinin énemli alanlarindan biridir. Bu teorinin
problemleri cogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte
ve cagdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢iktigindan bdyle problemlerin

incelenmesi her yonden biiyiik bir 6neme sahiptir[1], [11], [17].

Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ilk 6nce farkli ¢alismalarda ele
almmastir[2], [7], [13], [14], [15], [18], [19]. [7], [18] calismalarinda hem lineer hem de
lineer olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen sistemler igin optimal kontrol
teorisi olusturulmus ve gelistirilmistir. Ayrica [20] calismasinda kompleks potansiyelli
lineer Schrédinger denklemi i¢in bir optimal kontrol problemi ele alinmis ve problemin
¢Oziimiiniin varligina ve tekligine ait sorular cevaplandirilmistir. [21] ¢alismasinda ise
kompleks katsayili lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in bir optimal kontrol

problemi incelenmistir.



Lions tipli fonksiyoneller ise ilk kez Fransiz matematik¢i Lions tarafindan
sunulmustur[12]. Bu tipli fonksiyoneller katsayi ile kontrol edilen sistemler i¢in kontrol
problemlerinde ilk kez Iskenderov’un ¢alismalarmda sunulmustur ve analiz
edilmistir[6]. Schrodinger denklemi i¢in Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemi
Iskenderov ve Mahmudov’un ¢alismalarinda incelenmis ve problemin iyi konulmasina

ve ¢Ozlim i¢in gerek sartlara ait sonuglar elde edilmistir[7], [13].

Bu tez c¢alismasinda kompleks potansiyelli Schrodinger denklemi igin Lions
fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele alinmistir. G6z 6niine alinan problem igin
once problemin iyi konulmasina ait olan sorular cevaplandirilmistir, yani optimal
kontrol probleminin ¢dziimiinde varligi ve tekligine ait hiikiimler ispatlanmistir. Sonra
problemde kullanilan amag fonksiyonelinin diferansiyellenebilmesi incelenmis ve onun
gradyenti i¢in formiil elde edilmistir. Gradyent igin elde edilen formiilii kullanarak
optimal kontrol probleminin ¢éziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart elde

edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu bolimde bu c¢alismada kullanacagimiz teoremler, lemmalar ile bazi uzay ve

kavramlarm tanimlarini verecegiz:

Tamm 2.1: L,(0,1) Hilbert uzay: olup elemanlar1 (0,1) arahgmnda dlgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve

norm,

(89, = [T ()0

||u||L2(0,I): <u’V>L2(0,I)

seklinde tanimlanmaktadir.

Tamm 2.2: L,(Q) Hilbert uzayr olup elemanlar1 Q bélgesinde 6lgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm,

<u’V>L2(O,I) = ju (x)¥(x)dx
0
||l//||L2(Q) - <§//, V/>L2(Q)
seklinde tanimlanmaktadir.

Tamm 2.3: L_(0,1) Banach uzay1 olup elemanlar1 (0,1) araliginda élgiilebilir, smirl

ve sonlu
||u||Lm(oyl) = vra(ioslt)Jp|u(x)| =esssup{Ju(x)|: x(0,1)}

=inf CZOZ\VS’XE(O,|)i(;in|U(X)|SC}

normuna sahip U= u(x) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tamm 2.4: L (Q) Banach uzay1 olup Q bdlgesinde olciilebilir, smirli ve sonlu

1.0y = vrai suply (x.0)



normuna sahip y =y (x,t) fonksiyonlarmmn uzayidir.

Tamm 2.5: C° ([O,T], B) Banach uzay1 olup elemanlari [O,T] araliginda siirekli olan

ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlarin uzayidir. Burada norm

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

Ju

c’([o.T]B ):Q%”u(t)ns'

Tamm 2.6: LZ([O,T],B) Banach uzayi olup, [0,T] araliginda tanimli &lgiilebilir,

karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzayina ait olan fonksiyonlari uzayidir.

Burada norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

1
T (N Y

Tanmm 2.7: W;(O,I) Hilbert uzay1 olup, elemanlarinin kendisi ve onlarm birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (0,l) uzaymndan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

<‘/”¢>w§(o,l) - J‘[‘/’(x)é(X)+ dais a&(X)]dX’

0

(v, ‘/’>w21(o,|)

0
W, (0,1) uzay W;(O,I) uzaymin alt uzayi olup, (O,I) araliginin u¢ noktalarinda sifira

esit olan fonksiyonlarm uzayidir.

Tanim 2.8: sz (O,I) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarin ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tirevleri L, (0, I) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;



i, V05800 ()5
= [ 09800 2LV U T

IS

)]

>
)

”‘//”w;(o,u = (v, W>w22(o,|) ’
0 0
W, =W, (0,1) W, (0,1).

Tamm 2.9: W,* (Q) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarm t degiskenine

gore genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayndan olan Sobolev uzayidir . Bu uzayda i¢

carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

(W Bhugsia) = I(w(x,t)iﬁ(x,tﬁ o () agj(gi“t)}mdt,

J ot

||l//|W20'l(Q) = <l//' l//>W2°'1(Q)'
Tamm 2.10: W,* (Q) Hilbert uzay1 olup, elemanlarinin kendisi ve x degiskenine gore

II. mertebeden, t degiskenine gore I.mertebeden genellestirilmis tirevleri L, (Q)

uzayindan olan Sobolev uzayidir. Burada i¢ c¢arpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanir;
- oy (x,1) ap(x,t) W (xt) g(x,t)
<l//’¢>W2“(Q) - i(l//(x,t)¢(x,t)+ ox ox + ox2 x> +
al//(x,t)agﬁ(x,t)]dxdt’
ot

||W||sz,1(g) = (v, W)szvl(n)'

1

02
Tamm 2.11: W (Q) uzayl1 sz’l(Q) uzaymin alt uzayr olup elemanlar1t Q

dikddrtgeninin yan taraflarinda sifira esittir.

Tanim 2.12: {Xn}, H Hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger V yeH i¢in

Iim(Xn, y)H =(X, y)H oluyorsa {Xn} dizisi x e H elemanina zayif yakinsar denir.

n—o0



Tamm 2.13: {X,}, (%] ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger lim|x, —x|=0

oluyorsa {x,} dizisi xe X elemanma normda ya da kuvvetli yakinsar denir.

Tanim 2.14: {fn}, bir X kiimesi lizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
her bir xeX igin limf (x)=f(x) oluyorsa, {f} dizisi X iizerinde bir f
fonksiyonuna noktasal yakmsar denir. Yani, verilen xe X ve &£>0 i¢cin n>N

oldugunda ‘f (x)—f, (X)‘ <& olacak sekilde bir N =N (x,&)>0 sayisi vardur.

Tamm 2.15: V, X lineer uzaymm bir alt kiimesi olsun. Eger u,veV ve a€[0,1]

i¢in au+(1-a)veV oluyorsa, V kiimesine X de konveks(disbiikey) kiime denir.

Tanmm 2.16: (X,|| ||) normlu bir uzay olsun.0< & <2 sartmi saglayan her & sayisi

igin, eger x,ye X ic¢in |X|=|y|=1 ve |x-y|=e iken

<1-6(¢) olacak

X+y
2

sekilde bir §(&)>0 sayis1 varsa (X A ||) uzayina diizgiin konveks uzay denir.1< p <o

igin L, (Q) uzay: diizgiin konveks uzaydir.

Tamm 2.17: (X, |) bir normiu uzay ve E < X olsun. E igindeki her dizinin E de bir

limit noktasi varsa E kiimesine X ’de kompakt kiime denir.

Tanim 2.18: E, (X,|| ||) Banach uzaymin bir altkiimesi olsun. Eger E i¢indeki her

{Xn} dizisinin bir x € E noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E kiimesine

(X , || ||) de zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E kiimesine (X , || ||) de zayif kompakt

kiime denir.

Tanim 2.19: X normlu uzayinda bir E kiimesi verilsin. Eger E deki biitiin yakmsak

dizilerin limit noktalar1 E deyse E kiimesine X ’de kapali kiime denir.

Tamm 2.20: X, bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger X ’in her bir X eleman,

E ’nin elemanlarinin bir dizisinin limiti ise E’ye X ’de yogundur denir.



Tamm 2.21: F, bir | araligi lizerinde taniml1 f (t) fonksiyonlarmin bir ailesi olsun.
Eger Vtel ve VfeF igin |f(t) <M olacak sekilde negatif olmayan bir M sayisi

varsa F ’ye | iizerinde sinirlidir denir.
Tanim 2.22: X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger,
i) X, Y ’nin bir alt vektor uzay1 ve

i)  VxeX igin Ix=X olarak tanimlanan | : X —Y 6zdeslik operatorii siirekliyse X
uzay!r Y uzayma (siirekli) gomiiliir denir. Yani, X Y ve ¥xe X i¢in ||IX||Y <M ||X||X

olacak sekilde bir M sabiti vardir. Eger | operatorii kompakt ise X uzayr Y uzayma

kompakt gdmiiliir denir.

Tanim 2.23: J (u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmig
olsun. Eger ueU noktasma kuvvetli yakinsayan {u, } eU dizisi i¢in limJ (u)=J(u)
sart1 saglantyorsa bu takdirde J (u) fonksiyoneline u noktasinda alttan yar1 stireklidir
denir.

Tamm 2.24: J (u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmig
olsun. Eger ueU noktasma zayif yakinsayan {u,}eU dizisi i¢in II(im J(u)=J(u)

sart1 saglantyorsa bu takdirde J (u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari

sureklidir denir.

Tammm 2.25: B herhangi bir Banach uzay1 ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin

herhangi bir W(U,}/):{V:Ve B,||V—u|| < 7/} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 i¢in

im o(hu) =0
Il >0 {|h,

olacak sekilde,

AJ(u)=J3(u+h)=J(u)=(3'(u),h), +o(h,u)



sartin1 saglayan J'(u)e B’ elemani varsa, bu takdirde J (u) fonksiyoneli u noktasinda

Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir denir.

0
Teorem 2.1: D < R" herhangi bir bolge olsun. Herhangi u(x) eW,, (D) fonksiyonu ve

-1
m=>1, r >1 sayilari igin a:(1—1](1—£+£j olmak Uzere
r g/\n mr

[l oy = AL o Il o

esitsizligi gecerlidir. Ayrica,
. (m-1)rY’
1. m=n=1icin qe[r,o] ve f=|1+———| du.
m

(n-1)m

: nm
ise ge|r, ve
n—m

2. n>1lve m<n i¢cin ﬂz(
n—-m

o
- nm
ve eger, <

nm . nm :
r> ise Qe ,r | dir.
n—m n—m

1)

3. m>n>1i¢in ge[r,o) ve ,B:max{q(%,lﬂm—l)mr} dir[10].

Teorem 2.2 (Weirstrass Teoremi): U, B Banach uzaymda zayif kompakt bir kiime

olsun. J(u) ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif yar1 siirekli
bir fonksiyonel olsun. Bu takdirde J, = inf J (u)>—0, U, ={ueU:Ju)=J.}=J,
zaylf kompakttir ve U ’dan alinan herhangi minimallestirici dizi, minimum noktalar1

kiimesine zayif yakinsar[16].

Teorem 2.3: Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X uzaymn kapal

siirlt kiimesi, | (V) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan alttan smirh ve alttan

yar1 siirekli fonksiyonel ve a >0, £ >1, verilen sayilar olsun. Bu takdirde X uzaymda

her yerde yogun olan dyle bir G alt kiimesi vardir ki, Vwe G igin,



3. (v)=1(v) +alv—w

fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiigik degerini alir. Eger g>1 ise J, (V)

fonksiyoneli en kiigiik degerini U kiimesi tizerinde bir tek noktada alir[3].

Teorem 2.4: U, B Banach uzaymm konveks bir alt kiimesi, J(u) fonksiyoneli bu

kiimede birinci  mertebeden  siirekli  tiirevlenebilir  bir  fonksiyonel  ve
U.= {u eU:J(u)=Jd.= inf J (u)} kimes  J(u)  fonksiyonelinin  minimum
noktalarmm kiimesi olsun. Bu takdirde Vu, eU, ve YueU icin (J "(u),u —u*)B >0

sart1 saglanir[16].

Teorem 2.5: D R", C* smifinin sinirli bir bdlgesi olsun.

1. Bger p>11<q<w, 0<r<m, m—r—%+%20 ise W™ (D) uzayi W, (D)

n n
uzayina (siirekli) gomiiliir. Eger m—r ——+— >0 ise bu gomiilme kompakt olur.

2. Eger p(m-r)>n ise W (D) uzay1 C" (5) uzayina kompakt gomiiliir.

Lemma 2.1: DcR" herhangi bir bdlge olsun. Eger {u,(x)} fonksiyonlar dizisi
L, (D) (q Zl) uzaymda bir u(x) fonksiyonuna kuvvetli yakmsiyor ise bu takdirde
{u,(x)} dizisinden u(x) fonksiyonuna D’ de hemen hemen yakinsayan bir alt dizi

segmek miimkiindiir. Ayrica {u, (x)} dizisinin D iizerinde u(x) fonksiyonuna hemen
hemen yakinsamasi, D {izerinde hemen hemen diizgiin yakinsamay1 gerektirir[10].

Lemma 2.2: {uk (X)} bir fonksiyonlar dizisi olmak tizere, eger q>1 ve k=12,... i¢in
||uk||Lq(D) <c ise bu durumda {u,(x)}* den L,(D) de zayif yakinsayan bir alt dizi
segmek miimkiindiir. Eger k=1,2,... igin {u,(x)},D iizerinde u(x) fonksiyonuna

hemen hemen yakinsiyorsa ve q>1 igin ”uk”Lq(D) <c ise bu durumda {uk} dizisi



q°<q igin Lq*(D) de u’ ya kuvvetli yakmsar; L, (D) de ise u’ ya zayif
yakinsar[10].

Lemma 2.3: f(xtu) fonksiyonu {(x,t)eQue(—oo,o0)} kiimesinde tanimli
dlgiilebilir bir fonksiyon ve hemen hemen (x,t)eQ igin U’ ya gore siirekli bir
fonksiyon olsun. EgerL, (Q) dan olan {u, (x,t)} dizisi, L (Q)’ dan olan u(x,t)
fonksiyonuna hemen hemen yakmstyorsa ve g >1 igin [ (.,..u, (.,.))HLq(Q) <c ise bu
durumda g <q igin f(xt,u, (xt)) fonksiyonlar dizisi L. (©) normunda
f (x,t,u(x,t)) fonksiyonuna yakmnsar; L () da ise zayif yakmsar. Eger {u, (x.t)}
dizisi L, (Q) da u fonksiyonuna kuvvetli yakmsiyorsa ve q>1 igin ||uk||Lq(Q) <c ise bu

takdirde {uk (X,t)} dizisi u” ya g" <q igin L () da kuvvetli yakinsar[10].

Lemma 2.4 (T. H. Gronwall): Eger g(t) fonksiyonu t,<t<t, iizerinde siirekli bir

fonksiyon ve

OSg(t)SKJrLJt'g(s)ds

t

esitsizligini saglarsa, {; <t <t lzerinde

0<g(t)<Kexp(L(t-t,))
dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir[4].

Lemma 2.5 (Cauchy-Bunjakovskii Esitsizligi): u,v e L,(Q) elemanlar1 i¢in

1 1
< (J.|u|2 dxer2 UMZ dxd rJz
Q Q

J.U\_/dXdZ'
Q

esitsizligi gegerlidir[10].

Lemma 2.6( ¢ -Cauchy Esitsizligi): Keyfi a,b sayilari ve herhangi ¢ >0 i¢in

10



ab|< Zaf +[of
&

esitsizligi gegerlidir[10].
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3. MATERYAL ve METOT

3.1. Kompleks Potansiyelli Schrédinger Denklemi I¢in Lions Fonksiyonelli
Optimal Kontrol Problemi

Bu bolimde kompleks potansiyelli Schrodinger denklemi igin Lions fonksiyonelli
optimal kontrol problemi ele alinmistir. Ele alinan problemin ¢éziimii i¢in 6nce varlik
teklik teoremleri ispatlanir. Sonra fonksiyonelin diferansiyellenebilirligi incelenerek
fonksiyonelin gradyenti i¢in bir formiil elde edilir. Bu formiil kullanilarak varyasyon
esitsizligi bigiminde gerek sart elde edilir. Benzer problemler [5], [6], [7], [18], [19]

calismalarinda incelenmistir.

3.1.1 Problemin Konulmasi
| >0, T >0 olmak iizere xe(0,1), te(0,T), Q =(0,1)x(0,t), Q=€ olsun.

3, (V)= [y (x,8) v, (x.t)] ect + e~ (1)
Q
fonksiyonelinin,
v E{v:(vo,vl):vj L, (0.T).|v, ()b, =0LVte(0,T)

kiimesi tizerinde,

i%+ao%—a(x)wk—vo(t)z//k—ivl(t)z//k = (xt), k=12, (xt)eQ (2)
l//k(X,0)=(0k(X), k=12, xe(0,1) (3)
v, (0,t)=y,(1,t)=0, te(0,T) (4)
(08 _ow:(LY) o (o7) (5)
OX OX

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini ele alalim. Burada, « >0,

b,>0, b >0,a,>0 verilen sayiar, a(x) d&lgilebilir smirh fonksiyon olup

12



0<a(x)< iy, @XE(OJ) sartmi saglar. wel,(0,T)xL,(0,T) verilen eleman, ¢,

@,, T, f, fonksiyonlar1

0 2 de,(0) de, (I
¢ eW2(0,1), @, eW,(0,1), (Dé)f ): (pdzx( ):0, (6)
0 01
foeW2 (Q), k=12 (7)

sartlarm1 saglayan fonksiyonlardir. H =L,(0,T)xL,(0,T) dir. WveV igin (2)-(4)
sartlarindan yw;, =y, (X, t) =y, (x,t;v) fonksiyonunun bulunmasi, Schrédinger denklemi
i¢in I.gesit smir deger problemidir. (2), (3), (5) sartlarindan y, =y, (X,t) =y, (X,t;V)

fonksiyonunun bulunmasi1 da Schrodinger denklemi icin II. ¢esit baslangic siir deger

problemidir.

0
Tamm 3.1.1.1: Vv eV igin (2)~(5) smir deger probleminin ¢dziimii olarak V(x,t)eQ

0 21

igin (2) - (5) sartlarm saglayan ve swrasiyla W, (Q), W, (Q) uzaylarina ait olan

v, =y, (X ) =y (X 6V), v, =y, (X,t) =y, (Xt;V) fonksiyonlar: anlasilir.

[20] ¢alismasma dayanarak Vv eV igin (2) — (5) smir deger probleminin tek ¢dziime
sahip oldugunu ve bu ¢oziim i¢in asagidaki kestirimlerin gegerli oldugunu
sOyleyebiliriz:

21

Iy e W, <Q>sc{nwlnevvz<o,l>+||f1||vv£i<s>>} ®)

lw.|leW,” (@) <c, (”‘//2” W, (0, 1)+ f, W, (Q)) (9)

Burada c, >0, ¢, >0 sayilaridir.

3.1.2. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg: ve Tekligi

13



(1) — (5) optimal kontrol problemini géz 6niine alalim. Bu problem i¢in ¢éziimiin varlig1
ve tekligini inceleyelim. Ilk olarak o >0 igin (1) — (5) optimal kontrol probleminin bir

tek ¢oziime sahip oldugunu gosterelim:

Teorem 3.1.2.1: H=L,(0,T)xL,(0,T) uzaymnda hemen hemen her yerde yogun olan

G alt kiimesi vardir ki YweG ve a >0 icin (1) — (5) optimal kontrol problemi tek

¢ozlime sahiptir.
Ispat : Once J, (V) fonksiyonelinin VV kiimesi iizerinde siirekli oldugunu gdsterelim.

Jo(v) :ﬂwl(x,t)—yfz(x,t)‘zdxdt (10)

B=L,(0,T)xL,(0,T) olmak iizere Ave B, v+AveV olacak sekilde herhangi bir v
clemanma  verilen  artig  olsun. Bu  durumda Wy fonksiyonlar1
Ay, = Ay, (X 1) =y, (X EV+HAV) -y, (Xt V) =y,, —y, artisina sahip olur. Burada

v, (X t;v+Av) fonksiyonlar1 (2) — (5) smir deger probleminin V+Av’ ye karsilik

gelen ¢ozlimleridir.

W, V& ¥, , (2) denkleminin ¢dziimleri oldugundan, sirastyla

i OWya 82‘//kA

- +a, " —a(X)Wa — (Vo + AV )W in =i (Y, + AV, ), =

Gt +ao l/lk (X)Wk Vo, —iviy, = T,

yazilir. Bu iki denklemi taraf tarafa ¢ikarirsak:

a
1, () Ay, — (v + AV, (s =9 ) 1+ A (s )

= AV, + 'AV1W K

olup,

2
IaAWk +aoa Al//k

- v —a(X) Ay, —(V + AV Ay, —i(V +AV,) Ay, = AV, +iAv,y,

14



elde edilir. Buradaki Ay, , k=1,2 fonksiyonlari,

2
iaAWk t+a, 0 Ay, _a(x)A(//k —(V0+AV0)AWk —i(V1+AVl)Al//k

ot ox’ (11)
= AV, +iAvy,, k=12, (x,t)eQ

Al//k(X,O)=0, Xe(O,I), (12)

Ay, (0,)=Ay, (1,1)=0, te(0,T), (13)

SAI//(;X(O,t) = 8Al/gx(l’t) =0, te(O,T). (14) baslangi¢

sinir deger probleminin ¢oztimleridir. (11) denkleminin her iki tarafini

AI/TK(X,'[), k=12 ile garpip Q) bdlgesi iizerinden integralleyelim:

Ay, — DAy,  — i
I[I—&Wk Ay, +a, axlz/jk Ay, _a(x)|A‘//k|2 ~(Vo +AV0)|AWk|2 _'(V1+AV1)|AWk|2jdXdT
Ot

= I (AVy, +iAVY, ) Ay, dxdz
Qt

olur. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci terime kismi integrasyon uygularsak

.OAy,  — OAy,
i Ay, —a,|—
f!-t ( ot Y — & ‘ x

2
—a(x)|A1//k|2 —(V, +AVO)|A1//k|2 —i(v, +Av1)|Ax//k|2]dxdr
= J.(AVOl//k +iAvy, ) Ay, dxdz
ot

yazilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak;

.OAy, ,— .OA
I— Ay, +1
I([ ot Wy

at% Aa,//kJ—i(v1 +Av)| A [ —i(v +Av1)|A1//k|2dedr
Ot

= [ (Vo AW, — Aoy A, +idVy Ay, +iAvp Ay, Jixde
Qt

esitligini elde ederiz. Buradan da,

15



(A Ay

| =2 (v+av)[Aw,[" dxdr = [ Av,2i |m(l//kAl/7k)+ [ Av,2i Re(y/kAka)
Ot Ot Ot

=

H ol dxdr = '[( (v, +Avl)|Az//k|2)dxdr+ ZI Av, Im(z//kAz/Tk)+ 2[ Av, Re(n//kAw_k)
00 Ot Qt Qt

=

|Aw, ||i2(oyl) = ZI (v, +Av,)[Aw, [ dxdz + 2.[ Im (Avoz//kAz/Tk)dxdr + 2J' Re(Avly/kAka)dxdr
Ot Ot Ot

elde edilir. Once her iki tarafin mutlak degerini alr, sonra |Ima|<|a|, |Rea|<|a|

oldugunu

”Al//k”iz(o,l) :2.|.|v1+Avl||A1,//k|2 dxdr+2I|Av0||wk||Awk| dxdr+2I|Av1||wk||Awk| dxdz
Ot Ot Qt

olur.
Buradan,
Ay, ||i2(0'|) < Zj IV, + AV |[Ay,|* dxd 7+ _[ | AV, |Cdxd 7 + j Ay, [ dxdz
Ot ot Ot
+J. AV, |2dxdz' + I Ay, |2dxdz'
Ot Ot
=(20,+2) [ Ay, [dxdz + [ |avyy, [dxdr + [|Avy,["dxde
Ot ot Ot
olup,

AV o) < (20, +2) [ Ay [ dxd7 + j | AV, | dxd 7 + j Ay, [dxdz  (15)

Qt

esitsizligi elde edilir.

0 21

1
W2 (Q) uzayr L, [[O,T],V%z(O,I)J uzayma, W,*(Q) uzay1 da Lw([O,T],WZl(O,I))
uzayma siirekli gdmiildiigiinden,

||‘/’1||Lm[[o,r],\ﬁxlz(o,|)] <G ”‘//1”&2’1(9) (16)

16



(17)

||l//2||go([o,T],W§(o,l)) <C, ”‘//2

w;(Q)

esitsizliklerini ve bu esitsizliklerde de (8), (9) kestirimlerini kullanirsak

)
W2 (0,1) + ” f2”vv2°~1(9))

v [OT]Wz(OI ] <G [l @ 56 (Cl ||(ﬂ1||v3§<o,|>

||'//2||Lm([o:],w;(o,|)) <C,[w, w2i(q) < Ca (Cz (122

olup,

Wl forsiton] < laion 1 g (18)

”l//Z”Lw([O,T],Wzl(O,I)) <G (”%”Wz +||f |Wz°l ) (19)

kestirimlerini elde ederiz.

0 1
W2 (0,1) ve W, (0,1) uzaylari L, (0,1) uzayma gomiildiigiinden asagidaki esitsizlikleri

elde ederiz.

||l//k||LD(Q) = ”l//k le(o,l) < C7, ||lf//kA||L®(Q) < Ca k=12 (20)

(15) den;

dr+esssup|wk| I |Av0| dxdz

oy S (20,42 IHAWk oy 758

”A Wk

jtesssup‘:,//k xt)’ J'|Av1| dxdz
(x,t)eQ o

2

T T
A o) j AR A o [lav,[dt
0

Lo(0.1)

2
Lo dr+c|(j|Avo|dt+j|Avl|dtj

=(2b1+2)j;HAl//k(.,T)

<(20+2)fJavs (o)

olup Gronwall lemmasi kullanilirsa:

N2 ||L2 ( j |Av,|“dt + j |Av,| dtJ gl2o2)

olup,
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A o <0 (ﬂAv ol dt]— IS oo

yazilir. Burada da L, uzayr ile L,uzaymin gomiilme Ozelliklerini kullanirsak

H=L,(0T)xL,(0,T), B=L,(0,T)xL,(0,T), olmak iizere;

”A‘//k .

L(0l)

<c|av];, <c |av]., vte[0,T] k=12 (21)

kestirimi elde edilir.

Simdi JO(V) fonksiyonelinin artismn1 hesaplayalim. Bunun i¢in (1) formiiliinii

kullanirsak,
Ay (V) =3y (V+AV)=Jy(v)
:j‘l//l(X,t;V+AV)—l//Z(X,t;V+AV)‘2dth—J‘Wl(X,t;V)—l//z(X,t;V)‘dedt
o

= i W0 — | dxdt — j Iy, — | dxct

= [ (s —V20) (Vs =17, Jixdlt - Il/fl v, ) (7, — 7, Jdxdt

= | (Ap,+y, (A, +v,) ) (A7, +7, - (A, +7, ) ) dxdt

ol

il ~ v,y + |y et

:Q'.: 'O'q .'O'—u

j(lAl//l +AY W, - Ay AW, — Ay, W AW i AW, — v,
—AY AT, — Ap i+ A = Ayiz, — v, AT, -,

A, +y 7, — | +wi, v, —Il//zlz)dxdt
=i(Awl(v?l—v72)+Atﬁl(w1—wz)—Av72(wl—wz)—sz(vz—v?z)
+|Az//l|2+|Ay/2|2—AV/1AV72—A%Ay?l)dxdt
=£((%—%)(Av71—Av72)+(l/71—Wz)(A%—A%HIA%IZ+IA%|2

—A WlAaz —A l//ZAl/_ll) dxdt

= [2Re((y,—v) (A, — Av, ) dedt - 2] Re(Aysap, axdt
Q Q (22)

+[a ‘r”l”i(g) +Ay, :

L(9)

18



Burada Cauchy — Bunjakovskii esitsizligini uygulaylp (8) — (9) kestirimlerini

kullanwrsak:

‘AJO (V)‘ < 2“1/1 —y,||Aw, — Ay, |dxdt + 2J-|Al//l||Al//2|dth+”Al//1 iz(g) +|Aw, iz(g)
Q Q

1
1 =

= 2
<2 (|W1_W2|2)2( [ |A1//1—Az//2|2] + Ay dxdt+[|aw [ dxdt+[awl? o +lavl o,
Q Q Q

Q

=2(Jps-vs o) 218wl o+ 2lavl]
< 2(”1/11 L(Q) +||V/2

183 (V) = G W]y +IW ) +2

L(Q) ”A Y- A ¥,

LZ(Q))”Al/Il —Ay, L(Q) + 2||Al//1 i(Q) + 2||AW2||1(Q) (23)

A ‘/’1“1(9) +2JAy, ”i(g)

esitsizligini elde ederiz. Buradaki ¢, >0 sayis1 Av’ den bagimsizdir. Bu esitsizligin

sag tarafina (21) kestirimini uygularsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

A3, (v)] <y lav], +av]; ) (24)
Burada c, >0 sayist Av’ den bagimsizdir. (24) esitsizliginden ||AV||L30(O,I) —0 igin

AJy(v) >0 olur. Dolayisiyla J,(v) fonksiyoneli v noktasinda siireklidir. veV , V
kiimesinin herhangi bir elemani oldugundan J (v) fonksiyonelinin V kiimesi

iizerinde siirekli oldugu ispat edilir. Boylelikle WveV igin J,(v) fonksiyonelinin V

kiimesi iizerinde alttan sinirli ve alttan yar1 siirekli oldugu ispatlanmis olur. V kiimesi
H uzaymda kapali ve sinirh kiilmedir. H uzay1 ise Hilbert uzay1 oldugundan diizgiin

konveks uzaydir[22].

1(v)=J,(v), X=L,(0,T), U=V
gosterimlerini kullanirsak Teorem 2.3’ {in sartlarinin saglandigmi goriiriiz. Bu takdirde
Teorem 2.3’ {in hitkkmiinii kullanirsak H uzayinda her yerde yogun olan G alt kiimesi
bulunur ki, YweG i¢in « >0 oldugunda (1) — (5) optimal kontrol problemi bir tek

¢oziime sahip olur. Boylece teorem ispatlandi.
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Simdi (1) — (5) optimal kontrol probleminin >0 igin en az bir ¢éziime sahip

oldugunu gosterelim:

Teorem 3.1.2.2 : Kabul edelim ki ¢, (x), f,(x,t), k=12 fonksiyonlar1 (6), (7)

saglamig olsun. Bu takdirde (1) — (5) optimal kontrol problemi « >0 i¢in en az bir

¢cOziime sahiptir.

Ispat : Herhangi {Vm} €V minimallestirici dizisini ele alalim.

limJ, (v")=J_. =infJ,(v) (25)

m—>o0 @ veV

Her bir v" eV, m=12,... i¢in (2) — (5) sinir deger probleminin ¢oziimiinii,

v =y (%) =w, (X tv"), k=12
seklinde gosterelim. Bu takdirde (8) — (9) kestirimlerinden asagidaki kestirimleri elde

ederiz:

oz <5 (Il on, + i) = o (26)

”l//Z W2t () <G (||¢2”w22(0,|) +|| f2 Wzo'l(Q)) =Cp3- (27)

Burada c,,c; >0 sabitleri m’ den bagimsizdir. V kiimesi B uzayinda sinirli kiime

oldugundan {Vm}eV dizisinden bu uzayda veB elemanina (*)- zaylf yakinsayan

m
{v "} alt dizisi segilebilir. Bu alt diziyi {v"} ile gosterelim. Bu takdirde;
m—> oo igin V" -V, Bde (*)-zayif (28)
V kiimesi B uzayinda kapali sinirli ve konveks kiimedir. Bu takdirde [8]" den
bildigimiz ilgili teoreme gore V kiimesi B uzayinda (*) - zayif kapali kiime olur. Yani

veV dir. Buna gore de (28) sartindan asagidaki limit bagintisini elde ederiz:

t

M (t)q(t)dt —>ij (t)g(t)dt,m—>o0,vqel,(0,T), p=0,1 (29)

0

21

0
(26) — (27) kestirimlerinden {w&“},k =1,2 dizilerinin sirasiyla W2 (Q), W,*(Q)

uzaylarinin normlarinda m’ ye gére dizgiin sinirl oldugu elde edilir. Bu takdirde

20



{w&“} k=12 dizilerinden y, W, (Q) elemanlarina zayif yakinsayan alt dizilerini

se¢mek mumkindur. Kolaylik igin bu yakinsayan alt dizileri yine { } k=12 ile

gosterelim. Buna gore m — oo, k=1,2 igin

v, =y, zayfL,(Q) da (30)
oy Oy
— > —= zayIf Q)da 31
po ks L, (Q) (31)
oy Oy,
— > —= zayIf Q)da 32
OX OX vt L (%) (32)
aZV/k Oy,
" - v zayif L, (Q)da (33)

limit bagintilarini elde ederiz. {wlm} : {y/;“} dizilerinin elemanlar1 (2) — (5) sinir deger

0 21
probleminin sirastyla W> ()  ve W,*'(Q) uzaylarina ait ¢oziimii oldugundan her

m=12,... i¢cin asagidaki 6zdeslikleri elde ederiz:

- a a m m m HL m N
J.{I ;k +a, "[/k —a(X)w =V (X)w —ivy (X)) |mdxdt
Q
) (34)
= [ fm (x tydxdt. k=1,2, m=1,2,...
Q
Vi, =1, (xt) e L, (Q) ve asagidaki sartlar saglanir:
vy (X.0)=g(x )VG(O 1), k=1,2. (35)
N oy, (0,t) oy, (Lt) o
0,t I,t)=0, = =0,ve(0,T 36
vy (0,t)=y7 (1,t) ox o €(0,T) (36)
(30) —(33) limit bagntilarmi kullanirsak, V7, € LZ(Q), k=1,2 i¢in
J{iaawtk +2, U/k —a(x )V/Q‘}n_kdxdte
? (37)

Oy 821// - B
—>ﬂ| atk +a, axzk —a(x)q/k}nkdxdt, k=1,2

limit bagintilar1 elde edilir. Simdi m—ooigin agsagidaki limit bagntilarinin gegerli

oldugunu ispatlayalim:
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J. o (X)wy (xt)nk(xt)dxdt—>_|.v n//k(xt)nk(xt)dxdt k=12 (38)

Q

|_|.v Y dxdt—njv Wi 77k dxdt, k =1,2 (39)

olup kolaylikla asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

_[V ¥, 77k dxdt = I( )!,//k 77k dxdt +

; (40)
+Iv -, nkdxdt+jvpy/knkdxdt k=12, p=0.1.
eW(Q), v, eWH(Q), n, e, (Q), k=12 sartlart saglandigindan

W, 77_k e L (Q) olur. Butakdirde (29) limit bagmtisim kullanirsak ; m — oo igin

[ (v =v, Jw 7 dxdt -0, k=12, p=01 (41)

Q

bagmtisini elde ederiz.

Simdi (40) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimi kestirelim. Cauchy-BunjakovskKii

esitsizligini kullanip v" €V oldugunu g6z oniine alirsak:

J.Vr; ('//lin_‘//k)n_k dxdt SCMHW;T_‘/QHLZ(Q)’ k=12 p=01 (42)

Q

0 21

esitsizligini elde ederiz. Burada ¢, >0, m’den bagimsizdir. W> (Q), W,*(Q)
uzaylar1 L, (Q) uzayma kompakt gomiildiiglinden m — o i¢in
v >y, kuvvetli L,(Q) da, k=12 (43)

limit bagintisn1 kolaylikla elde ederiz. Bu limit bagintisint gbz Oniine alarak (42)

esitsizliginin her iki tarafinda limite gegersek asagidaki limit bagintisinin gegerli olur:

[0 (v = ) dxdt >0, k=1,2, p=0,1 (44)
Q

(41) ve (43) limit bagintilarmi kullanarak (40) esitliginin her iki tarafinda m-— oo

icin limite gegersek (38) ve (39) limit bagintisinin gegerli oldugunu elde ederiz.
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(37) — (39) limit bagintilarin1 kullanarak (34) ‘de m-—oo igin limite gegersek

asagidaki 6zdesligin gegerli oldugunu elde ederiz.

. 0 o° . -
i{l%-f-ao a;:/zk —a(X) @~V (X)w, —iviy, |7, dxdt

) (45)
= [, dxdt, v, e L,(Q)
Q

Bu 6zdeslikten W, (Q) uzayindan olan y, =y, (x,t), k =12 limit fonksiyonlarinin

(2) denklemini sagladigini goriiyoruz.

Simdi 1//k(x,t), k=12 fonksiyonlarmin (3) baslangic sartlarmi1 sagladigini

ispatlayalim.

0 21

Gomme teoremlerine gére W, (Q), W, (Q) uzaylar1 L,(0,1) uzayma kompakt

gomiiliirler. Bu nedenle m — oo i¢in
v (%,0) >y, (x0), k=12, L,(0,1) de kuvvetli (46)
limit bagintis1 gegerlidir. Diger taraftan asagidaki esitsizlikler dogrudur.
| |
[ (x.0) =g (%)) dx < 2[ " (x,0)—w, (x)] cx+
0 0 (47)

+2_i“1//,£”(x,0)—gok (x)‘2 dx, k=12
0

(35) sartlarin1 ve (46) limit bagmtisim1 kullanarak (47) esitsizliginin her iki tarafinda
limite gecip:

|
[wi (x.0) =g, (%) dx=0, k=12
0

esitligini elde ederiz. Burada kolaylikla v, (X,t), k =1,2 fonksiyonlarinin (3) baslangi¢

sartin1 sagladig1 elde edilir.
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Simdi wk(x,t), k=12 fonksiyonlarmm (4) — (5) sinr sartlarim sagladigini

0 21
ispatlayahm. W (Q) uzay1 L, (0,T) uzaymna kompakt gomiiliir. Yani m— oo igin

w;" (0,t) >, (0,),L,(0,T) de kuvvetli (48)

wi (1,t) >y, (1,1),L,(0,T) de kuvvetli (49)

limit bagmtilar1 gegerlidir. Bu takdirde (36) sartlarindan birincisini kullanirsak (48) —

(49) limit bagmtilarindan ve

[l (0.) dt <2[Jy" (0.t)—y (0.1)] dt+2[ " (0.1)] dt (50)
[l (L) dt <2f | (1) =y, (L) dt+2[Jy (1,1)] ot (51)

esitsizliklerinden asagidaki esitlikleri elde ediyoruz:

[lw. (0. dt=0, [l (1t)[ dt=0 (52)

0
Bu esitlikler w; (x,t) fonksiyonunun x=0,x=I noktalarnda Vte(0,T) igin smnir

sartlarmin saglandigi ispatlanmis olur.

Simdi v, (X,t) fonksiyonunun (5) smir sartlarin1 sagladigini gosterelim:

wy eW (Q) oldugundan gomme teoremine gore asagidaki limit bagintilarmin gegerli

oldugunu kolaylikla elde ederizz m — oo i¢in

oy, (0,t) . oy, (0,t)
OX OX

L, (O,T) de zayif (53)

oy, (1,t) . oy, (I.t)
oX

L, (O,T) de zayif (54)

dir. Bu takdirde (36) ° daki ikinci sart1 kullanirsak Ve l, (O,T) igin
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oy, (0t) - oy (0,t) 0w, (0t))- oy, (0.t)
——p(t)dt| < - t)dt dt| (55
[ mon=]| =5 o UOL M UL S
P al//z(l,t) - P 81//;“(|,t) 81//2(|,t) - eI (I,t) -
——p(t)dt/< - t)dt t)dt] (56
! & (1) ! ™ ol 0 +£ n(t)d (6)
esitsizliklerinden asagidaki esitlikleri elde ederiz:
T o, (0.1) - T oy, (1t) -
——p(t)dt=0, | ————=n(t)dt=0 57
{ &1t ! = 1) (57)

Bu sartlar V7nel,(0,T) i¢in saglandigindan, buradan kolayhkla ;(xt)

fonksiyonunun x =0, x =1 noktalarinda II. gesit sinir sartlarini sagladigi goriiliir.

Boylece {wlf‘}, k=12 fonksiyonlar dizisinin limit fonksiyonlar1 olan
l//k=l//k(X,t), k=12 fonksiyonlar1 (2) — (5) smir deger probleminin {vm}eV

dizisinin limit fonksiyonu olan v=v(t)eV ’ye karsilik gelen ¢dziimidir ve bu

0 21
¢oziimler sirasiyla W2 (Q), W,**(Q) uzaylarma ait olan hemen hemen her yerde

¢oziimleridir. Yani w, =y, (X.t)=y, (xt;v), k=12 bilindigi gibi L,(Q), H
uzaylarinin normlar1 alttan zayif, yar1 siirekli fonksiyonellerdir. Bu takdirde
{Vm} eV dizisinin veV elemanmna (*)- zayif yakinsadiginda {‘//F}: k=12
dizilerinin y,, k=12 fonksiyonlarina L, (Q) uzayinda kuvvetli yakinsamasini, ayni

zamanda zayif yakinsamasmi goz Oniine alarak o >0 i¢in asagidaki bagmtiyr elde

ederiz:

J.<J,(v)<limJ, (v')=infd,(v)=1J .

m—>0 veV @

Bu bagmtidan J_.=J, (v) oldugu ispatlanir. Yani veV elemami J, (V)

fonksiyonelinin minimum noktasidir. Boylece (2) — (5) optimal kontrol probleminin en

az bir ¢ozlime sahip olmasi ispatlanmis olur.

3.1.3. Fonksiyonelin Diferansiyellenebilmesi
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Bu bolimde (2) — (5) optimal kontrol problemi i¢in amag¢ fonksiyonelin

diferansiyellenebilmesi incelenir ve onun gradyenti i¢in formiil ispatlanir. Kabul edelim
Ki; ¢ =4, (X,t), k =1,2 fonksiyonlar1 asagidaki eslenik problem denilen sinir deger

probleminin ¢dziimii olsun:

10, T ()4 (0 1w (0 =200 (v (1) v () -
(X,t)eQ
4 (x1)=0, k=12, x(0,1), (59)
¢,(0,t)=¢(1,t)=0, te(0,T), (60)
9¢,(0,t) og,(1,t)
o =0, te(O,T). (61)

3

Burada v, =y, (x,t), k=12 (2) — (5) smr deger probleminin veV ° ye karsilik

gelen ¢ozliimiidiir.

Tammm 3.1.3.1: (58)—(61) eslenik sinir deger probleminin ¢6ziimii denirken;

Oty (O’t) _ Oy, (I’t)
OX OX

C? ([O,T], I_Z(O,I)) uzaymna ait olan =0 sartlarm1 saglayan

o 21

Vi, eWs (Q),Vn, eW, " (Q) i¢in,

ony . O - -
I¢k —i gtlkjta0 a:(721k—a(x)rylk—vo(x)rylkJrlvlrylk dxdt
Q

= (-1) 2] (w, (%) =y, (%)) 7y (1) xclt + (62)

+[ g (%,0)my (%, 0)dx, k=1,2

0

integral 6zdegsligini saglayan ¢, =g, (x,t), k =1,2 fonksiyonlari anlasiimaktadir.

[19], [20] calismalarindaki sonuglardan faydalanarak (58) — (61) smnir deger

probleminin ¢6ziimiiniin varlig1 ve bir tekligine ait olan hiikkmii elde edebiliriz. Ayrica
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bu sinir deger probleminin ¢oziimii i¢cin agagidaki kestirimin gegerli oldugunu da
sOyleyebiliriz:

, k=12 (63)

()

vt e[0,T]|d (.,t)HLZ o SGs v v

Burada c >0 sayis1 t © den bagimsizdur.

Asagidaki fonksiyonu g6z oniine alalim:

H (x,gol(x,.),goz(x,.),VO(X),vl(“),qﬁl(x,.),¢2(x,.))

O ey | O ey

Re(¢1(x,t)¢l(x,t)+(p2(x,t)¢2(x,t))dt.v0 (t)-
(64)

|m(¢1(x,t);}sl(x,t)+¢2(x,t)gsz(x,t)jdt.vl(t)_
~at] (v (€)=, (1)) + (v (0) - (1))’ |

Bu fonksiyona (1) — (5) optimal kontrol problemi i¢in Hamilton-Pontryagin fonksiyonu

denir.

Teorem 3.1.3.2: Kabul edelim ki Teorem 3.1.2.2° nin sartlar1 saglanmis olsun. Bu

takdirde (1) — (5) optimal kontrol probleminin amag¢ fonksiyoneli olan J, (V)

fonksiyoneli V kiimesinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun gradyenti

i¢in,
J(v)=—— (65)

formila gegerlidir. Burada H =H (t"//p%,Vova(_él#;z) fonksiyonu (64) formlli ile

tanimlanir.

Ispat: YweV elemanimi alalim ve bu eleman iizerinde J, (V) fonksiyonelinin artigmi

hesaplayalim. (1) ve (17) formiillerini kullanirsak kolaylikla asagidaki formiilii elde

ederiz:

27



A, (v)=J,(v+Av)-J,(v)

2[R (14 (0) v, (1) A0 (08) -, (x| e
2a (1) (O () 6)
20 - O O il vl
-2 Re{ v () av () ot el |

Burada Ay, =Ay, (xt), k=12 fonksiyonlar1 (12) — (14) smir deger probleminin
¢oziimiidiir. Teoremin sartina gore teorem 3.1.2.2 © nin sartlar1 saglaniyor. Bu nedenle
(2) - (5) smir deger probleminin ¢dziimii olan y,(x,t) ve ,(x,t) fonksiyonlar:

0 21
sirastyla W2 (Q), W,*(Q) uzaylarmm elemanidir ve problemin hemen hemen her

yerde ¢dziimiidiir. Buna gore de Ay, = Ay, (X,t) =y, (X.tV+AV) -y, (X,t;v), k=1,2

fonksiyonlar1 i¢in asagidaki integral 6zdeslikleri yazilabilir:

2
J.(I aAV/k +a0 a Al//k _

- v a(x) Ay, —(Vy +AV, ) Ay, —i(v, +Avl)Az//k]7_7k dxdt

Q

] ] (67)
= IAVOWk 7, dxdt +i J. Avyy, 7, dxdt
Q Q

Vi =n(xt)elL,(Q), k=12, ¢ C° ([O,T],LZ(O,I)) oldugundan bu integral

Ozdesliginde 7_7k = ék alalim. Bu takdirde asagidaki esitligi elde ederiz.

2 _
(190 s 0, CBV% () ap, (v ) v i3+ 2 ), i,
U at O (68)

= [ & () (X, 1) g (x,t) dxdlt+i [ AV, (), (x,1) g, (x,t) el

Q

Bu esitligin kompleks eslenigini yazarsak:
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ot ox?

_ , - )
J- i@AQ{/k ta, 0" Ay, _a(X)Al//k (V + AV )Al/lk (V + AV )A¢k k(X,t)dth
Q

= [ AV, (), (X 1) i (X ) et =i [ A, (€)wr, (x,t) i (x,t) et

elde edilir.

(69)

Simdi (62) integral Szdesliginde 7,, = Ay, , k=12 alalm ve Ay, (x,0)=0 sartm

kullanalim. Bu takdirde (62) 6zdesliginden asagidaki esitligi elde ederiz:

o 6 Ay ) Yo+ /
J.¢k ’/’k axg/k —a(X)Ay, —V, (1) Ay, +iv (1) Ay, [dxdt

= (-1) 2] (wi (%) =W, (x.1)) Ay, dxdt

Q

Ayni sekilde bu esitligin kompleks eslenigini yazarsak;

J‘¢_§k (iaAV/k O°Ay,

+a, —a(x)Awk—VO(x)Awk+ivl(x)A1//k]dxdt

ot ox?

1) ZI(y;l(x,t)—l/;z (x,t)jAy/k (x,t)dxdt

(70)

(71)

esitligini elde ederiz. Simdi (68) esitliginden (71) esitligini ve (69) esitliginden (68)

esitligini taraf tarafa cikarirsak ve dontsiimler yaparsak kolaylkla asagidaki esitligi elde

ederiz:

ZI Re{ Wz)(Ay_/l—Al/_/zj:|dth

| Re(a//l b+, ¢2jAv0 (t)dxdt— | Re(A v, b+ Ay, ¢2jAv0 (t)dxdt+  (72)

+j Im((pl b+ ®, g;ﬁszvl (t)dxdt + I Im(Az//1 (;51+A1//2 g;ﬁszvl (t)dxdt

Bu esitligi (66) formiiliinii dikkate alirsak fonksiyonelin artisi i¢in olan formiili

asagidaki sekilde yazabiliriz:
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2, 0) = - Re{ o (01 1) v (100, ()
2a:(v, () )] 5 (1) dx+

Hu (gol x.1), (x )+¢2(x,t)g;ﬁ2(x,t)jdt+
2a1(v, (1)~ w; (1)) ] Av, (t)dx+R

Burada R kalani asagidaki sekilde tanimlanir:

(73)

O ey —

R=Jawll g vl + vl ~2] Re{ v, ot
Q
[ Re(At//l b+ Ay, ¢2jAvo (t) dxdt + (74)

jlm(Az//lg}sﬁAz//z ;szAvl(t)dxdt.

Oncelikle R kalanini kestirelim. R icin olan formiilii kullanirsak asagidaki esitsizligi

yazabiliriz.
RI<2JAs ] ) + 200 o) +eflav], +

75
ﬂAv [N AR dxdt+ﬂAv (|| +]Aw ) dxdt 73

Cauchy-Bunjakovskii  esitsizligini ~ uygularsak, AveB, 4, eCO([O,T], LZ(O,I))

oldugunu ve (63), (8), (9) kestirimlerini dikkate alirsak sonuncu esitsizlikten asagidaki

esitsizligi elde ederiz:
RI<co (Al o)+ 21Aval o + alavly) (76)

Burada c, >0 sabiti Av’ den bagimsizdir. Bu esitsizlikte Ay, ve Ay, ic¢in olan

(21) kestirimlerini kullanirsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz.

RI<c (Javly) (77)

Burada ¢, >0 sabiti Av’den bagimsizdir. Béylece (76) kestirimini kullanirsak,
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Rl=o(Jav],) (78)
bagintisi elde edilir. Yani R kalani, ||Av], normuna gére yiiksek mertebeden sonsuz

kiictktar.

(78) bagmtisini1 kullanirsak fonksiyonelin artis1 i¢cin olan ifadeyi asagidaki bigimde
yazabiliriz:
| T _ _
AJa(v):J.[—J'Re(wl(x,t)(/ﬁl(x,t)w/z(x,t)¢2(x,t)jdt+
0 0
2a (v, (t)—w, (t))]Av0 (t)dx+
|

[ OIS ATA )
201 (v, (1)~ w, (1)) Av, (t) dx -+ ([Av], ).

(79)

Fonksiyonellerin Frechet anlaminda diferansiyellenebilirliginin tanimini  sonuncu
formiilde uygularsak ve Hamilton-Pontryagin fonksiyonunun ifadesini dikkate alirsak

asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

oH (x,yxl(x,.),z//z(x,.),vo (t),vl(t),¢l(x,.),¢2(x,.)jvl(t)

|
! N dx+o([Av], )

Buradan da kolaylikla asagidaki esitligi yazabiliriz:

28 [0 ) () 00 )

AJ,(V)=- ,Av ) dX
) ! N (80)
RZ
+o([av])-
Diger yandan;
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A, (v):J:<AJa '(v), Av(t)) , dx+0(]lAv],) (81)

dir. (80) ve (81)’i karsilastirirsak teoremin hiikkmiinii elde ederiz. Teorem ispatlandi.

3.1.4. Optimal Kontrol Probleminin Coziimii icin Varyasyon Esitsizligi Seklinde
Gerek Sart

Bu boliimde (1) — (5) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in varyasyon esitsizligi

seklinde gerek sart ispatlanacaktir.

Teorem 3.1.4.1: Teorem 3.1.3.2” nin sartlar1 saglanmis olsun ve v* €V kontrolii (1) —

(5) probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde Vv eV igin,

i[jRe(wl X, t) ¢1(x t)+y, (Xt)¢2(xt)Jdt+2a( ()_Wo(t)):lAVo(t)X

x[vo(t)_vo*(t)]dx_m|m(%(x,t)(}51(x,t)+%(x,t);sz(x,t)}m (62)
20 (v (t)=w, (1)) (v (1) vy (1)) dt <0
esitsizligi gegerlidir. Burada l//k*(x,t)sy/k(x,t;v*), @*(x,t)sﬂ(*(x,t;v*), k=12,

sirasiyla (2)-(5) ve (58)-(61) smir deger problemlerinin ¢éziimleridir.

Ispat: V kiimesi konveks bir kiimedir. Ayrica Teorem 3.1.3.2° den J, (V)

fonksiyonelinin  V  kiimesi tizerinde Frechet anlamda diferansiyellenebilir bir

fonksiyonel oldugunu ve gradyenti igin

J;=—jRe[%<x,t>¢l<x,t>+wz(x,tm(x,t)jdt+2a<vo<t>—w<t)>+

(83)

+i,m(,ﬂl(x,t)(;}l(X,t)ﬂ,,z(x,t)¢32(x,t))ont+2og(v1(t)-w(t))

formiiliiniin gegerli oldugunu kolaylkla sdyleyebiliriz. Once J, (V) gradyentinin V

kiimesi iizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Bu amagla J,'(v) gradyentinin WveV
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icin artisin1 hesaplayalim. (82) formiiliinii kullanirsak fonksiyonelin gradyentinin v

eleman tizerinde artis1 i¢in

Al '(v)=3,'(v+Av)-J,'(v)

=—jRe(A://l(x,t)q_ﬁl(x,t)+x//1(x,t)Ag;51(x,t)+AW1(x,t)A_¢l(x,t)+

0

Ay, ()@, ()41, (X 1) Ad, (X,1)+ Ay, (X,t) Ad, (X,t)jdt+2aAvl (t)+
+]Im(Az//l(x,t)¢l(x,t)+y/1(x,t)A¢1(x,t)+Ac//l(x,t)A¢l(x,t)+Az//2(x,t)¢2(x,t)+

+1//2(x,t)A¢2(x,t)+A%(x,t)A¢2(x,t))duzaml(t)
(84)
Burada Ay, =Ay, (x,t), k=12 fonksiyonlar1 (11)-(14) smr deger probleminin,
Ad (X 1) =Ad (X.t)=d (X tV+AV) -4 (X,t;v), k=12 fonksiyonlar: ise asagidaki

simir deger probleminin ¢éziimiidiir:

OAG, - A B N
I at +a, Py a(X)A¢k (V0+AV0)A@ '(V1+AV1)A¢1< (85)
:Avoq(x,t;v)+iAv1¢k(x,t;v)+2(—1)k[Al//l(x,t)—m//l(x,t)]
Ad (xT)=0, k=1,2, xe(0,l), (86)
A (0,t)=Ag (1,t)=0, te(0,T), (87)
OAg, (0,1) _ oAg, (1,1) _0, te(0T). (88)
OX OX

(84) — (87) simir deger problemi (58) — (61) sinir deger probleminin (2) — (5) smir deger
problemi ile ayni bigimde oldugu kolaylikla goriiliir. Buna gore,
”A¢k ("t)|||_z(o,|) < ClS (”A l//1||L2(Q) +||AV/2||L2(Q) +||AV||B) (89)

vte[0,T], k=12 Kkestirimini yazabiliriz. Burada c,>0 sabiti AV Ve

Ay,, k=12’ den bagimsizdir. Burada (24) Kkestirimini dikkate alirsak, (88)

esitsizliginde asagidaki kestirimi elde ederiz:
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HA¢‘< ("t)HL2(0,|) < Cl9 ||AV||B (90)

Burada c,, >0 sabiti Av’den bagimsizdur.

Simdi  AJ,'(v) artisii degerlendirelim. (83) formiiliinde Cauchy-Bunjakovskii

esitsizligini kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

[A3. ()] 2oy = 2180 oy Iy + 218 Il ) +
2[Avs | o) 1]l 0) + 2128 o) W2l o) * (91)
208y, 0 18], o) + 218V [AL ], ) + 4 E AV,
Burada L2(0,T)=L,(0,T)xL, (0,T) dir. (8), (9), (24) ve (89) kestirimlerini kullanip

Av € B oldugunu dikkate alirsak kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

a3, )} o1 = oAV, (92)

Burada c, >0 sabiti Av’ den bagimsizdir. Bu esitlikten J,(v) fonksiyonelinin

gradyentinin WveV elemani iizerinde siirekli oldugu goriilir. Buradan J, (V)

fonksiyonelinin V kiimesi tlizerinde Frechet anlaminda siirekli diferansiyellenebilir

fonksiyonel oldugu ispatlanmis olur. Boylece [16]’daki teoremin sartlarinin saglandigmi

gordiik. Bu takdirde s6z konusu teoreme gore V' €V ¢oziimii igin;

<Ja' (v*),v—v*>B >0, VeV

esitsizliginin gecerli oldugu ispat edilir. Burada J, (V) fonksiyonelinin gradyenti igin

formiilii dikkate alirsak elde edilen bagintiy1 (-1) ile ¢arptigimizda teoremin hitkmiiniin

gegerli oldugu ispatlanmis olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu c¢aligmada durumu Schrodinger denklemiyle ifade edilen baslangig smir deger
problemi igin Lions fonksiyoneli kullanilarak bir optimal kontrol problemi ele
almmustir.

Optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligini ve tekligini incelemeden 6nce sinir
deger problemlerinin ¢éziimii kavrami, ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve ¢ozliimler i¢in
hangi kestirimlerin gegerli oldugu verilmistir. Daha sonra bu kestirimler kullanilarak
optimal kontrol probleminin iyi konulup konulmadig: incelenmistir. Bu amagla optimal
kontrol probleminin ¢Oziimiiniin varhigr ve tekligi gosterilmistir. Ayrica amag
fonksiyoneli olarak kullanilan Lions fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugu
gosterilmis ve gradyenti elde edilmistir. Elde edilen gradyent formiilii kullanilarak
optimal kontrol probleminin ¢éziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde bir gerek sart
elde edilmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calisma, ele alinan optimal kontrol probleminin konulmasi agisindan bundan
sonraki yapilacak caligmalara bir katki saglamasi bakimindan 6nem tasimaktadir.
Incelenen optimal kontrol probleminde Schrédinger denklemi kompleks potansiyele
sahip olup amag fonksiyoneli olarak Lions fonksiyoneli kullanilmaktadir. Ayrica
olast kontroller kiimesi olarak (0,T) araliginda olgiilebilir, modiiliiniin karesiyle
integrallenebilir, smirli fonksiyonlar uzayr dikkate alinmaktadir. Ele alinan optimal
kontrol  probleminin  ¢oziimiiniin  varligi, tekligi, amag¢ fonksiyonelinin
diferansiyellenebilirligi ayrintili bir bigimde gosterilmis ve ¢oziim i¢in bir gerek sart

elde edilmistir.
Onceki ¢aligmalarda kullanilan kontroller cogu zaman x degiskenine baghdir. Ancak,

bu ¢alismada kontroller zaman degiskeni olan t’ye baghdir. Dolayisiyla bu ¢alismada

elde edilen sonuglar 6nceki caligmalardan farklidir.
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