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OZET

Bu tez galismasinda Gauss hipergeometrik fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri ele
alindi. Gauss hipergeometrik fonksiyonun belirttigi serinin katsayilarindaki sabitlerin
durumuna bagl olarak bu fonksiyonun yildizilligi, konveksligi ve konvekse yakinligi
icin teoremler ispatlariyla birlikte verildi. Gauss hipergeometrik fonksiyonun diizgiin
yildizil ve diizgiin konveks fonksiyon olmasi i¢in baz1 durumlarda gerek ve yeter sartlar
bazi durumlarda da sadece yeter sartlar1 iceren sonuglar verildi. Ayrica, Gauss
hipergeometrik fonksiyonun integral operatdriin geometrik 6zellikleri lizerine sonuglar

verildi.

2013, 70 Sayfa

Anahtar kelimeler: Analitik Fonksiyon, Univalent Fonksiyon, Hipergeometrik
Fonksiyon, Yildizil ve Konveks Fonksiyon, Konvekse Yakin Fonksiyon, Diizgiin

Yildiz1l ve Diizgiin Konveks Fonksiyon, Subordinasyon.



ABSTRACT

In this thesis we investigate the geometric properties of Gauss hypergeometric
functions. We give the theorems with proofs for starlikeness, convexity and close to
convexity of this function related to the situation of constants of the coefficients of the
series of the function.

We also give the results that in some cases contains neccessary and sufficient conditions
and in some other cases only sufficient conditions for the Gauss hypergeometric
function to be uniformly starlike and uniformly convex.

Furthermore, we give the results on the geometric properties of the integral operator of

Gauss hypergeometric function.

2013, 70 pages

Keywords: Analytic Function, Univalent Function, Hypergeometric Function, Starlike
and Convex Function, Close-to-Convex Function, Uniformly Starlike and Uniformly

Convex Function, Subordination
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1.GIRIS

Univalent fonksiyonlar teorisi 20.yiizyillin baslarinda ortaya ¢ikmus eski teori olmasina
ragmen, giiniimiiz aragtirmalarinin aktif bir alan1 olarak kalmayi basarmistir. Bu alanin en

onemli problemlerinden bir tanesi ge¢misi 1916 yilina dayanan Bieberbach tahminidir. Bu

tahmin, S sinifindaki her bir fonksiyonun Taylor Kkatsayilari igin |an|£nesitsizliginin

saglandigini iddia eder.

Bu meshur Bieberbach tahmininin dogrulugunu gostermek i¢in yapilan ispatlarin yeniden
gozden gecirilmesi, linivalent fonksiyonlar teorisi iizerine ¢alisan matematik¢ilerin diislince
utkunu 6nemli dl¢iide genisletmistir. Bieberbach tahmininin her N i¢in ¢ozililmiis olmasi, bu
sahada calisilacak problemlerin bitmesi anlamina gelmemektedir. Aksine {inivalent
fonksiyonlar teorisi daha da zenginlesmistir. Bu tahminin ispatinda kullanilan araglardan biri
hipergeometrik fonksiyonlardir. Bu durum hipergeometrik fonksiyonlar ile geometrik
fonksiyonlar (iinivalent fonksiyonlar) arasmnda 6nemli bir bag kurar. Ozel fonksiyonlarin
onemli bir kismin1 olusturan hipergeometrik fonksiyonlar matematik, fizik, miihendislik ve
olasilik teorisinde bir ¢ok uygulamalariyla karsimiza ¢ikar. Univalent fonksiyonlar ile ilgili
olan kismi hi¢ siiphesiz ki hipergeometrik fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerini incelemek

olacaktir.

Bu problem {izerine calismalardan ilki 1961 de E. P. Merkes ve W. T. Scott tarafindan
verilmistir. Yazarlar ¢alismada Gauss’un siirekli- kesir yontemini kullanarak ve adina Gauss
hipergeometrik (veya kisaca hipergeometrik) fonksiyonlar dedigimiz bu fonksiyonlarin

tinivalentligini ve yildizilligin1 incelemiglerdir. Aymi metodu kullanarak 1986 da S.

Ruscheweyh ve V. Singh a>0, c=a+1 ve -1<pb<1+pa sartlarinin saglanmasi
durumunda zF(a,b,c;z) fonksiyonunun kesin yildizilik mertebesini ve 0<a<b<c

oldugunda da yildizillik mertebesini elde etmislerdir.

Fonksiyonlarin geometrik 0Ozellikleri iizerine yapilan ¢alismalar i¢in farkli metodlar
kullanarak farkli sonuglar elde etmek miimkiindiir. Bu durum bu konu iizerine yapilan
calismalar1 daha da zenginlestirmistir. Oyle ki; 1987 de S. Owa ve H. M. Srivastava iinivalent

fonksiyonlar teorisinde sik¢a kullanilan meshur Jack lemmasini kullanarak genellestirilmis



hipergeometrik fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerini, 1990 da S. S. Miller ve P. T. Mocanu
subordinasyon yontemlerini uygulayarak hipergeometrik fonksiyonlarin yerel iinivalentligini,
yildizilligint ve konveksligini incelemislerdir. 1993 te H. Silverman yildizil ve konveks
fonksiyonlarin katsay1 esitsizliklerini kullanarak hipergeometrik fonksiyonlarin yildizilligi ve
konveksligi i¢in baz1 durumlarda yeter sartlar1 bazilarinda ise gerek ve yeter sartlar1 igeren
sonuglar1 vermislerdir. Diger taraftan 1996 da J. H. Choi, S. S. Miller ve P. T. Mocanu’nun
1990 daki sonuglarinin genellestirmelerini ve farkli olarak fonksiyonlarin Hardly uzaylar i¢in

genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlari iceren bazi uygulamalarini verdiler.

Daha sonraki yillarda bu konu {izerine sik¢a S. Ponnusamy ve M. Vuorinen’nin ¢aligmalarini
gormekteyiz. Yazarlar S. Miller ve P. T. Mocanu’nun sonuglarinin bazi genellestirilmislerini
vermekle kalmayip hipergeometrik fonksiyonlarin yildizilligi, konveksligi ve konvekse

yakinligr ile ilgili onemli sartlar1 igeren teoremler verdiler.

Ayrica birgok arastirmaci iinivalent fonksiyonlarin bazi Onemli alt simiflart igin
hipergeometrik fonksiyonlarin bu smiflar tizerindeki 6zelliklerini incelemislerdir. Bu tezde bu
siniflardan 6nemli olan diizgiin yildizil (parabolik yildizil) ve diizgiin konveks fonksiyonlar
tizerindeki 6zellikleri verilmistir. Bu smiflar tizerine N. E. Cho, S. Y. Woo ve S. Owa, 2002

ve A. Swaminathan’nin 2004 yilindaki ¢aligsmalar1 6nem tagimaktadir.

Tezin kuramsal temeller boliimii tezin diger boliimlerinde kullanilacak bazi 6nemli tanim ve
teoremlerden olusturulmustur. Ayrica {nivalent fonksiyonlar tanmitilarak S smifina ait
fonksiyonlara ait 6nemli teoremler verilmistir. Ayrica bu boliimde S sinifinin 6nemli bazi alt
siniflart tanitilarak bu alt smiflara ait fonksiyonlarla ilgili 6nemli 6zellikler kapsamli bir

sekilde incelenmistir.

Materyal ve yontem olarak verilen {igiincii bdliimde, hipergeometrik fonksiyonlarin
yildiz1lllig1, konveksligi, konvekse yakinligi, diizgiin yildizilligr ve diizgiin konveksligi gibi
tinivalent fonksiyonlarin 6nemli alt siniflan iizerindeki &zellikleri genellikle hipergeometrik
fonksiyonlarin katsayilarina bagli olarak tarihi seyir igerisinde verilmistir. Ayrica
hipergeometrik fonksiyonlarin integral operatoriiniin geometrik 6zellikleri genis bir sekilde

incelenmistir.



2.KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu bolimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel kavramlar sunuldu.

Tamm 2.1.1 (r-komsulugu): Z,€C ve r>0 bir reel say1 olmak iizere 2, merkezli, r
yarigaplt acik disk (veya Z, noktasinin r —komsulugu) U(Z,,r) olarak adlandirilir. U(ZO, r)
ile U(z,,r) nin kapanisi 0U(Z,,r)ile de onun smir1 ve orijin merkezli r yaricaph diskde

U(0,r)=U, ile gosterilecektir.

Ozel durumda orijin merkezli agik birim disk 2/ = {z eC:|z< 1} ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.2 (i¢ Nokta): S cC herhangi bir kiime olsun. Z, €S noktas1 icin U(Z,,r)c S

olacak sekilde bir I' >0 sayis1 varsa Z, noktasina S kiimesinin bir i¢ noktas: denir.

Tanim 2.1.3 (A¢ik Kiime): Bir S C kiimesi verilsin. Eger S kiimesinin her noktas1 S nin

bir i¢ noktas1 ise S kiimesine agik kiime denir.

Tanim 2.1.4 (Kapah Kiime): ScC olsun. S kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise, S

kiimesine kapal1 kiime denir.

Tammm 2.1.5 (Baglanth Kiime): Eger ScS uUS,, SNS#Wd, SNS, 20 ve
SNS, NS, =0 olacak sekilde S, ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime bulunamaz

ise S < C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir.

Tanim 2.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir.

Tamm 2.1.7 (Egri): [a,b]cRolmak iizere siirekli bir y:[a,b]—>CC fonksiyonuna C

diizleminde egri (yol) denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirastyla egrinin baslangi¢ ve bitim

noktalar1 denir.



Tamm 2.1.8 (Kapah Egri): - [a,b] — C ye bir egri olsun. y(a) = y(b) ise y ya kapali egri

denir.

Tanim 2.1.9 (Basit Kapah Egri): Uc noktalarin ¢akismasi harig, kendini kesmeyen egrilere
basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan egrisi denir.
Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dis1 olmak iizere iki bolgeye ayirir. Jordan

egrisinin i¢ine Jordan bolgesi denir. y egrisi [a,b] kapali araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger

[a,b] kapali araliginda y' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri denir.t,

a danb ye artarken, buna karsilik gelen y(t) degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi
egrinin pozitif yoniinii belirtir. Kapali bir egrinin yonii ya pozitif veya negatiftir. Kapali

olmayan egriler i¢in baslangi¢c noktasindan bitis noktasina dogru siralama yon olarak alinir.
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve ftnivalent fonksiyon kavramlari tanitilacak ve bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.2.1 (Diferansiyellenebilme): Ac Cbir bdlge olmak iizere f: AcC—C ye bir

fonksiyon ve Z, € A olsun. Eger

()= 1(z)

717, -1,
sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu Z, €A noktasinda diferansiyellenebilirdir

(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve Z=1Z, noktasinda f(z)

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir Z; noktasinda ve bu noktanin
belli bir U(z,,&) komsulugundaki biitiin noktalarinda diferansiyellencbiliyorsa f ye Z;

noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir ScC kiimesinin her

noktasinda analitikse f ye S kiimesinde analitik denir. Tiim kompleks diizlemde analitik

olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.



Z=X+iy olmak iizere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks degiskenli kompleks degerli
fonksiyonu analitik ise,

ou
EY

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

Z—z(x, y) =%(x, y) ve —(xy) ?%(X' )

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki gibidir.

izerinde analitik bir fonksiyon ve Z, bu egrinin i¢inde bir nokta ise n=0,1,2... igin

f(2)

(Z _ ZO)n+1

I
) 27Z'i‘[

v

dir.

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: f, bir bélgede analitik bir
fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tlirevler de 0 bolgede analitiktir.

Bu durumda f analitik fonksiyonu Z; noktasinda

(@) =Ya,z-2)", a =f"(z)n! (2.2.1)

seklinde bir Taylor acilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada 1.
mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiliksek mertebeden tirevi vardir diyemeyiz.

Ornegin, f(X)=x%* reel degiskenli fonksiyonunun X =0 noktasinda birinci mertebeden

tiirevi oldugu halde, aym1 fonksiyonun X = 0 noktasinda ikinci mertebeden tiirevi yoktur.

Tamm 2.2.4 (Ayrik Tekil nokta): Bir w = f(z) fonksiyonu Z, noktasinin bir U (z,,r)—{z,}

delinmis komsulugunda analitik fakat Z, noktasinda analitik degilse f fonksiyonu i¢in Z,

noktasi bir ayrik tekil noktadir denir.



Teorem 2.2.5 (Laurent Teoremi): C,ve C,, merkezleri Z, noktasinda bulunan pozitif
yonde yonlendirilmis iki gember olsun. Iy <I; olmak iizere C,, I, yarigaph ve C, de

yarigapli gemberler olarak alinsin. Eger bir f fonksiyonu C, ile C, in iizerinde ve bunlarm
arasinda kalan halka bolgenin tamaminda analitik ise bu durumda bélgedeki her z noktasinda

f(z) fonksiyonu @, Ve b, kompleks sayilar olmak iizere

z)= ian (z-z z (2.2.2)

n=0 Z—Z
agilimi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun Z, noktasmin delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilim1) denir.

Tamm 2.2.6 (Kutup Noktasi): Z;, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktast olsun. Laurent

agilimindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkli ise Z, noktasina f(z)

fonksiyonunun kutup noktasi denir.

Tamm 2.2.7 (Meromorf fonksiyon): Kompleks diizlemin bir A bolgesinde kutup noktalari

harig analitik olan f(z) fonksiyonuna A da meromorf fonksiyon denir.

Teorem 2.2.8 (Maksimum Modiil Prensibi): f fonksiyonu kompleks diizlemin bir A

maksimum

degerini A bolgesinin sinirinda alamaz.

Sonug 2.2.9: A kompleks diizlemde sinirli bir bolge ve sabit olmayan f fonksiyonu da bu
bolgenin sinirinda siirekli ve iginde analitik olsun. Bu durumda | f (Z)| maksimum degerini A

bolgesinin sinirinda alir.

Maksimum prensibinin énemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.



Lemma 2.2.10 (Schwarz lemmasi): f fonksiyonu ¢/ birim diskinde analitik ve f(0)=0

olsun. Eger ¢/ birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda |f'(0)|<1 ve |f(z)|<|z|dur. Esitlik

sadece @ €R olmak iizere f(2) =¢"“z fonksiyonu ile saglanir. (Ponnusamy and Silverman

2006).

Teorem 2.2.11 (Minimum Prensibi): f (z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir Abdlgesinde

sabit olmayan bir fonksiyon ve her ze Ai¢in f(z)=0 olsun. Bu durumda ‘f(z)‘ A

bolgesinde minimum deger alamaz.

Sonug 2.2.12: A kompleks diizlemde smurli bir bolge, f(z) sabit olmayan bir fonksiyon ve
her ze Ai¢in f(z)#0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A bélgesinin i¢inde analitik,

siirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda ‘f (Z)‘ minimum degerini A bolgesinin

sinirinda alir.

Tamim 2.2.13 (Univalent fonksiyon): f, A<= Cbolgesinde tanimli bir fonksiyon olsun. Her
2,2, €A igin f(z)=1(z,) olmasi sadece Z =2, olmasm gerektiriyorsa (veya Z, # Z,

oldugunda f(z,)# f(z,) gergeklesiyorsa) f fonksiyonuna A bolgesinde iinivalent (yalinkat

veya schlicht) fonksiyon denir (Duren 1983).

Eger f, Z, noktasinin bir komsulugunda iinivalent ise f ye yerel inivalent fonksiyon denir.

Teorem 2.2.14: Analitik bir f fonksiyonunun Z, noktasinda yerel {inivalent olmasi igin

gerek ve yeterli kosul f'(Z,) #0 olmasidir (Duren 1983).

Ayrica f'(z,)#0 sarti f(z) fonksiyonunun iinivalentligi igin gerek sarttir fakat yeterli

degildir. Yani f analitik fonksiyonu iinivalent ise f'(Z,)#0. Tersi daima dogru degildir.

Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarim, bu kiimede {inivalent olmasi

gerekmez. Bunun dogrulugu asagida ki 6rnekte goriiliir.



Ornek 2.2.15; f(z)=12> fonksiyonu A={z:1< |z|<2,0<argz<37/2} bélgesinde yerel
{inivalent olmasma ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(2)= 7’ fonksiyonu, A

bolgesinde analitik ve her Z, € A i¢in f'(Z,) #0 saglandigindan yerel iinivalenttir. Fakat

f[inij: f(_i_iij:é

W2 32 W2 32) 9

oldugundan f (z) = 7° fonksiyonu A bolgesinde tinivalent degildir.

Eger A<= C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel iinivalent ise, bu durumda ze A
noktasinda f'(z) tiirevi, f nin yerel geometrik davramsini belirler. |f'(z)| ve arg f'(z)
degerleri sirastyla yerel bliylime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna ilaveten,
f:AcC—C analitik doniisiimiinin Jacobian determinanti  Jf (z) =|f'(z)[" Iile
verilmektedir. Jacobian determinantinin |f’(z)|2 ifadesine esit oldugu Cauchy-Riemann

denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.2.11 den analitik fonksiyonlar igin

Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel iinivalentlik i¢in gerek ve yeter sarttir.

Tanim 2.2.16 (Konform doéniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gecen iki diizgiin
egri arasindaki acinin biiytlikliigiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime bu noktada konform

dontisiim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir A<= C bolgesinin tiim noktalarinda konform ise,

f fonksiyonu A bolgesinde konformdur denir.

Omegin f(z) =€’ déniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 2.2.17: f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur.

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve iinivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli konform

dontisiimlerden biri Mobius doniisimiidiir. Bu doniisiim; a, b, ¢,d kompleks sabitler olmak

uzere

we £ =20 ad—hcz0

cz+d

genisletilmis kompleks diizlemi (C, = C U{ec}) kendi tizerine konform olarak resmeder.



z —diizleminde ki D < C (D # C) bélgesini, W—diizlemindeki D, bolgesi iizerine resmeden

f konform fonksiyonunun varligi 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya atilmisgtir.

Teorem 2.2.18 (Riemann Déniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her D < C (D # C) basit
baglantili bolgesi konform olarak ¢/ birim diski lizerine resmedilir. Ayrica, Z, € D olmak

iizere f(z,)=0 ve f'(z,) >0 kosullarin1 saglayan ve D°yi U birim diski iizerine resmeden

bir tek konform doniisiim vardir (Duren 1983).
2.3 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan {inivalent fonksiyonlari
biraz daha ayrintili sunacagiz. Analitik olarak, bir iinivalent fonksiyon sifirdan farkl: tiireve
sahip iken; geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Hem analitik hem de
iinivalent fonksiyon ise basit baglantili bdlgeleri basit baglantili bolgelere doniistiiriir.

Riemann dontisim teoreminden, keyfi bir basit baglantili bolgede tanmimli f inivalent
fonksiyonu yerine ¢/ agik birim diskte tanimli bir f {nivalent fonksiyonu segilebilir. Bu

fonksiyon igin f(0) =0, f'(0) =1 normalizasyon sartlar1 géz oniine alinirsa (2.2.1) serisi
f(z)=2+) a," (zel) (2.3.1)
n=2

seklini alir. Burada (2.3.1) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik

fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarm smifini A ile gosterecegiz ve

kisaca

n=2

A= { f:vzelicinf(z)=z+ Z:anzn seklindeki analitik fonksiyon}

seklinde yazilir.
Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tas1 olan bir sinifi asagida tanimlayalim.

2.3.1 (S Smmfi): ¢/ birim diskinde itinivalent olan f € .4 fonksiyonlarin olusturdugu sinifa
S sinifi denir ve kisaca
S={feA:vzel icin f—Univalent}
seklinde gosterilir (Pommerenke 1975; Goodman 1983; Duren 1983).
9



S sinifina ait bazi1 fonksiyon 6rneklerini agagida verelim.

(i) w="f(z)=z(1-2)" fonksiyonu ¢/ birim diskini Re(w)>-1/2 sag yari diizlemine

resmeder.

(i) f(2)=z(1-z>)" fonksiyonu ¢ birim diskini C—{(—o0,-1/2]U(1/2,00]} bblgesi iizerine

resmeder.

(iii) f(z)=2z(1-2)Koebe fonksiyonu i birim diskini C—(—o0,~1/4] bolgesi iizerine

resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki, S smifina ait iki fonksiyonun toplami: S smnifina ait

olmayabilir. Ornegin;

z yA
f(z)=— ve f,(2)=——
1(2) 1-2 () 1+iz
fonksiyonlar1 S sinifina ait olmasina ragmen
1 1
f(2)=——— ve f/(z2)=———
1(2) 1-2)° :(2) L+iz)?
tirevlerinden
2-2(1-i)z

f(2)+f,(2) = m

g 1 i [/ [ . . .
elde edilir. Buradan z :%IGU noktasinda f(z)+ f,(z2)=0 oldugu goriiliir. Bununla

beraber S smifindaki bir¢ok 6zellik bazi1 doniisiimler altinda korunur.

Teorem 2.3.2: f €S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur (Duren 1983):

(i) Eslenik alma: g(z) = f(Z) =z+a,z° +... ise, g € Sdir.

(i)  Dondiirme (Rotasyon): € € R olmak iizere

9(2)=e"f(e"2) =2+ ae"7", (zeu)

n=2

10



fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0 <¥ <1 olmak iizere

0()=rf(7)=2+Yar s, (zeu)

n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): Z, € i olmak iizere

f(“_zo ]— f(2)
1+ zoz2 C(zel)
(1_|Zo| )f,(zo)

9(z) =
fonksiyonu S sinifina aittir.

(v) Deger bolgesi dontisimii: y fonksiyonu f(Zf) da tnivalent ve y(0)=0 '(0)=1

kosulunu gergekleyen bir fonksiyon ise w o f € S dir.

(vi) Cikarilmis deger doniisimii: w¢ f (&/) olsun. Bu durumda

f(2)

9@ =1 f(2)/w

v (zel)

fonksiyonu S smifina aittir.

(vii) n. kok doniigiimii: Eger n=2,3,... ise
9(2) =y f(z") =z +% "™+ 2—:]2(2na3 —(n=-ad)z"™ +.., (zel)
fonksiyonu S smifina aittir.

Tamm 2.3.3 (P smfi): ¢/ birim diskinde p(0)=1, Rep(z)>0 kosullarmi saglayan

p(z2) :1+Z:ann seklindeki fonksiyonlarmn olusturdugu smifa Caratheodory smifi veya P

n=1

sinifi denir (Duren 1983).
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Ornegin; p(z)=(+2)/A-z2), zeUl fonksiyonu P sinifina ait olup, &/ birim diskini sag
yar1 diizlem iizerine resmeden bir konform doniisiimdiir. Ayrica P smifina ait bir
fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez. Oregin; f(z)=1+2" fonksiyonu P sinifina ait

olmasima ragmen N €N, N> 2 igin iinivalent degildir.

Tamm 2.3.4 (Q smifi): ¢/ birim diskinde $(0)=0 ve |¢(z)| <1 kosullarmni saglayan analitik

fonksiyonlarin olusturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarinin siifi denir ve Q ile gosterilir

(Duren 1983).

Bunlarmn yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlar: arasinda asagida oldugu gibi onemli

bir bag vardir:

1+¢(2)
1-¢(2)’

Simdi tinivalent fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yer isgal eden subordinasyon kavramini

P(2) eP < p(2) =

#(z) e QA

verelim.

Tamm 2.3.5: f ve g fonksiyonlar1 ¢/ birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon olsun.

U birim diskinde f(z)=g(w(z)) olacak sekilde bir @€ Q) fonksiyonu varsa, f fonksiyonu

U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir (Duren 1983).

Eger g tunivalentise f <g < f(0)=9(0) ve f(U) < g(Uf) gerektirmesi dogrudur.

Subordinasyon prensibi (Lindelof Prensibi): Eger f fonksiyonu ¢/ birim diskinde
analitik, tnivalent ve g fonksiyonu da ¢/ birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica
9(0)=f(0) ve g(Uf) c f(U) ise, bu durumda U, diskinde her r<1 igin |g'(0)|<|f'(0)| ve

g(U.) < f (U )dir (Duren 1983).

Ozellikle, eger f < g ise

max| f (z)] <max|g(z)|. (r<(0,1))

|z<r |zj<r

esitsizligi dogrudur. Ayrica,
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p(z)eP < p(z)<i—§ve¢(z)eQ < d(2)<z

gerektirmeleri yazilir.

Sekil 2.1: f < g Subordinasyonu

Tamm 2.3.6: f,g e A fonksiyonlar
f(z)=2+>a,z" ve g(z)=2+) b7
n=2 n=2
seklinde verilsin. f ve g fonksiyonlarinin Hadamard garpimlari
(fxg)(2)=z+) ab2"=(g*f)()
n=2

seklinde tanimlanir. Burada "+" Hadamard ¢arpimini gosterir (Ruscheweyh ve Sheil-Small
1973; Duren 1983).

2.4. Univalent Fonksiyonlarin Temel Siniflar

P ve Q@ siniflarim tanimladiktan sonra, S smifinin énemli bazi alt simflarmi asagidaki

sekilde tanimlanuir.

Tamim 2.4.1 (8" smfi): B — C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W, noktasini her
We B noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye W,

noktasina gore yildizil kiime denir. W, noktas1 6zel olarak orijin segilirse, bu kiimeye orijine

gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi verilir. Eger bir f fonksiyonu ¢/ birim
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diskini W, noktasina gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna “W, noktasina
gore yildizil fonksiyon” denir. Ozel durumda, f fonksiyonu o/ birim diskini yildizil bir

kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. f € A olmas1 durumunda

yildiz1l fonksiyonlarin smifi S” ile gosterilir (Pommerenke 1975; Duren 1983).

Yildizil fonksiyonlarin yukaridaki geometrik tanimini analitik olarak ifade eden en 6nemli

teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.4.2: f .4 olsun. Bu halde

f(z)eS*Q%eP

dir. Ayrnica f(z)=1z+ Zanz” eSS > |an| <n(n=23..) degerlendirmesi dogrudur
n=2

(Pommerenke 1975; Goodman 1983).

Kisaca yildizil fonksiyonlari

S*:{f e A:Vzel igin Re{Zf’(Z)j>0}

f(2)
seklinde gosterebiliriz. Ornegin, S smifina ait fonksiyonlardan en 6nemlilerinden birisi

z €U olmak iizere,

YA
Oy

2
seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu k(z)=%|:ﬁ+—zj —1} seklinde
-z
yazabiliriz. Ayrica k(z) fonksiyonu

U@ =1, 9(0) =1 @), kD) =4 [9) 1]

bigiminde yazilarak Z{ birim diskini —o dan —1/4 e kadar negatif reel ekseni ¢ikartilmig
kompleks diizlem iizerine konform olarak doniistiirdiigiinii gorebiliriz. k(z) doniisiim

tinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde 6nemli rol oynar.
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Sekil 2.2: Koebe Fonksiyonu

Yukaridaki sekilden de gorildiigi gibi k(z)= Z__ z+inz” e §*dir. Ayrica Teorem
n=2

(1-z)"
2.4.2 kullanilarak da z=re" ve (0<r<1,0<6<2r) olmak iizere

[ s ()

B 1-r? JL+r
1+r>-2rcosé 1-r

>0

elde edilir. Buradan da k(z) € S” oldugu gériiliir.

Koebe fonksiyonunun donmeleri (rotation), her z € I/ igin,

z
0 ( ) (1 _ elH Z) 2
seklinde tamimlanir ve K, (Z) fonksiyonlart1 & smifina ait fonksiyonlardir. Bu doniisiim ile

birim diskin goriintiisii +c0 dan— e’ / 4 151n hari¢ kompleks diizlem olur. « €(0,2] ve ze U4

1+z2)*
olmak {izere f(Z)ZZ_Kl_j —} fonksiyonu, “genellestirilmis Koebe fonksiyonu”

1
a
olarak adlandirilir ve S sinifina aittir.

Tamm 2.4.3 (C smfi): BcC kiimesi verilsin. Her W,W, € B i¢in W, noktasmi W,

noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ye konveks kiime denir.

Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna
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konveks fonksiyon denir. f € A olmasi durumunda konveks fonksiyonlarn siifi C ile

gosterilir (Pommerenke 1975; Duren 1983).
Konveks fonksiyonlari analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.
Teorem 2.4.4: f € A olsun. Bu halde

zf "(2)
f'(2)

f(z)eC<=1+ eP

dir.

Ayrica f(z)=z+ Zanz“ eC=la,|[<1(n=23..) degerlendirmesi dogrudur. (Pommerenke
n=2

1975; Goodman 1983).

Ornegin;
1 1+z =1
f(z)==log| — |=2+Y ——7"""eC
() 2 g(l—z} §2n—1

dir. Gercekten z =re" (0<r<1, 0<6<2r) olmak iizere

" 2 24026
Rel1+ 2 D _pe[12 | _pe[1tTE
f'(2) 1-z 1-r'

1-r* >1—r2
= 4 2 = 77
1+r*=2r-cos20 1+r

elde edilir.

Teorem 2.4.2. ve 2.4.4. iin bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafindan verilmis olan

asagidaki teorem S ve C smiflarina ait fonksiyonlar arasidaki cok énemli bir baglantiyt

ifade eder.

Teorem 2.4.5 (Alexander Teoremi): f . A ve z e olmak iizere g(z)= zf'(z) olsun. Bu

durumda f eC olmasi igin gerek ve yeter sart g €S~ olmasidir (Pommerenke 1975;

Goodman 1983; Duren 1983).
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Tamim 2.4.6 (/IC simifi): f € .4 olsun. Eger z e U/ igin

olacak sekilde bir g € C varsa f fonksiyonuna konvekse yakin fonksiyon denir. Konvekse

yakin fonksiyonlarin smifi “K ” ile gosterilir.

Ayni zamanda S.Ponnusamy 1997 yilinda ki ¢alismasinda ge S™ ve e (—%ﬂ',%ﬂj olmak

tizere B( 8 <1) mertebeden konvekse yakin fonksiyonlarin simifim A£'(3;9) ile

Re{e‘” ( Z; '((ZZ)) - ﬂj] 50, zel

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifi olarak tanimlamistir. Yani

01t meler (B0 -0 pesne-3nde)

dir.

Yukaridaki Tanim 2.4.6 dan agik olarak her konveks fonksiyonun konvekse yakin fonksiyon

oldugu goriiliir. Daha genel olarak her yildizil fonksiyon konvekse yakin fonksiyondur.

Ayrica yukaridaki tanimlardan anlasildig: iizere bu smiflar arasinda CcS <K oS A
seklinde bir iligki vardir.

Bir fonksiyonun {inivalentligini test eden ve uygulamasi kolay olan teoremlerden biri Noshiro,

Warschawski ve Wolff” a aittir.

Teorem 2.4.7: f fonksiyonu konveks bir D —C bolgesinde analitik ve her z e D igin

Re f'(z)>0 ise f fonksiyonu D bélgesi iizerinde tinivalenttir.

Tamim 2.4.8 (S* () smifi): Her z e ¢/ ve 0< <1 olmak iizere
f'
rel D). 4
t(2)
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kosulunu saglayan f . A fonksiyonuna f. mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusurdugu sinifa da . mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir ve

S*(p) ile gosterilir (Goodman 1983).
Asagida ki sinif S”(f) simifi ile yakindan ilgili olup;

zf _1
f

81*(ﬁ)={feA:

<1—ﬁ,ZeU}

seklinde tammlamir (D.J.Wright 1969). Burada & () <& () oldugu agiktr.

Tamm 2.4.9 (C(f) simfi): Her z e 2/ ve 0< <1 olmak lizere
Re| 1+ al ”(Z) > f
t'(2)
kosulunu saglayan f .4 fonksiyonuna /. mertebeden konveks fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusurdugu sinifa da f. mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi denir ve

C(p) ile gosterilir (Goodman 1983).

Subordinasyonu kullanarak S*(f5) ve C(f) fonksiyonlarini

el f(z) 1+(1-28)z
S(ﬂ)_{feA. f(z)< - ,O§ﬂ<1}

ve

C(ﬂ)={f eq 1.4 <1+(1‘2/3)Z,osﬂ<1}
f'(z) 1-z

seklinde de yazabiliriz.
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Asagidaki smif () simfi ile yakindan ilgili olup;

Zf 14

!

q(ﬁ):{feA:

<1-p, Zeé/}

seklinde tammlanir (H.Silverman 1993). Burada () = () oldugu agiktir.

Bu tezin ana c¢alismasini olusturacak teoremlerin ispatinda kullanilan ve esasen yildizillik,

konvekslik, ve konvekse yakinlik i¢in yeter sartlari iceren bazi teoremleri asagida verelim.

Teorem 2.4.10: f .4 veher neN i¢in
1>2a,>--->2na, >--->0 yada 1<2a,<---<na,<---<2

olsun. Bu durumda f fonksiyonu —log(1—z) ye gore konvekse yakin fonksiyondur (S.Ozaki

1935).

Teorem 2.4.11: f €.4 ve f tek fonksiyonu i¢in
1>3a,>---2(2n+1a,,,,>--->20 yada 1<3a,<---<(2n+1a,, <---<2

1+2

— e o0re konvekse
) e

1
olsun. Bu durumda f €& dir. Ayrica f €. 4 fonksiyonu Elog(

yakindir (S.Ozaki 1935).

Teorem 2.4.12: Eger a, 20 ve hem (na,) hem de (nan —(n +1)an+1)dizilerinin her ikiside

artmayan ise bu durumda (2.3.1) ile tammlanan f fonksiyonu  smufindandir (L.Fejer

1936).

Asagida verilen lemma hipergeometrik fonksiyonlarin yildizilligiyla ilgili sonuglarin ispatinda

kullanilan 6nemli bir aragtir.

Lemma 2.4.13: A eColsun. Farzedelimki ¢:C?xZ2/ —C fonksiyonu, s<—(1+r*)/2 ve
rreel oldugu durumda ¢(ir,s:z)¢A sarti saglansi. Eger p fonksiyonu her ze i/ igin
o(p(2).2p'(2);z) e A ve p(0)=1 kosullarm saglayan birim diskte analitikse, bu fonksiyon

bu durumda 2/ birim diskinde Re(p(z))>0 dir (S. S. Miller ve P. T. Mocanu 1987)
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2.5. Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Ozel Alt Simflar
Diizgiin Yildizil ve Diizgiin Konveks Fonksiyonlar

Diizgiin yildizil ve diizgiin konveks fonksiyonlarin tanimi ilk kez 1991 yilinda Goodman

tarafindan asagidaki sekillerde yapilmstir.

Tamm 2.5.1 (UST simfi): Eger f €S fonksiyonu ¢/ birim diskinde kalan ¢ e/ merkezli
her dairesel y yaymi, f() ye gore yildizil bir yay tizerine doniistiiriiyorsa f ye diizgiin
yildizil fonksiyon denir (Goodman 1991).

U da diizgiin y1ldiz1l fonksiyonlarin sinifin1 2457 ile gdsterecegiz.

Tamm 2.5.2 (UCY simifi): Eger f € S fonksiyonu ¢/ birim diskinde kalan ¢ e I/ merkezli
her dairesel y yaymi, konveks bir yay tizerine doniistiiriiyorsa f ye diizgiin konveks
fonksiyon denir.

U da diizgiin konveks fonksiyonlarm simifim UCY ile gosterecegiz.

Teorem 2.5.3: f eUST olmasi igin gerek ve yeter sart her ze U, |x|=1 igin

dir (Ronning 1994).

1994 de F. Ronning diizgiin yildizil fonksiyonlart analitik olarak ifade eden ve uygulamasi en

kolay olan bir esitsizlikle asagidaki teoremle vermistir.

Teorem 2.5.4: T €A olsun. Her ze U/ igin, f eUCV olmasi igin gerek ve yeter sart

A [“ i '”<(zz>)] ’

esitsizliginin saglanmasidir (Ronning 1993).

|zf”(z)|
[ 1'(2)]
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UCY sinifin1 ve Alexander Teoremini kullanarak Ronning asagidaki tanim1 vermistir.

Tamm 2.5.5: f € A olsun. Eger f fonksiyonu

Reﬁ ’<(zz>)] ”

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna parabolik diizgiin yildizil fonksiyon denir. Bu

zf’(z)_1

f(2)

fonksiyonlarin olusturdugu simif S, ile gosterilir (Ronning 1993).
Budurumda f €LY < zf’'e S, yazilr.

1994 te Ronning S, smfi ile Z457 sinifi arasinda herhangi bir igerme bagntisinin

olmadigini gostermistir. Yani

S,z UST Ve UST &S,

dir.

f(z)=z-)a,z" a,>0 olacak sekilde fonksiyonlarm smifim1 7 ile gosterelim. Bundan
n=2

sonra

S,T=TNS,ve U7 =TNUY

ifadeleri kullanilacaktir.
Asagida 7 smifinin 6zel alt siniflarini tanimlayalim

Tamm 2.5.6: f €7, ze/, 0<a <], 0< <1 olmak iizere

Re{azf'(zﬁéz—)a) f <z>}>ﬂ
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kosulunu saglayan fonksiyonlarin siifina 7~ (a, p ) smifi denir.

Burada a=0i¢in &7 (0,8)=7 NnS"(B) smifi elde edilir. Bu simif negatif katsayili S

mertebeden yildizil fonksyonlarin sinifini olusturur.

Tamm 2.5.7: f € 7,ze 2/, 0<a <1, 0< f <lolmak lizere

. { ) } ;

"(z)+azt"(2)

sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifina 7~ (a, ﬁ) sinifi denir.

Burada =0 i¢in 7 (O, ,B)=7 NC ( ,8) siift elde edilir. Bu sinif negatif katsayili g

mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifini olusturur.

Tamm 2.5.8: f € 7,ze 2/, 0<a <1, 0< <1 olmak iizere

‘ zf'(z)_1
f(z
4(2) 1 _oq 7

sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifina & 7~ (a, p ) sinifi denir.

Tamm 2.5.9: f €7 ,ze/, 0<a <1, 0< S <1 olmak iizere

sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifina ({7~ (a, ,B) sinifi1 denir.
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o — Diizgiin Konveks ve o — Diizgiin Yildizil Fonksiyonlar

Diizgiin konveks fonksiyonlarin geneli olan « -Diizgiin konveks fonksiyonlar iizerine ilk
caligma Kanas ve Wisniowska tarafindan 1999 yilinda verilmistir. Yazarlar « -Diizgiin

konveks fonksiyonlar: asagidaki sekilde tanimlamiglardir.

Tanmm 2.5.10: 0<@ <o olsun. Eger f €S fonksiyonu ¢ da [¢|<a olacak sekilde ¢

merkezli her y dairesel yaymn gorintiisiinii konveks bir bolgeye resmediyorsa f eS

fonksiyonuna ¢ —Diizgiin konveks fonksiyon denir. Biitiin @ -Diizgiin konveks fonksiyonlarin

siifi UCY (0! ) ile gosterilir (Kanas ve Wisniowska 1999).

Yukaridaki tanimi analitik olarak ifade eden teoremi verelim.

Teorem 25.11: f e.A ve 0<a <o olsun. Bu durumda f e UCV(«r) olmast igin gerek ve

yeter sart

Re(l+z:”(z)}>a%2f ”(Z)§ 2.5.1)

olmasidir (Kanas ve Wisniowska 1999).

Diizgiin yildizil fonksiyonlarin geneli olan ¢ -diizgiin y1ldizil fonksiyonlar iizerine ilk ¢alisma
Kanas ve Wisniowska tarafindan 2000 yilinda verilmistir. Yazarlar ¢ - Diizgiin yildizil

fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tanim 2.5.12: 0< @ <ooolsun. Eger ¢/ da [¢]<a olacak sekilde ¢ merkezli her y dairesel

yayin goriintiisii (&) ye gore yildizil ise f €S fonksiyonuna « - diizgiin yildizil fonksiyon

denir.

2000 yilinda Kanas ve Wisniowska ucy (05) smifindan yola ¢ikarak asagidaki o — diizgiin

yildizil fonksiyonlarin sinifini tanimladi.
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Tamm 2.5.13: f .4 ve 0<a < olsun. Eger f fonksiyonu

esitsizligini saglhyorsa f fonksiyonuna o —diizgiin yildizil fonksiyon denir (Kanas ve

zf'(2) ¥

f(2)

Wisniowska 2000).

Biitiin @ - diizgiin yildizi1l fonksiyonlarin sinifi Sp (06 ) ile gosterilir.

S Mertebeden o — Diizgiin Yildizil ve @ — Diizgiin Konveks Fonksiyonlar

o — diizgiin y1ldiz1l fonksiyonlarin geneli olan £ mertebeden ¢ - diizgiin yildizil fonksiyonlar
iizerine ilk ¢alisma Shams, Kulkarni ve Jahangiri tarafindan 2004 yilinda verilmistir. Yazarlar

S mertebeden « - diizgiin yildizil fonksiyonlari asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tamm 2.5.14: f € 4, 0<@ <o ve 0< B <1 olsun. Eger f fonksiyonu

re {z: '((Zz))}wlzz'(z)_1

+p

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna £ mertebeden & —diizgiin yildizil fonksiyon denir

(Shams, Kulkarni ve Jahangiri 2004).

Biitiin 4 mertebeden & — diizgiin yildizil fonksiyonlarm smifi &, (o, B) ile gosterilir

Tamim 2.5.15: f € 4, 0<a <o ve 0< B<1 olsun. Eger f fonksiyonu

Re {1+ Z: ((ZZ))} >a

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna £ mertebeden & — diizgiin konveks fonksiyon denir

zf"(2)
t'(2)

+p

(Shams, Kulkarni ve Jahangiri 2004).

24



Biitiin S mertebeden @ - diizgiin konveks fonksiyonlarin sinifi UCV(ax, f) ile gosterilir.

SP(a,ﬂ) ve UCV(a, ) smiflart tnivalent fonksiyonlar teorisinde bilinen bir ¢ok sinifin

(6rnegin yildizil, konveks v.s. gibi) genellestirilmis halidir.

Teorem 2.5.16 (Bieberbach Teoremi): f €S fonksiyonu igin [a,| < 2dir. Esitlik hali z € ¢/

z

olmak iizere Koebe fonksiyonunun donmeleri i¢in yani Kk, (z)= seklindeki

fonksiyonlar i¢in gegerlidir ( Pommerenke 1975; Duren 1983).

Teorem 2.5.17 (Bieberbach Tahmini): f €S fonksiyonu n=2,34,...i¢in [a,|<n esitsizligi

vardir. Burada esitligin olmasi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun dénmeleri olmasidir ( Pommerenke 1975; Duren 1983).

Bu tahmin i¢in bulunan sonuglar asagidaki tarihsel seyir icerisinde elde edilmistir.

la,| <2, Bieberbach (1916)

lay| <3, Lowner (1923) (Léwner Diferensiyel Denklemi)
|la,| <4, Garabedian, Schiffer (1955), (Grunsky esitsizligi)
|as| <86, Pederson (1968), Ozawa (1969)

lag| <5, Pederson, Schiffer (1972)

la,| <en, Littlewood (1925)

lim m =1, Hayman (1955)

N—o0 n

|a,|<\[7/6n <1.081n, FitsGerald (1972)

*** |3 |<n, neN, n>2 L. De Branges (1984).
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2.6. Gama ve Beta fonksiyonlarn

Tamm 2.6.1: z € C olmak tizere Kompleks degerli Gama fonksiyonu

(z)=[tedt
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir.

z=Xx+1ly, x>0 igin bu integral mutlak yakinsaktir.

Gama fonksiyonu i¢in N € N olmak iizere
1) T(n+1)=nI(n) 2) neN i¢in I'(n+1)=n!

3) F(%j:\/; 4) neN igin r(%+n]:1'3'5;¢\/;

5) I'(p)L(1-p)=

- , O<p<1
sin pz

ifadeleri yazilir.

N’ in yeteri kadar biiyiik degerleri i¢in I'(n) hesaplamasi zor oldugundan hesaplamanin

kolayligi agisindan I'(n)igin yeni bir formiil verilir. Buna I'(n)'in asimtotik formiilii

diyecegiz. Bu formiil

7

r'(n) =+2zn.n"e"e”™, (neR)

seklinde verilir.

[

Burada n’yi yeteri kadar biiyiikk degerler alirsak g2l _no= q1g yaklasir. Bir anlik
n e N olsun. O zaman

r(n+1)=n!

F(n+1)=n!z 2zn
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olur. Burada neR alindiginda n! o6zel olarak  Stirling Kesirsel Yaklasimi olarak
adlandirilir.

Tamm 2.6.2: m,n>0 olmak {zere

B(m,n)=[x™*(1-x)"" dx

O ey

fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.

Sonug 2.6.3: B(m,n)=B(n,m) dir.

Bu ozellik Beta fonksiyonunun simetri ozelligi olarak adlandirilir. Beta fonksiyonunun

trigonometrik versiyonu

sin®™* @cos** od o

O 0 |y

B(m,n)=2

seklindedir. Beta fonksiyonunun diger versiyonlari ise

[y Ty
B(m,n) = man dy = m+ndy’
!(1+ y) !(1+ y)
1 ym+1_|_yn—l
B(m,n) = [S—dy
0 (1+ Y)
o0 ym—l
B(m,1-m)= dy, O 1
(m,1—m) ~([1+y y, O<p<
o0 m-1
B(m,n)—a”‘b”J’y‘mmdy
2 (ay+b)

seklindedir.
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Beta ve gama fonksiyonlar1 arasindaki iliskiyi anlatan en iyi sonug asagidaki gibidir.

Sonu¢ 2.6.4: m,n>0, B(m,n):% dir (R. Sahin 2011).
+

Simdi gama ve beta fonksiyonlari ile ilgili 6rnekler verelim

Téfdxﬁ(sjw

O rower r@)

o

[ _dx Tse 1,12
. =|x’=sdersek [== | —ds==48| =,=
(i) £1+X =[x ] ) 1+s 3’8(3 3]

S-S

z
2

(iii) Ism X cos® xdx = [smx J_(s>0 dersek]

I\)ll—\

1
Il s 2szds
0

(!
A g2
3r
512

olur.

28



Gama fonksiyonuna bagh olarak asagida verecegimiz tanim hipergeometrik fonksiyonlarin

katsayilarinin belirlenmesin de onemli bir yer tutar.

Tammm 2.6.5: o reel yada kompleks bir sayi, N sifir yada pozitif bir tamsay1 olmak iizere

(a)n ifadesi

1: n=0
(@), z{a(a+l)(a+2)...(a+n—1) , n={12,.}

olarak tanimlanir. Bu ifade Pochhammer Sembolii olarak bilinir (R. Sahin 2011)

Pochhammer sembolii asagidaki 6zelliklere sahiptir

_ [(a+n)

=@

(@), =a(a+l),

6zel olarak ilk esitlikte N=0 alimrsa (), =1 olur (R. Sahin 2011).

2.7 Gauss Diferansiyel Denklemi ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

Ozel fonksiyonlar ile fizik ve matematik uygulamalarinda karsimiza cikabilecek pek ¢ok

ikinci dereceden diferansiyel denklemi
2(1-2)y"(z)+[c—(a+b+1)z]y’(z)—aby(z)=0 (2.7.1)

seklinde ifade edilen Gauss diferansiyel denklemi ve a,b,ceCvec=-1-2,... gibi i

parametre cinsinden siniflandirilabiliriz. Gauss diferansiyel denkleminin ¢oziimleri ise
hipergeometrik fonksiyonlar olarak bilinir.

Simdi yukaridaki diferansiyel denklemi ¢ézelim
z(1-2)y"(z)+[c—(a+b+1)z]ly’(z)—aby(z)=0

diferansiyel denkleminin
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seklinde bir seri ¢oziimii oldugunu varsayalim. Bunu Gauss diferansiyel denkleminde yerine

koyarsak

o0 0

z(1- z)iar (s+r)(s+r-1)z""?+(c—(a+b+1)z) D a (s+r)z"*-abd az"* =0

r=0 r=0 r=0

elde ederiz. Bu ise

iar (s+r)(s+r-1)z""- ia, (s+r)(s+r-1)z°" +ciar (s+r)z*
r=0 r=0 r=0

0 0

~(a+b+1)> a, (s+r)z"" —ab) az™* =0

r=0 r=0

seklinde yazilir. Bu denklem diizenlenirse

0

DU(s+r)(s+r-1)+c(s+r)laz""

r=0
—i[(SJr r-1)(s+r-2)+(a+b+1)(s+r-1)+abja,,z*" =0

r=1

bulunur. Burada da ilk terimi agik olarak yazarsak

[S(S—l)+sc:|a0 +i{[(5+ r)(s+r—1)+c(s+ r)]ar

T |—a|(s+r-1)(s+ r2)+ab+(a+b+1)(s+r1)]}ZS+rl
elde ederiz. Bu bize indis denklemini

s(s—-1)+sc=0
seklinde ve tekrarlama bagintisin1 da

a - (s+r-1+a)(s+r—1+b) a . r>1
(s+r)(s+r—1+c)

olarak verir. indis denkleminin kokleri ise
s=0 wve s=1-c
olarak bulunur. S =0 kokii i¢in tekrarlama bagintist

8 - (r-1+a)(r—1+b) 2. r>1
(r-1+c)r

seklini alir. Serinin katsayilari ise
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aza—ba

LT o o
=(a+1)(b+1)
? (c+1)2
. :(a+2)(b+2)
P (c+2)3 ?

olarak bulunur. Genel terimi

_a(a+l)(a+2)..(a+k-1)b(b+1)..(b+k-1)
%= c(c+1)(c+k-1)k!

seklinde ifade edilebilen bu serinin kendiside

_ ab_ a(a+1)b(b+1) ,
y.(z)=a, 1+?z+ c(cr1)2 25 +...

seklinde verilir. Bu ¢oziimde C degerleri C#0,-1,-2,... olmalidir. Benzer sekilde indis

denkleminin, S=1—C kokiinii ele alirsak tekrarlama formiilii

a, :aril(a+r—c)(r+b—c), (51
r(l-c+r)

seklinde olur. Dolayisiyla

_ (a+1-c)(1+b—-c)
8, =4a, 2-0)

(a-c+2)(b-c+2)
2(3-c)

ve genel terimi

4 —a {(a—c+1)(a—c+2)...(a—c+k)(b—c+1)...(b—c+k)}
© (2-c)(3-c)...(k+1-c)k!

seklinde olur. Cozlim ise

ve dolayisiyla
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y,(2) = a2 il““ (a+1-c)(b+1-c) z}

(2-c)
olarak bulunur. y,(z) fonksiyonun da a, degerini 1 olarak aldigimiz da Gauss diferansiyel

denkleminin ¢oziimii hipergeometrik olarak
y,(z)=F(a,b,c;z)

seklinde yazilir.

Bu ¢o6ziim |z|<1 araliginda yakinsaktir. z=1 noktasinda yakinsak olmasi i¢ginc >a+bve

z=-1 noktasinda yakmsak olmast i¢inse C>a+D+1 olmahdir. Aym sekilde, vy, (z)

¢oziimini de hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden
y,(z)=F(a—c+Lb-c+12-c;z), c#234..
seklinde ifade edebiliriz. Sonug olarak, Gauss diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii
y(z)=AF(a,b,c,z)+Bz°F(a—-c+Lb-c+12-c,z)

dir. Coziim bu iki ¢éziimiin liner kombinasyonu olarak verilir.
Bundan sonra vy, (z) ile tanimlanan F (a,b,c;z) fonksiyonu
» (a b n
F(a,b,c; z):zmz— |z| <1 (2.7.2)
n=0

(c), nt

seklinde yazacagiz. Bu seri (Gauss) hipergeometrik seri olarak adlandirilir.

(2.7.1) de ifade edilen gauss denkleminde a ve bparametreleri negatif tamsayilar veya sifir

ise bu diferansiyel denklemin ¢oziimii polinom seklinde olup tiim diizlemde analitiktir.

Parametrenin diger degerleri i¢in (2.7.2) serisi ancak birim diskte yakinsaktir. Ayn1 zamanda

eger Re(a+b-c)<0 ise bu seri |z/=1 de yakmsaktir. Bu seri aym zamanda

Re(a+b—c)>1igin |z|=1 de wraksaktir.

Simdi asagida Gauss hipergeometrik fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim.

1) Eger Re(a+b-c)<0, Rec>0, Re(a—c)<0 ve Re(b—c)<O0 ise
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I'(c)F(a+b-c)
I'(a—c)(c—b)

limF (a,b,c;z) =

dir.

2) Eger Rea>0, Reb>0, Re(a+b)>0veRe(a+b—-c)=0 ise

F(a,b,a+b;z)  T(a+b)

M log(i=z)  ~ T(a)T(b)

dir.

3) Eger Re(a+b—c)>0, Rea>0, Reb>0, Rec>0 ise

i - LOTL10-0

dir.

4) Rec>0, Reb>0 olsun. Bu durumda

F(a,b,c;z) = %Jﬁt“ (1-t)" (1-zt) " dt

dir. Bu integral temsile Eulerin integral temsili diyecegiz.

5) Re(c—a—b)>0 igin
I'(c)I'(c—b-a)

F(abc;l)= F(c—a)F(c—b) (2.7.3)
dir.
Q)
) F@)r () c+l=a+
6) lim-—m T 0 ; c+l>a+b (2.7.4)
(¢), (1), o0 c+l<a+b
dir.
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Asagida, hipergeometrik fonksiyonlarla ilgili 6rnekler verelim.

nint (-2)"

b FL2- i L Z.)nzi(nﬂ)! n!

n=0 n n=0

1

2) F(a,b,b;z)= Z( )” “:(1_2)a

3) F(l,lﬁ,zzj 1Iogl+—Z
2 2 22 1-z
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3. MATERYAL VE YONTEM

Hipergeometrik fonksiyon F(a,b,c;z) geometrik fonksiyonlar teorisinde (iinivalent

fonksiyonlar teorisi) onemli bir rol oynar ve bir ¢ok yazar tarafindan incelenmistir. Bu

boliimde 6zellikle hipergeometrik fonksiyonlarin konveksligi, yildizilligi, konvekse yakinligi
icin gerekli olan a,b Ve Ckatsayilar1 iizerine konulan sartlar ve yapilan katsayr tahminleri

incelenmistir.

3.1 Hipergeometrik Fonksiyonlarin Yildizilhig:

Merkes ve Scott 1961 yilinda zF (a,b,C;Z) hipergeometrik fonksiyonunun tinivalent, yildizil

ve konvekslik yarigapi iizerine asagidaki ¢alismalart yapmustir.

Asagida zF (a,b,c;z) fonksiyonunun iinivalent ve yildizil oldugu disk incelenmistir.

Teorem 3.1.1: 0<a<c ve —1<b<a olsun. Bu durumda zF (a,b,c;z) fonksiyonu

0 p:I%B,1<b<0
(ii) p=1 0<b<?2
. 1

i =——, b>2
(iii) p=pr— 0>

sartlarindan herhangi birinin saglandigi durumlarda |z|< p diskinde iinivalent ve yildizildir

(E. P. Merkes ve W.T. Scott 1961).

Sabit olmayan bir f (z)analitik fonksiyonunun |z|< p de iinivalent ve konveks olmas igin

gerek ve yeter kosulun |Z|< p diskinde zf’(z) fonksiyonunun iinivalent ve yildizil olmas:

gerektigini Alexander teoreminden biliyoruz. Boylece
czF'(a,b,c;z)=abcF (a+1b+1c+17)

esitligi Teorem 3.1.1 de yerine yazilirsa asagidaki sonug elde edilir.
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Sonuc¢ 3.1.2: -1<a<c, —2<b<a, a#0, b#0, ¢ #0 olmak iizere

i) p=-i _—2<b<-1
b
(i) p=1 -1<b<l b=0
(i) p=X b>1
b
sartlarindan herhangi biri saglansim. Bu durumda F(a,b,c;z)fonksiyonu |Z|<p diskinde

tinivalent ve konvekstir. (E. P. Merkes ve W. T. Scott 1961)

Asagidaki teoremler zF (a,b,c;z) fonksiyonunun birim diskte yildizil olmasi i¢in a,b,c
katsayilar1 {lizerine konulan sartlar ile ilgilidir.
olsun. Bu durumda zeZ/ olmak iizere

Teorem 3.1.3: a,b,ceR, a+%2 b+%

zF(a+b+11+b+ic,1+a+ic;z) fonksiyonu (1—a—b)/2 mertebeden yildizildir

(ST. Ruscheweyh ve V. Singh 1986).

Teorem 3.1.4: a,b,ceR, a<b<c olsun. Bu durumda zeZ/ olmak iizere zF (a,b,c;z)

fonksiyonu (1—a/2) mertebeden yildizildir (ST. Ruscheweyh ve V. Singh 1986).

Teorem 3.1.5: a,b,peR, 0<p<l,a>0 ve —1<pb<l+pa olsun. Bu durumda zeZ/
i¢in
h 1+ep ) N
y=1l-a+ Ita’l ST 1 gt| , e=sgnb
0 1+ ¢pt
olmak tizere F(a,b;a+1;pz) fonksiyonu » mertebeden yildizildir. Burada y miimkiin olan

en 1yl degerdir (ST. Ruscheweyh ve V. Singh 1986).

Diger taraftan u(z) =zF (a, b,a+1;pz) icin Rezu—(z) =1+Re prF'(ab.a+1pz) ifadesi

u(z) F(a,ba+1pz)

|Z| <1 de z=-sgnb noktasinda minimum deger alir.
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Boylece asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 3.1.6: a,b,peR, 0<p <1, 0<a-1<b<a olsun. Budurumda

1 a-b -1
yzz—a—(1+b—a)1i{jt“(l+—pj dt}

+p 1% 1+tp

olmak iizere u(z)=zF(1,b,a; pz) fonksiyonu y mertebeden yildizildir (ST. Ruscheweyh ve

V. Singh 1986).

Teorem 3.1.7: 0<a<b<c, 0< p <1 olsun. Bu durumda

abp(1+c+pc—pa)
(c+b)(1+2c—a)+(c—b)(1+a)

y=1-
olmak iizere zF (a,b,c;pz) fonksiyonu y mertebeden yildizildir. Eger c>a+b ise y

) (c—b(c—a))(1+c+pa)
y_(c—a—b)lfp+1—(Zc_b)(1+c+pa)+pb(1+0—a)

olarak alinir (ST. Ruscheweyh ve V. Singh 1986).

Asagida zF (a,b,c;z) fonksiyonunun & (er) smifindan olmast igin yeter sart ve ayrica uygun

a,bvec katsaylar icin S (o) (‘51(05)) sinifindan olmas i¢in gerek ve yeter kosullar

verildi.

Teorem 3.1.8: a,b>0 ve c>a+b+1 olsun. Budurumda O0<a <1 olmak tiizere eger

F(c)r(c—a—b) ab <
I'(c-a)l'(c-h) 1+(1—a)(c—a—b—1)}_2 (3.1.1)

ise ZF(a,b,C;Z) fonksiyonu ‘5;*(0{) smifindandir. Ayni1  zamanda (3.1.1) sart1
Fl(a,b,c;z):z(Z—F(a,b,c;z)) fonksiyonunun 5*(0()((51*(05)) sinifindan olmas1 igin

gerek ve yeter sarttir (H. Silverman 1993).

Kosul (3.1.1) de a =0alinirsa Fl(a,b,c; Z) fonksiyonunun & sinifindan olmasi igin gerek

ve yeter kosul elde edilir.
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Yukarida Ki teoremden farkli olarak asagida a,b ve ¢ katsayilarinin daha farkli sartlar1 altinda
zF (a,b,c;z) fonksiyonunun o mertebeden yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari ihtiva

eden sonuglar verildi.

Teorem 3.1.9: Eger ab>-1 ¢>0ve ab<0 ise zF(a,b,c;z) fonksiyonun
S*(a)(gﬂ*(a)) sifindan olmasi igin gerek ve yeter kosul c>a+b+1-ab/(1-«)

olmasidir. Ayrica zF(a,b,c;z) fonksiyonunun & simfindan olmasi igin gerek ve yeter

kosul c>a+b+1-ab olmasidir (H. Silverman 1993).

Hipergeometrik fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri ile onlarin integrallerinin geometrik

ozellikleri benzerlik gostermeyebilir.
Ozel bir integral operatdr icin asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.1.10: (i) a,b>0ve c>a+b olsun. Eger

r(c)r(c—a-b) _
I'(c-a)l(c-b)

ise
G(a,b,c;z)sz(a,b,c;t)dt (3.1.2)

fonksiyonu & sinifindandir.

(i) a,b>-1 c>0veab<0 olsun. Budurumda G(a,b,c;z) fonksiyonunun & yada S*

siifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
¢ >max{a,b}

olmasidir (H.Silverman 1993).

Teorem3.1.11: @ > B> i¢in zF (1+a+ 3,1+ B,1+a;z) fonksiyonu (1-a - f)/2

mertebeden yildizildir (S. Ponnusamy ve M.Vuorinen 2001).
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$imdi ispatinda Lemma 2.4.13 i kullandigimiz zF (a,b,c;z) fonksiyonunun £ mertebeden

yildizil olmasi i¢in yeter sarti iceren 6nemli bir teoremi verelim.

Teorem 3.1.12: a,b,C sifirdan farkl reel sayilar ve her zelf igin zF (a,b,c;z) =0 olsun.
Bu durumda eger c=c—-1—(a+b), B=1-8, A=/ ~fB(a+b)+ab, B=pj(a+b)-p5°,
C= 5’6+ab ve D= /§’(~: olmak {izere

1) c>1+a+b —%) (veya denk olarak, C > 0)

2) C+f3=2A
3) (B+2B°)C+2BD+D*>0
sartlar1 saglanirsa zF (a,b,c;z) fonksiyonu S e[0,1) mertebeden yildizildir (P. Hasto, S.

Ponnusamy, M. Vuorinen 2010).

Ispat: ¢(z)=zF(a,b,c;z) ve p(z) fonksiyonunu da %(Zz)):ﬁu(l—ﬂ)p(z) ile

tanimlayalim. Bu durumda p(0)=1 ve p(z) nin birim diskte analitik oldugu agiktir.
F(z)=F(ab,c;z) nin

2(1-2)F"(z)+[c—(1+a+b)z]F'(z)—abF (z)=0 (3.1.3)
ikinci mertebeden (hipergeometrik) denklemi sagladigini biliyoruz. Basit bir hesaplamadan

(1-2)(1-B)20'(2)+ (1-2)(1- B) P*(2)

+p(2)((1-B)[c-1-(a+b)z]-2(1- B)’ (1-2))

+(1- ) (1-2)-(1-p)[c-1-(a+b)z]-abz=0 (3.1.4)
oldugu kolayca goriiliir. Simdi

w(r,s;z)=(1-2)fs+(1-2) 5’ +(ﬁ~[c—1—(a+b)z]—2ﬁ2 (1- z))r
+p°(1-2)-p[c-1-(a+b)z]-abz
olarak tanimlayalim. Bu durumda (3.1.4) esitliginden
v(p(2).20'(2):2) =0

yazilir.
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Teoremin ispatini sonlandirmak i¢in Lemma 2.4.13 {i uygulayalim. Bdylece birim diskte

Re(p(z))>0 oldugunu gostermek igin, teoremin sartlarin1 saglatmak yani her reR igin
SS—(1+ rz)/2 ve zelU igin y nin sifirdan farkli oldugunu gostermek yeterlidir.

fonksiyonunu A= /> - B(a+b)+ab, B=g(a+b)-24%, C=pc+ab, D=4c olmak
uzere
w(irs,2)=| Bs— f°r’ + B~ p(a+b)+ab+i(B(a+b)-25)r|(1-2)
— pc—ab+ifcr = [/?s — B+ A+ iBr](l— z)-C+iDr
seklinde yazalim. Boylece y nin sifir

—C +iDr
Bs— B*r? + A+iBr

Z,=1+

olarak bulunur. Bunun yani sira
—Z(ﬁs — Bt + A)C +C? +(ZBD + Dz)r2

|zo|2:1+ — .
(Bs—pr*+A) + B

oldugu goriiliir.

Z, 1n birim diskte olmadigini gostermek i¢in, z,1n biitlin parametreleriyle birlikte |ZO| >1

oldugunu gostermek yeterlidir. |ZO|2 nin paydasi negatif olmadigindan dolay1, payimdan
—2(Bs—B°r’ + A)C+C*+(2BD+D*)r* >0

oldugunu gostermemiz gerekir. Bu sart her r e R ve biitiin s< —(1+ rz)/Z icin saglamak

zorundadir. C >0 oldugundan dolay:1 esitsizlik sadece s= —(1+ r? ) / 2 degeri i¢in kontrol
edilir. Boylece
(5(1+ r*)+2/4°r° —2A)C +C”+(2BD+D?)r’
=[(B+2p*)C+2BD+D’ |r* ~2AC+C’+ AC
degerinin negatif olmadigini géstermeliyiz. Hipotezden, yukaridaki kapali parantez ve sabit
terimin negatif olmadigi goriiliir. Boylece Lemma 2.4.13 ten Re( p(Z)) >0 ve dolayisiyla
#(z)e S (B) dir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.1.12 den elde edilen bazi1 6zel sonuglar1 asagida verelim.
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Eger biz Teorem 3.1.12de S = % alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 3.1.13: a,b,c sifirdan farkli reel sayilar ve her zel igin F(a,b,c;z)=0o0lsun.
Eger
¢ > max{l+a+b—2ab,1+2ab,1+[a—bl}

olursa F(a,b,c;z) e s (1/2) dir (P. Hastd, S. Ponnusamy, M. Vuorinen 2010).

Asagida verecegimiz sonug tek Gauss hipergeometrik fonksiyonunun yildizil olmasi igin

a,b ve ¢ katsayilari iizerine konulan sartlar1 igerir.

Sonug 3.1.14: Farzedelim Ki birim diskte F (a, b,c; Z) # 0 olsun. Ayrica a,b ve Creel sayilar
c>max{l+a-+b—2ab, 1+2ab, 1+|a—b|}

kosulunu saglasin. Bu durumda zF (a, b,c, 22) e S dir (P. Hasto, S. Ponnusamy, M.Vuorinen

2010).

Sonug 3.1.15: a,b,c sifirdan farkli reel sayilar ve her zel i¢in F(a,b,c,z;)=0 olsun.

Eger

3.15
a+b ( )

ise zF(a,b,c;z) fonksiyonu S*(1-(a+b)/2) smifindandir (P. Hastd, S. Ponnusamy,

M.Vuorinen 2010).

Ispat: Teorem 3.1.12 de =1-(a+b)/2 alalm. O zaman Teorem 3.1.12 deki B=0 ve

C >0 durumu (3.1.5) e denktir. Teorem 3.1.12 deki 2) sartinin esitsizliginden

C:Z_(a+bj_(a—b)2

2 2

oldugu agiktir. C>0 ve B=0 oldugundan 3) sartinin saglandig1 agiktir. Boylece sonug

ispatlanmis olur.
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Sonug 3.1.16: a,b, ¢ sifirdan farkl reel sayilar ve her z e U igin zF (a, b,c; Z) #0 olsun. Eger
1) czmax{l+a+b—ab,2+2ab—(a+b)}
2) (c-1)(c—2)za’*+b*-ab-a-b

sartlar1 saglanirsa zF (a, b,c; Z) fonksiyonu yildizildir (P. Hasto, S. Ponnusamy, M. Vuorinen

2010).

Yildiz1l fonksiyonlarin & smifinin bir alt smifi olan ;" simufi i¢in asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 3.1.17: abceR, a=(a-1)(b-1), p=ab-1 ve y=(a+1)(b+1) olsun.

Farzedelim ki;
1) c+1=[1+y|
2) c—12[1-4f

3)2c2+2—4ﬂ2—2(L—ay1+y)>—J«c—1f-(1—af)«c+1f-(1+yf)
sartlar1 saglansin. Eger birim diskte F(a,b,c;z)=0 ise 0 zaman zF (a,b,c,;z) e & dir

(P. Hasto, S. Ponnusamy, M. Vuorinen 2010).
3.2 Hipergeometrik Fonksiyonlarin Konveksligi

Bu bolimde a/bvec katsayilarmin durumlarma gére zF (a,b,c;z) hipergeometrik

fonksiyonunun konveksligi incelenmistir.
Bu konuda ki ilk ¢alisma Silverman tarafindan verilmistir.

Asagida verecegimiz iki teorem hipergeometrik fonksiyonlarin yildizilliginda verdigimiz

Teorem 3.1.8 ve Teorem 3.1.9 a paralel seklindedir.

Teorem 3.2.1: a,b>0 ve c>a+b+2 olsun. Eger

IYCHTC—a—b)&+(3—aj( ab (2), (b), <2 (321)

F(c—a)r(c-b)| \I-a c—a—b—1j+(1—a)(c—a—b—2)2
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ise  zF(abcz)e(a), 0<a<l dir. Aynca F(ab,cz)=2(2-F(ab,c;z))

fonksiyonunun ¢ (a)(Ci(a)) sinifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.2.1) sartinin

saglanmasidir (H. Silverman 1993).

Teorem 3.2.2: Eger ab>-1 ab<Ovec>a+b+2 ise bu durumda  zF(ab,c;z)

fonksiyonunun ¢ (a)(¢;(«)) simfindan olmast igin gerek ve yeter kosul
(a),(b),+(3-a)ab(c-a-b-2)+(1-a)(c-a-b-1),>0

olmasidir (H. Silverman 1993).

Teorem 3.1.10 da verilen (3.1.2) seklinde tanimlanan integral operatdriin Ci(a) ve C (a)

siniflari ile baglantisini anlatan teoremi verelim.

Teorem 3.2.3: (i) a,b>0ve c>a+b+1lolsun. Eger

r(c)F(C—a—b){1 ab ng

F(c—a)f(c-b)|  (I-a)c—a—b-1

esitsizligi saglanirsa (3.1.2) seklinde tanimlanan G (a, b,c; Z) fonksiyonu ¢ (a) siifindandir.
(i) Eger a,b>-1 ab<Ovec>a+b+2 ise o zaman (3.1.2) de tammlanan G (a, b,c; Z)

fonksiyonunun £ (a) (Ci (a)) sinifindan olmas: igin gerek ve yeter kosul

02a+b+l—a—b

l-«

olmasidir (H. Silverman 1993).

Teorem 3.2.4: a,b>0 ve c>a+b+2 olsun. Eger

F(c)F(c—a—b) 14 3ab n (a)z(b)z <2
I'(c-a)T(c-b) c-a-b-1 (c-a-bh-2),|

esitsizligi saglamirsa zF (a,b, c;z) fonksiyonu birim diskte konvekstir (H. Silverman 1993).
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Teorem 3.25: ceR vea,beColsun. ¢ >|a|+|b|+2 ve

ab{r (o) (c-[a|-l-2)
(c-fa T (c— )

(|ab| —[a]—|b|+2c- 3) <

N~

sartlari saglamirsa zF (a,b, c;z) birim diskte konvekstir (S. Kanas, A.Wisniowska 2000).

Asagida ki teorem F(a,b,c;z) hipergeometrik fonksiyonunun 3 mertebeden konveks

olmasi i¢in @,b ve ¢ katsayilari tizerine konulan sartlar ile ilgilidir.

Teorem 3.2.6: a,b,ceR, (a+1)(b+1)B <0 ve birim diskte F'(a,b,c;z) 0 olsun. Ayrica

M, (a,b)= max{z(l—ﬂ)+|a+b+213|,1_ab_ (a+11)£bﬁ+1)ﬂ}

seklinde tanimlansin. Eger c> M, (a,b) ise bu durumda F(a,b,c;z) e () dir

(S. Ponnusamy ve M. Vuorinen 2001).

Ispat: Eger 1+ 2F'(2) =B +(1- ) p(z) seklinde yazilirsa bu durumda birim diskte p

F'(2)

analitiktir ve p(0)=1 dir. Boylece teoremi ispatlamak igin birim diskte Re(p(z))>0

oldugunu géstermemiz gerekir. w= F (a,b,c;z) hipergeometrik fonksiyonu
z(1-z)w'(z)+[c—(a+b+1)z]w'(z)—abw(z)=0
diferansiyel esitligini sagladigindan dolay1 p asagidaki gibi
(1-2)zp'(2)+(1-B)(1-2) p*(2)+{c—2(1- B)—(a+b+2p)z}p(2)
+1—c—ﬂ—{ab—ﬂ+(a+1)(b+1)%}z =0
birinci mertebeden diferansiyel denklemini de saglar. ¢ iizerinde ki sarttan birim diskte
c—-2(1-p)-(a+b+2p8)z=0

oldugu aciktir. Boylece

w(r.sz)=1J (Z)[S+(1—ﬂ)r1+r+—‘] (Z)_ZH (2)

olmak iizere yukarida ki denklemi l//( p(z).2p'(2); Z) =0 seklinde yazabiliriz. Burada
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1-z
2z)= c—2(1-B)-(a+b+2p)z

ve
2c—1+ 2ﬂ—[1—2ab+2ﬂ— 2(a+11)_(;+1)ﬁ}z
H(2)= c-2(1-B)—(a+b+2p)z
seklindedir.

(1+ r2)

Boylece Lemma 2.4.13 e gore r reel, s<—-——= ve ze// i¢in y(ir,s;z)#0 oldugunu

gostermemiz yeterlidir. Bunun igin
1+ Az
(2)= ,
1+Bz
fonksiyonu Z7 birim diskini B # +1i¢in

-1<A B<1

1-AB| |B-A
w— <

3.2.2
1-B2| 1-B? (322
diski iizerine ve B =1 igin
% B=1ise
Re(w)>
( ) 1-A .
= B=-1 ise

yar1 diizlemi iizerine resmettigini kolayca gorebiliriz. Ayrica (3.2.2) den B # =1 igin

Re(w) > 1+i
- B<A
1-B

oldugu agiktir. ¢ lizerindeki sarttan 6ncelikle ¢ >2+a+b esitsizligi yazilir. Diger taraftan

a+b+2p
c-2(1-5)

secersek 0 zaman A<B ve J(z) fonksiyonu ze/Z/ i¢in ReJ(z)>0 esitsizligini saglar.

A=-1 ve B=-

H (z) i¢in de benzer bir durumu elde etmek igin

A=_[1—2ab+2ﬁ— 2(a+11)_(2+1)ﬂJ2c—11+2ﬁ

a+b+2p
c—-2(1-5)
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secilirse

H(2)

_2c-1+2p (1+ Azj
c-2(1-B)\1+Bz

bigiminde olur. Burada ¢ > 2(1- 8) +|a+b+ 24| oldugundan dolay:

_c-2(1-p)x(a+b+2p) -0
- c-2(1-p)
olur. Bu gosterir ki B # £1dir. Diger taraftan

[(a+1)(b+1)5]
[1- 5]

1+B

c>1-ab-

oldugundan dolay1

1> {1—2ab+2ﬁ— Z(a“)(b*l)ﬁ} 1

1-4 2c-1+2p
dir. Boylece A+1>0 dir. Sonra kolaylikla gosterilir ki
C>1_ab_(aJrl)(b+1),H o pe< c-1+ab
1-8 c—-2—(a+h)
dir. Dolayisiyla
_eTlrab g (a+1)(b+1)<0
c-2-(a+b)

yazilir. Benzer bir sekilde Teorem 3.2.6 nin hipotezleri altinda, ayn1 zamanda 1- A pozitif

alinabilir. Bdylece z €2/ igin Re H(z) >0 dir. Tiim r e R,s<—(1+r°)/2 ve zeZ/ igin

Rey (i, 5;2) = Re{J (z)[sl_(l_ﬂ) 2y J(D)-H (Z)}}

2

—[“ % +(1—,B)r22}ReJ (z)+Re[Mj

2 2

: H(z
S{%+(l—ﬂ)rj}ReJ(z)—Re(—£ )]

esitsizligini elde ederiz. &/ da ReJ(z)>0 ve ReH(z)>0 bilgileri kullanilarak
Rey (ir,,s,;;z)<0 sonucu ¢ikarlabilir. Boylece Lemma 2.4.13 e goére birim diskte
Re( p(z))>0 oldugu elde edilir. Bu F(a,b,c;z)nin £ mertebeden konveks oldugunu
gosterir.
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Yukaridaki teoremin daha fazla uygulamalarini elde etmek i¢in F’(a, b,c; Z) #0 oldugu
birim diskte a,b ve ¢ katsayilari tizerine kosullar elde etmemiz gerekir. Miller ve Mocanu

—-1<b<c ve ae[-2,0)u[c-1c+1]

kosullar altinda birim diskte F’(a, b,c; Z) # 0 oldugunu gostermistir.

Boylece |Z| <1 de F'(a,b,c;z)#0 ile Teorem 3.2.6 kosullar1 altinda Miller ve Mocanu 1990

yilinda verdigi Teoremin  genellestirilmesini 2001 yilinda Ponnusamy ve Vuorinen

asagidaki teoremle vermistir.

Teorem 3.2.7: M, (a,b) = max{Z(l—,B)+|a+b+2ﬁ|,l—ab— (a+11)(bﬂ+1):3} olmak tizere

eger —2<a<0, —1<b, b#0, (a+1)(b+1)ﬁ30 ve ¢c> Mﬂ(a,b) sartlar1 saglanirsa bu

durumda F(a,b,c;z) fonksiyonu B mertebeden konvekstir (S. Ponnusamy ve M. Vuorinen

2001).

Yukaridaki teoremde S = % alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.8: Ml(a,b):max{l+|a+b+l|, 1—ab—(a+1)(b+1)} olmak tizere eger b =0,

2
-1<h,—-2<a<-1 ve c=M (a,b) sartlart saglanirsa F(a,b,C;Z) fonksiyonu %

1
2

mertebeden konvekstir (S. Ponnusamy ve M. Vuorinen 2001).

Eger F (a,b,c; Z) hipergeometrik fonksiyonu i¢in
(a-1)(b-1)zF(a,b,c;z)=(c-1)zF'(a-1Lb-1c-1z)

ifadesi kullanilirsa Teorem 3.2.7 den asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 3.2.9: M ,(a,b) = max{2(1- B) +[a+b+2p|,1-ab—((a+1)(b+1) B/1- B)|
olmak {izere eger b=1 0<b, —1<a<l1 abg<0 ve C21+|\/|/),(a—1,b—1) sartlari

saglanirsa bu durumda zF(a,b,c;z) fonksiyonu £ mertebeden yildizildir (S. Ponnusamy ve

M. Vuorinen 2001).

Eger f(z)=zF(a,b,c;z) veh(z)=f (22)/2 olarak alinirsa bu durumda

() 7

h(z) f(2%)

esitligi yazilir. Yukaridaki esitlik ve Teorem 3.2.9 dan asagidaki teorem yazilir.

Teorem 3.2.10: M, (a,b) =max{2(1-B)+[a+b+24|1-ab—((a+1)(b+1) B/1- )}
olmak tizere eger —1<a<0, 0<b,b=1vec 21+Mﬁ (a—l, b—l) sartlar1 saglanirsa bu

durumda zF (a,b,c;z*)e S (28-1) dir (S. Ponnusamy ve M. Vuorinen 2001).

Ornek 3.2.11: Eger Teorem 3.2.7de a=-2, b=1ve g= 5/(5+ 2) alinirsa o zamanc >3+ 0

i¢in

F(—2,1,c;z)=1—%z+ 22eC(5/5+2)

2
c(c+1)

dir (S. Ponnusamy ve M. Vuorinen 2001).

Teorem 3.2.12: b,c € R sayilari
(i) 0<b<3=c
(i) c=3+|p|, b=0

sartlarindan herhangi birini saglasn. Bu durumda (ZF(l,b,C;Z))’;tO olmak {izere

zF (1,b,c; z) fonksiyonu birim diskte konvekstir (A. Swaminathan 2007).
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3.3 Hipergeometrik Fonksiyonlarin Konvekse Yakinhgi

Bu bolimde zF (a,b,c;z) hipergeometrik fonksiyonunun konvekse yakin olmasi igin

a,bvec katsayilar1 ilizerine konulan sartlar incelendi. Bununla ilgili olan ¢alismalar S.

Ponnusamy ve M. Vuorinen tarafindan yapilmistir.

Asagida hipergeometrik fonksiyonlarin konvekse yakimnligi i¢in olan teoremler verildi.

Teorem 3.3.1: avebsaylar icin ya ab>0 yada aeC/{0}, b=a olsun. Ayrica
ne(-r/2,7/2) ve B <1 olmak iizere

(1) ae(0,0), be(0,1/a] ve B <1-(1/cosn)(1-T(a+b)/T'(a)r (b))

(2) ae(1/2,), be[a/(2a-1),2) ve f#<1-(Ycosy)(I(a+b)/T(a)T(b)-1)

(3) Rea>0, [a|<min{l,JRea}, b=a ve #<1-(l/cosp)(1-T'(2Rea)/T(a)T(a))

(4) Rea>0, |aj <max{1,JRea}, b=ave #<1-(1/cosy)(T(2Rea)/T(a)r(a)-1)

(5) c=max{a+b,a+b+(ab-1)/4,(3(a+b+ab)-1)/4} ve

 <1-(|c—2ab|+ 2ab)/(ccosn)

sartlarmdan herhangi biri saglanirsa zF (a,b,a+b;z) fonksiyonu g(z)=z/(1-z) olmak

tizere A ( B, g) siifina aittir. Yani zF (a, b,c; Z) konvekse yakindir (S. Ponnusamy 1997).

Uyari: Teorem 3.3.1 de 7 =0 olmasi durumunda Ponnusamy ve Vuorinen nin 1995 yilindaki

sonuglar1 elde edilir (S.Ponnusamy 1997).

Simdi tinivalent fonksiyonlar teorisinde kullanilan 6nemli bir doniisiimii verelim.

fedve A (z): A— A olmak iizere

i fM A
__([ t dt = an

doniisiimiine f nin Alexander doniisiimii denir.
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Simdi Alexander doniisiimiiniin konvekse yakinligi ile alakali teoremi verelim

Teorem 3.3.2: Farzedelim ki a,b ve ¢ sayilari icin

(1) abe[Lo], c=a+b-1ve #<1-(lcosy)(( (a+b-1)/I'(a)T(b))-1)

(2) ae(01), be(1-a1), c=a+b-1ve f<1-(I/cosn)((T(a+b-1)/T(a)r(b))-1)
(3) ae(0,1), be(Lx), c=a+b-1ve #<1-(Ycosn)(1-(T (a+b-1)/T(a)T(b)))

(4) a,be(l,o) yadaa,be(0,1), c>abve f<1-1/cosn

(5) ae(Loo) vebe(0,1], c>a+b-1ve f<1-1/cosy

(6) Rea>Y2, b=a, c=2Rea-1ve f#<1-(Ycosr)(((2Rea-1)/T(a)r(a))-1)

(7) aeC/{0,1}, b=a, 0¢cz{o,\a2\,2Rea—1} ve B <1-1/cosn

sartlardan herhangi biri saglansm. Bu durumda f (z)=2zF (a,b,c;z) ve g(z)=2z/1-z

olmak tizere A, € /U(ﬁ, g) dir (S. Ponnusamy 1997).

Sonug 3.3.3: Farzedelim ki a,b ve ¢ sayilar1 i¢in

(1) ae(-10], be[0,] ve #<1-(Ycosn)(1-(I(a+b+1)/T(a+1)T (b+1)))

(2) ae(-10], be(-1-a,0] ve #<1—(Ycosn)((T(a+b+1)/T(a+1)(b+1))-1)

(3) ae[0,), be(0,%) ve B<1-(Ycosy)((I(a+b+1)/T(a+1)T (b+1))-1)

(4) Rea>-1/2, b=5veﬁsl—(1/cosn)(( (2Rea+1)/T(a+1)T(a-+1)) 1)

sartlardan herhangi saglansin. Bu durumda ((a+b)/ab)[ F(a,b,a+b,z)—1] fonksiyonu

9(z) =z/1-2z olmak iizere £'(/3,9) sinifina aittir (S. Ponnusamy 1997).

Teorem 3.3.4: Farzedelimki a,b,c sayilari igin

(1) ae(-10), be(-10) vec>a+b+ab

(2) ae(0,%), be(0,0) vec>a+b+ab

(3) aeC/{-1}, b=ave 0¢chax{—1,2Rea+|a|2}, B=0
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kosullarindan herhangi biri saglansin. Bu durumda (C/ab)[F(a,b,C;Z)—lj fonksiyonu

9(z)=2/1-z ve S <1-1/cosnolmak iizere A (f,9) smifindandir (S. Ponnusamy 1997).

2
m+1

(c+1), 1(1)

yakindir dolayisiyla Z/ da tinivalenttir (S. Ponnusamy 1997).

n

Ornek 335: 1) f( Z‘ z" fonksiyonu z/1-z ye goére konvekse

Coziim: Teorem 3.3.4 teki 3.sikta f=n=0a=-m m=2,meNve0=c>m(m-2)
alinirsa

m+1

—[F —m,-m, c;z) l]—Z—i-Z‘ z"

= (c+1), 1(1)
fonksiyonunun g(z)=z/1-z ye gore konvekse yakin oldugu goriiliir.

@+id), [ .
2 (c+1),4,(D),

Z{ da tinivalenttir (S. Ponnusamy 1997).

2) f(z)_z+z

2" fonksiyonu z/1-z ye gore konvekse yakindir. Dolayisiyla

Céziim: Teorem 3.3.4 te ki 3.s1kta ¢ >d?®oldugu durumda B=7=0, a=id, d R/{O}
alinirsa

1+|d

d—CZ[F( —id,¢;z)-1]= Z+Z‘c+1n1(1) "

fonksiyonu z/1-z ye gore konvekse yakin oldugu goriiliir. Dolayisiyla Z7 da tinivalenttir.

Teorem 3.3.6: Farzedelim ki a,b ve <1 sayilar1 i¢in

(1) Rea>0, [a|<min{l/\2, [2Rea/3)}, b=a ve

f<1-(Ycosy)(1-(2r (2Rea) /T (a)1(a)))

(2) Rea>0, [a|>max{yV2, [(2Rea/3)}, b=a ve
<1-(Ycosy)((2r (2Rea)/T(a) T (a))-1)
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(3) a<(0,1/3], be(0,1/2a] (yadaa e(1/3,0) ve b<min{0,1/2a,a/(3a-1)},

Yij sl—(l/cosn)(l—(zr(a+ b)/F(a)F(b)))

(4) ae(y3,), b>max{l/3,a/(3a—1)} ve
,Bsl—(l/cosn)((Zl“(a+b)/F(a)F(b))—l)
kosullarindan herhangi biri saglansin. Bu durumda ZF(a,b,a+b;22) fonksiyonu

9(z)=2/1-1z ye gore A£(B,9) smifindandir (S. Ponnusamy 1997).

Teorem 3.3.7: Eger a,b>0 ve Tl(a,b)zmax{a+b,a+b+%,2ab} olmak tlizere ¢

sayisl ya
c>T,(a,b) (3.3.1)

yada c=a+b olmak iizere
T(a+b) _

r(a)r(p)

sartlarini sagliyorsa zF (a,b,c;z) fonksiyonu —log(1-z) ye gére konvekse yakindir

ab>1, a+b<2ab, ve (3.3.2)

(S. Ponnusamy ve M. Vuorinen 2001).

(@)pa (P)y
(€ (),

Ispat: f (z)=zF (a,b,c;z) olarak alaim. O zaman f .4 ve n>2 i¢in A =

olmak Uzere

bicimindedir. Boylece Pochammer semboliinden

_ (a+n-1)(b+n-1)

(c+n-1)n (33.3)

AY|+1

yazilir.

Teoremi ispatlamak igin ilk olarak (3.3.1) kullanilir, ve sonra Teorem 2.4.10 uygulanir. Bu

durumda pozitif reel sayilarin (nA ) dizisinin azalan oldugunu gostermemiz gerekir.
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Hipotezden ve (3.3.3) den Vv n2>1icin A nin pozitif oldugu aciktir. Sonra (3.3.3)
kullanarak

n+1)(a+n-1)(b+n-1)
(c+n-1)n

nA, _(n+1)A1+1= A\[n_(
elde edilir. Boylece
X (n)=n?’(c—a-b)+n(l-ab)—(a-1)(b-1) (3.3.4)

olmak Uzere

A, ~(n+1) A, =—— X (n)

n(c+n-1)
yazilir. Tk kismi ispatlamak icin X (n) nin negatif olmadigimi gostermemiz yeterli olacaktir.
Teorem de ¢>T,(a,b) sarta dikkat edersek ¢>a+b olur ve boylece (3.3.4) denkleminde

ki n’nin katsayisinin negatif olmadig1 anlagilir. Boylece tiim n>1 igin
X(n)=(2n-1)(c—a—b)+n(1-ab)-(a—-1)(b-1)
=n[2(c-a-b)+1-ab]-c+2(a+b)-1-ab=Y(n)
yazilir. ¢>T,(a,b) den c>a+b+(ab—1)/2 oldugundan Y (n) deki n nin Kkatsayisi
negatif degildir ve dolayisiyla
X (n)=Y(n)=Y(1)=c—2ab
elde edilir. (3.3.1) den c¢>2ab oldugui¢in Y (1)>0 olurvebu X(n) nin negatif olmadig
anlamma gelir. Buda c¢>T,(a,b) olmast durumunda  zF(a,b,c;z) fonksiyonunun
—log(1-z) ye gore konvekse yakin oldugunu gosterir.
Ikinci kismin ispati i¢in (nA,) nin azalmayan ve limitinin ikiden kiigiik esit oldugunu gdster
memiz gerekir. (3.3.2) den c=a-+b ve ab>1 dir. Bdylece bu durumda (3.3.2) den
X(n)=Y(n)<Y(1)=a+b-2ab<0
olur. Bu esitsizligi kullanarak her n>1igin X (n) nin pozitif olmadig: elde edilir. Diger bir
deyisle (nA,) dizisi artandir. Boylece Teorem 2.4.10 yardimiyla ispati tamamlamak i¢in

limitinin 2 den kiiciik esit oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bu yilizden ikinci kismin ispati
i¢in

b)nfl

1)nfl

nA :(n_l)(a)nfl(b)n,l+

o ©u®n (@),

c=a+b ve

—~

~—

>

iR
~|
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yazalim. Bu esitligi

ab(a+1),,(b+1),, (), (0),,

¢ (c+1),,(1),, (¢, @)

nA =

seklinde de yazabiliriz. Boylece

(@), (0),,

1 b+1
Iimn:%Za—blim(aJr )oa (B )”‘2+Iim—
n—o0 C o (C +1)n—2 (1)n—2 . (C)n—l (1)n—1

elde edilir. Gama fonksiyonunun 6zelliklerinden yani (2.7.4) esitliginden

: ab  TI'(c+1)
| _av
A = T s (D)

ve c=a+b oldugundan dolay1 yukaridaki esitlikten

. _ T'(a+b)
M = F @) T (b)

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Diger taraftan a € (-1 ), be(-1,-a/a+1) ve c=a+b+1 olsun. Bu durumda 3.3.7 den

zF(a+1b+1c+1z) (ve bdylece zF'(a,b,c;z)) fonksiyonunun birim diskte iinivalent

oldugu elde edilir. Bu bilgi ve Teorem 3.2.6 dogrultusunda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.8: M, (a,b) =max{2+[a+b|,1—ab} olmak iizere eger

ae(-L»o), be(-1-a/a+1], b=0vec=M,(a,b)

sartlar1 saglanirsa F(a,b,c;z) fonksiyonu birim diskte konvekstir (S. Ponnusamy ve M.

Vuorinen 2001).

Eger Teorem 3.2.6 daa =1 ve =0 alinirsa F’(a, b,c; Z) #0 olmak tlizere b e (—1, oo), b=0

ve ¢ 2b+3 i¢in F(1,b,c;z)fonksiyonu Z/ da konvekstir.

AS" olarak 27 birim diskin de yildizil ve —log(1-z) ye gére konvekse yakin olan

fonksiyonlarin sinifi gosterilir.
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Asagida zF (a,b,C;Z) fonksiyonunun A" smifindan olmasi igin a,b vec katsayilar

lizerine sartlar verildi.

Teorem 3.3.9: a,b>0 olmak tizere
T(ab)= max{a+b,a+b+(3ab—1)/2,(2+J1_0/2)ab}

ve ¢>T(a,b) olsun. Bu durumda zF (a,b,c;z) fonksiyonu A<S™ siifindandir

(S. Ponnusamy ve M. Vuormen 2001).

Teorem 33.10: Kabul edelim ki |[2a°+2c(1-4ab)|-5ab+3ab(a+b)+3a*’ >0
olacak sekilde en az bir pozitif a,b>0,a = a(a, b) sayilar1 var olsun. Eger
T,(a,b)=max{a+b,a+b+(3ab-1)/2,a} vec=T,(ab)

sartlar1  saglanirsa ZF(a,b,C;Z) fonksiyonu AS” smifindandir  (S. Ponnusamy ve M.

Vuorinen 2001)

Teorem 3.3.10 dan kullanishi yildizillik kriterleri igin birkag basit 6rnek elde edilebilir. Bir

f fonksiyonunun yildizil olabilmesi igin Re(zf'(z)/f(z)) kosulunu saglamas: gerektigi

bilinir. Fakat burada f hipergeometrik fonksiyon olarak disiiniiliirse bu kosulu kontrol

etmek daha zordur.

Teorem 3.3.10 da « =1lalinarak elde edilen asagidaki sonu¢ hipergeometrik fonksiyonlarin

yildizilligin1 géstermek i¢in kolaylik saglar.

Sonug¢ 3.3.11: b ve ¢ reel sayilart

(i) be(0,/3] vec>b+1
(i) be[Y3,x), c=(5b+1)/2
sartlarindan herhangi birini saglasin. Bu durumda zF (1,b,c;z) fonksiyonu A" smifindandir

(S. Ponnusamy ve M. Vuorinen 2001).
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Ornek 3.3.12: b vec reel sayilan

(i) be(01] vec=b+1

(i) be[L2] vec=b+1

(iii) be[l,o) vec=2b

sartlarindan herhangi birini saglasmn. Bu durumda zF (1,b,c;z) fonksiyonu —log(1-2z) ye

gore konvekse yakindir (S. Ponnusamy ve M. Vuorinen 2001).

Teorem 3.3.13: Eger a,b>0 ve N(a,b)=max{a+b, a+b+(2ab-1)/3, 3ab} olmak iizere

C sayisl ya
c>N(a,b)

yada

ab>1/2, a+b<3abve Ms

r'(a)r(b)

olmak lizere c=a+b sartlarini sagliyorsa zF (a, b,c; 22) fonksiyonu

(]/2)|0g((1+ z2)/(1- Z)) e gore konvekse yakindir (S. Ponnusamy ve M. Vuormen 2001).

3.4 Univalent Fonksiyonlarin Bazi Ozel Smiflar1 i¢in Sonuglar

Daha 6nceki boliimde Gauss hipergeometrik fonksiyonlarin linivalentligi, yildizilligi konveks
ligi ve konvekse yakinlig1 lizerine yapilan ¢alismalart verdik. Bu béliimde de iinivalent
fonksiyonlarin onemli alt siniflarindan olan  diizgiin = yildizil ve  diizgiin konveks
fonksiyonlarin olusturdugu smuflar i¢in sonuclar verildi. Hipergeometrik fonksiyonlarin
diizgiin yildizillik ve diizgiin konveksligi tizerine ilk ¢alisma 1999 yilinda Y. C. Kim ve S.
Ponnusamy, @ mertebeden diizgiin yildizil ve diizgiin konveks fonksiyonlar i¢in 2002
yilinda N. E. Cho, S. Y. Woo, S. Owa ve £ mertebeden o diizgiin yildizil ve « diizgiin
konveks fonksiyonlar igin de 2004 yilinda A. Swaminathan tarafindan verilmistir. Bulunan
sonuglar daha onceki hipergeometrik fonksiyonlarin yildizillig1 ve konveksligi i¢in verilen

sonuglarin genellestirilmesidir.
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Teorem 3.4.1: a,beC/{0} ve c>|a|+|b|+2 olsun. Bu durumda eger

C(c—[al-[p)r(e)|, . 2(af), (b)), S
C(c—fal)r(c=pl)[ (c—2-[aj-]p[), c—fal-bl-1]"

esitsizligi saglanirsa zF (a,b,c;z) fonksiyonu 247 smifindandir (Y. C. Kim ve S.

Ponnusamy 1999).

Yukarida ki teoremde b =a alinirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.4.2: Eger a e C/{0}, ¢>max{2+2Rea,0} ve
I(c-2Rea)l(c)|, 2|(a),[ 5[a|’
r(c-a)r(c-a)| (c-2-2Rea), c-1-2Rea|

ise bu durumda zF (a,a,c;z) fonksiyonu 247} siifindandir (Y. C. Kim ve S. Ponnusamy

1999).

Ornek 3.4.3:Eger Teorem 3.4.2 de a =—2almirsa bu durumda ¢ > ((23+ \/745)/2) olur.

Boylece

2 £
c(c+1)

zF(-2,-2,¢c,2) = z+%zz+

fonksiyonu ¢ > ((23+ \/745) /2) kosuluyla Z£7) simfindandir (Y. C. Kim ve S. Ponnusamy

1999).

Teorem 3.4.4: -1<a<0, b>0 ve c>a+b+1 olsun. zF (a,b,c;z) fonksiyonunun
C7 (a) smifindan olmasi igin gerek ve yeter kosul

1+a)(a+1)(b+1)
c—-a-b-2

a+b+1+{( +3+2a}|ab|sc

dir (Y. C. Kimve S. Ponnusamy 1999).
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Teorem 3.4.5:a,b>0, c>a+b+2olsun. Eger

r<c>r<c—a—b>[(1_a2<a>z(b>z (o) Hsz

I'(c—a)I(c—b) )(c—a-b-2), \1-a/{lc-a-b-1

sart1 saglanirsa bu durumda zF (a,b,c;z) fonksiyonu 24V () (—1<a <1) simfindandir.

Ayn1 zamanda yukaridaki sart F (a,b,c;z)=2z(2-F(a,b,c;z)) fonksiyonunun Z2£7 (a
1

smifindan olmasi igin gerek ve yeter sarttir (N. E. Cho, S. Y. Woo ve S. Owa 2002).

Teorem 3.4.6: Eger a,b>-1, ab<0,vec>0 ise bu durumda zF(a,b,c;z) fonksiyonunun

87 () (-1<a<1) simfindan olmasi igin gerek ve yeter kosul

CZa+b+1—2;ab

l-«

olmasidir (N. E. Cho, S.Y.Woo ve S.Owa 2002).

Teorem 3.4.7: Eger a,b>-1, ab<Ovec>a+b+2 ise zF(a,b,c;z) fonksiyonunun
C7 (a) smifindan olmasi igin gerek ve yeter kosul

2(a),(b),+(5-a)ab(c-a-bh-2)+(1-a)(c-a-b-1)=0
olmasidir (N. E. Cho, S. Y. Woo ve S. Owa 2002).

Asagida teoremlerin ispatinda kullanilan katsayi tahminlerine dair lemmalar1 verelim

Lemma 3.4.8: f fonksiyonu (2.3.1) seklinde olsun. Eger f fonksiyonu
dn[n(l+a)-(a+p)la, <1-p (3.4.1)
n=2

sartint sagliyorsa 0V (a,8) smifindandir. f € 7 olmak iizere ~ (3.4.1) sarti f

fonksiyonunun Z2£77 (a, ,B) smifindan olmasi igin gerek ve yeter kosuldur (A. Swaminathan

2004).

Lemma 3.4.9: f fonksiyonu (2.3.1) seklinde olsun. Eger f fonksiyonu

0

dIn(l+a)-(a+p)la, <1-p (3.4.2)

n=2
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sartini sagliyorsa <, (a, ,B) smifindandir. f € 7 olmak {izere (3.4.2) sart1 f fonksiyonunun

7 (a, p ) siifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur (A. Swaminathan 2004).

Teorem 3.4.10: a,b>0vec>a+b+1 olsun. Eger

r'(c)(c—a- b){ +(l+a} ab }32 (3.4.3)

I'(c-b)I'(c—a) 1-B)c—-a-b-1

sarti saglanirsa zF (a,b,c;z) fonksiyonu & («, #) simifindandir (A. Swaminathan 2004).

= (a) (b
Ispat: zF (a,b,c;z) = Z+Z:M z" oldugundan dolay1 (3.4.2) yi uygulayarak

n=2 (C) -1 (1) n-1
i[n(l+a)—(a+ﬂ)J{M}gl—ﬁ

n=2
oldugunun gosterilmesi gerekir. Simdi

2 o e A2 el cx

n=2 C n 1)n

(a)n = a(a + 1)n—l ozelligini kullanarak yukaridaki ifadenin sag kismi

= (a+1) (b+1)

(1+a)a—bz(

¢ iz (c+1),(3),

seklinde yazilabilir. Burada (2.7.3) uygulanirsa

(1+a)abl“(c)l“(c—a—b—1) +(1_ﬁ){r(c)r(c—a—b—1) _1}

I'(c—b)I'(c—a) I'(c—b)I'(c—a)

elde edilir. Yukaridaki tanim 1— £ ile simirlidir. Buradan (3.4.3) ifadesi elde edilir.

Sonu¢ 3.4.11: Eger ab>0vec>a+b+1 ise yukandaki kosul z(2-F(a,b,c;z))

fonksiyonunun 57" (a, B) smifindan olmasi igin gerek ve yeter sarttir (A. Swaminathan

2004).
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Teorem 3.4.12: Eger a,b>1, c>0veab>0 ise zF(a,b,c;z) fonksiyonunun 7 («a, 5)

siifindan olmasi icin gerek ve yeter kosul;

ab(l+a)
1—

c>a+b+1-

olmasidir (A. Swaminathan 2004).

Ispat:  zF (a,b,c;z)=z+ z oldugundan

dolay1 (3.4.2) ye gore

g[n(1+a)—(a+ ﬂ)]{(aJrl)"?(bJrl)nz}:

(€+1),, (1),

oldugunun gosterilmesi gerekir. Eger c<a+b+1 ise (3.4.4) esitliginin sol tarafi iraksaktir.
Simdi

c
(= 5) (3.4.4)

= (a+1)n(b+1) = (a+1) (b+1)
+a) 2 ) @ 3 c+1n ).
(11 I(c+1)T'(c-a- b 1 )c |T'(c)I'(c—a—b)
- e S el )

olur. Boylece (3.4.4)

F(c+1)F(c—a—b-1)

T'(c-b)T(c-a) {(“”)’L(l—ﬁ)%}s(l—ﬁ)[ﬁﬁua_ﬂ:

ifadesine denk olur. Yukarida ki esitlikten

(1+a)+(1_ﬂ)w <0
ab
bulunur. Bu ifade de
c>a+ b+1—M
1_

yukarida ki ifadeye denktir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.4.13: a,b>0vec>a+b+2 olsun. Eger

EE?—F;;F_(EI:E; {1{312;_ ﬂj(c—aa—b b_J*Gf ;Lc_(?i(bb%z)z}g i

ise zF (a,b,c;z) fonksiyonu 24V («, ) smifindandir (A. Swaminathan 2004).
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Ispat: Lemma 3.4.8 e gore

Zn[n(ua)_(mmj{%}s (1-5)

yada denk olarak

g(n +2)[(1+a)(n+2)~ (e~ ﬁ)]{((i;m Ei’))} (- p)

oldugunun gosterilmesi gerekir. Bu esitsizligin sol kismi

(1+a):20(n+2)2% (a+p ni: (n+2) % (3.4.5)

olarak yazilir. Simdi

(@), e @bl (@), b).,
Y I O AL

ve

= )n+1 n+l __ < n+ )n+l a)n+l )n+l + < (a)n+l(b)n+l
D2y G - ) 23 r s S s (347)

(3.4.5) ve (3.4.6) esitliklerini kullanarak

B WS I WP G}
a2 o, B DI e G DS

yazilir. (a)n+k = (a)n (a+k)n ozelligi kullanilarak yukaridaki ifade

abI'(c+1)'(c—a—-b-1)
32 ) e ST (=)

i (a)z(b)2 I'(c+2)I(c—a-b-2)
) e, Te-a)r(e-b)

+(1_ﬂ){r(c)r(c—a—b)_1}

I'(c—a)l(c—b)

olarak yazilabilir. Yukaridaki ifade 1— £ ile sinirlidir. Buradan istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.4.13 ve 2477 (e, ) smifinin tanimindan asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sonug 3.4.14: Eger a,b>0 ve c>a+b+2 ise zF(a,b,c;z) fonksiyonunun €7 (a, B)

siifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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] SRR

olmasidir (A. Swaminathan 2004).

Teorem 3.4.15: Eger a,b>-1, ab<Ovec>a+b+2 ise zF(a,b,c;z) fonksiyonunun
UCT (a, ) smifindan olmasi igin gerek ve yeter kosul

(1+a)(a),(b), +(3+2a—-p)ab(c—a-b-2)+(1-g)(c—a-b-1),>0 (3.4.8)
olmasidir. (A. Swaminathan 2004)

Ispat: zF (a,b,c;z) =z +a?b§2: ((i)):_z ((l;))”_lz "=27- ib 2 2% z" oldugundan dolay1
(3.4.1) i uygulayarak

© a+1 b+1

nZ:(;n[(u a)(n+2)—(a+ ﬂ)]{( G +)i)i(2 (1)n)22 } <(1-p) % (2.4.9)

yazilir. Eger ¢ <a+b+2 olursa (3.4.9) esitsizliginin sol kismi raksaktir. Boylece

(n+)[(1+a)(n+2)—(a+B)]=(1+a)(n +1)" +(2+a-B)(n+1)+(1-B)
seklinde yazilir. Buradan (3.4.9)

iy °°(a+1)n(b+1)njL 2 = (a+1) (b+1) e a+1n(b+1)
D e RCE DY e Do e
B (a+1 (b+1 = (a+2) (b+2) = (a+1) (b+1)
=) Zo c+2 ), Herzes ﬁ’Z;, (c+1) (1),
c °°( (b).
DT
:(1+a)(a+l)(b+1)F(C+1)F(C_a_b_2)

I'(c—a)l(c-b)
I'(c+1)I(c—a-b-2)
I'(c—a)T'(c—h)

(1-5) I'(c+1)T(c—a-b-2) c
b (c-a-b-1), I'(c—a)l(c-b) _(1_ﬂ)£

+(3+2a-p)(c-a-bh-2)

yazilir. Bunun — | b| (1 p ) dan kiiciik esit olmasi icin gerek ve yeter sart (2.4.8) e denk olan
a
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(1+a)(a+1)(b+1)+(3+2a—ﬂ)(c—a—b—2)+(1ab'8)(c a—b-1), <0

olmasidir.

Asagidaki teoremler (3.1.2) ile tanimlanan integral operatoriin diizgiin yildizilligi ve diizgiin

konveksligi iizerinedir.

Teorem 3.4.16: Eger a,b>1vec>a-+b ise bu durumda
C(c)T(c-a-b-1)[(l+a) = (a+p) 1
I(c—a)l(c—b) {(l—ﬁ)(c e Wy I Py T (Y

~ (a+p)(c-])
(1-8)(a-1)(b-1)

esitsizligi saglanirsa (3.1.2) de verilen integral operator (a, p ) simifindandir

(A. Swaminathan 2004).
Ispat: G(a,b,c;z)=z +i (2),, (0 z" oldugundan dolay1
=R (1)

S - p)] s

oldugunu gostermek gerekir. Dolayistyla

~(
(
(a)n(b : (a+ﬂ)(c—1) (@), (0),,
)2 (C)n 1), (a-1)(b-1) (c),, (1),
(¢)
(c-

gy 67D [T(OT(c-a-b-1)  (c-1)
(a-8) ){ 1}

(a-1)(b-1)| T'(c-a)I'(c-b) (a-1)(b-1)

yukarida ki esitlik 1— £ ile sinirhidir. Buradan istenen ifade elde edilir.

Teorem 3.4.17: Eger a,b>-1,c>0veab<0ise bu durumda a=1,b=1 igin (3.1.2) verilen

integral operatdriin &,7" (a, p ) siifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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I'(c)I(c—a-b-1)
I'(c—a)(c—b)

(C_l)z <
(a_l)z (b_l)z =0

[(1+a)(c—a—b-1)—(a+b)]|+(a+p)

sartinin saglanmasidir (A.Swaminathan 2004).

Teorem 3.4.18: (i) Egera,b>0vec>a-+b+1 ise bu durumda

T(c)r(c-a—b) {1+(1+aj ab }S 5

I'(c—a)(c—b) 1-pB)c—a-b-1

esitsizligi saglanirsa (3.1.2) de verilen integral operatér 2 (e, 8) sinifindandir.

(if) Eger a,b>1,c>0veab<0 ise bu durumda (3.1.2) de verilen integral operatoriin
UC7 (e, B) smifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ab(a+1)
1-p

c>a+b+1-

olmasidir (A. Swaminathan 2004).

Teorem 3.4.19: (i) a,b>-1, c>0veab<0 olsun. O zaman zF(a,b,c;z)fonksiyonunun

&7 (a, ) smifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(1-ap)ab

(1-5)

c>a+b+1-

olmasidir.

(i) ab>0vec>a+b+1 olsun. Bu durumda F(a,b,c;z)=z[Z—F(a,b,c;z)]

fonksiyonunun $*7° (a, p ) siifindan olmasi icin gerek ve yeter kosul

F(C)F(c—a—b){H (1-ap)ab }z

[(c-a)l(c-b)| (1-a)(c-a-b-1)

olmasidir (A. O. Mostafa 2009).

Teorem 3.4.20: (i) Eger ab>-1 c>a+b+2veab<0 ise o zaman zF(ab,c;z)

fonksiyonunun &7 (a, ﬁ) siifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(1-ap)(a),(b), +(3-2a8-B)ab(c-a-b-2)+(1-a)(c-a-bh-2),>0

olmasidir.
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(i) Eger ab>0vec>a+b+2 ise bu durumda F(ab,c;z)=2[2-F(a,b,c;z)]

fonksiyonunun €7 («, B) smifindan olmast i¢in gerek ve yeter kosul

F()r(c-a-b)[, (1-ap)(a),(b), +(3—2aﬂ—ﬂ)( ab ﬂz
I'(c-a)l(c-b)| (1-a)(c-a-b-2), (1-p8) \c-a-b-1)|

olmasidir (A. O. Mostafa 2009).

Teorem 3.4.21: (i) a,b>-1, c>0veab<0 olsun. O zaman zF (a,b,c;z) fonksiyonunun

ST (a, p ) sinifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(1+)ab
28(1-a)

c>a+b+1-
dir.
(i) a,b>0vec>a+b+1 olsun. O zaman F(a,b,c;z) = 2[2 —-F(ab,c; z)] fonksiyonunun

ST (a, p ) sinifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

I'(c)T'(c—a-h) 1. (1+B)ab }<2
I(c-a)l(c-b)| 2B(1-a)(c-a-b-1)|

olmasidir (A. O. Mostafa 2010).

Teorem 3.4.22: (i) Eger ab>-1 c>a+b+2veab<0 ise o zaman zF(a,b,c;z)
fonksiyonunun ;7 («, 8) sinifindan olmast igin gerek ve yeter kosul

(1+p)(a),(b),+2(1+25-ap)ab(c-a-b-2)+24(1-a)(c-—a-b-2),>0

olmasidir.

(i) Eger ab>0vec>a+b+2 ise bu durumda F(ab,c;z)=z[2—-F(ab,c;z)]

fonksiyonu nun 7 (a, ) simfindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

rErc-a-b)[, . (@+p)(a),b), e2rap) b ﬂsz

[(c-a)l(c-b)| 28(1-a)(c-a-b-2), B(l-a) (c-a-b-1

olmasidir (A. O. Mostafa 2010).
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4.ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1, 3.2 ve 3.3 bolimlerinde F(a,b,c,z) hipergeometrik fonksiyonunun sirasiyla

yildizil, konveks ve konvekse yakin fonksiyonlarin siniflarindan olmasi igin gerek ve yeter

sartlar1 ve ayrica sadece yeter sartlari igeren teoremler verildi.

Tezin 3.4 boliminde F(a,b,c,z) hipergeometrik fonksiyonunun sirasiyla o —diizgiin

yildizil ve a —diizgiin konveks fonksiyonlarin siniflarindan olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sartlar1 iceren teoremler verildi.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda Gauss hipergeometrik fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri ele alindi.
Gauss hipergeometrik fonksiyonun belirttigi serinin katsayilarindaki sabitlerin durumuna
bagli olarak bu fonksiyonun yildizilligi, konveksligi, konvekse yakinligi, diizgiin yildizillig
ve diizglin konveksligi {izerine teoremler ispatlariyla birlikte wverildi. Ayrica Gauss

hipergeometrik fonksiyonun integral operatoriin geometrik 6zellikleri tizerine sonuglar verildi.
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