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OZET

Bu tez ¢alismasinda gruplarda Pell-Padovan, co-Pell-Padovan ve Jacobsthal-Padovan

dizileri ele alind1 ve bu dizilerin sonlu gruplardaki uygulamalari iizerinde duruldu.

Bu ¢alismanin 2. bolimiinde {izerinde calisilacak gruplar ve lineer indirgemeli diziler
hakkinda temel bilgiler verildi. Ayrica 2. ve 3. boliimlerde, gerek iizerinde ¢alisilacak
lineer indirgemeli dizilerin fakli gruplara uygulamalar1 gerekse iizerinde g¢aligilacak

gruplara tagmmus farkli lineer indirgemeli diziler hakkinda genis bilgi verildi.

Bu ¢alismanin 4. Béliimiinde ise, n = 3 i¢in (n, 2,2), (2,n,2), (2,2,n) polyhedral,
(n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) binary polyhedral gruplarmin Pell-Padovan, co-Pell-

Padovan ve Jacobsthal-Padovan uzunluklari hesaplanmistir.

2013, 90 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Pell dizisi, Pell-Padovan dizisi, co-Pell-Padovan dizisi, Jacobsthal-

Padovan dizisi, Polyhedral frup, binary polyhedral grup, orbit, periyot.



ABSTRACT

In this thesis, we discussed the Pell-Padovan, the co-Pell-Padovan and the Jacobstlah-

Padovan sequences then we examined applications these sequences in finite groups.

In section 2, we given basic information about lineer recurrence sequences and groups
which are studied in thesis. Furtermore, in section 2 and section 3, we given detailed
information about both applications of lineer recurrence sequences in distinct groups
and applications of distinct lineer recurrence sequences in groups which are studied in

thesis.

In section 4 of this work, we obtain the Pell-Padovan length, the co-Pell-Padovan
length, the Jacobsthal-Padovan length of the binary polyhedral groups (n, 2,2), (2, n, 2),
(2,2,n) and the polyhedral groups (n, 2,2), (2,n,2), (2,2,n) forn > 3.

2013, 90 Pages

Key Words: The Pell sequence, The Pell-Padovan sequence, The co-Pell-Padovan
sequence, The Jacobsthal-Padovan sequence, polyhedral group, binary polyhedral

group, orbit, period.
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1. GIRIS

Lineer indirgemeli diziler matematik ve fizikten bilgisayar bilimleri ve giizel sanatlara
kadar bir cok bilimsel alandaki modern arastirmalarda karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin;

[2-4, 15, 16, 23, 27, 33-35]

Gruplarda lineer indirgemeli diziler ilk olarak Wall ([37]) tarafindan ¢aligilmistir. Wall

bu ¢alismasinda devirli gruplarda 2-basamak Fibonacci dizilerini incelemistir.

Daha sonra yapilan bir ¢ok calismada, cesitli lineer indirgemeli diziler gruplara

tasinarak konsept genisletilmistir.

Deveci [7] deki ¢alismasinda gruplarda Pell-Padocan ve Jacobsthal-Padovan dizilerini
incelemis ve 2-gerenli gruplar igin Pell-Padovan, Co-Pell-Padovan ve Jacobsthal-
Padovan orbitlerini tanimlamis ve Fibonacci gruplarinin Pell-Padovan, Co-Pell-Padovan

ve Jacobsthal—adovan orbitlerinin periyotlarini elde etmistir.

Deveci et. al. [13] deki ¢alismalarinda n = 3 i¢in (n, 2,2), (2,n,2), (2,2,n) polyhedral,
(n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) binary polyhedral gruplarinin Pell-Padovan, co-Pell-
Padovan ve Jacobsthal-Padovan orbitlerini incelemis ve bu orbitlerin periyotlarini elde

etmislerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Grup Takdimleri

Tanmim 2.1.1: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin her elemani S
nin elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin sonlu bir ¢arpimi olarak yazilabiliyorsa
S kumesi, G grubunun gerenlerinin bir kumesi olarak adlandirilir (Dummit and Foote
2004).

Tamim 2.1.2: Bir gruptaki gerenlerin sagladiklar1 denklemlere bu gruptaki bagmntilar
denir (Dummit and Foote 2004).

Tammim 2.1.3: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. s;,s,,...,S,, S nin
elemanlar1 ve her bir @; = +1 olmak iizere, S deki bir kelime s;*s;? ...s;™ seklinde

ifade edilir.

S deki her bir kelime, G nin bir elemanmi temsil eder. Bu anlamda bos kelime G nin

birim elemanini temsil eder ve bos kelime uzunlugu sifir olan tek kelimedir.

Tamm 2.1.4: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin herhangi bir
elemant S nin sonlu sayidaki elamanlarmin ve bu elemanlarin terslerinin bir ¢arpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi iizerinde serbesttir denir.

Tammm 2.1.5: X bir kiime, F(x), X lzerinde serbest bir grup ve R S F(x) olsun.
G =(X:R) a G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine
tanimlayict gerenler kiimesi ve 7 € R icin 7 = e olacak sekildeki denklemlerinin

kiimesine ise tanimlayici bagntilar kiimesi denir. 7 elemanlarma da bagmtilar denir.



Hem X hemde R sonlu kiimeler olmak {izere, eger bir G grubu (X: R) seklinde takdim

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir.

Lemma 2.1.1: Eger G ve H sirasi ile (X:R) ve (X:S) seklinde takdim edilmis gruplar
ise [X,Y], {x 1y lxy:x € X,y € Y} seklinde komiitatdrlerin kiimesi olmak iizere, bu
gruplarin G X H direkt ¢arpimy, (X, Y: R, S, [X, Y]) seklinde takdim edilir (Johnson 1997,
Sims 1994)

Tamm 2.1.6: (G,*) ve (H,o) iki grup olmak {izere eger ¢: G — H donlsimii Vx,y € G
i¢in

px*y) =(x)°p(y)
sartin1 saglarsa ¢ ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir (Tasg1

2007).

Tammm 2.1.7: ¢: G —» H, 6rten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir epimorfizm denir
(Tasg12007).

Tamim 2.1.8: ¢: G — H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir monomorfizm denir
(Tasg12007).

Tammm 2.1.9: ¢:G - H, 1-1 ve orten bir grup homomorfizmi ise ¢ Yye bir grup

izomorfizmi denir ve G = H seklinde gosterilir. (Tasg1 2007).

[zomorf gruplar arasinda birebir esleme olup grup yapilari da bu esleme altinda

bozulmaz.

Tamm 2.1.10: ¢: G — G, grup homomorfizmine endomorfizm denir. Eger ¢, 1-1 ve

orten bir grup homomorfizmi ise ¢ Yye bir grup otomorfizmi denir.



Tanmim 2.1.11: G bir grup ve a € G olmak iizere Vx € G i¢in

I,(x) = axa™?

fle tanimlanan
[.:G -G

otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun biitiin ig¢
otomorfizmlerinin kiimesi I1(G), biitiin otomorfizmlerinin kiimesi de Aut(G) ile

gosterilir (Tas¢12007).

Tamm 2.1.12: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. G nin S alt kiimesini

kapsayan en kii¢lik normal alt grubuna S alt kiimesinin normal kapanis1 denir.

Tanim 2.1.13: X bir kiime, F(x), X iizerinde serbest grup, R € F(x) ve R, F(x) deki R
kiimesinin normal kapanisi olsun, yani {(g~rg: g € F(x),r € R) kiimesi ile F(x) in alt
grubu gerilmis olsun. Bu durumda eger G = F(x)/R ise G grubu, (X:R) seklindeki
takdim ile tanimlanmistir denilir (Campell 2003).

Onerme 2.1.1: Ayn1 grubun sonlu iki takdimi verilmis olsun. Tietze déniisiimlerinin

sonlu bir dizisi kullanilarak verilen bir takdimden elde edilebilir (Johnson 1997).

Eger G sonlu gerilmis bir grup degil ise bu grup sonlu takdim edilemez. Bu durumda
ornek olarak rasyonel sayilarin normal toplama islemine gore bir grup olan Q rasyonel
sayilar kiimesi verilebilir. Fakat bazi1 gruplar vardir ki sonlu gerilmistir ama sonlu

takdim edilemezler. Bu sonu¢ asagidaki iki teoremden elde edilir (Campell 2003).

Teorem 2.1.1: 2% tane nonizomorfik 2-gerenli grup vardir (Robinson 1982).



Teorem 2.1.2: Sayilabilir ¢oklukta nonizomorfik sonlu takdim edilmis grup vardir
(Campell 2003).

Lemma(von Dyck’s Lemma) 2.1.2: R €S C F(x) olmak tlizere, G = (X|R) ve

H = (X|S) ise her x € X elemanmm sabitleyen ve Ker¢p = S\R olacak sekilde bir
¢: G — H epimorfizmi vardir. Tersine, G = (X|R) nin her boliim grubu, R € S olmak
tizere (X|S) seklinde bir takdime sahiptir (Johnson 1997).

Tamm 2.1.14: G, p = (X1, X3, .., Xpi 11, o) oo, Ty) takdimi ile tanimlanmis bir grup
olsun. p nun bagint1 matrisi m X n tipinde bir matris olup, bu matrisin herhangi b;;

elemani r; bagintisindaki x; gerenlerinin ustlerinin toplamidir.

1

Ornegin, G grubu, p =(x,y,z:x3 =y3,zxz71 =y, (zx)%® = ¢,(zy)? = e) seklinde

takdim edilsin. p nun bagint1 matrisi,

3 -3 0
1 -1 0
3 0 3
0 2 2

seklinde ifade edilir (Campell 2003).

Tanm 2.1.15: [,m,n > 0 i¢in (I, m, n) seklinde verilen polyhedral grup
(x,y,z:xt =y™ = 2" = xyz = e)
ya da
(x,y:xt =y™ = (y)* =e)

gosterimi ile tamimlanir. (I, m,n) seklinde verilen polyhedral grubun sonhu olmasi igin
gerek ve yeter sart

1 1
k=lmn<—+—+——1>=mn+nl+lm—lmn
Il m n

5



sayisinin pazitif olmasidir. Ayrica (I, m, n) nin mertebesi 2lmn/k dur.

Tanim 2.1.16: [,m,n > 0 i¢in ([, m, n) seklinde verilen binary polyhedral grup
(x,y,z:xt = y™ = z" = xyz)
goOsterimi ile tanimlanir. Burada [ = 2 alindiginda (2, m, n) igin

(y,z2y™ = 2z" = (yz)?)

gosterimi yazilabilir.
(I, m,n) seklinde verilen binary polyhedral grubun sonu olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1 1 1
k=lmn<—+—+——1>=mn+nl+lm—lmn
Il m n

sayismin pazitif olmasidir. Ayrica (I, m,n) nin mertebesi 4lmn/k dir (Kili¢ and Tas¢1
2006).

2.2. Lineer indirgemeli Diziler
Tanmm 2.2.1: R birimli ve degismeli bir halka olmak {izere R nin elemanlarinin,
a,, a,, ..., a; baslangi¢ elemanlari ile n > 1 icin

Antk = C1Qnik-1 T C2Qnyg—2 + -+ Cay (2.1)

seklindeki homojen olmayan indirgemeli bagintiyr saglayan dizisine homojen lineer
indirgemeli dizi denir. Burada c;, c,,...,c; € R sabit katsayilar olup ¢, R halkasinin

sifir boleni olamaz (Everest et. al. 2003)



Tanmm 2.2.2: f(x) =x*—cx* 1 —-.—c,_;x—c, seklindeki k. dereceden
polinoma (2.1) denkleminde ifade edilen homojen lineer indirgemeli bagmnti igin
karakteristik polinom denir (Everest et.al 2003).

Eger R sifir bolene sahip degilse bu durumda {a} dizisi minimal uzunluktaki bir
indirgemeli bagintiy1 saglar. Minimal uzunluktaki bagintinin karakteristik polinomu {a}
dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine {a} dizisinin mertebesi

denir.

Tanim 2.2.3: {F,} Fibonacci dizisi n > 0 ve F, = 0, F; = 1 olmak {izere
Foio = Fop1 + Fy
seklindedir. Yani Fibonacci dizisi
0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

seklindedir.

Silvester [31] de
0 1]"[0]:[ Fy ]
1 1l Fry

esitligini elde etmistir.

Honsberger [19] da Fibonacci sayilarinin

F1] _ 1],

o= [P B
F, F, 1 0

n —
C=1E F.

olacak sekilde bir @ matrisi tarafindan iiretilebilecegini gostermistir. Buradaki Q

matrisine Fibonacci Q-marisi denir.



Tanim 2.2.4: {Fn(k)} k-basamak Fibonacci dizisin >0 ve Fo =F, == F,_, =0,

F_1 = 1 olmak iizere

k) _ &) (k) €9)
Fn+k - Fn+k—1 + Fn+k—2 ++ Fy (2.1)

seklindedir.

k-basamak Fibonacci dizisi [21] de Kalman tarafindan bir lineer kombinasyon olarak

tanimlanan
Anik = Coln t C1lpyq 0 F Cp1Anik—1 (2.2)

dizisinin 6zel bir halidir. Burada c,, ¢4, ..., cx—4 reel sabitlerdir. Kalman [21] de

o 1 o0 - 0 0 7

o o 1 - 0 0

o 0o o - 0 0
Ac=lagl, =10 0 0 L :

O 0o o - 0 1

LCop C1 Cyp = Cg—2 Cp_qd

matrisi yardimiyla (2.2) deki lineer indirgemeli diziler i¢in

Qg an
a, An+1
Al =1
ag-1 Antk-1
esitligini elde etmistir. Buradan
— (k) —
F
010 - 0 07'10 W
001 - 0 0f][0 Foia
000 - 0 o]lo]_| r®
000 — 0 1ol |pw
111 o1l b e
-Fn+k—1-

esitligi kolayca goriilebilir.



Tanim 2.2.5: {B,} Pell dizisin > 0 ve P, = 0, P, = 1 olmak lizere
Pnyp = 2Ppiq + B
seklindedir. O halde Pell dizisi
0,1,2,5,12,29,70,169, ...

seklinde yazilabilir.

Horadam [18] de Pell sayilarinin bazi 6zelliklerini elde edilmistir ve Bicknell [1] de Pell

sayilarinin

— 2 1 n _ Pn+1 Pn
M_[1 0] M= B, P,

olacak sekilde bir M matrisi tarafindan da {iretilebilecegini gostermistir.

Gandhi and Reddy [17] te a > 0 sabit katsayisi igin {Pn(a)} genellestirilmis Pell
dizisinin, n > 0 i¢in
P9 =0,A% =1 ve B = (a + DR + “E2p®

n+2 = n+1

seklinde oldugunu géstermistir.

Kilig and Tase¢1 [22] de genellestirilmis k-mertebeden Pell sayilarinin bir k dizisini,

n>0,1<i<kolmakiizereve 1—k <n < 0icin

; 1, n=1-1i ise
Pl_ ’
”_{0 , n#*1—1 ise

baslangig sartlari ile birlikte

Pl=2P._,+ P, ,+-+P._, (2.3)



seklinde tammmlamislardir. Burada P!, i. dizinin n. terimidir. i = k alinirsa {PX},
genellestirilmis  k-Pell sayilar1 elde edilir. ~ Ozel olarak k =2 ahnmsa {P¥}

genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi, {B,} standart Pell dizisine indirgenir.

Ayrica Kilig and Tasg1 [22] de genellestirilmis k-mertebeden Pell matrisini

[2 1 - 1 1]
[1 0 - 0 O]
Rl =(0 1 00 24)
lo 0 - 1 OJ
seklinde tanimlamislardir. Ayn1 zamanda
[ Br P? P¥
| P P2, - Pk, |
En= ey, = 0t Tt T (2.5)
Pl P = Pl
olmak iizere
Eny1 = R.Ey

oldugunu gostermislerdir.

Lemma 2.2.1: R ve E,, swrasiyla (2.4) ve (2.5) teki gibi olsunlar. Bu durumda tiim

n = 0 tamsayilar1 i¢in

— pn+1
Eny1 =R

yazilabilir (Kili¢ and Tasg¢1 2006).

Deveci and Karaduman [12] de genellestirilmis Pell dizilerinin matematiksel

tiimevarimla da ispatlanabilen, > 0 sabit katsayilar1 i¢in

10



ala+1
ala +1) (@) —( )P(“)

o =farl S5 eyt =20
@ ala+1) o
1 0 P T”nfl

olacak sekilde bir M(® matrisiyle de olusturulabilecegini gostermislerdir.

Deveci and Karaduman ayni ¢aligmada Pn(a)’k k-basamak genestirilmis Pell dizisini,

. . .. + .
a > 0 sabit katsayilar,n =2 0ve 1 <j<k—1iginf; = (;x n {) olacak sekilde
P% =0,..,PL" =0, " =1

baslangi¢ elamanlari ile

k k k k
PO = (@ + 1P + B P 4t B PP (2.6)

seklinde tanimlamistir. Ayrica burada {P,fa)‘z} = {P,f“)} olduguna dikkat edilmelidir.

Deveci and Karaduman yine [12] de k-basamak genellestirilmis Pell dizisi i¢in

i P(a)-k T -P(a).k 7
?;)Ifk [(@+1) Bi - PBrz Br-1] 72;;(;1
Pn+k—1 I 1 o - 0 0 I Pn+k—2
().k = k
Pnf‘k—z | 0 1 0 0 | Prff?c—3
(')'k |_ 0 0 - 1 0 J ’ &
Py ] | P ]

esitligini elde etmislerdir. Burada

[(@+1) B1 - Br—2 Br-1]
| 1 9 .. 0 0 |
U= [uij]kxk :i 0 1 0 0 |
Ll o o - 1 ol

seklinde ifade edilen U matrisine k-basamak genellestirilmis Pell matrisi denir.
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Tamim 2.2.6: {J,,} Jacobsthal dizisi n > 0 ve J, = 0,/; = 1 olmak lizere

Jn+2 = Jns1 + 2/

seklindedir. Yani Jacobsthal dizisi
0,1,1,3,5,11,21,43, ...

seklindedir.

Koken and Bozkurt [24] te Jacobsthal sayilarinin

r=li o=l ]

olacak sekilde bir F matrisi tarafindan tiretilebilecegini gostermistir.

Tamm 2.2.7: {P(n)} Padovan dizisi n = 3 ve P(0) = P(1) = P(2) = 1 olmak lizere
P(n)=P(n—2)+P(n—-3)

seklindedir. Yani Padovan dizisi
1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16, ...

seklindedir.

Lien [26] da Padovan sayilar1 i¢in

olmak tuzere
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P(n—5) Pn—-3) P(n—4)
Q"=|P(n—4) P(n—-2) P(n-3)
P(n—3) Pn—1) P(n-2)

esitligini elde etmislerdir.
Tamm 2.2.8: {P(n)} Pell-Padovan dizisi n =0 ve P(0) = P(1) = P(2) = 1 olmak
uzere
P(n+3)=2P(n+1)+ Pn) (2.7)
seklindedir (Shannon et. al. 2006). Yani Pell-Padovan dizisi
1,1,1,3,3,7,9,17,25,43,67,111, ...

seklindedir.

Deveci [7] de Pell-Padovan sayilarinin

P(n) 0 1 0]{P(n—1)
P(n+1) =[0 0 1 P(n)
P(n+2) 1 2 ollpn+D

seklindeki esitlik yardimiyla iiretilebilecegini géstermistir.
0 1 0

E=le;], ., =10 0 1

1 2 0

seklindeki E matrisi Pell-Padovan matrisi olarak adlandirilmistir.
Deveci [7] de {J(n)} Jacobsthal-Padovan dizisini n >0 ve J(—1) =0 ve J(0) =
J(1) = 1 olmak tizere

Jn+2)=J(n)+2/(n—-1) (2.8)
seklinde tanimlamis , G Jacobsthal-Padovan matrisini
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0 1 0
o=lnla=lo o )

seklinde ifade etmis ve ayrica

J() J(n—1) 1 J()
Jn+1)|=6| Jn) , G"[1]= Jn+1)
J(n+2) Jn+1) 1 J(n+2)

oldugunu gostermistir.

2.3. m Modiiliine Gore Lineer Indirgemeli Diziler
2.3.1. m Modiiliine Gore Genellestirilmis k-Mertebeden Pell Dizileri

Bu bolimde bir m modiline gore genellestirilmis k-mertebeden Pell dizileri

arastirilmustir.
Genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi m modiiliine gore indirgenerek,

k, _ km pkm km pkm pkm km
{P m}_{Pl_klpz_k;---;Po ’Pl ’PZ ,---,Pn ,...}

ile gosterilen ve idirgemeli bir dizi elde edilebilir. Burada P*™ = P¥(mod m) dir.
Ayrica bu dizi (2.3) teki dizi ile ayni1 indirgemeli bagintiya sahiptir ( Deveci and

Karaduman, Baskida).

Teorem 2.3.1.1:  {P*™} periyodik bir dizidir (Deveci and Karaduman, Baskida).

Ispat: U, = {(x1,%5,...,x,)| 0 < x; <m — 1} olsun. Bu durumda |U,| = mk sonlu
olur. Yani herhangi bir a > 0 igin P57 = P, ..., P = PS™ olacak sekilde b = a

mevcuttur. {P¥} genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisininin tanimmdan
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olacaktir. Boylece,

km _ pkm , ) ) — )
Pa _Pb , a—1 b—1’ 12 — “b—a+2 , 1 — “b—-a+1

esitlikler elde edilebilir ki bu esitliler {P*™} nin periyodik oldugunu gésterir.

{P*™} nin periyodunu gosteren hP,(m) ye m modiiliine gére genellestirilmis k-
mertebeden Pell dizisinin periyodu denir. Burada k = 2 alindiginda hP,(m) notasyonu

m modiiliine gore Pell dizisinin periyodunu gosterir.
Ornegin;
{P3’2} = {11 01 01 11 01 11 11 11 01 011 "'}

olur ve bu tekrar eder. O halde hP;(2) = 7 yazlabilir (Deveci and Karaduman.
Baskida).

Teorem 2.3.1.2: u € N i¢in hP,(2%) = 2% olur (Deveci and Karaduman, Baskida).

Ispat: {P,} Pell dizisinin tanimindan u € N icin Pyu = 2Pyu_; + Pyu_, = 21 (1 € N)
Ve Pyupq = 2Pyu + Pyu_q = 2¥*11 + 2B + 1 (B € N) yazilabilir. P,» = 0 (mod 2%)
ve Pyu,q = 1 (mod 2%) oldugu i¢in devir 2*. terim ile tekrar baslar.

Yani P,u = Py (mod 2%), P,uy, = P; (mod 2%),--- olur. Boylece hP,(2%) = 2% dir.

Teorem 2.3.1.3: hP,(m) bir ¢ift sayidir (Deveci and Karaduman, Baskida).

Ispat: P, = P, (modm) ve P,y =Py, (modm) olsun. {B,} Pell dizisinin
tanimidan
i Py tek ise bu durumda Py, 4 cifttir.

ii. Py cift ise bu durumda Py, tektir.
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ifadeleri yazilabilir. Bu yiizden hP,(m) iki ile boliiniir.

(R)pa = {Ri (mod p“)| i > 0} devirli bir gurup ve |(R>pa|, (R)p« nin mertebesini

gostersin. Bu durumda asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2.3.1.4: hP, (p%) = |(R)pa| (Deveci and Karaduman, Baskida).

Ispat: |(R)pa| nin hP, (p%) ile boliinebildigi asikardir. Bu yiizden sadece hP, (p%) nin

|(R)e| ile bélinebildigini gostermek yeterlidir. hP(p®) = n olsun. E,,,; = R**! =

R.E™ esitliginden I birim matris olmak iizere, E, = I(mod p%) oldugu igin R™*!
R(mod p%) yazilabilir. Buradan n nin |(R)pa| ile boliinebildigini gosteren R™ =

[(mod p%) esitligi yazilabilir.

Teorem 2.3.1.5: p; ler farkli asallar olmak tizere t > 1 i¢in eger m = Hlepiei olursa
bu durumda lem[hP,(p;")] , hP:(p;") nin en kiigiik ortak garpani olmak iizere
hP, (m) = lem[hP,(p;")] dir (Deveci and Karaduman, Baskida).

ispat: lem[hP, (p/")] = 6 olsun. P¥ = P¥ (mod m), P§,, = Pf (modm), ..., P, _, =

P¥_, (mod m) oldugundan hP, (m) = Iem[hP, (p;")] esitligi elde edilir.

Teorem 2.3.1.6: t , hP,(p) = hP,(p") olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun.
Bu durumda her a >t icin hP,(p%*) = p* thP,(p) olur. Ozel olarak eger hP,(p) +
hP,(p?) olursa bu durumda her a > 1 i¢in hP,(p%*) = p* thP,(p) dir (Deveci and

Karaduman, Baskida).

ispat: 6 pozitif bir tamsayt olsun. RPPE(P’*") = [(mod p®*!) oldugu icin, yani

RMP(”*") = I(mod p®) oldugundan hPy(p?*') nin hP.(p®) ya bolindigii agiktrr.
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Diger taraftan R"Px(®°) = + (ag?)pg) ifadesi yazilirsa, hP,(p®+*t) in hP,(p®)p vi

boldiigiinii gosteren

=

N — (9) 9 Q) 9 = 0
RiP(P%)p = <1+ ) Z al] p = I(mod p?+1)
i=0
esitligi elde edilir. Boylece hP.(p®*!) = hP(p?) veya hP.(p°*') = hP.(p®)p
oldugu goriiliir. Burada son yazilan esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart p ile

boliinemeyen bir a(g) olmasidir. hP,(pt) # hP,(p**1) oldugundan p ile boliinemeyen

(t+1)

bir a;;

vardir. Boylece hP,(pt*1) # hP,(pt*?) yazilabilir ve ispat t iizerinden

tiimevarimla tamamlanmis olur.

Tahmin 2.3.1.1: Eger p > k olursa bu durumda hP,(p)|(p* — p°) olacak sekilde

0 < 0 < k — 1 araliginda bir o tamsayisi vardir. (Deveci and Karaduman, Baskida).

Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2 swrasiyla k = 2 ve k = 5 alindiginda tahminin dogrulugunu

gosteren bazi asallarin listesidir.
2.3.2. m Modiiliine Gore k-basamak Genellestirilmis Pell Dizileri

Bu bolimde a = 2 ve k = 2 i¢cin m modiiline gore k-basamak genellestirilmis Pell

dizileri incelenmistir.

k-basamak genellestirilmis Pell dizisi bir m modiiliine gore indirgenerek,

{P(a),k,m} _ {Po(a),k,m' Pl(a),k,m' Pz(a).k,m' . Pn(a),k»m’ ,}

ile gosterilen ve tekrarlanan bir dizi elde edilebilir. Burada Pn(a)’k’m = Pn(“)’k

(mod m)
dir. Ayrica bu dizi (2.6) teki dizi ile ayni indirgemeli bagintiya sahiptir (Deveci and

Karaduman 2013).
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Teorem 2.3.2.1: a > 2 igin {P(®*™} periyodiktir bir dizidir.

Ispat: S, = {(x1,%,,...,x)| 0 < x; <m — 1} olsun. Bu durumda |S,| = m* sonlu
olur. Yani herhangi bir u =0 igin PY™ = p@km  pldkm — plaskm glacak

sekilde v >wu mevcuttur. {Pn(“)'k} genellestirilmis  k-basamak Pell dizisininin

tanimindan

B P = PO — (@ + DP* — B Pk — o By PO

n+k n+k-1 n n+1
oldugu goriiliir. Buradan {P(“)'k'm} nin periyodikligini gerektiren

(a),km _ p(a)km (), km _ pla)km (), km _ p(a)km (), km _ p(a)km
Pu _Pv 'Pu—l _Pv—l ""'PZ _Pv—u+2 'Pl _Pv—u+1

esitlikler elde edilir.

{P(“)'k'm} nin periyodunu gosteren th(a)(m) ye m modiliine gore k-basamak

genellestirilmis Pell dizisinin periyodu denir. Burada k = 2 alindiginda th(“)(m)
notasyonu m modiiliine gore genellestirilmis Pell dizisinin periyodunu gosterir.

Ornegin;
{P®35}=10,0,1,3,2,4,0,0,1,...}

olur ve bu dizi tekrar eder. O halde hPS(Z)(S) = 6 yazilabilir (Deveci and Karaduman
2012).

p; ler farkli asallar olmak iizere t > 1 i¢in eger m = Hlepiei olursa bu durumda

th(a) (m) = Icm[th(a) (pf i)] yazilabilecegi kolay bir sekilde gosterilebilir (Deveci and
Karaduman 2013).
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(U)pa = {U* (mod p*®)| i = 0} devirli bir gurup olsun ve |(U),e| notasyonu (U),e nin
mertebesini  gostersin. Burada p f fS,_; dir. Ayrica T bir matrisin transpozunu

gostermek iizere

1 T

1 _ | p@km p(a)km (a),k,m
US| | (modm) = [REA™, RERA™, ., RO
0

esitligi yazilabilir boylece R (m) nin

1 T

yh® 0 (modm) = [1,0, ...,0]
0

olacak sekilde en kiigiik h(® pozitif tam sayis1 oldugu aciktir (Deveci and Karaduman
2013).

Teorem 2.3.2.2: a > 2 olsun. Eger p + B_; olursa bu durumda hP(® (p®) = |(U),¢|

olur.

ispat: |(U)pa| nn hP{Y (p®) ile boliinebildigi asikardir. O halde hP{™ (p®) nin [(U),¢|

ile bolinebildigini gdstermek ispat icin yeterli olacaktw. hP{™(p%) =n olsun. Bu

durumda
ull ulz 'TE ulk
ukl ukz ukk

olarak yazilabilir. U™ matrisinin elemanlari 2 <i < k ve 14,15, ..., A,_1 = 0 igin

— pl@k — pla)k — pla)k
Ui = Byioo Uiz = Bligop) o Ui = By

w; = PO 4 4, POk 4y A P41

n+k-2 n+k-3
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VElij,l SiSkve¢1,¢2,...,¢k_1 201@11’1

k k k
Ujj = ‘iblpn(ﬁ 2 + ¢2Pn(-68< 3 +-t+ ¢k—1pn(a)

seklindedir. Boylece 1 < i < k i¢in

u; = 1 (mod p*)
ve i # jolacak sekilde 1 < i, j < k i¢in

u;; = 0 (mod p%)

olarak elde edilir. Sonug olarak n nin |(U)pa| ile boliinebildigini gosteren U™ =

I (mod p%) esitligine ulasilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.2.3: a =2 ve t , kP (p) = hP(? (p*) olacak sekilde en biyiik pozitif
tamsay1 olsun. Bu durumda her @ > t icin hP{” (p%) = p* thP'® (p) dir. Ozel olarak

eger hP™ (p) = hP{® (p?) olursa her a > 1 igin hP{¥ (p®) = p*~thP{™ (p) esitligi

saglanir.

. () ..
Ispat: g pozitif bir tamsayr olsun. U™ (p8+1)=1(m0d p9*t1) oldugu igin,
(@)
yhPe () = I(mod p?9) dir bdylece th(a)(pq“) nin th(a)(pq) ya boliindiigii
() . . .
aciktir. Diger taraftan U"Pe @D =] +(ag.1)pq) ifadesi yazilirsa, th(a)(pq“) in

th(a) (p?)p yi boldiigiinii gosteren

<

(a)
UhPe @Dp — (I + al(]q)p ) Z al(Jq)p = I(mod p9*1)
i=0
esitligi elde edilir. Bdylece hP{™ (p9*1) = hP(® (p?) veya hP{® (pi*1) = hP (p9)p
dir. Burada son yazilan esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart p ile boliinemeyen

bir a(Q) olmasidr. hP(a) (pt) # hP(“) (p**1) oldugundan p ile boliinemeyen bir a(t+1)
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vardir. Boylece hP{™ (pt*1) # hP (pt*2) olup ispat ¢ iizerinden tiimevarimla

tamamlanmis olur.

Tahmin 2.3.2.1: @ = 2 olsun. Eger p = k olursa bu durumda th(“)(p) P —pHyn

olacak sekilde 0 < ¢ < k araliginda bir o tam sayis1 vardr.

Cizelge 2.3 ve Cizelge 2.4 sirasiyla k = 2, =5 ve k =5, a = 2 alindiginda tahminin

dogrulugunu gosteren bazi asallarin listesidir.
2.3.3. m Modiiliine Gore Jacobsthal-Padovan ve Pell-Padovan Dizileri

Pell-Padovan ve Jacobsthal-Padovan dizileri bir m modiiliine gére indirgenerek,
(Pt )} = {PI™(0), P (1), P (2), ..., PIV (), ...}

ve
m @)} = {10 (-1),7(0),J™ (D), ..., J™ (@), ... }

ile gosterilen indirgemeli diziler elde edilebilir. Burada P (i) = P(i)(mod m) ve
J™ (i) = J(i)(mod m) dir. Ayrica bu diziler sirasiyla (2.7) ve (2.8) deki dizilerle ayni

indirgemeli bagintilara sahiptirler (Deveci, Baskida).

Teorem 2.3.3.1: i. {P(m)(n)} basit periyodik bir dizidir. Yani dizi periyodiktir ve

baslangi¢ degerlerine donerek tekrar eder.

ii. Eger m tek ise {J0™(n)} dizisi basit periyodiktir. Eger m gift ise {/™ (n)} dizisi
periyodiktir (Deveci, Baskida).

21



Ispat: i. Elde edilecek sirali 3-lii lerin say1s1 m® olup bu say1 sonlu oldugundan belli bir
noktadan sonra dizide herhangi bir swrali 3-lii tekrar karsimiza ¢ikacagmdan dizi
peryodiktir. Pell-Padovan dizisinin tanimindan 2P(n + 1) = P(n + 3) — P(n) esitligi
yazilabilir. Eger P (i +2) = P™M(j +2), P (i+ 1) = P™M( + 1) ve P(M () =
P (j) olursa bu durumda {P(m)(n)} dizisinin basit periyodik olmasmi gerektiren
PM(G—j+2)=PM(©2), PM({i—-j+1)=PM™(1) ve PM™(i—j)=PmM™(0)
esitlikleri elde edilir.

ii. m nin tek olmas1 durumunun ispati i.ispata benzerdir. Eger m ¢ift ise J(n) igin tek
oldugundan n >0 igin J™ (i —1) = J™(—=1) = 0 olacak sekilde bir i tamsayisi

bulunamaz. Bu yiizden /™ (n) basit periyodik degildir.

hP™ ve hJ(™ sirastyla , {PT™ (n)} ve {J™™ (n)} nin en kiigiik periyotlarmi gostermek

lizere asagidaki 6rnekler yazilabilir.

{P® 1)} =1{1,1,1,0,0,1,0,2,1,1,1, ...} olup tekrar eder ve hP® = 8 olur.

J®m}=1{0111331133,..} olup tekrar eder ve hWJ/® =4 olur (Deveci,
Baskida).

p # 2igin (E)ya = {E! (mod p%)| i = 0} ve (G)pa = {G' (mod p®)| i = 0} devirli bir
guruplar olsun ve [(E),e| ve [(G),«|, srastyla (E),« ve (G),« nm mertebelerini

gostersin. Bu durumda asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2.3.3.2: Eger p # 2 ise bu durumda hP®9 = |(E),«| ve HJ®D = [(G)pe|

olur (Deveci, Baskida).
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ispat: hJ®9 = |(G),«| durumu goz oniine alinsin. O halde [(G)pa| nin AJ® ile
boliinebildigi asikardir. Bu yiizden ispati tamamlamak i¢in hJ®) nn |(G)pa| ile
boliinebildigini gostermek yeterlidir. hj ®* = n olsun. Burada

X y z

2z x+y y
2y 2z+y x+z

G =

oldugu goriilmektedir. Boylece

x+y+z=1(modp%)
x+y+3z=1(modp%)

x4+ 3y +3z=1(modp%)

esitlikleri yazilabilir. Son olarak AJ®® nm |(G)pa| y1 bolmesini gerektiren x =
1 (mod p%), y = 0 (mod p%), z = 0 (mod p%) esitlikleri elde edilir. O halde hj® =
|(G)pa| olmasi durumu ispatlanmis olur. Benzer sekilde hP®® = |(E),«| durumuda

gosterilebilir.

Teorem 2.3.3.3:i.p = 2 ve t , hP® = pP(P") olacak sekilde en bilyiik pozitif tamsay1
olsun. Bu durumda her a > t icin hP®%) = p@~thp®)) drr.

i.pz2vet, hy® = h](pt) olacak sekilde en biiyiikk pozitif tamsay1 olsun. Bu
durumda her & > t icin hJ®®) = p*=thj®) dir (Deveci, Baskida).

* - o, . . 1 . . 1
Ispat: i. q pozitif bir tamsay1 olsun. gre™) I(mod p9*1) oldugu igin, gre@™

r9)

I(mod p?) dir yani hP@"™) | pp®@D ya boliiniir. Diger taraftan oL

(a (Q). p?) ifadesi yazilirsa, hP@"™") in hp®@D .p yi boldiigiinii gosteren

=

ghr®Dp _ (1 n a(q) ) Z al(]q)p = I(mod p*1)

i=0
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esitligi elde edilir. Boylece RP®P"™") = hp®@D veya hP(P"™") = hp@Dp olarak elde

edilir. Burada son yazilan esitligin saglanmasi ig¢in gerek ve yeter sart p ile

boliinemeyen bir ag-n olmasidir. hP(®") = pp(@™?) oldugundan p ile boliinemeyen bir

(t+1)

a;;  vardir. Boylece hP(®™) % pp(@™?) yazilabilir ve ispat t lizerinden tlimevarimla

tamamlanmis olur.

ii. @Y = pa~th]®) olmasi durumunun ispat i. in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Sonu¢ 2.3.3.1: i.n = 4 icin hP@ = 1,hP® = hP® = 6 ve hPE = 2733
ii.n>4icin @ =1,® = hJ® = 4 ve hj@ = 271 (Deveci, Baskida).

Teorem 2.3.3.4: p; ler farkh asallar olmak iizere t > 1 igin eger m = [}, piei olursa

bu durumda hP(™ = lcm [hP(”:i)] ve hj(™ =lcm [h](pie )] dir. Burada lem [h](piei)],

hP(pfl), hP(psz),. e hP®:") lerin en kiigiik ortak katidir (Deveci, Baskida).

Ispat: i. b/ =Icm [h](piei)] durumu goz Oniine almsin. h](piei) nin {](piei)(n)}
dizisinin periyodunun uzunlugu olmasi, {](piei)(n)} dizisinin u € N olmak {izere
u. h](pfi) uzunlugundaki bloklardan sonra tekrar etmesini gerektirir ve hJ™ nin
{] (m) (n)} dizisinin periyodunun uzunlugu olmas, {] (») (n)} dizisinin tiim i degerleri
icin hJ™ den sonra tekrar etmesini gerektirir. Boylece hJ(™ tiim i degerleri igin
u. h](pfi) formunda olup bu sekildeki her say1 igin {J™ ()} nin periyodunu verir. O

halde hJ™ = Iem [ (%")] olarak elde edilir
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ii. hP(M™ =Icm [hP(pil)] olmas1 durumunun ispat1 i. in ispatina benzer sekilde

yapilabilir.

Tahmin 2.3.3.1: Eger p # 2 ise bu durumda hP® |(p? — p') olacak sekilde 0 < i <1

araliginda bir i tam sayis1 vardir.

Tahmin 2.3.3.2: Eger p # 2 ise bu durumda h/® nin (p3 — p*) y1 bdlebilecegi sekilde

0 <i < 2 araliginda bir i vardur.

Cizelge 2.5 ve Cizelge 2.6 tahminin dogrulugunu gosteren bazi asallarin listesidir.
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Cizelge 2.1: p = 2 olacak sekilde p modiiliine gore Pell dizisinin periyodu

p hP,(p) Sonug
2 2 hP,(p)Ip* —p
5 12 hP,(p)|p? — 1
7 6 hP,(p)Ip? — 1
13 28 hP,(p)Ip? — 1
31 30 hP,(p)Ip? — 1
53 108 hP,(p)Ip* — 1
83 168 hP,(p)Ip* — 1
241 80 hP,(p)Ip* — 1
373 748 hP,(p)Ip* — 1
853 244 hP,(p)Ip* — 1
1303 1032 hP,(p)Ip* — 1
4831 1610 hP,(p)Ip? — 1
9973 19948 hP,(p)Ip? — 1
16703 16702 hP,(p)Ip? — 1
57991 92784 hP,(p)Ip? — 1
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Cizelge 2.2: p = 5 olacak sekilde p modiiliine gére 5. Mertebeden genellestirilmis Pell

dizisinin periyodu

p hPs(p) Sonug
5 124 hPs(p)Ip® — p?
7 672 hPs(®)Ip® —p
13 3094 hP;(p)|p° — 1
41 188384 hPs(p)Ip® — p
89 63455221 hP;(p)Ip° — 1
103 51 hP5(p)|p® — p*
181 4095 hP5(p)Ip® — p®
313 48984 hP5(p)Ip® — p®
503 127263526 hP5(p)|p® — p?
653 1818246352280 hPs(0)Ip° —p
1439 2979767518 hP5(p)|p® — p?
2411 2906460 hPs(p)Ip° —p
3221 107670753516205 hPs(p)Ip° — 1
4051 16410600 hP5(p)Ip® — p*
4271 18241440 hP5(p)Ip® — p?
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Cizelge 2.3: p > 2 olacak sekilde p asal sayis1 igin hPZ(S) (p) nin uzunlugu

p hPZ(S) (r) Sonug

2 2 e (p)|p? — p?
7 16 By ()|p® —p
11 40 e ®)|p* - p
13 168 e (p)|p* —p
19 18 e (p)|p? — p?
41 1680 e (p)|p* —p
59 3480 hBP ®)|p* - p
149 148 e )|p* - p?
251 9000 he® ®)|p* - p
503 502 e @)|p* - p?
877 256376 hP () |p® —p
1571 493608 hP ()|p® -1
2441 1986160 e (p)|p* —p
4951 3064050 hP ()|p® -1
6173 3086 hPS (p)|p® — 1
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Cizelge 2.4: p > 5 olacak sekilde p asal sayis1 igin hPS(Z) (p) nin uzunlugu

p hP? (p) Sonug
5 24 P () |p® - p?
7 2736 hP® @)|p® — 1
11 3660 hPP @)|p® - p
13 732 hP? (p)|ps — 1
23 139920 PP (p)|p® — p?
37 7704884 hPP @)|p® — p
67 675062553 hPP @)|p® —p
113 163034592 hP® (o) |p® — p*
151 78502725750 hPP @)|p® - p
181 5929740 hP® ) |p® - p®
211 9393930 hP® @)|p® — 1
907 822648 hP® @)|p® — 1
1013 1054062324744 hP® @)|p® — 1
1579 6212313856542 hP® (p)|p® - p®
3331 123148433215080 hP? (p)|p® — 1
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Cizelge 2.5: p > 5 olacak sekilde p asal sayis1 i¢in hP® nin uzunlugu

p hP® Sonug
5 20 hP®|p? —p
13 28 hP®)|p? —1
73 148 hP®|p? — 1
331 110 hP®)|p? —p
733 1468 hP®)[p? — 1
911 70 hP®)|p? — p
2423 4848 hP®)|p? — 1
4217 8436 hP®)|p? — 1
5711 5710 hP®)|p? —p
8783 5856 hP®)|p? — 1
13457 26916 hP®)|p? — 1
37591 12530 hP®|p? —p
58309 29154 hP®)|p? —p
71887 143776 hP®)|p? — 1
96079 32026 hP®|p? —p
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Cizelge 2.6: p > 3 olacak sekilde p asal sayis1 i¢in hJ® nin uzunlugu

p hj® Sonug
3 26 W@ |p3 —1
13 156 hj®)|p* — p?
71 178955 H®)|p® -1
233 1581167 W@ |p3 —1
547 163667322 h®|p3 —1
811 328860 h®|p3 —p
3217 10349088 h®)|p* —p
4111 16900320 h®)|p* —p
6053 6052 hj®)|p3 — p?
8011 171371635110 W@ |p3 —1
27253 331828064316 W@ |p3 —1
47837 326911224 h®)|p* —p
70001 171507350105000 W@ |p? —1
80107 514057148985042 W@ |p? —1
90001 2700060000 h®|p* —p
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Sonlu Gruplarda Lineer Indirgemeli Diziler

Sonlu bir gruptaki bir k- nacci dizisi, grubun x;,x5,x3, ..., Xy, ... €lemanlarinmn bir
dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verilen x4, x5, x3, ..., x; baslangi¢ elemanlari
i¢in
X, = {Xl, X2, X3y ey Xpn—1, _] <n< k l(;ln
N Xpegr Xkt 1s s X1, M > kigin
seklinde tanimlanir. Ayrica bu dizinin x4, X5, X3, ..., X; baslangi¢ elemanlarinin grubu
germesi gerekir. Boylece bu k- nacci dizisi, grubun yapisini yansitir. xq, X3, X3, ..., X;
tarafindan gerilen sonlu bir gruptaki bir k-nacci dizisi Fy(G; xq, %3, X3, ..., x;) ile

gosterilir ve periyodu Py (G; x4, X, X3, ..., x;) ile ifade edilir (Knox 1992).

Tam sayilardaki bir m modiiliine gére 2-basamak Fibonacci dizisi F,(Z,,; 0,1) olarak
yazilabilir. Grup elemanlarinin bir 2-basamak Fibonacci dizisi sonlu bir grubun

Fibonacci dizisi olarak adlandrilir.

Tamm 3.1.1: G sonlu bir grup olsun. Eger G grubunun her bir elemani1 dizide goriinecek
sekilde G nin elemanlarmin bir k-nacci dizisi varsa bu durumda G grubuna k-nacci
dizilenebilirdir denir (Knox 1992).

Eger bir grubun elamanlarinin bir dizisi belli bir noktadan sonra sadece sabit bir alt
dizinin tekrar1 seklinde ise periyodiktir ve tekrar eden alt dizideki elemanlarin sayisina
dizinin periyodu denir. Ornegin; a,b,c,d,e,b,c,d,e,b,c,d, e, ... dizisi periyodik olup

baslangi¢ elemani a ve periyodu 4 tiir.
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Eger bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye k periyodlu
basit periyodik dizi denir. Ornegin; a,b,c,d,e,f,a,b,c,d, e, f,a,b,c,d,e, f ... dizisi
periyodu 6 olan basit periyodiktir. k-nacci dizisinin periyodunun bir grup igin seg¢ilen

sirali n-li gerene bagl olduguna dikkat edilmelidir.

A ={a,,a,, ..., a,} olmak lizere sonlu iiretegli bir G = (A) grubu igin
n
X1 = Ay Xn-1 = An-1, Xj4n = | |xi+j—1 , 120

j=1
dizisine, A geren kiimesine gére G nin Fibonacci orbiti denir ve F,(G) ile gosterilir.
Eger F,(G) periyodik ise bu durumda dizinin periyot uzunluguna, A geren kiimesine

gore G nin Fibonacci uzunlugu denir ve LEN,4(G) ile gosterilir (Campbell and Campbell
2005).

3.1.1. Sonlu Binary Polyhedral Gruplarda k-nacci Dizileri

Bu boliimde ise herhangi n > 2 ic¢in (2,2,2), (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) binary

polyhedral gruplardaki k-nacci dizilerinin periyotlar1 arastirilmastir.

Teorem 3.1.1.1: G,, (x,y,z: x? = y? = z%2 = xyz) gdsterimi ile verilen bir grup olsun.

bu durumda

3, k=2
Pi(Ga;x,y,2) = {2k+ 2, k>3

ifadesi yazilabilir (Deveci et. al. 2011).

Ispat: 1k olarak bu grubun iki gerenli durumu ele almsm. Bu grup iki gerenli durumda

(x,y: x% = y? = (xy)?) seklinde gosterilir ve burada |x| = 4, |y| = 4 tiir.
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Eger k = 2 ise periyodu 3 olan asagidaki dizi elde edilir.

XV, XY, VXY = X, XYX =V, XY, ...

Eger k = 3 ise periyodu 8 olan asagidaki dizi elde edilir.
x,v,xy, (xy)? = x%,x3,x2y t = y,x3,y7 L =ex,e,x,y, ...

Eger k > 4 ise dizinin ilk k eleman1 asagidaki gibidir.

Xo = _ _ — 2 — A _ ., 2k-3
0= XX1 =Y, X = XY, X3 =YX =Y s X1 =Y

Burada gerekli indirgemeler yapilirsa 4 < j < k — 1 i¢in x; = e olmak lizere
Xo =X,X, =V, X, =Xy, X3 =Y?,e,..,e

yazilabilir. Boylece,

k-1
_ _ 2k—2
X = X; =y =e,
i=0
LA
Xk+1 = xp=x71,
11
kil
Xpsz = | | Xi =22y =y,
11
,—2.
Xk+3 = Xi = XY,
11
k43
Xi+a = Xi=é€
11

olur. Burada 4 < j < k igin x;,; = e olup ayrica
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Xi+k+1 = Xi=é
i=k+1
k+£+1
Xi+k+2 = Xi = X,
i=k+2
k+£+2
Xk+k+3 — Xi =Y
i=k+3
k+£+3
Xk+k+4 — Xy =Xxy
i=k+4

esitlikleri yazilabilir. X542, X2k 43, X244 €lemanlart x,y ve xy nin degerlerine bagl

cikt1g1 icin dizi 2k + 2 nci elemanla basa doner yani,

Xo = Xog+2, X1 = Xok+3) X2 = Xok+4s «-

olur. Buradan P, (G,;x,y) = 2k + 2 yazilabilir.

Simdi grubun {i¢ gerenli durumu ele alinsin. Burada |x| =4, |y| =4, |z| = 4 tiir.

Eger k = 2 ise periyodu 3 olan asagidaki dizi elde edilir.

X, V,Z,YZ = X,ZX =V, XY = Z, ...

Eger k = 3 ise periyodu 8 olan asagidaki dizi elde edilir.
X,¥,2,xyz = z%,y23,2y7,2,€,X,, Z, ...

Eger k > 4 ise dizinin ilk k eleman1 asagidaki gibidir.

_ _ _ _ .2 _ 4 _ ., 2k3
Xo=X,X1 =Y, Xp =Z,X3 =Z°,X4 =2 e, X1 =Y

Burada gerekli indirgemeler yapilirsa 4 < j < k — 1 i¢in x; = e olmak iizere

— — — —_ 52
Xo=X,X1 =Y,Xy = Z,X3 = Z%,€,...,€
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yazilabilir. Boylece,

k=t
k=2
xp=| |xi=2% "=e,
i=0
L
Xk+1 = x; = yz?,
11
k+1
Xp42 = Xi = 2Yyz,
11
k+2
X3 = | | Xi =2
11
k+3
Xpsa = | |xi=yz3zyzz=¢
11

olur. Burada 4 < j < k i¢in x;,; = e olup ayrica

kik
— — 3 —
Xk+k+1 = Xi =Yz zyzz = e,
i=k+1
k+£+1
— — 2 _ 2 _
Xk+k+2 = Xi =2zyz" = Xyyz*© =X,
i=k+2
k+£+2
Xk+k+3 = Xi=2zZx =Y,
i=k+3
k+£+3
Xi+k+a = Xi =Xy =2
i=k+4

esitlikleri yazilabilir. X,p45, X2k 43, X2k 44 €lemanlart x,y ve z nin degerlerine bagl

cikt1g1 icin dizi 2k + 2 nci elemanla basa doner yani,

Xo = X2k+2,X1 = X2k+3) X2 = X2k+4s «

olur. Buradan P (G,; x,v,z) = 2k + 2 yazilabilir.
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Teorem 3.1.1.2: n > 2 olmak iizere Gy, (x,y,z: x™ = y? = z? = xyz) gosterimi ile
verilen bir grup olsun. Bu durumda her k > 2 pozitif tamsayisi i¢in bu gruptaki k-nacci
dizisinin periyodu 2k + 2 dir (Deveci et. al. 2011).

Ispat: ilk olarak bu grubun iki gerenli durumu ele alnsin.. Bu grup iki gerenli durumda

(x,y: x™ = y? = (xy)?) seklinde gosterilir ve burada |y| = 4 tiir.
Eger k = 2 ise periyodu 6 olan asagidaki dizi elde edilir.

X, v, xy, yxy, x2y3, y?xy3 = xy,x,y, ...
Eger k = 3 ise periyodu 8 olan asagidaki dizi elde edilir.

x,y,xy, %, y3xy = x7 1, y%x%, y,xy,e,x,y, ...

Eger k > 4 ise dizinin ilk k elemani asagidaki gibidir.

— — — — 2 — 2k 3
Xo =XX1 =Y, X =XY, X3 =Y e ) X1 =Y

Burada gerekli indirgemeler yapilirsa 4 < j < k — 1 i¢in x; = e olmak lizere
Xo =X,X, =Y,X; =Xy, X3 =Y?,e,..,e

yazilabilir. Boylece,

k=1
_ _ a2k2
X = xX; =y =e,
i=0
L
Xk41 = x;=x"1,
1
k+1
Xk+2 = x; = x?y3,
i=2
k+2
Xk+3 = Xi = XY,
12



k+3

xk+4=| |xi=€

i=4
olur. Burada 4 < j < k i¢in x;,; = e olup ayrica

k+k
Xi+k+1 = —[ Xi =6,
i=k+1
k+k+1
Xi+k+2 = —[ Xi = X,
i=k+2
k+k+2

Xk+k+3 = —[ Xi =Y,

i=k+3

k+k+3
Xk+k+4 = | | X =Xy

i=k+4

esitlikleri yazilabilir. X542, X2k 43, X244 €lemanlart x,y ve xy nin degerlerine bagl

¢iktigi i¢in dizi 2k + 2 nci elemanla basa doner yani,

Xo = Xok+2,X1 = X2k+3) X2 = Xok+4) -

olur. Buradan P, (G,;x,y) = 2k + 2 yazilabilir.

Simdi grubun {i¢ gerenli durumu ele alinsin. Burada |x| = 2n, |y| = 4, |z| = 4 tir.

Eger k = 2 ise periyodu 6 olan asagidaki dizi elde edilir.
X,V,2,VZ,ZYZ, Z, X, Y, ...
Eger k = 3 ise periyodu 8 olan asagidaki dizi elde edilir.
X,y,2,xyz = z%,yz3,2y2,2,€,X, Y, Z, ...
Eger k > 4 ise dizinin ilk k elemani asagidaki gibidir.
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Xo = X, X = = =z%x, = z* = y27°
0=X,X1 =Y, Xy =2, X3 =27, X4 = Z , e, X1 =Y

Burada gerekli indirgemeler yapilirsa 4 < j < k — 1 i¢in x; = e olmak lizere
Xo=X,X =V,X, =Z,X3 =V e,..,e

yazilabilir. Boylece,

k=t
2k—2
xir=\| |xi=2% " =e,
11
L
X1 = x; =yz3,
11
k1
Xp42 = Xi =2Yz,
11
k+2
X3 = | | Xi = 2,
11
k+3
Xpea = | | xi = yz3zyzz = ¢

olur. Burada 4 < j < k i¢in x;., ; = e olup ayrica

k+k
_ — .3 _
Xi+k+1 = X; =Yyz°zyzz = e,
i=k+1
k+k+1
X = xX; = zyz® = xyyz® =x
k+k+2 i y Yy )
i=k+2
k+k+2
Xk+k+3 = Xi=2Zx =Y,
l—k:l-h3
k+k+3
Xi+k+a = Xi =Xy =2
i=k+4
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esitlikleri yazilabilir. X,p45, X2k 43, X2k4+4 €lemanlart x,y ve z nin degerlerine baglh

cikt1g1 icin dizi 2k + 2 nci elemanla basa doner yani,

Xo = Xok+20 X1 = Xok+3r X2 = Xok+4s -

olur. Buradan P, (G,; x,y,z) = 2k + 2 yazilabilir.

Teorem 3.1.1.3: n > 2 olmak iizere G,, (x,y,z: x? = y" = z2 = xyz) gosterimi ile
verilen bir grup olsun. Bu durumda her k > 2 pozitif tamsayisi i¢in bu gruptaki k-nacci

dizisinin periyodu 2k + 2 dir (Deveci et. al. 2011).

Ispat: Grubun ii¢ gerenli durumu ele alinsm. Burada |x| = 2n, |y| = 4,|z| = 4 tiir.

Eger k = 2 ise periyodu 6 olan asagidaki dizi elde edilir.
X,V,2,Y2,2ZYZ, 2, X, Y, Z, ...

Eger k = 3 ise periyodu 8 olan asagidaki dizi elde edilir.

X,V,2,xyz = z%,yz3,2y2,2,€,X,Y, Z, ...
Eger k = 4 ise dizinin ilk k elemani asagidaki gibidir.

Xo= XX, =V, Xy =2,%3 = 22,4 = 2% e, Xpuy = Y2

Burada gerekli indirgemeler yapilirsa 4 < j < k — 1 i¢in x; = e olmak lizere

Xo=X,X1 =V,X; = Z,X3 =Y%,e,..,e

yazilabilir. Boylece,

40



— — 73
Xe+1 = Xy =Yyz7,
11
k+1
Xy = X; = ZYZ,
11
k+2
Xez = | | Xi =2
i=3
k+3
Xpsa = | |xi=yz3zyzz=¢
11

olur. Burada 4 < j < k i¢in x;, ; = e olup ayrica

k+k

— — 3 —
Xpsks1 = | | x; = yz’zyzz =e,
i=k+1
k+k+1

— — 2 2
Xpsk+2 = | | x; = zyz* = xyyz* = x,
i=k+2
k+k+2

Xi+k+3 = | | Xi =2x =Y,

i=k+3
k+k+3
Xi+k+a = | | Xi =Xy =2

i=k+4

esitlikleri yazilabilir. X,40, Xok43, X2k+4 €lemanlar1t x,y ve z nin degerlerine bagl

¢iktig1 i¢in dizi 2k + 2 nci elemanla basa doner yani,

Xo = X2k+2,X1 = X2k+3) X2 = X2k+4s «

olur. Buradan P, (G,; x,y,z) = 2k + 2 yazilabilir.

Teorem 3.1.1.4: n > 2 olmak iizere G,, (x,v,z:x? = y? = z™ = xyz) gosterimi ile

verilen bir grup olsun. Bu durumda
i. Py(Gypz,x,y) =6
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b)

Ispat:

. _(n(k+1) ngiftise
P3 4(Gy;x,y,2) = {Zn(k +1) ntekise

Eger k = 5 ise bu durumda,

Eger n nin carpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3,k — 2] araliginda
degil ise periyod asagidaki gibidir.

n(k+1) niftise
2n(k +1) ntekise

Pe(Gy; x,y,2) = {
Eger a, n nin [3,k — 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1
ise asagidaki iki durum s6z konusudur:
Eger j € N i¢in a.3/ ¢ [3,k — 2] ise periyod asagidaki gibidir;

| _(an(k+1)) ngiftise
Pk(GTl' X, Y, Z) - {a(Zn(k + 1)) n tek ise

Eger B, [3,k — 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve j € N icin f = a.3/ ise
periyod asagidaki gibidir;

. _(B((k+1)) ngiftise
Fi(Gn 2y, 2) = {,B(Zn(k +1)) ntekise

olur (Deveci et. al. 2011).

Ik olarak |x| = 4, |yl = 4,|z| = 2n seklinde olup,

i. Eger k = 2 ise asagidaki dizi elde edilir,

Xo =2, X1 =X,X2 =Y, X3 = XY, X4 = YXY,X5 =Y, Xe = 2,X7 = X, Xg =}

Boylece bu dizinin periyodu P, (G,; z, x,y) = 6 olur.

ii. Eger k = 3 ise asagidaki dizi elde edilir.
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yzz" = z"yz,
zz"z"yz = z%"zyz = z?"zx,
Z"z"yzz¥zx = zMyzzx = z4"xzx,

Z"yzz*" zxz* M xzx = z""yzzxxzx = z8"xz%x,

zMzxz4 M xzxz8"xz%x = z"zx%zx%z%x = 71" z%x,
2 xzxz8"xz%xz M z%x = 228N xzx2z%xz%x = 2% xz3xz*x = 2?9 x%zx = 723" zx,
28" xz%xzz %" 24 x 23 zx = Z5%"xz%xz*xzx = x5 x%z%xzx = z°°"z%x2ZX

— ZSSnZX_Z — ZS6nZ,
Zl6nz4x230nzxZ56nZ — ZlOanzlﬂxZ — Z102nZ3_2Z — Z103nZ4,
730n 5y 561 ,,103n ;4 Z189nM — Z189an4,

Simdi yukaridaki 3-nacci dizisinin belli bir kesiti ...,z%x, zx, z, ... formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir.

n,a

z%zxz = 2% 1x2z = z"z°,

zxzz"z% = z"zxz%*t! = z"xz°,

zzZ"z%2"xz% = 2%t 1xz® = zx,
a+1l

zZ"z%""xz%x = z%2z%" ' x = xzx,
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a+2

z"xz%%2xxzx = xz%7°x,

a+4

zxxzxxz%%x = 794y,

a+4

zxxzxxz%%x = 794y,

a+4 a+3 a+4

xzxxz%%2xz%% 4 x = z2"xz%3xz%*x = zMxxzx = zx,

a+2 a+4

xz%2xz% 4 xzx = x%z%xzx = z2"zx% =z, ...

Buradan 3-nacci dizisinin her sekiz terimde bir ayni1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugunu goriiliir. Boylece 3-nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

X1 =X,X, =Y,X3 =2,...,
— 4 — oy —
X9 =Z°X,X10 = 2X = ¥V, X112, -
— ,8 — gy — —
X17 = Z2°X,X18 = ZX =Y, X19 = Z, ...

— 4l — oy — —
Xgi+1 = Z X, Xgi+2 = ZX = Y, Xgi+3 = Z, ene

Burada v € N i¢in 4i = 2nv olacak sekilde en kii¢iik i dogal sayisina ihtiya¢ vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift ise bu durumda izg olur. Boylece 8i =4n ve P;(G,;x,y,z) =

n(k + 1) = 4n yazilabilir.

Eger n tek ise bu durumda n =i olur. Boylece 8i =8n ve P;(G,;x,y,z) =
2n(k + 1) = 8n yazilabilir.

Eger k = 4 ise asagidaki dizi elde edilir.
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xyzxyz = z°",
yzz"z®" = yzz3" = z3"x,

zz" 2z 73" x = 76" zx,

ZN 72N 73Ny 7N 7y = 71207y,

12n 23n

z2M 73N x 7N zx 712" xzx = 723" xxxzzXx = z**xZ%x,

z3”xz6nzx212”xzxzz‘mxzzx — Z45n 47n 4

XZXXZXXZZX =Z XZ X,

12n 24n 47n 92n .8

70" zxz 2 xzx 7% x 2% x 2 M x 24 x = 28 zxxzxxzixxztx = 792" 78,

12n 24n 47n 92n .8 178n

212y zx 72 M x 72 x 74 M x 724 x 29%" 728x = 7 ZX,

24n 47nxz4xZ9ZnZSxZ192n 344n

7% x72x7 zx = z3%4n g

47n 92n .8 192n 372n 663n

V4 xz*xz Z"XZ ZXZ Z =72z

z4,

792N 58451920 5., 3720 5, 715N 4 — Z1278n212,

71921 54,3720 5, , 7151 ,4 , 13740 ;12 ZZ463nx216,

Simdi yukaridaki 4-nacci dizisinin belli bir kesiti ...,z%x, zx, z, ... formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir.
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n.,b

z%zxzz"zP = z0x%z"zP = 7922z = Zza+P

gxzzM 7P 701b = yyn btath — an22b+ﬂ

zzZ"zPz bz xz?01 0 = z2zx = zx =y,

Zzb+a

ZNzbzatb 0y zx = z°"xzx = x7X,

Z2b+a b+2 b+2

Zzatbzny zxxzx = z°"xzP*?%x = xz0*%y,

Z"xz%P 0 zxxzxxzP 2 x = z"xz3Ptat4y,

b 3b+a+4 Z4b+a+8 4b+a+7 Z4b+a+8

zxxzxxz’t?xz"xz X x = z"xzz X x=z"zx =zx =y,

be+sznxz3b+a+4xz4b+a+8xzx= xZ4b+a+6xZ4b+a+8xzx.= xzzzxzx:z anxz

=zM"z=7..

Buradan 4-nacci dizisinin her on terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugunu goriiliir. Boylece 3-nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

Xog=X,X1 =Y, Xp =2Z,X3=2" ...,

— -8 — — — n 4
X190 = Z°X,Xq1 = ZX = Y, X12Z,X13 = Z2"Z" ...,

— ,32 — oy — — — 8
Xoo = Z°°X,X91 = ZX = Y, X9 = Z,X93 = Z"'Z° ...,

X10i = 287X, X10iaq = ZX =V, X10ia0 = Z, X10jsn = z2ZH
10i » X10i+1 Y, X10i+2 » X10i+3

Burada v;,v, € N igin 4i = 2nv, ve 8i? = 2nv; olacak sekilde en kiigiik i dogal

sayisina ihtiya¢ vardir ve asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift ise bu durumda izg olur. Boylece 10i =5n ve P,(G,;x,v,2) =

n(k + 1) = 5n yazilabilir.
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Eger n tek ise bu durumda n =i olur. Boylece 10i = 10n ve P,(G,;x,y,z) =

2n(k + 1) = 10n yazilabilir.

iii. Eger k > 5 ise dizinin ilk k + 1 eleman1 asagidaki gibidir;
k—3n

— — — — on — »2n — 52
Xg =X, X1 =V, Xp =2, X3 =Z ", X4 =Z", ..., Xy = Z

Burada gerekli indirgemeler yapilirsa 4 < j < k — 1 i¢in x; = e olmak lizere

Xog=X,X1 =Y, Xy =Z,X3=2Z"X,=¢,...,€

yazilabilir. Simdi yukaridaki k-nacci dizisinin belli bir kesiti ..., z%x, zx, z, ... formunda

yazilirsa asagidaki dizi elde edilir.

2k+1
j— J— a
Xok+2 = | | Xy =2Z7X,
i=k+2
2k+2
Xok+2+1 = X = ZX,
i=k+3
2k+3
Xok+2+2 = Xi =z,
i=k+a
2k+4
X = x; = z"zP
2k+2+3 i )
i=k+5
2k+5
— — C
Xok+2+4 = | | Xi =2z,
i=k+6
2k+6
—_ —_ u
Xok+2+5 = | | xXp=2z"1,
i=k+7

47



3k+1

— — Uy —
Xok+2+k — | | Xi =z k14,
i=2k+2

Buradan k-nacci dizisinin her (2k + 2) terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan

ibaret oldugunu goriiliir. O halde k-nacci dizisi asagidaki gibi olur;

k=3,

_ _ _ _ _ — 22 _
Xg=X,X1 =Y, Xy =Z,X3=2Z",X4=€,..., X =X =e,..

— a
Xi(2k+2) = 27 X,
Xi(2k+2)+1 = ZX,

Xi2k+2)+2 = %,

4i

TLZ'

Xi(2k+2)+43 = Z

— 8i%+4i
Xi(2k+2)+4 = Z )

— Su — Uk
Xi(2k+2)+5 = Z 1 o Xik+2)+k — Z L

Burada v € N i¢in 4i = 2nv ve 8i? + 4i = 2nv olacak sekilde en kiigiik i dogal

sayisina ihtiya¢ vardir ve asagidaki durumlar s6z konusudur;
1. Eger n nin ¢arpanlarindan tek olanlarm higbiri [3,k — 2] araliginda degil ise iki
durum s6z konusudur:

a) Eger n ¢ift ve 2nla, 2nluy, ..., 2n|u,_, olursa bu durumda izg olur. Boylece

i(2k + 2) = n(k + 1) oldugu i¢in Py (Gy; x,y,z) = n(k + 1) yazilabilir.

b) Eger n tek ve 2nl|a, 2n|u,, ..., 2nlu,_, olursa bu durumda i =n olur. Boylece
i(2k + 2) = 2n(k + 1) oldugu i¢in P, (Gp; x,y,z) = 2n(k + 1) yazilabilir.
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2. Eger a, n nin [3,k — 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:
a) Egerj € Nicin a3/ € [3,k — 2] ise iki durum s6z konusudur;

Durum 1. Eger n ¢ift ve 2nla, 2nluy, ..., 2n|uy_, olursa bu durumda i = a% olur.

Boylece i(2k+2)=a(n(k+ 1)) oldugu icin P, (Gy;x,v,2) =a(n(k+ 1))

yazilabilir.

Durum 2. Eger n tek ve 2n|a, 2nluy, ..., 2n|u,_, olursa bu durumda i = an olur.
Boylece i(2k+2) =an(k+1)) oldugu icin Py(Gy;x,y,2) = an(k + 1))

yazilabilir.

b) Eger B, [3, k — 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve j € N icin § = a3/ ise iki durum

s6z konusudur;

Durum 1. Eger n ¢ift ve 2nla, 2n|uy, ..., 2n|u,_, olursa bu durumda i = B% olur.

Boylece i(2k+2) =pB(n(k+ 1)) oldugu icin Pr(Gy;x,y,z) = B(n(k + 1))

yazilabilir.

Durum 2. Eger n tek ve 2nla, 2nluy, ..., 2n|u,_, olursa bu durumda i = Sn olur.
Boylece i(2k +2) =B(@2n(k +1)) oldugu i¢in Py (G,;x,v,2z) =B(2n(k + 1))

yazilabilir.

Her hangi m>2 i¢in (2,2,n) =(2,n,2)=(n,2,2) oldugundan ve Tietze
dontistimleri kullanilarak bu gruplar i¢cin ayni gosterimler elde edilebilir. Ayrica iki
gerenli durumda (2,n,2) ve (2,2,n) gruplan i¢in Py (G,;x,y) = 2k + 2 gosterimi
elde edilebilir (38).
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3.2. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis k-Mertebeden Pell Dizileri

Bu boliimde sonlu gruplarda genellestirilmis k-mertebeden Pell dizileri incelenmis olup
D,, dihedral bir gruptaki genellestirilmis k-mertebeden Pell dizilerinin periyotlar1 elde

edilmistir.

Tammm 3.2.1: Sonlu bir gruptaki k. mertebeden genellestirilmis Pell dizisi, grubun
X0, X1, ) Xp, ... €lemanlarinin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verilen

Xg, -, Xj—1 baglangi¢ elemanlar ile

o = X0, X1 o (Xn_1)%; j<n<kigin
" (Xn-1)% > k igi
Xnotor Xn—ks1 - (Xn_1)? m icin

seklinde tanimlanir. Ayrica bu dizinin X, ...,xj—; baslangi¢ elemanlarinin grubu
germesi gerekir. Boylece genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi, grubun yapismni
yansitir. X, ..., Xj_; tarafindan gerilen sonlu bir gruptaki genellestirilmis k-mertebeden

Pell dizisi Qi (G; xo, ..., xj_4) ile gosterilir.

Tamsayilarda bir m modiiliine gore klasik Pell dizisi Q,(Z,,;0,1) olarak yazilabilir.
Grup elemanlarinin genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizisi sonlu bir grubun Pell dizisi

olarak adlandirilir (Deveci and Karaduman, Baskida).

Teorem 3.2.1: Sonlu bir gruptaki genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi periyodiktir

(Deveci and Karaduman, Baskida).

Ispat: G sonlu bir grup olsun ve |G|, G grubunun mertebesini gdstersin. G grubunun
|G|* tane farkli sirali k-list oldugundan bu sirali k-lilardan en az bir tanesinin grubun
genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisinde iki defa goriilecegi aciktir. sirali k-lilar

tekrar ettiginden dolay1 genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi periyodiktir denir.
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Qx (G; xo, ..., xj_1) dizisinin periyodu PerQy(G; xo, ..., xj_1) ile gosterilsin. Tanimdan
sonlu bir gruptaki genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisinin periyodunun segilen
tireteg kiimesine ve xg, X1, X3, ..., Xj_; baslangi¢ elemanlarinin siralamasima baglh olarak
degisecegi agiktir. Ayrica hPy(m) nin C,, devirli grubunun genellestirilmis k-

mertebeden Pell dizisinin periyodu oldugu asikardir (Deveci and Karaduman, Baskida).

Tamm 3.2.2: G sonlu bir grup olsun. Eger G grubunun her bir elemani dizide gériinecek
sekilde G nin elemanlarmi bir genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi varsa bu
durumda G grubuna genellestirilmis k-mertebeden Pell dizilenebilirdir denir (Deveci

and Karaduman, Baskida).

Genellestirilmis  k-mertebeden Pell dizilenebilir gruplarin  direkt g¢arpimlari
genellestirilmis k-mertebeden Pell dizilenebilir olamayabilir. Ornegin; e birim olmak
iizere (x,y |x? = y2 = e, xy = yx) seklinde verilen D, grubu ele alinsin. D, grubunun

(x) ve (y) gruplarmin direkt ¢arpimi oldugu a¢iktir. D, grubunun Pell dizileri
QZ(DZ;xJY) = xly1xlyl ey

QZ(DZ;y;x) = y;x;y;x; ey

seklinde olacaktir. Burada xy elemam iki dizide de olmadigi i¢in D, grubu

genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilir degildir. Ancak (x) grubu

QZ((x)ﬁ e, x) =eXxeXx, ...,

seklindeki Pell dizisine sahiptir ve genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilirdir.

Benzer sekilde (y) grubu

QZ(()’); e, Y) =e, y: e, y: ey

seklindeki Pell dizisine sahiptir ve genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilirdir

(Deveci and Karaduman, Baskida).
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Sonu¢ 3.2.2: D, grubunun genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisinin periyodu hPy(2)
dir (Deveci and Karaduman, Baskida).

Teorem 3.2.2: n > 2 i¢cin D, = {(x,y |x? = y? = (xy)™ = e) olsun bu durmda,
i. k = 2,4 i¢in PerQy (Dy; x,y) = hP(2) dir.

%(hpg,(z)) n = 0 (mod 4)
ii. PerQs(Dn;x,¥) =9 n(hP4(2)) n =2 (mod4)
2n(hP5;(2)) diger durumlarda

iii. k > 5 olsun. Bu durumda

1. Eger n nin carpanlarindan tek olanlarm hicbiri [3,k — 2] araliginda degil ise bu

durumda
n
—(hP,(2)) n = 0 (mod 4)
PerQy(Dp; x,y) = n(hP,(2)) n =2 (mod4)
2n(hP,(2)) diger durumlarda
olur.

2. Eger n, n nin [3,k — 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

a) Eger j € N icin 3% & [3,k — 2] ise bu durumda
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n % (hP(2)) n=0(mod4)
Peer(Dn; X, Y) = T’n(hpk(z)) n=2 (mOd 4)

n2n(hP,(2)) diger durumlarda
olur.

b) Eger u, [3,k — 2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve j € N igin u =3 ise bu

durumda

Ul (hP(2)) n =0 (mod4)
. _ 2
PerQi(Dn;x, y) = un(hP,(2)) n = 2 (mod 4)
u2n(hP,(2)) diger durumlarda

olur (Deveci and Karaduman, Baskida).

Ispat: i. Eger k = 2 ise asagidaki dizi elde edilir,
X, V%, Y,
Boylece bu dizinin periyodu hP,(2) = 2 olur. Eger k = 4 ise asagidaki dizi elde edilir,
X, V,%,XY,Y,€,8,X,Y, XY, ....
ve periyodu hP,(2) = 7 dir.
ii. hP;(2) = 7 olup eger k = 3 ise asagidaki dizi elde edilir,

xo = x,x1 = y,xz =X, .,
X124 = (xy)8x,x15 = (xy)x, x16 = (xy)*x, ...,
Xag = (xy)'x, X290 = (XY) X, X309 = (x¥)%x, ...,

Xai7 = (XY)¥%, Xpi7410 = (Y)B 71, Xpp742 = (XY, ...
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Burada v € N i¢in 4i = n-v olacak sekilde bir i dogal sayisina ihtiyag vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

Egern = 0 (mod 4) ise bu durumda i = %olur. Boylece

PerQs(Dy;x,y) = 2-%- 7 = g 7 = g(hP3(2))

yazilabilir.

Egern = 2 (mod 4) ise bu durumda i = golur. Boylece

PerQ;(Dy;x,y) =2-—-7 =n-7 = n(hP;(2))

n
4

yazilabilir.

Egern =1 (mod 4) yadan = 3 (mod 4) ise bu durumda i = n olur. Béylece
PerQs(Dy;x,y) = 2-n-7 = 2n(hP;(2))

yazilabilir.

Eger k > 5 ise €, ..., &x_3 € N olmak iizere asagidaki dizi elde edilir,

Xo=X,X1 =Y, Xy =X,X3 = XY, X4 =Y, X5 = X, ...,

— 4 — 141 — 041
X2i-hPp(2)-k+2 — (yx) » X2ihP(2) k43 — (yx)* y X2i-hPy(2)—k+4 = (yx)&*,

ey

X2i-hPp(2)-1 = (yx)gk'34i'x2i-hpk(2) = (xy)"x, X2i-nP(2)+1 = (xy)*'x, ...,

Burada w € N i¢in 4i = n- w olacak sekilde bir i dogal sayisina ihtiyag vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;
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1. Eger n nin carpanlarindan tek olanlarin higbiri [3,k — 2] araliginda degil ise ii¢

durum s6z konusudur:
a) n =0 (mod 4) ve n|t ise bu durumda 1 <[ <k — 2 igin Xp;pp,(2)-1 =€, i =%

16iN X;.pp, (2) = X V€ X2inp, (2)+1 = Y Olur. Buradan
n n
Peer(Dn;ny) = ZZth(z) = Ehpk(Z)

yazilabilir.

b) n =2 (mod 4) ve n|r ise bu durumda 1 <1 <k — 2 igin Xp;pp,2)-1 =€ , i =%

iGN X25.1p, (2) = X V€ X211p, (2)+1 = ¥ Olur. Buradan
n
Peer(Dn;x: :V) = Zzhpk(Z) = Tlhpk(Z)

yazilabilir.

c) n=1(mod4) ya da n=3(mod4) ve n|t ise bu durumda 1 <[ <k — 2 igin

xzi.hpk(z)_l =e, i=n lgln xZi.hpk(Z) =X Ve x2i.hpk(2)+1 =Yy olur. Buradan
PerQy(Dy; x,y) = 2nhP,(2)

yazilabilir.

2. Eger n, n nin [3, k — 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik olani ise asagidaki

iki durum s6z konusudur:

a) Eger j € N icin n3‘ & [3,k — 2] ise ii¢ durum s6z konusudur;

Durum 1. n =0 (mod 4) ve n|z ise bu durumda 1 <[ < k — 2 igin Xp.pp, (2)-1 = € ,

. n . .
L=n i¢in Xopnpy(2) = X V€ Xpinpi2)+1 = Y olur. Buradan

n n
PerQy(D,;x,y) = 2n Zth(Z) = nEth(Z)
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yazilabilir.
Durum 2. n =2 (mod 4) ve n|r ise bu durumda 1 < I < k — 2 i¢in Xp;pp (2)-1 = € ,

. n ..
L= T]; 1¢1n xZi.hpk(z) =X Ve xzi.hpk(2)+1 - y 0|UI’ Buradan

n
PerQy(Dp;x,y) = 21 Eth(z) = nnhP,(2)

yazilabilir.

Durum 3. n =1 (mod 4) yadan = 3 (mod 4) ve n|t ise budurumda 1 <[ < k-2

i6iN Xo4.npy(2)—1 = €, L = NN iGN Xp51p, (2) = X V€ Xp1np, (241 = ¥ Olur. Buradan
PerQ, (D,; x,y) = n2nhP,(2)

yazilabilir.

b) Eger u, [3, k — 2] arahigindaki en biiyiik tek say1 ve j € N icin § = p3/ ise ii¢ durum

s6z konusudur;
Durum 1. n =0 (mod 4) ve n|z ise bu durumda 1 <[ < k — 2 igin Xp;.pp, (2)-1 = € ,

. n ..
L= W i6in Xppnpy(2) = X V@ Xzinpy(2)41 = Y olur. Buradan

n n
PerQy(Dy;x,y) = ZHZhP"(Z) = “EhP"(Z)

yazilabilir.
Durum 2. n = 2 (mod 4) ve n|z ise bu durumda 1 < [ < k — 2 igin Xp.pp, (2)-1 = € ,

. n ..
L= W iGN Xppnpy(2) = X V@ Xzinpy(2)+1 = Y olur. Buradan

n
PerQy(Dy; x,y) = ZHEth(Z) = unhPy(2)

yazilabilir.
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Durum 3. n =1 (mod 4) yadan = 3 (mod 4) ve n|tise budurumda 1 <[ < k-2

19111 x2i.hpk(2)_l =e, i = un lgln xzi.hpk(z) =Xx Ve xzi.hpk(2)+1 =Yy O|Ur BUI’adan
PerQy(Dn; x,y) = u2nhP;(2)

yazilabilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

3.3. Sonlu Gruplarin Genellestirilmis Pell Orbitleri

Bu bolimde G = (A) sonlu grubu igin bir A geren kiimesine gore Rq(a)(G) ile gosterilen
genellestirilmis Pell orbitinin tanim1 yapilmistir. Daha sonra @ = 2 ve n > 3 i¢in Q,n

quaternion gruplarinin genellestirilmis Pell orbitlerinin uzunluklar1 elde edilmistir.

A ={ay,a,, ...,a,} olmak lizere G = (A) sonlu grubu i¢in bir A geren kiimesine gore

4
PA(a) (G) ile gosterilen genellestirilmis Pell orbiti, §; = (7 n {

)VeiSan—lig:in
0<i<n-—-1licinx; =a;4;

baslangic elemenlari ile

i 2 0igin Xy = (0)Pr1(x1)Pr2 L (g 2) P ()T (2.9)

seklinde tanimlanan G nin elemanmm bir {xj} dizisidir. Ornegin; A = {a,, a,, as}

olmak iizere PA((X)(G), i >0 icin

a(a+1)(a+2) a(a+1) (@+1)
— — — — — a
Xo = Qq,X1 = Ap,= X5 = A3, X143 = (X;) 6 Xiy1) 2 (Xp42)

yazilabilir.

Teorem 3.3.1: Sonlu bir grubun genellestirilmis Pell orbiti periyodiktir.

Ispat: Teoremin ispati [25] deki ¢alismadaki Theorem 1. in ispat1 ile benzerdir.
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PA(“) (G) dizisinin periyodunun uzunlugu LEN,P® (G) ile gosterilir ve buna bir A geren

kiimesine gore G nin genellestirlmis Pell uzunlugu denir.

(2.9) da a = 1 alindiginda P4(G) ye bir A geren kiimesine gore G nin Pell orbiti denir
ve bu P,(G) dizisinin periyot uzunlugu LEN,P(G) ile gosterilir.

Tanimdan bir grubun genellestirilmis Pell uzunlugunun sec¢ilen geren kiimesine ve

Xg, X1, -, Xn—1 €lemanlarinin siralamasina bagl olarak degisecegi agiktir.

n = 3 i¢in

271

Qun = (x,y [x¥ " =e,y>=x2"",y lxy =x71)

seklinde taktim edilen Q,» grubuna 2™ mertebeli quaternion grup denir. Burada x ve y

nin mertebelerinin sirasiyla 2"~ ve 4 olduguna dikkat edilmelidir.

Teorem 3.3.2: n = 3 i¢in
LEN{x,y}P(Z)(an) = LEN{y,X}P(Z)(QZn) — 271—3. 3

olur.

Ispat: ilk olarak {x,y} geren ¢ifti ve @ = 2 i¢in genellestirilmis Pell orbiti ele almsm.

Bu durumda genellestirilmis Pell orbiti i > 0 i¢in

Xo = X%X1 =Y, Xjy2 = (xi)g(xi+1)3

olacaktir. Buradan 7, Ve 7, tek sayilar olmak tizere genellestirilmis Pell orbiti asagidaki

formda elde edilir:

12 34,3

— — — 34,3 — 43 — - —
Xg =X, X1 =Y, X = XY, X3 =X ",X4 =YX y Xg = XY,
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— ~9 — 24
Xe =X, X7 = yx°*, ...,

— 481 — 240
X12 = X ,x13 —yx 'RIIR)

Xgn-sg = X712 xonos gy = yxTe?"
Eger n = 3 olursa dizi asagidaki gibi olur,

Xo =X,X, =Y, X = X33, X3 =X = X0, X4 =V = Xy, eone
Boylece LE N, ;3PP (Q,3) = 3 elde edilir.
Eger n > 4 ise dizi asagidaki gibi olur,

XO = X, X1 = y, ...,in—3_3 =X = XO, xzn—33+1 = y = x1, ene

Boylece LE N, ;3PP (Q4n) = 2773, 3 elde edilir.

Simdi {y, x} geren ¢ifti ve @ = 2 i¢in genellestirilmis Pell orbiti ele alinsin. Bu durumda

genellestirilmis Pell orbiti i > 0 i¢in

Xo =Y, X1 =X, Xjy2 = (xi)s(xi+1)3

olacaktir. Buradan w tek say1 olmak {izere genellestirilmis Pell orbiti asagidaki formda

elde edilir:

— — — 343 4 — — =3 4 — 23,9
Xog =V,X1 =X, Xy =Y°X°,X3 =Y,X4 =X °, X5 =Yy°x",
— — 9
X¢ =V, X7 =X, ...,
— — 481
X172 = 9,x13 = x°7, ...,

_ _ w214
Xon-33 = Y, Xpn-33,1 = X )

Eger n = 3 olursa dizi asagidaki gibi olur,
Xo =Y, X1 =X, Xy = y3x3'x3 =Y =X0X4s =X = Xq, ene
Béylece LEN, ;PP (Q,2) = 3 elde edilir.

Egern > 4 ise dizi agagidaki gibi olur,
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Xo =Y, X1 =X, e, Xqn-33 =Y = Xg,Xpn-33,17 = X = Xq, o

Boylece LEN(, PP (Q4n) = 23,3 elde edilir

3.4. Binary Polyhedral Gruplarin Pell Uzunluklan

Bu bolimde her hangi bir n > 2 i¢in (2,2,2), (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) binary

polyhedral gruplarin Pell orbitleri incelenmistir.
Ik olarak {x,y} geren ikilisi ve {x,y,z} geren iigliisii icin bu gruplarm Pell orbitlerinin
sirastyla asagidaki gibi olduguna dikkat edilmelidir.
i 2 0iginxg = x,x; = ¥, X2 = (6;)(x41)?
ve

i >0iginxg =x,x, =y, X = 2,X43 = () (xi41) (Xi42)?

Teorem 3.4.1: (2,2,2) binary polyhedral grubun Pell uzunluklari,

i. LEN,,P((2,2,2)) = 4

ii. LENy,, 7 P((2,2,2)) = 14

seklindedir (Deveci and Karaduman 2011).

Ispat: i. (2,2,2) binary polyhedral grubu iki gerenli durumda {x, y: x? = y? = (xy)?)

seklinde gosterilir. Burada |x| =4, |y| =4, xy = y3x ve yx = x3y dir. O halde
P, 51(42,2,2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

— — — 43 — 43 — — — —
Xg =X,X1 =Y, Xp =X",X3 =YV, X4 =X =X, X5 =Y = X1 een)

Béylece LE Ny, ;1P ((2,2,2)) = 4 yazilabilir.
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ii. (2,2,2) binary polyhedral grubu ii¢ gerenli durumda (x,y,z:x% = y? = z2? = xyz)
seklinde gosterilir. Burada |x| = 4, |y| = 4, |z| =4 x = yz, y = x3z ve z = xy dir. O
halde Py, ,;({2,2,2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

— — — — 3 e — 3 . — 2 e — — 3 . —
Xog =X,X1 =Y, Xp = Z,X3 = Z°,X4 = YZ°,X5 = Z*,Xg = ZX, X7 = VZ°,Xg = ZX,
— 3 — — ) — — = — = —
X9 =Z27,X10 = 2, X11 = X, X12 = Z7,X13 = Y, X14 = X = X0, X15 =Y = X1,X16 = Z

=X,

Béylece LE Ny, 1P({2,2,2)) = 14 yazilabilir.

Teorem 3.4.2: (n, 2,2) binary polyhedral grubun Pell uzunluklari;

2n  ngiftt ise

i. LEN,P({n,2,2)) = {4n n tek ise

7n  nifttise

ii. LEN{,y,P((n,2,2)) = {14n n tek ise

seklindedir (Deveci and Karaduman 2011).

Ispat: i. (n, 2,2) binary polyhedral grubu iki gerenli durumda (x, y: x™ = y? = (xy)?)
seklinde gosterilir. Burada |x| = 4, |y| = 4, xy = yx~! ve yx = x~ 'y dir. Buradan
asagidaki dizi elde edilir:

x,v,xy%, yx?,x, yx* xy?,yx6 x,yx8, ...,
O halde Py, ,1({n, 2,2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

x0=x,x1=y, ey
— — 4

Xg =X, X5 =YX, ...,
— — 8

Xg =X, X9 =YX, ...,

— — 4
Xai = X, Xgj41 =YX ) oun
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Burada k € N i¢in 4i = 2kn olacak sekilde bir i dogal sayisina ihtiya¢ vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift ise bu durumda i =% olur. Béylece 4i = 2n ve LEN(,,,P({n,2,2)) = 2n

yazilabilir.

Eger n tek ise bu durumda i = n olur. Béylece 4i = 4n ve LEN,,,P({n,2,2)) = 4n

yazilabilir.

ii. (n,2,2) binary polyhedral grubu ii¢ gerenli durumda (x,y,z:x™ = y? = z? = xyz)
seklinde gosterilir. Burada |x| = 4, |y| = 4, |z| =4, x = zy3, y = x71z ve z = xy dir.

Buradan asagidaki dizi elde edilir:

5 3,45

n—6 zx>,

1 .,-2 n-5 ,.n-3

X,9,2,23,x7 1, x72, zx™ 0, x™3, zx ™9, zx ™8, zx ™6, x, zx T4z, x™ 37, x5, zx %, x

n-16 n—-10 -7 9
)

L x78 zx™ 0, x 7 Zx ™1 zx zZx ,x,zx 82, x" 77, x°, zxV7  x

O halde Py, ,,({n, 2,2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

Xg =X, X1 =Y, X =2 ...,

_ .5 — .9 _ ,=3,.5
X14 = X2, X5 = 2x°, X1 = X 32X5, ...,
Xog = X2, X309 = zx7, x50 = x72x° ...,

4i+1

Al 4t

_ A+l — 8i+1 _
X14i = X y X14i41 = ZX y X14i42 = X

Burada k € N i¢in 4i = 2kn olacak sekilde bir i dogal sayisina ihtiya¢ vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift ise bu durumda i = % olur. Boylece 14i = 7n ve LEN,, »,P((n,2,2)) = 7n

yazilabilir.

Eger n tek ise bu durumda i = n olur. Boylece 14i = 14n ve LEN,, »P((n,2,2)) =
14n yazilabilir.

Teorem 3.4.3: (2, n, 2) binary polyhedral grubun Pell uzunluklari;
62

ZX7,



. 2n  ngifttise
I. LEN, 2P((2,n,2)) = .

P (2,1,2)) {4n n tek ise
il LEN{x’y’Z}P((Tl, 2,2)) =14

seklindedir (Deveci and Karaduman 2011).
Ispat: i. Bu kismm ispat1 Teorem 3.3.2 ile benzerdir.

ii. (2,7n,2) binary polyhedral grubu ii¢c gerenli durumda (x,y,z:x? = y™ = z? = xyz)
seklinde gosterilir. Burada |x| =4, |y|=2n, |z| =4 x=yz, y =xz3 ve z =y 1x

dir. O halde Py, ,, ,3({2,n, 2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

_ _ _ — 3 — a3 _ 2 _ 2
Xo=X,X1 =Y, Xy =Z,X3=2,X4 =YZ°,Xs = Z°,Xg = ZX, X7 = Y*X,

n+3

— — — 43 — +2 — 52
Xg =2ZX, X9 =Y X, X10=Y x,xll—yn X, X120 = Z7,

X13 = Y, X14 = X = X, X195 =Y = X1, X196 = Z = X2,

Béylece LE Ny y, 4P ({2,n, 2)) = 14 yazilabilir.

Teorem 3.4.4: (2,2,n) binary polyhedral grubun Pell uzunluklari;
i. LEN;,,,P({2,2,n)) = 4

7n  nifttise

ii. LEN (1 P((2,2,n)) = {14n n tek ise

seklindedir (Deveci and Karaduman 2011).

Ispat: i. (2,2,n) binary polyhedral grubu iki gerenli durumda (x,y:x? = y2 = (xy)™)
seklinde gosterilir. Burada |x| = 4, [y| = 4, |xy| = 2n dir. O halde Py, ,;({2,2,n)) Pell

orbiti asagidaki gibi olur.

— — — 43 — 43 — — — —
Xg =X,X1 =Y, Xyg =X",X3 =YV, X4 =X =X, X5 =Y = Xq) een)
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Béylece LE N, ;1P ((2,2,n)) = 4 yazilabilir.

ii. (2,2,n) binary polyhedral grubu ii¢ gerenli durumda (x,y,z:x? = y? = z" = xyz)
seklinde gosterilir. Burada |x| =4, |y| =4, |z| =2n, x = yz, y=xz"1 ve z = y3x

dir. Buradan asagidaki dizi elde edilir:

n+1 n-5 n—4 1 ,-3

x,z73x,z7 %,z 4 g4

X,v,2,z"Y, xz%, 2%, 2" %%,z ,xz 4,z xz™

Zn+1’ -2 2 n+1

XZ “,Z°,XZ ,Z"x,zx,2" 1,27 °, xz

O halde Py, , ,1({2,2,n)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

Xg =X, X1 =Y, X =2 ...,
— -8 — -5 —

X14 = XZ “,X15 = XZ “,X16 = Z, v,
— -12 — -9 —

X8 = XZ y X9 =XZ 7,X30 = Z%2 ...,

4i 4i

Y S —
X14i = XZ yX14i+1 = XZ y X14i42 = Z, e

Burada k € N i¢in 4i = 2kn olacak sekilde bir i dogal sayisina ihtiya¢ vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift ise bu durumda

.n
—4(i+5)-4 —4i—4— —4j—
(2) :xZ4l42n:xZ4l4:x14i’

. n
—4(i+5)-1 —4i—1— —4j—
= xz (2) :xZ4112n:xZ411:x14i+1’

x(i+%)14+2 = Z = X14i+2 » =
Béylece LE Ny, 1 P({2,2,n)) = 14i + 7n — 14i = 7n yazilabilir.

Eger n tek ise bu durumda

—4(i+n)—4 — o —4i—d—An _ 4 —4i-4 _

X(i+n)14 = XZ = X14i,

—4(i+n)=1 — . —di—1-4n _ 4, —4i-

_ 1 _
X(i+n)14+1 — XZ = X14i+1 >

X(i+n)14+2 = Z = X14i+2 5 -
Boylece LE Ny, 1P ({2,2,n)) = 14i + 14n — 14i = 14n yazlabilir.
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3.5. n> 2 igin (2,2,2), (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) Polyhedral Gruplarin Pell

Uzunluklan

Bu boliimde her hangi bir n > 2 igin (2,2,2), (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) polyhedral
gruplari Pell uzunluklarinin davranist arastirilmistir. Burada polyhedral gruplar hem

iki gerenli hemde ti¢ gerenli olarak ele alinmustir.

Ik olarak {x,y} geren ikilisi ve {x,y, z} geren iigliisii icin bu gruplarm Pell orbitlerinin

sirastyla asagidaki gibi olduguna dikkat edilmelidir.
i 2 0iginxg = x,X%; = ¥, X142 = () (Xi41)°
ve

i20iginxg =x,%, =Y, X = Z,X3 = () (Xi41) (X142)%

Teorem 3.5.1: (2,2,2) polyhedral grubun Pell uzunluklari;
i. LENg,.,,P(2,2,2)) = 2
ii. LEN;, 1 P((2,2,2)) = 7

seklindedir (Deveci and Karaduman 2011).

Ispat: i. Bu kismin ispat1 [10] daki ispat ile benzerdir.

2 2

ii. (2,2,2) polyhedral grubu ii¢ gerenli durumda (x,y,z:x? = y? = z% = xyz = e)
seklinde gosterilir. Burada |x| =2, |y| =2, |z| =2 x =yz, y = xz ve z = xy dir.

Buradan asagidaki dizi elde edilir.
X,V 2,2,%,6,V,X, Y, Z, ...

Béylece LE Ny, 1P ({2,2,2)) = 7 yazilabilir.
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Teorem 3.5.2: (n, 2,2) polyhedral grubun Pell uzunluklart;

n nifttise

i. LEN P 2,2)) =
I P Un, 2,2)) {Zn n tek ise

%n n = 0 (mod 4)
il. LEN{x’y’Z}P((n, 2,2) = n n = 2 (mod 4)
14n diger durumlarda

seklindedir (Deveci and Karaduman 2011).

Ispat: i. (n,2,2) polyhedral grubu iki gerenli durumda (x,y:x™ = y? = (xy)? = e)
seklinde gosterilir. Burada |x| = n, |y| =2, xy = yx~! ve yx = x~1y dir. Buradan

asagidaki dizi elde edilir:
x,y,xy%,yx%,x,yx4, ...,
O halde Py, ,3({n, 2,2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

Xg =X, X1 =Y, ..,
— — 2
Xg4 =X, X5 =YX7, ...,
— — 4
Xg =X, X9 =YX, ...,

— — 2i
Xoi = X, Xpi41 = YX™7, .t

Burada k € N igin 2i = kn olacak sekilde bir i dogal sayisina ihtiyag vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift ise bu durumda i =% olur. Béylece 2i =n ve LEN,,P((n,2,2)) =n

yazilabilir.

Eger n tek ise bu durumda i = n olur. Béylece 2i = 2n ve LEN,,,P({(n,2,2)) = 2n

yazilabilir.
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ii. (n,2,2) polyhedral grubu ii¢ gerenli durumda (x,y,z:x"™ = y? = z%2 = xyz = e)
seklinde gosterilir. Burada |x| =n, |y| =2, |z| =2, x = zy, y = x" 1z ve z = xy dir.

Buradan asagidaki dizi elde edilir:

1 ,-2

- -8
X,V,2,Z,X" ", X

,ZX ,zx 7% x, x* zx3, x°, zx°, zx8,

-10 8 7 9 17 16
yzx "0 x, x8z,zx”, x°, zx Y, zx 1o, ...

O halde Py, ,,({n, 2,2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

Xg =X, X1 =Y, X2 =2 ...,
— 5 — 9 — 8
X14 = X7, X945 = ZX", X1 = ZX ", ...,
— 9 — 17 — 16
Xog = X7, Xp9 = ZX"7',X309 = ZX ey

— L Ait1 — ,.8i+1 — 8l
X14i = X yX14i+1 = ZX y X14i42 = ZX77, e

Burada k € N igin 4i = kn olacak sekilde bir i dogal sayisina ihtiyag vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n=0(mod4) ise bu durumda i=% olur. Boylece 14i=§n ve

LENg,, #P({n,2,2)) = %n yazilabilir.

Eger n=2(mod4) ise bu durumda izg olur. Boylece 14i=7n ve

LENg,, »P({n,2,2)) = 7n yazlabilir.
Eger n = 1 (mod 4) yada n = 3 (mod 4) ise bu durumda i = n olur. Boylece 14i =

14n ve LENg,, 1P((n, 2,2)) = 14n yazilabilir.

Teorem 3.5.3: (2,n,2) polyhedral grubun Pell uzunluklari;

n ngifttise

i. LEN, P((2,n,2)) =
wnPU2n,2)) {Zn n tek ise

iil. LEN(yy, 1 P((n,2,2)) = 14
seklindedir (Deveci and Karaduman 2011).
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Ispat: i. Bu kismm ispat1 Teorem 3.4.2 ile benzerdir.

ii. Bu kismin ispat1 Teorem 3.4.1.ii ile benzerdir.

Teorem 3.5.4: (2,2,n) polyhedral grubun Pell uzunluklari;
i. LENg,,,P((2,2,n)) = 2
%n n = 0 (mod 4)

ii. LENGyAP((22,0) =1 7n n =2 (mod 4)
14n diger durumlarda

seklindedir (Deveci and Karaduman 2011).

Ispat: i. Bu kismin ispat1 [10] daki ispat ile benzerdir.

ii. Bu kismin ispat1 Teorem 3.4.2.ii ile benzerdir.

36. n>2 ve a=2 i¢in (2,2,2), (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) Polyhedral

Gruplarin Genellestirilmis Pell Uzunluklan

Bu boéliimde her hangi bir n > 2 ve a = 2 i¢in (2,2,2), (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n)

polyhedral gruplarin genellestirilmis Pell uzunluklar1 aragtirilmistir. Burada polyhedral

gruplar hem iki gerenli hemde ti¢ gerenli olarak ele alinmustir.

Ik olarak {x,y} geren ikilisi ve {x,y,z} geren iicliisiiniin @ = 2 igin genellestirilmis

Pell orbitlerinin sirasiyla agsagidaki gibi olduguna dikkat edilmelidir.

i =>0icinxg =x,x =¥, x4 = (0)3(x;41)3

ve
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[=20i¢inxg =X,X; =Y, X2 =Z,Xj43 = (xi)4(xi+1)3(xi+2)3-

Teorem 3.6.1: a = 2 i¢in (2,2,2) polyhedral grubun genellestirilmis Pell uzunlugu 3 tiir
(Deveci and Karaduman 2011).

Ispat: ki gerenli ve ii¢ gerenli olan genellestirilmis Pell orbitleri asagidaki gibidir:
P, ((2,2,2)) igin

Xog=X,X1 =Y, Xo =XY, X3 =X, X3 =Y, ey
(2) .
ve P{x’ylz}((Z,Z,Z)) icin
Xg=X,X1 =Y,Xp =2Z2,X3=X,X4 =Y,X5 =2, ...,
seklinde olup periyotlar1 3 tiir.
Teorem 3.6.2: G,, her hangi bir n > 2 i¢in (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) polyhedral
gruplardan herhangi birisi olsun (Deveci and Karaduman 2011). Bu durumda,
i. iki gerenli durumda @ = 2 i¢in genellestirilmis Pell uzunlugu asagidaki gibidir;
a) Eger u € N igin n = 3% ise bu durumda LE N, ,,P® (G,) = 3
b) 1. LEN;,,, PP (G,) = 3

2. = 2 igin LEN ) P®(G,p) = 2672.3

¢) Eger n > 3 olacak sekilde bir n asal sayis1 varsa bu durumda i, n|3* + 1 olacak
sekilde en kiigiik tek dogal say1 ya da n|3' — 1 olacak sekilde en kiigiik ¢ift dogal say1
olmak iizere LENy, ,,,P®(G,) = 3i olur.

d) p, p > 3 olacak sekilde bir asal say1 ve t, LEN{x'y}P(Z)(Gp) = LEN{x,y}P(Z)(Gpt)

olacak sekilde en biiyiik dogal say1 olsun. Bu durumda her a > ¢ i¢in
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LEN{y1 PP (Gpa) = p~ LENG 1, PP (Gp)
yazilir.

e) p; ler ayrik asallar olmak lizere a = 1 i¢in eger n =[]}, pfj oluyorsa bu durumda
LENg ;3PP (G,) = Iem [LEN{XJ,}P(Z) (Gpe,-)]
j

olur.

ii. LEN{y, /P (G,) =3

Ispat: Grup (2,n, 2) gosterimi ile verilsin. Bu durumda p&

(x, y}((Z, n,2)) genellestirilmis

Pell orbiti agsagidaki gibi olur.

-3 — -9 — — 9
Xg =X, X1 = y,xz—xy )y X3 =X, X4 =Y T, X5 =XY T, X=X, X7=Y7,

— — — A — -81 — — 4,81
xg—xy ,xg—x,xlo—y ,xll—xy yX12 =X, X133 =Y 7, s

Boylece i pozitif tek tamsayisi i¢in x3; = X, X3;41 = y‘3i ve i pozitif ¢ift tamsayisi i¢in

i. . s
X3; = X,X3;41 = y° ifadeleri yazilabilir. Buradan,

i. @) &i€N icin eger 3%|3! oluyorsa bu durumda 3¢|3"*! yazilabilir. Boylece

LENg,7P@((2,n,2)) = 3 esitligi dizinin genel formundan kolayca elde edilebilir.

b) 1. P®

. y}((2,4,2)) ifadesi x, = x,x; = y,x, = xy3,x3 = x,x4 = ¥, ... seklinde olup

periyodu 3 tiir.

2. P(Zy}((Z n, 2)) genellestirilmis Pell orbitinin genel formu, w tek dogal say1 olmak

uzere

_ — 9 23+1
X =X, X7 =Y =Yy
_ _ 24, 5+1
X1 =%,x3 =y =y e
243,
_ 2443 w41
Xegod = X, Xgoaq =Y ) een)
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seklindedir. Boylece k € N i¢in 243 = k2P olmak iizere en kiigiik A dogal sayis1 § — 3
e esit oldugundan B > 2 icin LEN, ,, PP ((2,2#,2)) = 2F~2.3 yazilabilir.

C) i pozitif tek tamsayisi i¢in x5; = X, X3;41 = y‘3i ve i pozitif ¢ift tamsayisi i¢in
X3; = X, X314, = % oldugundan —3i=1 (modn) ya da 3‘=1(modn) olacak

sekilde en kiigiik i dogal sayisina ihtiyag¢ vardir ve asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger p, p > 3 olacak sekilde bir asal say1 ise ve i, n|3' + 1 olacak sekilde en kiiciik tek
dogal say1 ise bu durumda —3* = 1 (mod n) olur ve x3; = x, X3;41 = y‘3i yazilabilir.

Yani LEN, ,,P®(G,,) = 3i olur.

Eger p, p > 3 olacak sekilde bir asal say1 ise ve i, n|3! — 1 olacak sekilde en kiiciik
¢ift dogal say1 ise bu durumda 3! = 1 (mod n) olur ve x3; = x, X3;41 = y3i yazilabilir.

Yani LEN, ,,,P®(G,) = 3i olur.

d) p, p > 3 olacak sekilde bir asal say1 ve t, u € N olmak {izere LEN{x,y}P(Z) (Gp) =
LE N{x’y}P(Z)(Gpt) olacak sekilde en biiyiik dogal say1 olsun. Bu durumda u, pt|3% + 1

olacak sekilde en kiiciik tek dogal say1 ya da pt|3% — 1 olacak sekilde en kiigiik ¢ift
dogal sayidir.

Eger p'|3*+1 ise bu durumda her a >t igin p®|p®t(3*+ 1) olur. Burada
p® (3% + 1)|3™ + 1 olacak sekilde en kiigiik m dogal sayismna ihtiyag vardir. Bu en
kiigiik m dogal sayismm, p®~t(3% 4+ 1)|3™ + 1 olmak iizere p® ‘. u ya esit oldugu

matematiksel tiimevarimla gosterilebilir.

Eger p*3%¥—1 ise bu durumda her a >t i¢in p*|p®*(3*—1) olur. Burada
p? (3% — 1)|3™ — 1 olacak sekilde en kiigiik m dogal sayisma ihtiyag vardir. Bu en
kiigiik m dogal sayismm, p®~t(3% — 1)|3™ — 1 olmak iizere p® ‘. u ya esit oldugu

matematiksel tlimevarimla gosterilebilir.

e) p; ler ayrik asallar olmak iizere a = 1 igin n = j-’zlpf] ve 7; € N olmak {izere

LEN, ,,P® ((Z,pfj,Z)) = 37; olsun. Bu durumda t;, p]‘?j 3% + 1 olacak sekilde en
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kiigiik tek dogal say1 ya da pfj 3% — 1 olacak sekilde en kiigiik ¢ift dogal sayidir.

Boylece n|3" + 1 ya da n|3"7 — 1 olacak sekilde en kiigiik n dogal sayisina ihtiyag
vardir. . Bu en kiiglik n dogal sayisinin, n|3" + 1 yadan|37 — 1 olmak iizere Icm[3%/]

ya esit gosterilebilir. Boylece
LEN(,)P@((2,1,2)) = lem [LEN(, PP (2,95, 2))]
yazilir.

i, P{%}((Z,n, 2)) ifadesi

— — — — 43 — — — 43
Xg=X,X1 =V,Xp =2,X3 =Y Z, X4 =Y, X =2Z2,X =Y Z..,
seklindedir ve periyodu 3 tiir.

(n, 2,2) ve (2,2,n) gruplar1 i¢in ispat yukaridaki ispatla benzerdir.
3.7. Gruplarin Pell-Padovan ve Co-Pell-Padovan Orbiti

Bu boliimde (x, y) € G geren gifti i¢in iki gerenli bir G grubunun Pell-Padovan orbiti ve
co-Pell-Padovan orbiti arastirilmis ve daha sonra bu orbitlerin periyot uzunluklari
incelenmistir. Ayrica (x,y) € G geren ¢ifti i¢in F(r,2) Fibonacci gruplarinin Pell-

Padovan uzunluklar1 ve Co-Pell-Padovan uzunluklar arastirilmistir.
G bir grup ve x, y € G olsun. Eger G nin her elemani u; € Z, 1 < i < m olmak tizere

xulyuqu3yu4 xum—lyum

seklinde bir kelime olarak yazilirsa bu durumda x ve y nin G yi gerdigi ve G nin iKi
gerenli bir grup oldugu séylenebilir. G iki gerenli bir grup olmak {tizere, (x,y) € X
olacak sekilde X in G X G nin bir alt kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin x ve y

tarafindan gerilmesidir.
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Tamm 3.7.1: (x,y) € G geren ifti igin P, ,(G) = {x;} Pell-Padovan orbiti ve
¢ —P,,,(G) = {x;} co-Pell-Padovan orbiti i >1 icin swrasiyla asagidaki gibidir

(Deveci, Baskida).

Xo = XY, X1 =Y, X2 = ¥, Xy = (x21) * (x;)?
ve

Xo =YX, X1 =Y, % = Y, Xip2 = (x21) - (x)?

Teorem 3.7.1: Sonlu bir gruptaki bir Pell-Padovan orbiti ve co-Pell-Padovan orbiti basit
periyodiktir (Deveci, Baskida).

Ispat: G sonlu bir grup olsun ve n, G grubunun mertebesini gdstersin. G grubunun n3
seklinde ayrik bir ii¢liisii var oldugundan bu {g¢liilerin en az bir tanesinin grubun Pell-
Padovan orbitinde benzeri goriiliir. Boylece bu iiclii tekrar eder ve tekrar ettiginden

dolay1 Pell-Padovan orbiti periyodiktir denir.

Pell-Padovan orbiti periyodik oldugundan

Xu+1 = Xp+10 Xy+2 = Xp42, Xy43 = Xpy3

olacak sekilde u ve v dogal sayilar1 vardir. Burada u > v dir. Burada Pell-Padovan

orbitinin tanimmdaki bagintidan
Xz = () - (eugr)? Ve X3 = () - (xp41)?

esitlikler yazilabilir. Boylece x,, = x,, ve buradan

Xyu—v = Xp—p = X0, Xy—p+1 = Xp—p+1 = X1, Xy—p+2 = Xp—p+2 = X2

yazilir. O halde Pell-Padovan orbiti basit periyodiktir.
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Sonlu bir gruptaki bir co-Pell-Padovan orbitinin basit periyodikliginin ispat1 Pell-

Padovan orbitinin basit periyodikligi ile benzerdir.

LP,, ,(G), P, ,(G) Pell-Padovan orbitinin periyot uzunlugunu ve Lc — P,,,,,(G) de
¢ —P,,,(G) co-Pell-Padovan orbitinin periyot uzunlugunu gostersin. Bu durumda
LP,, ,(G) ve Lc—P,,,(G) ye (x,y) geren ciftlerine gore swrasiyla Pell-Padovan

uzunlugu ve co-Pell-Padovan uzunlugu denir (Deveci, Baskida).

Tanimdan bir grupun Pell-Padovan uzunlugunun ve co-Pell-Padovan uzunlugunun

secilen tireteg kiimesine ve lirete¢ elemanlarinin siralamasina bagh oldugu aciktir.

Tammm 3.7.2: G sonlu bir grup olsun. Eger G grubunun her bir elemaninin dizide
goriinecek sekilde bir co-Pell-Padovan orbiti varsa bu durumda G grubuna co-Pell-

Padovan dizilenebilirdir denir (Deveci and Karaduman, Baskida).

Pell-Padovan dizilenebilir gruplarin direkt ¢arpiminin ve co-Pell-Padovan dizilenebilir
gruplarin direkt ¢arpiminin sirasiyla Pell-Padovan dizilenebilirlik ve co-Pell-Padovan
dizilenebilirlik i¢in gerekli olmadigma dikkat edilmelidir. Ornegin; e birim olmak iizere
G =(x,y|x®=y3=e,xy=1vyx) seklinde verilen degismeli grubu ele alinsin. Bu

grubunun Pell-Padovan orbiti
Poyy(G) = xy,5, 9, %,€, X%y, %, Xy, XY, ¥, Y, s
Py x(G) = yx,x,x,y,€,yx%,y,yX%, YX, X, X, ...,

seklinde olacaktir. Burada x? elemani iki dizide de olmadig1 i¢in G grubu Pell-Padovan
dizilenebilir degildir. Ancak P, , ,({x)) orbiti

2
X, X, X, €,€,X,€ X% X, %, X, wu,

seklindedir Pell-Padovan dizilenebilirdir. Benzer sekilde P, ,,,, ({y)) orbiti
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)7;)7;)7; e;e;% e;yz;)’;)’;)’; weey

seklindedir ve Pell-Padovan dizilenebilirdir. O halde G grubunun (x) ve (y) nin direkt
carpimi olmadigi agiktir (Deveci, Baskida).Co-Pell-Padovan orbiti i¢in de benzer bir

Ornek verilebilir.

r tek olmak iizere r2 — 1 mertebeye sahip F(r,2) Fibonacci grubunun her bir geren
eleman1 2(r — 1) mertebeden olup, bu grup sonlu metacyclic bir gruptur. Fibonacci

gruplar1
(a,b: (ab)V/2 = pg=1 (ba)"~V/2 = gp~1)

seklinde taktim edilir. Burada F(r,2) deki bagmtilar a? = (ab)"+V/2 = p2 ve

a?(=D = p2r=1 = ¢ esitliklerini gerektirir.

Teorem 3.7.2:i. LP,,,,(F(3,2)) = Lc — LP,,, ,(F(3,2)) = 6

ii. r = 5 olsun. Bu durumda a = 0 i¢in

If(3 + 4a) - hP(4-D) =54 8qise

hp(4(r-D) r =7+ 8aise
LP, F(r,2))=Lc—LP F(r,2)) =
o ) s ) 4| (5 + 4a) - hPUC-D) =9 4 8q ise

k(6 + 4q) - hPUC-D) 1 =11+ 8aise
olur.
Ispat: i. F(3,2) = Qg in 8 mertebeli kuaternion grup oldugu aciktrr. Buradan
Pup»(F(3,2)) ve c — P,y (F(3,2)) orbitleri sirastyla asagidaki gibidir.

ab,b,b,ab3?, b3 b3,ab,b,b, ...,
ba,b,b,b3a, b3 b3, ba,q,aq, ...,

Béylece LP,;,,(F(3,2)) = Lc — LP,,, ,(F(3,2)) = 6 yazilur.
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ii. Pypyp(F(r,2)) Pell-Padovan orbiti ele alinsm. O halde bu orbit asagidaki gibi

olacaktir.

ab, b, b,ab3?,b3,b>, (ab)?, ab®, b**,b?*' (ab)*,

ab51 b79 b121(ab)6 ab209 b345 b537(ab)8
a > 0icin r = 5 + 8a olsun. Buradan P, ,(F(r, 2)) orbiti asagidaki gibi olur.

Xo = ab"xl = b' Xy = b) "';th(4(r—1))_2 = b7, xhp(4(r_1))_1 = br(ab)(r—l/Z)—Z’
Xppar-0) = ab, Xpplar-1)yq = b, Xppar-1) 1, = bz(r_l)_3(ab)2, vy

— — — Ka2(r-1)-7 4
xz,hp(4(r—1)) - a‘bl xz.hp(4(r—1))+1 - b, xz.hp(4(r—1))+2 =b r=1) (ab) L)

Xippla-1) = ab, Xipplar-1)4 = b, Xipplaa-1)1y = bz(r_l)_3_4(i_1)(ab)2i,

Boylece 2i =r+1ve 2(r — 1) — 3 —4(i — 1) = —3 olacak sekilde en kiigiik i dogal

sayisina ihtiya¢ vardir. Buradan

i = (3+4a)velP,,,(F(r,2)) = 3+ 4a) - hP4C-D)
yazilir.
a > 0 i¢in r = 9 + 8a olsun. Buradan P, ,(F(r, 2)) orbiti asagidaki gibi olur.

Xo=ab,x; =b,x; = b, ...X, p(ac-v)_, = b7,th(4(r_1))_1 = a"t1(ba)r-1/2)-3

— — — -2
Xppla-1) = ab, Xpplar-0)yq = b, Xppar-0) 5 = b"~*(ab), ...,

Boylece 1+ 2(i —1) =r ve r — 2i = —1 olacak sekilde en kiiglik i dogal sayisina

ihtiyag¢ vardir. Buradan
i =(5+4a)velLP,,,(F(r,2) = (5+4a)  hPC-D)
yazilir.
a = 0igin r = 11 + 8« olsun. Buradan P, , (F(r,2)) orbiti asagidaki gibi olur.

Xy = ab, X, = b, X, = b, ""xhp(‘*(’”—l))_z = b7thp(4(r—1>)_1 = br+1(ab)(r—1/2)—3’
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— — r—2
xhp(4(r—1)) = ab, th(4(r—1))+1 = b, xhp(4(r—1))+2 =a (ba); Ty
— — — T4 3
xz,hp(4(r—1)) = ab, xz_hp(4(r—1))+1 =b, xz_hp(4(r—1))+2 =a (ba) LY

— — — T2 1+2(i-1
xi,hp(4(r—1)) = ab, xi_hp(4(r—1))+1 =b, xl-_hp(4(r—1))+2 =a (ba) ( ):

Boylece 1+ 2(i —1) =r ve r — 2i = —1 olacak sekilde en kiiclik i dogal sayismna

ithtiya¢ vardir. Buradan
i = (6+4a) veLP,,,(F(r,2)) = (6 + 4a) - hP(4C-D)

yazilir. Co-Pell-Padovan orbiti i¢in de benzer ispat yapilabilir.
3.8. Gruplarin Jacobsthal-Padovan Orbiti

Tamm 3.8.1: (x,y) € G geren cifti i¢in J,,,(G) = {x;} Jacobsthal-Padovan orbiti

i = 1 olmak tizere

Xo =XX1 =Y, X2 =Y, Xj42 = (xi—1)2 - (x;)

seklinde ifade edilir (Deveci, Baskida).

Teorem 3.8.1: Sonlu bir gruptaki Jacobsthal-Padovan orbiti periyodiktir (Deveci(25)).

Ispat: Jacobsthal-Padovan orbitinin periyodikliginin ispat1 Teorem 3.6.1 teoremin ispat1

ile benzerdir.

L]y yy(G), Jyy,(G) Jacobsthal-Padovan orbitinin periyot uzunlugunu gostersin. Bu

durumda L/, (G) ye (x,y) geren giftlerine gore Jacobsthal-Padovan uzunlugu denir.

Tanimdan bir grupun Jacobsthal-Padovan uzunlugunun ve segilen iireteg kiimesine bagl

oldugu ve mertebesinin x,, x4, x, nin diizenlemesi ile olustugu agiktir.
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Tammm 3.8.2: G sonlu bir grup olsun. Eger G grubunun her bir elemanmnin dizide
goriinecek sekilde bir Jacobsthal-Padovan orbiti varsa bu durumda G grubuna
Jacobsthal-Padovan dizilenebilirdir denir (Deveci, Baskida).

Jacobsthal-Padovan dizilenebilir gruplarmm direkt ¢arpimmin Jacobsthal-Padovan
dizilenebilirlik i¢in gerekli olmadigma dikkat edilmelidir. Bunun igin Pell-Padovan

dizilenebilirlikteki benzer 6rnek verilebilir.

Teorem 3.8.2: F(r, 2) Jacobsthal-Padovan uzunlugu hJ(2=D) dir (Deveci, Baskida).

Tapat: ], , (F(r, 2)) orbiti
a,b,b,b3 b3, b°, ...
seklindedir. Buaradan J, 5, , (F (7, 2)) orbiti asagidaki gibi yazilabilir.
xo=a,%, =b/©,x, =W, x; =bp/P x, =/ x, = /P,

Béylece periyot hJ(2=1) olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Deveci [7] de Pell-Padovan dizisi ve Jacobsthal-Padovan dizisi teorilerini genigletmistir.
Bu boliimde iki gerenli polyhedral gruplar ve binary polyhedral gruplar incelenmis ve
(x,y) geren ¢ifti i¢cin (n,2,2), (2,n,2), (2,2,n) polyhedral gruplarm ve (n,2,2),
(2,n,2), (2,2,n) binary polyhedral gruplarin Pell-Padovan uzunluklari, co- Pell-

Padovan uzunluklar1 ve Jacobsthal-Padovan uzunluklar1 arastirilmastir.

4.1. Polyhedral ve Binary Polyhedral Gruplarin Pell-Padovan ve co-Pell-Padovan

Uzunlhklan

Teorem4.1.1: LP,, ,((n, 2,2)) = Lc — P, ,,((n, 2,2)) = 3 olur.

Iapat: Direkt hesaplama ile ispat yapilabilir. Burada

(x,y:x" =y? = (xy)? =e)ve xy = yx~1

olup P, ((n,2,2)) ve ¢ — P, ,((n, 2,2)) orbitleri sirastyla asagidaki gibidir.

xy, v, y,xyy? = xy,y(xy)? = y,yy* =y, ...,

VoY, v, yxy? = yx,y(yx)* =y, yy* =y, ..,

Burada periyot 3 tiir. Yani LP, ,,,((n,2,2)) = Lc — P,,,,,((n,2,2)) = 3 olur.

3n rr s
Teorem 4.1.2: L, ,((2,n,2)) = Lc — ey, (2,1, 2)) = {7 n cift ise

3n ntekise
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Ispat: ¢ — P, ,,((2,n,2)) co-Pell-Padovan orbiti ele almsin. Burada (x,y:x? = y" =

(xy)? = e) ve xy = yx~! olup ¢ — Py, ,,((2,n, 2)) orbiti

VX,

v,

v,

yxy® =y 'x,
yy: =y
yiyx)? =y,

(v )y =y’x,
y3y2 = 35

yy 7x): =y,

(v 7x)y® =y~ 1y,
y5y2 = y7
yyVx) =y, ..,

seklinde olur. Buradan dizinin her {i¢ terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan

ibaret oldugunu goriiliir. Boylece asagidaki dizi elde edebilir:

Xo =YX, X1 =Y, X2 =Y,
— 1 — ;3 —

X3 =Y "X,X4 =Y, X5 =Y,
— =7 — A5 —

Xeg =Y "X, X7 =Y, Xg =Y, ...,

— Ay —200%41 — 2041 _
X3.i =Y X, X3.i41 =Y y X342 = V) -

Burada u € Z igin 2 i = n - u olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisina ihtiya¢ vardir
ve asagidaki durumlar s6z konusudur;

- o . n N . 3n 3n
Eger n ¢ift ise bu durumda i = ~ olur. Boylece 3-i = —-ve Lc - Px,y,y((Z, n, 2)) ==
olur.

80



Eger n tek ise bu durumda n =i olur. Boylece 3-i =3nve Lc—Py,,((2,n,2)) =

3n olur.

Px,y,y((Z,n, 2)) orbiti igin ispat ¢ — Px,y,y((Z,n, 2)) orbitinin ispatina benzer olarak

yapilabilir.

3n ngiftise

Teorem 4.1.3: LP,,,,({2,2,n)) = Lc — Py, ,({2,1,2)) = {6n S

ispat: P, ,({2,2,n)) Pell-Padovan orbiti ele alinsin. Burada (x,y:x* = y™ = (xy)?),
lx| = 4, |yl = 2n ve xy = yx~! olup P, ,({2,2,n)) orbiti

Xy, ¥, ¥, xyy* = xy3,

yy?=y?3

y(xy3)? =y,
(xy®)y® = xy°,
y3(ymH)2 = 55
y i xy®)? =y,

(xy)y™ = (xy*?),

y(xy19)2 — yn+1’
(xy19)ylt = xy3B
y (y™h? =y’

yn+1(xy33)2 — y'
(xy33)y18 — xy51'
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11

= y )

y(xy51)2 — yn+1
(xy51)y22 — xy73’
y11(yn+1)2 — y13’

yn+1(xy73)2 =9, ..

seklinde olur. Buradan dizinin her alti1 terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan

ibaret oldugunu goriiliir. Boylece asagidaki dizi elde edebilir:

Xo = XY, X1 =Y, X2 =Y,

— 9 — ;5 —
X3 = XY, X4 =Y, X5 =Y,

— 33 — 9 —
X =XY°°, X7 =Y, Xg =7, ...,

_ 8-i%+1 — A4+l _
X3.; = XY X, X3.i41 =Y 1 X342 = Y5 -

Burada u € Z igin 4 - i = 2n - u olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisina ihtiya¢ vardir

ve asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift ise bu durumda i =% olur. Boylece 6-i=3n ve LP.,,((2,2,n))=3n

olur.

Eger n tek ise bu durumda n =i olur. Boylece 6-i = 6n ve LP,,,((2,2,n)) = 3n

olur.

P.,,((2,2,n)) = 3n orbitinin ispat1 ¢ — Py, ,,((2,2,n)) orbitinin ispatma benzer olarak

yapilabilir.

3n o
Teorem 4.1.4: LP,,,((2,2,n)) = Lc — Py, ((2,2,n)) = {7 nciftise

3n ntekise
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Ispat: Bu kismun ispat1 Teorem 4.1.2 nin ispatma benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.1.5: LP,,,((2,n,2)) =Lc— P, ,((2,n,2)) =6

Ispat: Bu kismun ispat1 Teorem 4.1.2 nin ispatma benzer sekilde yapilabilir.

4.2. Polyhedral ve Binary Polyhedral Gruplarin Jacobsthal-Padovan Uzunhklan

Tamm 4.2.1: h]((z?az, ay)’ Un+3 = Uniq1 + 2U, tamsayl degerli rekiirans bagintisinin en
kiiciik periyodunu gostersin. Bu durumda her bir girdi m modiliine gore

indirgendiginde u, = a,,u, = a, ve u; = a, olur.

Teorem 4.2.1: a;,a,, X1, X5, m € Z- igin m # 2,gcd(ay, a,,m) = 1 ve ged(xq, x5, m)

olmak tuzere

h](m) — h](m)

(ay,az,az) — (x1,%2,x2)

olur.

Ispat: [10] da G Jacobsthal-Padovan matrisini

0 1 0
o-lwhals ¢

seklinde tanimlamis ve

J(n) Jn—1)
Jn+Df=6| J)
J(n+2) Jn+1)

oldugunu gosterilmistir.

83



Uq
uz] olsun. Bu durumda U,,; = G™ - U; yazilabilir. m modiiliine gére bu tam
Uz

U, =

sayilar sonlu bir denklik sinifi kiimesi formunda oldugu i¢in G™** in m modiiliine gore
G e denk oldugunu gosteren n ve r tam sayilar1 mevcuttur. Yani G™*t nin her bir
elemani G* nin her bir elemanma m modiiliine gore denktir. Boylece U,,,; = U; mod m

yazilabilir.

Teorem 4.2.2: L], ,,,((n,2,2)) = 2 dir.

ispat: J,,,,((n,2,2)) orbiti

x,y,y,x%y = x%y,y%y = y,y*x%y = x%y, *y)’y =y, ..,

seklindedir. Boylece periyot 2 olur.

Teorem 4.2.3:
i Ly, ((2,m,2)) = ™

ii. L]y, ((2,2,n)) = hj™

ispat: i. ], ((2,n,2)) orbiti
x,y = y](o)‘y frd y](l)'x_zz frd y](z),& — y3 — y](3)’& — y3 — y](‘l-)’ .y

seklindedir. Boylece bu dizinin periyodu hJ™ olur.

ii. Jx.y,((2,2,1)) orbiti

X, Y, y'x_ZX — yn+1'y2y — y3'y2yn+1 — yn+3’

seny
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seklindedir. Boylece bu dizinin periyodunun hJ®™ oldugu Teorem 4.2.1 den

goriilebilir.

Teorem 4.2.3:
i. L]y, ((2,2,m) =2

ii. Ly, ((2,m,2)) = 4

Ispat: Teoremin ispat1 Teorem 4.2.2 nin ispat1 ile benzerdir.
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5. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda; lineer indirgemeli dizilerden Pell-Padovan ve Jocabsthal-Padovan
dizilerinin, modern cebirde en ¢ok kullanilan cebirsel yapilardan gruplardaki

uygulamalar1 iizerinde duruldu.

n > 3 i¢in (n,2,2), (2,n,2), (2,2,n) polyhedral ve (n,2,2), (2,n,2), (2,2,n) binary
polyhedral gruplarimin Pell-Padovan, co-Pell-Padovan ve Jacobsthal-Padovan orbitleri
incelendi ve bu orbitlerin periyotlari, Pell-Padovan ve Jacobsthal-Padovan dizilerinin
m-modiiliine gore indirgenmeleri sonucu elde edilen AP ve hJ (™ periyot uzunluklar:

yardimiyla belirlendi.
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