T.C.
KAFKAS UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

SCHRODINGER DENKLEMI iCIN
BASLANGIC SINIR DEGER PROBLEMININ

NUMERIK COZUMU

Murat VARGUN

YUKSEK LiSANS TEZi

DANISMAN

Prof. Dr. Gabil YAGUB

EYLUL-2013

KARS



Prof. Dr. Gabil YAGUB’un danismanliginda Murat VARGUN"iin Yiiksek Lisans
Tezi olarak hazirladigi “Schrédinger Denklemi igin Baslangic Sinir Deger
Probleminin Niimerik Coziimii’” adli bu ¢alisma, yapilan tez savunmasi sonunda
juri tarafindan  Lisanstisti  Egitim  ve Ogretim Yonetmeligi uyarinca
degerlendirilerek Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik

Anabilim Dalinda oy...... Yinlggi.......... ile kabul edilmistir.

A 28./2013

Ad Soyadi imza

Baskan : Prof. Dr. Emine MISIRLI

Uye : Prof. Dr. Gabil YAGUB

ye :  Yrd. Dog. Dr. Nigar YILDIRIM AKSOY g/\f %

Bu tezin kabulii, Fen Bilimleri Enstitiisti Yénetim Kurulu’ nun - ....../...../20....

glinve ...... L sayili karartyla onaylanmustir.

Dog.Dr. Muzaffer ALKAN

Enstitii Miidiirii



ONSOZ

Bu calisma Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim

Dalinda yiiksek lisans tezi olarak hazirlanmistir.

Calismada Schrodinger denklemi ig¢in 1. ve II. ¢esit baslangic sinir deger
problemleri ve onlarin niimerik ¢dziimii ele alinmustir. ilk 6nce ele alman sinir
deger problemleri i¢in fark semalar1 olusturulmus ve bu fark semalarinin
kararlilig1 icin kestirimler elde edilmistir. Bu kestirimlerden yararlanilarak fark
semasinin hatasi degerlendirilmis, sonlu farklar yonteminin yakinsakliginin hizini
gosteren kestirimler elde edilmistir. Ele alinan sinir deger problemlerinin niimerik

¢Ozlim algoritmasi olusturulmustur.

Tez calismam sirasinda yardim ve desteklerini  esirgemeyen, yogun
calismalarindan bana zaman ayirarak derin bilgilerinden faydalanma firsati veren,
ogrencisi olmaktan her zaman gurur duydugum degerli bilim adami Matematik
Anabilim Dali Bagkani Saymn Prof. Dr. Gabil YAGUB hocama en derin
saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunarmm. Calismalarim esnasinda yine katkilarmi
esirgemeyen Matematik Anabilim Dali 6gretim iiyesi Saym Yrd. Dog¢. Dr. Nigar
YILDIRIM AKSOY hocama ve ayrica tezin hazirlanmasi siirecinde manevi

destegini her zaman hissettigim aileme tesekkiirlerimi sunarim.

Kars - 2013 Murat VARGUN
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OZET

Bu tezde Schrodinger denklemi igin baslangi¢ sinir deger problemleri ele alindu.
Bu ¢alismanin 3.1. bdliimiinde 1. cesit baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanip
bu probleme ait fark semas: olusturuldu, Cauchy-Bunyakovskii esitsizligi ve
Gronwall lemmasi1 uygulanarak kararlilik kestirimi elde edildi ve kararlilik

kestirimi kullanilarak fark semasinin hatasi i¢in kestirim ispatlandi.

Caligmanin 3.2. boliimiinde ise 2. gesit baslangic siir deger problemi tanimlanip
bu probleme ait fark semasinin ¢éziimii i¢in kararlilik kestirimi elde edildi ve bu
kestirim kullanilarak fark semasinin hatasi degerlendirildi. Ayrica son olarak 1.
ve 2. ¢esit baglangi¢ sinir deger problemlerinin niimerik ¢éziimleri i¢in algoritma

verildi.

2013-40 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrodinger denklemi, Sinir Deger Problemi, Sonlu Farklar

Yontemi, Fark Semasi, Kararlilik, Yakinsama



ABSTRACT

In this thesis, the initial- boundary value problems are studied for equation of
Schrodinger. In the 3.1., section, describing first-type initial-boundary value
problem, a difference scheme belong to this problem is constituted. Applying
Cauchy-Bunyakovskii inequality and Gronwall lemma for the solution of
difference scheme, a stability estimation is obtained. Using the stability estimation

an estimation for the error of difference scheme is obtained.

In the 3.2. section, describing the second-type initial-boundary value problem, a
stability estimation for the solution of difference scheme belong to this problem is
obtained. Using obtained estimation, the error of difference scheme is evaluated.
Finally, in the 3.2. section, an algorithm is given for the numerical solutions of

first and second-type initial- boundary value problem.

2013 - 40 Pages

Keywords: Schrodinger equation, Boundary value problem, Finite difference
method, Difference Scheme, Stability, Convergence.



SIMGELER DiZINi
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1. GIRIS

Schrédinger denklemi i¢in baslangic sinir deger problemleri lineer olmayan
optikte, cagdas teknigin ve fizigin ¢esitli alanlarinda ortaya ¢ikar. Bu nedenle
Schrodinger denklemi i¢in smir deger problemlerinin niimerik ¢oziimii gerek

pratik agidan gerekse teorik agidan biiylik 6nem tasir [4, 5, 7, 8, 13 ].

Soylemek gerekir ki Schrodinger denklemi i¢in sinir deger problemleri baska bir
deyisle durgun olmayan Schrédinger denklemi i¢in sinir deger problemlerinin
niimerik ¢oziimi ilk 6nce [ 1-4, 6-8, 11 ,12 ,16-19 ] caligmalarinda incelenmistir.
Bu calismalarda s6z konusu problemlere sonlu farklar yontemi uygulanmis ve

sonlu farklar yonteminin yakinsakligina ait ¢esitli sonuglar elde edilmistir.

Schrédinger denklemi igin baslangi¢ smir deger problemleri ilk 6nce [ 4, 15]
calismasinda incelenmis ve s6z konusu problemlerin genellestirilmis ¢6ziimiiniin
varlig1 ve tekligine ait hiikiimler ispatlanmistir. Bu sonuglar Schréodinger denklemi
icin baglangi¢ sinir deger problemlerinin niimerik ¢dziimlerinin incelenmesinde
onemli rol oynamistir. Soylemek gerekir ki Schrodinger denklemi icin baglangig
smir deger problemlerinin niimerik ¢oziimii ilk kez [ 4, 15] c¢aligmalarinda
incelenmistir. Schrodinger denklemi i¢in baslangic smir deger problemleri ve
onlari niimerik ¢oziimii ¢ok az incelendiginden tez konusu giinceldir ve konunun

incelenmesi gerek teorik gerekse pratik anlamda 6nem tasimaktadir.

Tezin igeriginin materyal ve yontem bolimii iki alt boliimden, yani 3.1, 3.2
boliimlerinden olusmaktadir. 3.1. bolimiinde 1. cesit baslangic sinir deger
problemi tanimlanip bu probleme ait fark semasi olusturulup, fark semasmin
¢Oziimii i¢cin kararlilik kestirimi elde edilmis ve kararlilik kestirimi kullanilarak
fark semasinin hatasi i¢in kestirim ispatlanmistir. Caligmanin 3.2. bolimiinde ise
2. ¢esit baslangic sinir deger problemi tanimlanip bu probleme ait fark semasinin

¢Ozlimii i¢in kararlilik kestirimi elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boéliimde ilerleyen konularda gecen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1: L,(0, /) Hilbert Uzay1 olup elemanlar1 (0, /) araliginda 6lgiilebilir ve
mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada ig

carpim ve norm asagidaki gibidir:
14
(u,v)sz) = Iu(x)V(x)dx,
0

”u”LZ(O,ﬂ) - \é<u’ u>Lz(0J‘) )

Tanmm 2.2: Ly(Q2) Hilbert Uzay1 olup elemanlar1 Q bdlgesinde oOlgiilebilir ve
mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢

carpim ve norm asagidaki gibidir:
(Vi) o = [ D B e,
Q

”V/”LZ(Q) - <lf//’l//>L2(Q) .

Tanmim 2.3: L,(0, /) Banach uzayi olup, elemanlar1 (0, /) arahiginda Slgiilebilir ve

simirli fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanir:
||u||Lm(w) :vrixgm?x u(x)|, xe(0,£)=esssup
Tamm 2.4: W, (0,7) Sobolev uzay1 olup, elemanlarinin kendisi ve onlarm x’e

gore birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,(0,/) Lebesgue uzayindan
olan fonksiyonlar uzayidir. Bu uzay ayni zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢

carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

<U’V>w%(0,r) ZI{U(X)V(X)JF dx dx

Ju
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Ivvzl(o,r) - <u’u>w21(o,t,) )



0
Burada V(x) fonksiyonuv (x) *in kompleks eslenigidir. W.'(0,¢) uzayr W;(0,¢)

uzaymin alt uzayi olup, elemanlar1 0 ve ¢ noktalarinda 0’a esit olur.

Tamm 2.5: W, (O,E) Sobolev uzay1 olup, elemanlarinin kendisi ve x’e gore ikinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L2(0,/)’den olan fonksiyonlarin uzayidir.
Ayn1 zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

(U)o :ﬂu(x)v(x)eru(X) dV(x)+d2u(X) dZV(X)}dx,

dx  dx dx? dx?

||U|L/v22(o,n) - <u’u>sz(Ov") '

0
sz(O,ﬁ) uzay1 W;(O, f)’in alt uzayr olup elemanlarmin kendisi 0 ve /

noktalarinda 0’a esit olur.

Tanim 2.6: W;’(O,é) Hilbert uzay1 olup, elemanlar1 (O,E) araligmmda tanimh
du d?u d

ul PR _21 _3
dx dx° dx

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

eL,(0,¢) olan u=u(x) fonksiyonlarmm Sobolev uzayidir. Bu

/
<U’V>w§(o,r:) :,!‘j_o dx’ dx! X,

2
=
Il
[=
c
-
=
°

Tamm 2.7: W,.*(Q) uzay1 Sobolev uzay1 olup, elemanlarmin kendisi ve onlarm
t’ye gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri LZ(Q) Lebesgue

uzaymdan olan fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir:



o j[ wt)s WD V) oy
) o a
||'//|va°1(9) = Jw.w >w2°v1(g) :

Tamm 2.8: W;°(Q) uzay1 Sobolev uzayi olup, elemanlarinin kendisi ve onlarin
X’e gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri LZ(Q)’den olan

fonksiyonlar uzayidir. Bu uzay ayni zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ carpim

ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

V) = | [w(x,t>v<x.t>+ WO Y g,

Q

i LN;O(Q) = <‘//’W>w;v°(g) :

0 10
W2 (Q) uzay1 Wzl'o(Q) uzayinin alt uzayi olup, elemanlar1 Q dikdortgeninin yan

taraflarinda sifira esittir.

Tamm 2.9: W2'(Q) Hilbert uzayi olan Sobolev uzayidir. Elemanlart Q

oy dy oy eL,(Q) ozelliklerini saglayan y(x.t)

ox  oxt ot

fonksiyonlaridir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

bolgesinde tanimh

= [| w08 ) 20 2],

oy (x,t) 625(x,t)Jr oy (x,t) g (xt)
ox? ox?

dxdt,

”V/ W2(Q) - <l//’l//>w2“(g) '

o0 21
W (Q) uzayl sz’l(Q) uzaymin alt uzay1 olup, elemanlar1 Q dikdortgeninin yan

taraflarinda sifira esittir.



Tanim 2.10 : (Bramble — Hilbert Lemmasi, Samarskiy A.A., 1987). D bolgesi E,
Euclid uzayinin d > 0 ¢apina sahip agik, konveks sinirli bir bolgesi olsun. Ayrica,
g(u)ew,” (D)(O <m=m+4, m —negatif olmayantamsay:, 0< A < 1)

biciminde lineer ve smirl bir fonksiyonel olsun.

n % _
Yani, |g(uXSC(;d”|u|?D+d2m|u|;DJ sarti saglansm. Eger g(u) m’nci

dereceden polinomda sifira esit ise, bu taktirde;

lguf<c-C-d™-u| olacak sekilde C >Osayisi vardr. Burada |u|

m,D mD '’

W,"(D)’de yar1 normdur.

Tanim 2.11 : (Gronwall Lemmasi, Vasilyev F.P., 1981). a>0,b >0 olmak iizere
®;, J=0,N sayilar1

i
0<p,<a 0<p, ,<a+bhd ¢, j=0,N-1

m=0

sartlarmi sagliyor ise bu taktirde
0<¢,<a(l+b)’, j=0,N

esitsizligi gecerlidir. Eger
N-1
0<p,,<a+b) ¢, j=0,N-1, 0<q,, <a,

m=j
sartlar1 saglaniyor ise bu taktirde
0<g <a(l+b)"", j=0,N-1

esitsizligi gegerlidir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Schrodinger Denklemi I¢in 1.cesit Baslangic Simir Deger Probleminin

Niimerik Coziimii

Bu boliimde Schrodinger denklemi igin 1.¢esit baslangi¢ sinir deger probleminin
fark semasi olusturulacak, fark semasi igin kararlilik kestirimi elde edilecek ve

sonlu fark yaklasimi i¢in yakinsama hiz1 gosterilecektir.
Bu boliim ti¢ alt boliimden olusmaktadir.

3.1.1 Baslangic Simir Deger Probleminin Formiilize Edilmesi ve Fark

Semasinin Olusturulmasi

Bu alt béliimde ele alinan Schrodinger denklemi i¢in 1.¢esit baglangi¢ sinir deger

problemini tanimlayalim.

(>0, T>0 verilen sayilar, 0<x</, 0<t<T, . =(0,0)x(0,t), Q=0

olsun.
Y 2, 7Y () v Oy =1 (x1). (1)<, 311D
denkleminin
w(x0)=p(x),  xe(00) (3.1.1.2)
baslangic¢ deger ve
w(0t)=w(4t)=0, te(0,T) (3.1.1.3)

sinir deger sartlar1 altinda ¢éziimiiniin bulunmasi problemini géz oniine alalim.

Burada a, >0 verilen say1, a(x),V(t) fonksiyonlar 8lgiilebilir reel degerli olup

da(x)
dx

0<a(x)<uy, <,

(3.1.1.4)
VXe(O,f) , My, 44 = Sabit >0,



v (t)

<b ,b,, b =sabit>0 (3.1.1.5)

RN
sartlari saglar. @(x), f(x,t) fonksiyonlar1 6lgiilebilir kompleks degerli olup

peW, (0,0), ¢(0)=¢(¢)=Lp(0)=Le(¢)=0  (3.1.1.6)

f,%ew;ﬂ(g), £(0,0)= £ (£,0)=0

(o) ot (1 (3.1.1.7)
OY_TY g teqor)
ot ot
sartlarini saglar. Burada
2
Lo =—a, ‘;X‘f +a(x)p (3.1.1.8)

bi¢imindedir.

Tamm 3.1.1.1 : (3.1.1.1) — (3.1.1.3) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢ézimii

g 21

0
olarak W, (Q) uzayma ait olan (3.1.1.1) denklemi V(X,t)eQ icin, (3.1.1.2)

0 0
baslangic sartin1 V X € (O, E) icin ve (3.1.1.3) smir deger sartlarim1 Vt e (O,T) icin

saglayan v = l//(X,t) fonksiyonu anlasilir.

Soylemek gerekir ki (3.1.1.1) — (3.1.1.3) baslangi¢ sinir deger problemi daha 6nce

[4, 15] calismalarinda incelenmis ve bu ¢alismalar sonucunda belirtilmistir ki

0 21
baslangi¢ sinir deger probleminin W » (Q) uzayina ait olan bir tek ¢6zimii vardir

ve bu ¢6ziimii i¢in asagidaki kestirim gegerlidir.
Wi < Iz 1 ) (3119

Burada c, >0 sabiti ¢ve f den bagimsizdir. Problemin verileri yeteri kadar

diizgiin oldugundan, yani (3.1.1.4) — (3.1.1.7) sartlar1 saglandigindan baslangi¢
smir deger probleminin diizglin ¢ézlimler’de ¢alisilmis, incelenmis ve ¢ézlim i¢in

(3.1.1.9) yan sira asagidaki degerlendirme elde edilmistir.

<c, (Ilco

o
OX

O’y
ox°

2
Lo
oxot

)+||f

3 01
Wz(O,l’ W 2 (Q) +

‘ ] (3.1.1.10)
L(Q) W2 (Q)

L(9Q)



Burada c, >0 sabiti ¢ ve f den bagimsizdir.

Simdi (3.1.1.1) — (3.1.1.3) problemine karsilik gelen farklar semasini olugturmaya

galisalim. Bu amagla ilk énce Q=10,7]x[0,T] bolgesini aga doniistiirelim.

Farz edelim ki h ile x degiskenine gore adim ,7 ile t degiskenine gbre adim

gosterilsin.
. h . h
{(xj,tk)} Xy =ih=2 s T=IM =L = =0 =0, X, =Xy + W =/
t, =kz, k=0,N, h=L ) T—l
M -1 N
Burada M >0, N >0 verilen tamsayilardir ve
o, -D,
5{(Djk —_k  TikAd
T
5;(1)“( _ q)jk _cDj—lk , 5xq)1k _ 2(q)1k _CDOk)
h h
., —D. 2(®,, —D,,
5X(Djk _ j+lk jk , 5X(DM_1|< — ( Mk M 1k)
h h
5.0 D, 20, +D _ 0,0, —0.D,
XX K h2 - h

gosterimlerini yapalim. Burada @ J.k:CI)(Xj,tk) fonksiyonu {(xj,tk)} aginda

tanimlanan ag fonksiyonudur.

(3.1.1.1) — (3.1.1.3) smur deger probleminin sonlu fark aynisimi asagidaki fark

semasi bi¢iminde yazabiliriz:

50, +a,0. D, —ajCDjk +V @, = f,,

— (3.1.1.11)
j=LM-1,k=1
P=¢;, J1=0M, (3.1.1.12)
Dy =Py, =0, k 21,_, (3.1.1.13)

Burada a’, ®;, Ty, Vi ag fonksiyonlari olup asagidaki formiillerle tanimlanr.



ajzﬁ _[ a(x)dx, j=LM-1 (3.1.1.14)
_h
h
1xj+§
o =7 J. p(x)dx, j=LM-1, ¢g,=¢, =0 (3.1.1.15)
-
1% "2 .
f,k=aj J.hf(xt)dxdt, j=LM -1, k=LN (3.1.1.16)
k-1 Xj,E
1% —
V== Jv(t)dt , k=1 (3.1.1.17)
T

3.1.2. Fark Semasimin Coziimii icin Kararhlik Kestirimi

Simdi 6nce (3.1.1.9) — (3.1.1.13) fark semasi igin kararlilik kestirimi elde edelim.

Teorem 3.1.2.1: a(x),V(t), ¢(x), f(xt) fonksiyonlar: (3.1.1.4) — (3.1.1.7)

sartlarmi saglasm ve a’, ®;, Ty, Vi ag fonksiyonlar1 (3.1.1.14) — (3.1.1.17)

formiilleri ile tanimlansin. Bu taktirde (3.1.1.11) — (3.1.1.14) fark semasimin
¢Ozlimii i¢in asagidaki degerlendirme gecerlidir:
M-1

hMZl‘d)jm‘ZSCl(hZ‘(pJ‘ +rhi2‘ J vme{L,2,-,N} (3.1.2.1)
j=1 )

j= j=1 k=1

Burada ¢, > 0 sayist 7 veh den bagimsizdir.

Ispat: Goziiktiigii gibi her bir t=t,igin (3.1.1.11) — (3.1.1.14) fark semas:

asagidaki toplam 6zdesligine denktir:

M -1 _ M —
hz i5.D 77, —hz 8,0.D 5.1, —
= = (3.1.2.2)

ML M1
hZa‘d)jknjk :hZ futti, k=1,
=t

=1



Burada ﬁ i« ag fonksiyonu 7, fonksiyonunun kompleks eslenegidir ve 7, ise
Mok =M =0, K =1,N sartim saglayan {(X it )} da tanimlanan herhangi ag

fonksiyonudur. Bu toplam 6zdesliginde 5 & nn yerine r® i ag fonksiyonunu

alip elde edilen esitlikten onun kompleks eslenegini ¢ikarmis olursak asagidaki
esitligi elde ederiz:
M1 _ _ M-1 _ —
hY (8@, Djc+5,0u®y )=2chY Im(f, @), k=1N (3.1.2.3)
=1 j=1
Burada

B

(60, Dy +5DuD, ) =[@u| -|@, | -|0, —0, [ (3124)

esitligini kullanirsak kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz.
M-1 2 2 M-1
hZ(‘CDJk‘ ~|®yed )S 2eh Y|y |®4]
=1 j=1

Bu esitsizligin her iki tarafin1 N iizerinden 1°den m’e kadar (m< N) toplamis

olursak ve (3.1.1.12) sartmi kullanirsak Vm e {1,2,---, N} icin

M-l 2 M- M M-1
hjz_;\cpjm\ shgw +2¢h;§\fjkuq>jk\ (3.1.2.5)

esitsizliginin gecerli oldugunu elde edebiliriz. Bu esitsizligin sag tarafinda olan

m.’nci terimi ayirralim ve &—Cauchy esitsizligini kullanalim. Bu taktirde

herhangi me{1,2,---,N} i¢in
M-1 2 M-1 2 M-1 2 T M-1 2 M-1M-1
hZ‘q’jm‘ ShZ“PJ‘ +5Th2‘q’1m‘ +;h2‘fim‘ +2ThZZ‘kaH®ik‘
j=1 j=1 j=1 j=1 k=1 j=1

1
esitsizligi elde edilir.Burada ¢ = > alirsak kolaylikla asagidaki esitsizligi elde
T

edebiliriz.
M-1 2 M-1 2 M-1 2 M-1M-1
h;\cpjm\ SZhZ;‘(oj‘ +4Tz'hZ;‘fjm‘ +4rh;;‘f1ku®jk‘,Vme{l,Z,m,N}
J= 1= = =1 j=

Bu esitsizligin sag tarafindaki 3. terime Cauchy-Bunyakovskii esitsizligi

uygularsak
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M-1 2 M-1M-1 N M-1 2
hY @[ s2eh> 3 [0, +2h2\¢1\ +(2+dT)ehy D |1,
j=1 m=0 j=1 k=1 j=1
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige Gronwall Lemasinin diskret aynisini [4]
uygularsak, kolaylikla asagidaki kestirimin gecerli oldugu elde edilir.
N M-1
o <c1(hz\¢,\ EONIIN ] vme {12 N]
=1 j=1

Burada ¢, >0 sayist m, 7 ve h’den bagimsizdir. Teorem 3.1.2.1 ispatlandi.

3.1.3. Fark Semasmin Hatasi i¢cin Kestirim

Bu alt boliimde fark semalarmin hatasi i¢in kestirimleri elde edecegiz. Bu amagla

once (3.1.1.11) — (3.1.1.13) semasini ele alacagiz. (//(X,t) (3.1.1.1) — (3.1.1.3) sinir
deger probleminin ¢dziimil olsun. w , ag fonksiyonu ise w(x,t) fonksiyonuna

karsilik gelen ve asagidaki gibi tanimlanan ag fonksiyonu olsun:

%+
[W(X't)]:{‘/ﬁk} Vi :% f v (Xt )ox,
A
j=LM-1,k=1LN, (3.1.3.1)

V=0, 1=0M 9 =0, =0,y =y, =0, k=LN
ile (3.1.1.11) — (3.1.1.13) fark semasinin hatasim gosterelim. Agiktir ki
Z, =@, —y; ag fonksiyonu asagidaki sistemi saglar:

62, +a,06,2, —a'Z, +V,Z, =F,

— (3.1.3.2)

j=LM-1,k=LN ,
Z,=0, j=0,M . (3.1.3.3)
Zy=Z, =0, k=1LN . (3.1.3.4)

Burada F;, ag fonksiyonu asagidaki formiil ile tanimlanur:
t %+ 2
Fi :Tihtm];(l%’”jta ZXV; a (X)y+V (t)y/jdxdt—

iy —350, Wy + vy —Vw (3.1.3.5)

j=LM-1,k=1N
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Teorem 3.1.3.1 : Farz edelim ki; Teorem 3.1.2.1 sartlar saglansin ve 7 ,hadimlari

T - 5
C; <— <C,sartlar1 saglansimn. Burada ¢;>0,c,>0 sayilar1 7 ve h ’den
h

bagimsizdir. Bu taktirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

hZ\sz\ <c,(z+h), vme{12,--,N}. (3.1.3.6)

Burada ¢, >0 sayist 7 ve h ’den bagimsizdir.

Ispat : (3.1.3.2) — (3.1.3.4) sisteminin her bir t=t, icin asagidaki toplam
0zdesligine denk olmasi agiktir:
ML _ M1 _ M-l _
hYi6.Z,n —ahd i6.Z,mn, —h> aZ,n, +
j=1 j=1

j=t

(3.1.3.7)

M -1 _ M-1 .
+h> Vi Zyny =D Fymy o k=1,
j=1 j=1
Burada 7, herhangi ag fonksiyonu olup 7, =7,, =0, k =1,N sartlarini saglar.

Bu o6zellikte 5 j nin - yerine tZ i alip oradan kolaylikla teorem 3.1.2.1 ‘in

ispatinda oldugu gibi asagidaki kestirimi elde ederiz:

hZ\zjm\ <cqrh Mz‘j\f,kf vme{l2,N}  (3.138)
1J

Burada ¢, >0 sayis1 7 ve h ’den bagimsizdur.

Simdi f; ag fonksiyonunu asagidaki gibi gosterelim:

Fo =F +F+FRS+FS . j=LM-1, k=LN. (3.1.3.9)
Burada
1 el .
ij =_J. IEdth_lé}l//jk ) (31310)
tHXJ—h
1 ty Xj+% aZ
Fe=—1[ | ao—dxdt 8,0 W (3.1.3.11)

Y Xj —h
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1 t Xj+% )
ijS:—J I a(x)y (x,t)dxdt+a'y,, |

e,y (3.1.3.12)
j=LM-1,k=1N ,
. l b Xi+%
Pyl =— fhV(t)w(x,t)dxdt—vky/,.k . (3.1.3.13)
b x; =05

olarak sonuglanir.

Simdi bu terimlerin her birini degerlendirelim. y;, i¢in olan (3.1.3.1) formilini

kullanirsak ijl i¢in asagidaki esitligi elde ederiz:

1 tk XJ+%- l// ) i XJ+%
Fikl:T_h.[ J‘ 'Edth_'é‘i‘//Jk:T_h I (!//(X,tk)—!//(X,tk,l))dX—
tq Xj_% XJ—V
o . (3.1.3.14)
iT/2 2 -
S () x__ j Xt )dx [=0, j=LM -1,k =1
T hxj—% X, /
F jk3 terimi degerlendirmek igin (3.1.3.12) formiiliinii kullanirsak
j=LM-1,k=LN igin
t Xl+/
Fil=— I j (a’ —a(x))wdxdt+
"k1X-—h2
- (3.1.3.15)
+_J‘ J‘ [//Jk (X,t))dth
tk1X —h

elde edilir.Burada a’icin olan formiilii g0z Ontine alirsak, j=1,M -1, k -1 N
icin

IX+

‘ij _ﬂoJ‘ j \vqk (x,t)‘dxdt (3.1.3.16)

tklx—

elde edilir.
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Simdi —y/(x,t) farkini degerlendirelim. Bu amagla y; i¢in olan (3.1.3.1)

formiiliinii kullanirsak j=1,M -1, k :l,_N icin
1xj+%
V= (0t =+ I (v (& t) v (&) +w (&) +y (xt)pe
/ (3.1.3.17)
oy (&,0) - fow(nt)
D—aa o|9+j—877 dn ldé

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi (3.1.3.16) ‘nin sag tarafinda kullanalim. Bu

taktirde asagidaki esitsizligi kolaylikla elde edebiliriz:

th+ x+/ t,
NEE J 1 D ov (L6 ‘de j‘a‘” ‘ n}dgdxdt,

e =05 %05
jzl,M—l,k:l,N

Burada Cauchy-Bunyakovskii esitligini uygularsak , j=1,M —1, k=1 N icin

N2 t)
IF,| < tkjlxjh oy (x.t) d dt +
o (3.1.3.18)
¢ 2 0y (x, t)
+2u, ;tk'[l Xj_[hz T dxdt

esitsizliginin gegerli oldugunu elde ederiz. Simdi ijz terimini degerlendirelim.
Bu amagla j=2,M -2,k 1N i¢in ijz terimini  (3.1.3.11) formiiliinii

kullanarak j=2,M -2, k=1, N i¢in
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f X+% ty J+/62

t.f .[ aoa'/’dxdt a,0, y/jkzj;tj I/—dxdt—
a, i+1+/ X+ _—
P J w (Xt )dx— ZJ Xt )dx+ '[ w (Xt )dx |=
11% xh o,
KJ f X1+/ K X1+V
tf j "’dxdt h3 ] j (x,t) dxdt - 2] _[ZW(X,t)dxdt (3.1.3.19)
tkleh T et X o X,fV
t rﬁA a, . 2j+1+h2 th+h52 (5 9) 2
+tk_[1 leJ:%l//(X,t)dXd'[ p tk.fl X“J._%['!.'[ 250 g ede -
—]k jh%dgdejdxdt} Fa_FZ
t x=

elde edilir. Burada j=2,M -2, k=1, N icin

jk

t, xJ+/ t, XJ'+1+V
= | [ OV g aﬁ[j [ (x )t

rh Cxh OX? h
kan R (3.1.3.20)
tk XJ tk Xj—1+%
—2_[ _[ (x,t dxdt+j j w(xt)dxdt |,
tle]* 5 e X,-_r%
ty Xj+h2tk x+h 2 2 _
Fy” e I I J I Pv(c6) Ty(E-ho) d&dxdt,
rh Catht X 0&00 0&00 (3.1.3.21)

elde edilir. Sonuncu formiilii kullandigimizda, j=2,M -2, k =1N i¢in

‘F_k22‘2 - 2aozr!‘j- X"“f% O’y (x.1) _62(//(x—h,t)|2 .
Wl <

h® Y oxot oxot
y v 2 (3.1.3.22)
te Xit/2 2 2 _
N Py (xt) 8°0(x=ht)| i
oyl ovet oxot |

esitsizligini kolaylikla elde edebiliriz.

Simdi F,”' terimini degerlendirelim. (3.1.3.20) formiiliinii kullanarak asagidaki

jk

esitligi yazabiliriz:
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OX OX

Foi_ aoj 1 2w (x+D5t) av(x-Nyt) _%!XJT%V/(x,t)dx_

k-1 jﬂ,h
t 2 (3.1.3.23)
- o
-2 j (xt)dc+ [ p(xt)de+ fpdt , j=2M -2, k=1N.
X2~
1 x+/ 8z//x—ét 1Xm+%
P(y)= P ( ) ( = ) s jh w(x,t)dx—
0 (3.1.3.24)
xj+% XH+% 0
-2 j w(xt)dx+ I w(xt)dx | , vte[0,T]
X X1

olsun. Bu gosterim i ’ye goére her bir te[O,T] icin bir fonksiyoneldir. Bu
gosterimde x;’yi X ile, x’i & ile degistirelim ve &=x-sh degisken

doniisiimiinii kullanalim. Bu taktirde P, (1//) fonksiyoneli asagidaki gibi yazilabilir:

- 1|(0w(0,5,t) oy 05 t L5
pl(l/,)zp{( W( )— j j st ds +
0,5

0S
(3.1.3.25)

+2I s,t ds—_}sy/(s,t)ds}.

-0,5 -15

Burada y(s,t)=w/(x+sh,t)dir. Formiilden goziiktiigii gibi P, () fonksiyoneli
’ya gore lineerdir. Bunun yani sira Pt(l,;) fonksiyoneli t tespit edildiginde
0
W;(-05,0,5) uzaymnda smirhdir. Gergekten Vte[0,T Jigin w(x,t) fonksiyonu
(3.1.1.5) — (3.1.1.10) kestirimine gore Wzs(xj —% X +%) uzayinda olur. Bu
0
nedenle Vte[0,TJigin (s,t) fonksiyonu da W (—0,5, 0,5) uzaymnda olacaktur.
(3.1.3.25) formiiliinti kullanirsak

R (7)|<ch : éte[O,T] (3.1.3.26)

(-05,05)

esitsizligini kolaylikla elde ederiz. Burada c,>0 sayist 7 veh ’den

bagimsizdir. Bu esitsizligin yani swra P/(y) fonksiyonelinin  =as® +bs+c
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polinomu icin sifira doniistiigiinii gosterelim. Gergekten 7 =as®+bs+c

polinomunu (3.1.3.25) formiiliinde yerine yazarsak asagidaki esitligi elde ederiz:

a(:,;)zh—lz[(za(o 5)+b (-0,5)+b
[ a(155)3+ J L a(0,5)’ 05) re(0 S)H
: a(0,5)° b(0, 5) -0,5)" b( 05)
N = +¢(0, 5)} { 3 T +c(- OS)H
a(—;),S) +b(_2'5) +c(—0,5)]—[a(_;’5) +b(_;’5) +c(—1,5)ﬂ
=h—12(2a—16(0,5)3 a):%(2a—2a)=o Vte[oT]. (313.27)

Boylece P(y7) fonksiyoneli igin t tespit edildiginde [ 10 ]| calismalarinda

bildigimiz Bramble — Hilbert lemmasinin sartlarinin saglandigini goriiyoruz. Bu

nedenle bu lemmanm hikkmini ve (3.1.3.26) esitsizligini kullanarak

vte[t, t ], k=1L N icin asagidaki esitsizligi elde ederiz:

(1)
0s°

P ()| <ch? , Vte[t ,t], k=LN. (3.1.3.28)

L,(-0,5,0,5)

Burada c, >0 sayis1 7 ve h ’den bagimsizdir. Bu esitsizlikte eski degiskenlere

2 b
dxdt} ,

geri donersek (3.1.2.23) — (3.1.2.24) esitlikleri yardimiyla

x)

L )
Fi|<cah’s y{ (3.1.3.29)

Simdi j=1 icin F2 terimini kestirelim. Bu amacla FZ icin olan formiili
J ik jk

kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:
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t %t /52 t "1*/
Fl=2 | J'—dxdt 80 W = a°j j—dxdt—

zh tea X1—/ Yot %= /
x2+% X1+y
1 N
A T v)e 2 [ )oeva | kel
h hx27% % A

Burada tamma goére i, =0, k=L Ndir. Bu nedenle ,, 'nin yerine

l/’( 1—%1tk), k=1,N alalim. Bu taktirde F, i¢in formilii asagidaki gibi

yazabiliriz:

zh OX h?

3 h ot 1
Feo M_i [ w(xtyox— | l//(X,t)dX]}

teq _xz—% -4
ty al//(xi—y,t) 1 _xl+% x1+%
& ) AR 20 1 _ _h
) > hZ_Xl:[%n//(x,t)dx Xl:[%l//(xl A,t)dx dt
a . x1+% Xﬁ%
2 BT bt w02 | (ot ) )
[ P4 -
b | ow (% + 5.t
+X1Ih2(w(xl—%,tk)—w(xl—%,t))dx}dtj—‘r)]tkjl{ ( ~ 2 )
{fronJreon]
——| [ wxtdx= | y(xt)dx [pdt
h ol "y
B ao t Xﬁ% t x+h82 (é: 9) X 82 (5 )d dgd dt
Ftkjl J% t I oo O J PET I
t X1+y X
+%j jz [ i%andgdxcjtz
T s s
= Flil + Fliz + Flis . k=LN. (3.1.3.30)
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Burada

F _
1 ThtH OX
(3.1.3.31)
1 X+ ><1+% _
-= w(x.t)dx— | w(xt)dx|dt k=1LN ,
h x—y )
27 /2 17/2
F22 j‘ xl]_z ]: x]r_haz é J_ 4(15 dod d
1k
Sy (3.1.3.32)
k=]-y_ '
t Xﬁ% X £ 2
2 8 0w (n.t) TN
Fi— [ ] — 7 dndgddt , k=1N. (3.1.3.33)

dir.

Simdi once F;*> ve F7° terimlerini degerlendirelim. Bu terimler i¢in olan

(3.1.3.32) ve (3.1.3.33) formiillerini Cauchy-Bunyakovskii esitsizligini kullanarak
kolaylikla agagidaki esitsizlikleri elde edebiliriz:

T ty X2+ t, x2+% azl//(x t) 2 L
IF2[ <8a; ol j ddt o] [ IEEE gt | k=1N, (31334)
tklx2 4 t, Xz*% oxot
” x2+% 2
n2 _ 8 t 'y (xt) vy
[ SEJ | ~| dxdt k=IN. (3.1.3.35)
k-1 Xp— 2
Sonuncu esitsizlikte ‘;t e[0,T] i¢in
2 2 2 P 3 a2
a7 P aTE T8 e
OX OX Lor OX ,
2(0.0) L(0.0)

esitsizligini kullanirsak kolaylikla agsagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

2
2 a i azy/( t) 831//(~,t) —
‘Flis‘ <Cy r t;[ U‘ Ox2 + ox3 L,(0.) dts k=L (34337

L(0.)
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Burada

sayist 7 ve h den bagimsizdir. Simdi FZ' terimini

degerlendirelim. Bu amagla F?' terimini agsagidaki gibi yazalim:

Burada

t
21 a,
2 —Etkj_lPt(l//)dt. (3.1.3.38)
oy(x+y. 1)
P’ (v)= —~
v o 3.1.3.39
x2-¢-h2 x1+% ( e )

il j y/(x,t)dx— J l//(X,t)dX ’te[tk—l’tk]
Xz*% Xf%

olsun. (3.1.3.29) esitsizliginin elde edilmesine benzer olarak P’ (1//) fonksiyoneli

icin Bramble — Hilbert lemmasini1 uygularsak ,

Sy (1)

‘Pto (V/)‘ < Cllh% o

L(n D) (3.1.3.40)

@te[tkfl,tk], k=1N

olup (3.1.3.38) de dikkate alirsak

3 2 %
(1) dt

8X3
Lz(xl—%,xl+%)

AR
F2<c, ai?/: |

g

esitsizligi elde edilir. Buradan da

te Xﬁ% 3 2 -
P g k=IN (31341

2 h
21
‘Flk ‘ <Cp— 3
TS % OX
k-1 XI_A

elde edilir. Burada c,, >0 sayis1 7 ve h ’den bagimsizdir. (3.1.3.34) , (3.1.3.37)
ve (3.1.3.41) esitsizliklerini kullanarak F; terimi i¢in (3.1.3.30)’den asagidaki

esitsizligi elde ederiz:
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5 - te X2+% te X1+/ 2
2
IRl <Cyis tj jh M ‘ dxdt+tj j ‘ dxdt |+
k-1 X2= /5 k-1 X~ 2
t 821//(11:) 2 831//(,t) 2
+cl4r‘1J. S +l— dt + (3.1.3.42)
. OX OX
k1 L,(0,0) L,(0,0)
t x1+% 3 |2 _
it | IV gxdt | k=1,
Y OX
Burada c;>0,c,>0, ¢ >0 sayist 7 ve h ’den bagimsizdir. Ayn1 bigimde

F2_, terimi igin de asagidaki esitsizligi ispatlayabiliriz:

te Xm 1+/

te Xmat /o 82 , 2
‘FM lK‘ SC3g LJ.IXM;[ y —V(;)(( ) dth+lkJ.1XM_l% —Vé)((x t)‘ dxdt}+

v (,
ox?

+ C17r’1 I

“[

V%)

h ty XMA*%
-f—C18

3

o)

831,”("1:) 2
‘ OX
L,(0.¢) L(0.0)
2 —
dxdt , k=1,

tk -1 Xm 1—4

Burada c,>0,c,>0

, C;g >0 sayis1 7 ve h ’den bagimsizdur.

Boylece 7 ve h admmlari i¢in uyum sartim (3.1.3.22) , (3.1.3.29) , (3.1.3.42) ve

(3.1.3.43) esitsizliklerini ve (3.1.1.9) ,

(3.1.1.10) ve (3.1.3.4) Kestirimini

kullanarak Fji terimi i¢in de asagidaki esitsizligi ispatlamis oluruz:

burada

(3.1.1.9), (3.1.1.10) ve (3.1.3.4) kestirimini kullanarak ij(

baglantiy1 elde ediyoruz:

burada c,, >0 sayis1 7 ve h

N M-

ThZZ‘F ‘2 < Cy T+h)

k=1 j=1

(3.1.3.44)

C,o >0 sayist 7 ve h ’den bagimsizdir. (3.1.3.18) esitsizligini ve ve

terimi i¢in asagidaki

N M-1

ThZZ‘Fji ‘3 < Cy (2'2 + h2)

k=1 j=1

(3.1.3.45)

’den bagimsizdir.
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Fo==| [ V()o(xt)dxdt-Vy, = j j )V, ) dxat
tklx-—% tk1><
L s
= [ (v(t) V)y/Jkdxdt+EJ. V(1) (w (x.t) -y, ) dxdt =
b X % b1 Xj %
ot t Xﬁhz
=S [ (V()-V )t [ [V (1)(v (xt)-w,, )bt
T ta tklx,*%
t
:% (V (t)-V, )dt=0
e
oldugundan
1 t Xi+%
F;;=T—hj [ V(O)((xt)—yy )dxdt (3.1.3.46)
tk,lxj_h2
olup
t l%
‘F ‘_—I I ‘l// X,t) wjk‘dxdt
tklx]_%

esitsizligini elde ederiz. Burada (3.1.3.17) ‘den yararlanarak (3.1.3.18) elde

edilmistir. Benzer sekilde asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

th+2

Fils2n | |

tk1X—

ddt 2b—tj j

th—h

61// Xt 61//(X t) dxdt

(3.1.3.47)

Fjlk =0 oldugunu ve (3.1.3.44) , (3.2.3.45) , (3.1.3.47) esitsizlikleri dikkate

alnarak (3.1.3.9) esitliginin ve (3.1.3.8) kestiriminin yardimiyla asagidaki

kestirimi elde ederiz:
M-1
hZ‘ij‘z <cu(z+h) , Vme{12--- N}
j=1

Burada c,, >0 sayist 7 ve h ’den bagimsizdir. Burada C,,’i C;ile gosterirsek,

teoremin ispatlanmis oldugunu elde ederiz. Boylece Teoreom 3.1.3.1 ispatlandi.
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3.2. Schrodinger Denklemi I¢in 2.cesit Baslangic Simir Deger Probleminin

Niimerik Coziimii

Bu boliimde Schrodinger denklemi igin 2.cesit baslangi¢c sinir deger probleminin
fark semas1 olusturulacak, fark semasi igin kararlilik kestirimi elde edilecek ve

sonlu fark yaklagimi i¢in yakinsama hizi gosterilecektir.
Bu boliim iki alt boliimden olusmaktadir.
3.2.1. Baslangic Simmir Deger Probleminin Formiilize Edilmesi ve Fark

Semasinin Olusturulmasi

Bu alt béliimde ele alinan Schrodinger denklemi i¢in 2.¢esit baslangi¢ sinir deger

problemini tanimlayalim.

¢>0,T >0 verilen sayillar 0<x</, 0<t<T, € =(0/)x(0t), Q=0

olsun.
.0y o’y
|E+a0y—a(x)y/+v(t)y/:f(x,t), (x,t)eQ (3.2.1.1)
denkleminin
w(x,0)=g(x), xe(0,0) (3.2.1.2)

baslangic¢ deger ve

oy (0,t) oy (/1)
x  ox

siir deger sartlar1 altinda ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim. Burada

=0, te(0T) (32.1.3)

a, >0 verilen say1, a(x),V(t) fonksiyonlar: 8lgiilebilir reel degerli olup

da(x
wosa() < B
X (3.2.1.4)
@XE(O,f), Ly 4, = Sabit >0
V (t)|<b, ‘dvd—t(t) <b, , by, b, =sabit >0 (3.2.1.5)

sartlar1 saglar.
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@(x), f(x,t) fonksiyonlar: 6lgiilebilir kompleks degerli olup

peW; (0,7), ¢'(0)=¢'(£)=0, (3.2.1.6)
of
f,& eW,*(Q), (3.2.1.7)
sartlarini saglar ve burada
2
Lo =—a, ‘;X‘f +a(x)p (3.2.1.8)

bi¢imindedir.

Tamm 3.2.1.1 : (3.2.1.1) — (3.2.1.3) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢ézimii

21 0

olarak W, (Q) uzayma ait olan (3.2.1.1) denklemi V(x,t)eQ icin, (3.2.1.2)

0 0
baslangic sarti1 V X € (O, Z) icin ve (3.2.1.3) smir deger sartlarim1 Vt e (O,T) icin

saglayan v = 1//(X,t) fonksiyonu anlagsilir.

Soylemek gerekir ki (3.2.1.1) — (3.2.1.3) baslangi¢ smir deger problemi daha 6nce

[4, 15] calismalarinda incelenmis ve bu ¢alismalar sonucunda belirtilmistir ki

21
baslangi¢ sinir deger probleminin W » (Q) uzayma ait olan bir tek ¢ozlimii vardir

ve bu ¢oziimii i¢in agsagidaki kestirim gecerlidir:

”l//”le(Q) < Co (”(pnwi(o,/) + ” f ”WZJ(Q) ) (3-2-1-9)

Burada c, >0 sabiti ¢ve f den bagimsizdir. Problemin verileri yeteri kadar

diizgiin oldugundan yani (3.2.1.4) — (3.2.1.7) sartlar1 saglandigindan baslangi¢
sinir deger probleminin diizgiin ¢oztimleri de ¢alisilmis, incelenmis ve ¢dziim igin

(3.2.1.9) ve yani sira agagidaki kestirim elde edilmistir:

<c [”(p
L(Q)

Burada c, >0 sabiti ¢ ve f den bagimsizdir.

of

OX

O’y

2
! Lo
X

oxot

01
W 2 (Q) +

Wj(O,I") +||

. J (3.2.1.10)

L(Q) W2 (Q)
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Simdi (3.2.1.1) — (3.2.1.3) problemine karsilik gelen farklar semasini olugturmaya

galisalim. Bu amagla ilk énce Q=10,/]x[0,T] bolgesini aga doniistiirelim.

Farz edelim ki h ile x degiskenine gore adim, 7 ile t degiskenine gbre adim

gosterilsin.

{(Xj!tk)}’Xijh_g’ j=l,M—l, X0=X1—2=0, Xy = X h+Wh=£

M —1+— =
2 2
t, =k, k=0,N, h=L ’ T=l
M -1 N
Burada M >0, N >0 verilen tamsayilardir.
Dy —D,
5Eq)J_k —_ kA
T
(OIS ON 2(D., —D
5;(1)1_‘(: jk h j-1k 1 5X(le= ( lkh Ok)
.. —D. 2(®,, —D
5Xq)jk — j+1kh jk ' §X®M_lk — ( Mk h M—lk)
5o, L2yt S, 0,
XX ) h h

gosterimlerini yapalim. Burada @, = CD(X i ,tk) fonksiyonu {(X n )} agida

tanimlanan ag fonksiyonudur.

3.1.1 alt boliimiinde oldugu gibi (3.2.1.1) — (3.2.1.3) smur deger probleminin sonlu

fark semasini1 agsagidaki biciminde yazabiliriz:

50, +a,0, D, —al®, +V D, =1, ,

> . (3.2.1.11)
J=11M _1, k=1,N y
Qy=9;, j=0M , (3.2.1.12)
5Dy =5, =0, k=LN . (3.2.1.13)

Burada a’, ?; f o V, ag fonksiyonlar1 olup asagidaki formiillerle tanimlanir:

al == j a(x)dx, j=LM -1 (3.2.1.14)
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h
Xi+—
2

1" .
o=t J. p(x)dx, j=L,M -1,

h (3.2.1.15)
xj—E
D=0y, Oy =Py s
1 A o L
f,—ﬁakf Ihf(x,t)dxdt, j=LM -1, k=LN (3.2.1.16)
gt
1% —
Ve==[V()dt . k=1N . (3.2.1.17)
T

3.2.2. Fark Semasinin Kararhhk ve Hata Kestirimleri

Bu alt bolimde (3.2.1.11) — (3.2.1.13) fark semasinin ¢éziimii igin Kararlilik
kestirimi elde edecegiz ve bu kestirimi kullanarak fark semasmi hatasini
degerlendirecegiz. Bu amagla ilk once fark semasinin kararlilik kestirimini

gosteren hilkkmii verelim.

Teorem 3.2.2.1 : Farz edelim ki; a(x),V(t), ¢(x), f(xt) fonksiyonlar:
(3.2.1.4) — (3.2.1.8) sartim1 saglasm. Bu taktirde (3.2.1.11) — (3.2.1.13) fark

semasinin ¢oziimii igin asagidaki kestirim gegerlidir:

M-1 2 M-1 2 N M-1 2
3 fo gcz(h;w rend S, ] 5221
vme{L2,,N}.

Burada c, >0 sayist m, 7z ve h ’dan bagimsizdir.

Ispat :3.2.2.1 teoreminin ispat1 3.1.2.1 teoreminin ispati ile aynidir.

Simdi bu teoremin hiikkmiinii kullanarak fark semasmin hatasini1 degerlendirmeye

calisalm. Bu amagla agagidaki sistemi goz Oniine alalim. Z; ag fonksiyonu

asagidaki fonksiyonu saglar:
62, +a,0.2, —a'Z, +V,Z, =F, ,

j=LM -1, k=LN ,

(3.2.2.2)
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Z.=0, j=O,M (3.2.2.3)

jo
62,=62, =0, k=LN . (3.2.2.4)
Burada F;, ag fonksiyonu olup;

t XJ+% 2
1 .0 0
Fo==| j(._hao l/j—ai(x)://+v(t)z//]dxdt—

o ox (3.2.2.5)

ey Xj—hz
_ié‘{l//jk _a0§x;'7yjk +aj'/’jk _Vk'//jk , J=LM -1,k :]-’_N
formiilii ile hesaplanir. Z;, ag fonksiyonu (3.2.2.2)-(3.2.2.4) probleminin ¢dziimi

olup asagidaki bigimde tanimlanir:

2=, v, (3.2.2.6)

Burada @ ag fonksiyonu (3.2.1.11) — (3.2.1.13) fark semasinin ¢dziimii, y; ise

(3.2.1.1) — (3.2.1.3) baslangig sinir deger probleminin ¢oziimiiniin Steklov

anlaminda ortalama degeri olup asagidaki formiile dayanir:

h
vi=— [ w(xt)dx, j=LM-1, k=1N,
th 7,
><j—E
V=0, i=0M, (3.2.2.7)

Vie=Vo =0, Wy =Wy » K=LN.

Teorem 3.2.2.2: Farz edelim ki; Teorem 3.2.2.1 sartlar1 saglansin ve 7 ,h adimlari

T
h?
bagimsizdir. Bu taktirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

C; <— <(,sartlar1 saglansin.Burada c¢,>0,c,>0 sayilar1 7 ve h ’den

M-1
W[z, <cu(e?+h7) , vme{L2N}.  (32.28)
i1
Burada c,, >0 sayisi 7 ve h ’den bagimsizdir.

Ispat: Bu teoremin ispatini kisa bicimde yapacagiz. Ciinkii islemlerin bazilar1
teorem 3.1.3.1°de oldugu gibidir. Farkli islemleri 6zellikle vurgulayacagiz.

Teorem 3.1.3.1 ispatinda oldugu gibi Vme{12,---,N} icin
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M-1

M-1 ) N ,
hZ‘ij‘ < CzsthZ‘ij‘ ; (3.2.2.9)
j=1 k=1 j=1

esitsizligini elde ederiz. Burada c,,>0 sayis1 7 ve h ’den bagimsizdur.

Simdi F; ag fonksiyonunu yine

_ 1 2 3 4
Fo=F +F+FRC+HFR

j=IM -1, k=1

(3.2.2.10)

bi¢iminde gosterelim , burada FJk ,ij ,ij ,FJk terimleri  sirasiyla
(3.1.3.10), (3.1.3.11), (3.1.3.12) ve (3.1.3.13) formiilleri ile tanimlanir. Teorem
3.1.3.1°de oldugu gibi ijl , ij3 ve ij4 ag fonksiyonlar1 i¢in asagidaki

bagmtilar1 elde edebiliriz:

Fi, =0 , j=LM-1, k=1, (3.2.2.11)
N M-1 2

), ‘ija‘ <Cy (TZ +h2) (3.2.2.12)
k=l j1
N M-1

th> 3 |F [ <Cy (72 417) (3.2.2.13)
k=1 j=1

Burada c¢,, >0, c,; >0 sayilar1 7 ve h ’den bagimsizdir.

X;+0)
1 R _
[w(xt)]={v,}. Vi=r [ wxt)dx ,j=LM-1, k=1N
A
Yio=¢;, i1=0M, @o=0 , ¢y =0y, (3.2.2.14)

OWy =0Wu =0, k=1N

olarak tanimlansin.

Simdi ij2 terimini  degerlendirelim.(3.1.3.11) formiiliini ve (3.2.2.14)’i

kullanirsak F jkz i¢in olan formiilli asagidaki gibi yazabiliriz:
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D% a2 it W
ao] ,[ az// xt Ths[} j xtdxdt—Z] j xtdxdt+

2
tk1>< h tea Xjs— 2 tia X—/

L 1+/.,, « Ot |- 2| | & th+hMdgde— 32215
[ ] vixy [ I (322.15)

ts xH—V | rh® ter x4\t 0&o00

Burada ijzl ve ijzz sirastyla  (3.1.2.20) ve (3.1.3.21) formiilleri ile

tanimlanmaktadir. Yine teorem 3.1.3.1’in ispatinda uygulanan islemleri yaparsak

F.” icin

‘2 4a. T tj(‘ K 1+/
h tea Xja /

. w(xt) 9°0(x- ht|ddt+
Loyl Ot ot | (3.22.16)

h t XJ*%
+C —

g Xj -h

%y (X, t) 0 z//(x—h,t)|2
oxot oxot

dxdt +

2
Fi

kX+/

&y (xb)|

e dxdt,
X

2

j=2,M -2, k=1N

esitsizligini elde edilir.Burada c,;>0 sayis1 7 ve h ’den bagimsizdir.

Simdi j=1 i¢in ij terimini degerlendirelim. Bu amagcla lkz terimini asagidaki

gibi yazalim:
t Xl*/ 2
p 0w
Flkzzij‘ I ydxdt 3,0 Wy =
Thtk71X1/ aX
_a | ov(arDat) av(x-p)|
_z'htki1 OX ox
¥ +N x+/
1M 1
_% H I ( )dX—H j W(X,tk)dXJr‘/’Ok
xl—% X - %

29



Gy/(Xl—%,t):(’}y/(O,t): = LN
— ,

Burada 5 0 oldugunu ve y,, =y, ,k= sartlarmni
X
kullanirsak F1k2 terimini i¢in agagidaki formiilii elde ederiz:
ao tk X2+% X1+% 7
Flkz———sj j (v (x.t)-w(x.t))dx- J' (v (x.t)-w(xt)dx) |dt +
th 7 X - |
oy (% + e ek ] 2.2.17
j 1 (X1 / ) { .[ w(x,t)dx— I w(x,t)dx |dt = (3 )
X % |

Burada k =1,N icin

t |1 ow(x +D2 0t X+ X+
F1i1=% i%%[ [ wxt)d— [ w(xt)dx |, (3.2.2.18)

s Xz—% Xl_%
i [ %+ -+ ]
== ][ ) v (0 [ (v (xt)-w () i, (32219
zh t 4 Xz*% xl—% |

elde edilir.

Sonuncu esitlikten asagidaki formiilii yazabiliriz:

ao ty Xj+h2X+htk 82 (‘f 0)

22___ T\
F 2= hsjj ” g dodedxdt, k= LN.
2 tk,lxj_% X t 5
Buradan da
22| % %02 0% (x 1)
\Flk”\zszigf —ya/(at’ )| dxt+
tk—lxz—h X
y V2 2 (3.2.2.20)
2 5% (Xt —
] VY | k=T
Y oxot

elde edilir. F, ** terimini teorem 3.1.3.1°de oldugu gibi degerlendirsek

tk Xﬁ/

Rl e | I

tklxl

ddt k=ILN  (3.2.2.21)
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esitsizligini elde edebiliriz. Burada c,, >0 sayis1 7 ve h ’den bagimsizdir.

Boylece (3.2.2.20) ve (3.2.2.21) esitsizlikleri yardimiyla (3.2.2.17) esitsizliginden

asagidaki esitsizligin gecerli oldugunu elde edebiliriz:

ty X2+/ ty X1+/
\Flk\ < 28h3 tj j axat ddt j j ot dxdt +
/ kan (3.2.2.22)
t X1t /2| A3 .
i 0 Sy () dxdt, k=1
Ttk,le% OX

Burada c,, >0, C,, >0 sayilart 7 ve h ’den bagimsizdir. Ayni sekilde F,,

icin asagidaki esitsizligi ispatlayabiliriz.

i X2+/ o Xt /
[ \ < j j d dt + dxdt +
v / b (3.2.2.23)
te Xt /5] A3 .
ie D M dxdt , k=1,
T oy OX

(3.2.2.16), (3.2.2.22), (3.2.2.23) esitsizliklerini 7 ve h adimlari i¢in uyum sartini

kullanarak ijz i¢in asagidaki degerlendirmeyi elde ederiz:
M-1

rhi \ka\ <y, (22 +0°) (3.2.2.24)

k=1 j=1
Boylece ijl =0 oldugunu ve (3.2.2.12), (3.2.2.24) esitsizlikleri dikkate alinarak,

(3.2.2.10) esitliginin yardimiyla
N M-1 2
ThZZ‘ij‘ < Cy (72+h2) (3.2.2.25)
k=L j-1

esitsizligi ispatlanmuis olur. Bu esitsizligi (3.2.2.9) kestiriminde kullanirsak

teoremin hiikmiiniin gecerli oldugu ispatlanir. Teorem 3.2.2.2 ispatlandi.
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3.2.3 Niimerik Coziim Algoritmasi

Bir onceki alt boliimlerde inceledigimiz 1. ve 2. ¢esit sinir deger problemlerinin
niimerik ¢6zliim algoritmasini elde etmek i¢in inceledigimiz her iki problemi de
iceren asagidaki problemi géz oniine alalim:

i%/l”"o ?;Tl/zj“"‘(x)’/’+V Dy =Tf(xt), (xt)eQ, (32.31)

w(x,0)=p(X) , xe(0,0) (3.2.3.2)
o al/la(f’t)+ﬁoz//(0,t): Y (t) . te(0T), (3233
o Y L (0= v, (1) te(0T) . (3.2.3.4)

Burada ¢>0,T>0,L>0,8,>0, ,, &, 20, S, 5, =20verilen  sayilar;

a(x),V(t), g(x), f(xt), o (t), y.(t) verilen fonksiyonlardir.

Simdi bu problemin niimerik ¢6ziimiinii yapmak i¢in ¢oziim algoritmasi
olusturmamiz gerekir.Bu amacla asagidaki gibi fark semasi olusturalim.

Fark semast icin Q=(0,/)x(0,T) bélgesini

{(Xj,tk):xj =jh, j=0,M , t =kzr, k :O,_N} agina doniistiirelim. Burada
M >0, N>0, verilen tamsayilar, h admmi x’e, ¢ adimi t’ye gore secilen

adimlardir. l//(xj,tk) degerlerine karsihk gelen ag fonksiyonunu @, ile

gosterelim. Bu durumda

50, +3,0. ®, —al®, +V D, =f,,

i _ (3.2.3.5)
j=LM -1, k=1N
o=, j=0M, (3.2.36)
8.0y + By =Yy, kK=LN, (3.2.3.7)
A SD e + LDy = Yo » K=LN . (3.2.3.8)

sistemi elde edilir.
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Bu cebirsel denklemler sisteminin ¢0zliimiinii bulmak i¢in kovma ydntemini
uygulayacagiz. Bu amagla (3.2.3.5) - (3.2.3.8) sartlarin1 agik bicimde yazip

sistemi  li¢ kosegenli sisteme dOniistirmeye ¢alisgalm. Bu durumda

j=LM-1,k=LN icin
.(Djk_q)jkfl +a0q)j+lk_2q)jk+q)j—lk

T h?

olup bu esitligin her iki tarafi 7 ile ¢arparsak,

i —
—a'®, +v, @, =f,

D, —id; , +

T T T
+a, Fq)jﬂk _Zao F(Djk +a0Fq)j—lk +
+TajCDjk +7v, D :z'fjk ,

:aoi®j+lk+[i+2a1%+raj +rVk}Djk+

h2

+a0%®j—lk :Tfjk +iq)jk—1 , J=LM-1k=1

elde edilir. Burada

T T . T .
Ajk:a1F! BJk:ale, Cjk:_|+2a0F+TaJ+TVk

Fo=-7 fjk - iCI)jk_l

gosterimlerini yaparsak, sonuncu esitlikten j=1,M -1k =1 N icin

Ajkq)jflk _Cjkq)jk + Bjk(Dj+1k = _ij , (3239)

ii¢ kosegenli cebirsel denklem sistemini elde ederiz.

Bu sistemin ¢6ziimii i¢in kovma algoritmasini uygulayalim. Bu amagcla ilk 6nce
bu sistem i¢in smir deger sartlarini belirleyelim. (3.2.3.3) ve (3.2.3.4) smir deger
sartlarina karsilik gelen sinir deger sartini elde etmek igin asagidaki islemleri

yapalim:
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m—i_ﬂomlk = Yok »

@y — @y, + Bh Dy =hy,
a, @y, = a,®y, + fh®,, —hy,,

a, — fph h
q)OKZ( o~ ]q)lk_ Yo

Q,

a, a
_ o= fBh __hyOk
X1k a 1 M o,
D, —O
al%—’_ﬂlq)Mk =Y

a hy.
LONE L @ 4k
w a, - ph M a, + ph
_ O hyy,
/{ZK al +ﬂlh ’ 1u2k al +ﬂlh
Boylece (3.2.3.9) i¢in asagidaki siir deger sartlarini elde ederiz.

Doy = Ky Py + 4y (3.2.3.10)
D = X P g + ok (3.2.3.11)

Boylece (3.2.3.10) - (3.2.3.11) sistemi i¢cin kovma yOntemini uygularsak
asagidaki esitsizligi yazabiliriz.
Dy =Py +:Bj+1k , J=LM -1,k :]-’_N ’ (3.2.3.12)

Burada  «;,, Ve B, kovma katsayilar1 olup asagidaki Cauchy probleminin

¢Ozimiidir
B, [
Ay ==—"——,]=LM-1,k=LN, (3.2.3.13)
Ch —ayAy
By +Fy . —
B =" ,]=LM-1,k=LN , (3.2.3.14)
Ci —a; Ay
Ay = Yo s By = My s (3.2.3.15)

(3.2.3.12) formiilii ile sistemin ¢oziimiinii bulmak igin,
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O = o B + Hok
Mk — ]
1- oo

sartin1 kullanarak sagdan sola dogru tim @, ’leri bulabiliriz. Boylece (3.2.3.1)-

(3.2.3.4) probleminin niimerik ¢6ziimiinii bulmak igin kovma yOnteminin

algoritmasini agikladik.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin 3.1. bolimiinde 1. gesit baslangic sinir deger problemi tanimlanip bu
probleme ait fark semasi olusturuldu , fark semasmin ¢oziimii i¢in kararlilik
kestirimi elde edildi ve kararlilik kestirimi kullanilarak fark semasinin hatasi i¢in

kestirim ispatlandi.

Tezin 3.2. boliimiinde ise 2. ¢esit baslangi¢c smir deger problemi tanimlanip bu
probleme ait fark semasinin ¢6ziimii i¢in kararlilik kestirimi elde edildi ve bu
kestirim kullanilarak fark semasmin hatasi degerlendirildi. 3.2. bolimiinde son
olarak 1. ve 2. ¢esit baslangic smir deger problemlerinin niimerik ¢6zim

algoritmasi olusturuldu.

36



5. TARTISMA VE SONUC

Tezde ele alinan baslangi¢ smir deger problemleri konulma agisindan Onceki
calismalardaki problemlerden dnemli bicimde farklilagsmaktadir. Tezde incelenen
problemler ¢ok az incelendiginden tez calismasi gerek teorik, gerekse pratik

acidan Onem tasir.

Bu tezde ilk kez Schrédinger denklemi i¢in baslangic sinir deger problemlerinin
¢Oziim algoritmasi insa edilmis ve bu amagla kovma ydntemi uygulanmistir. Bu
tezde elde edilen arastirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar, Onceki

calismalardaki sonuglardan farklidir ve onlarla ortiismez.
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