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Çalışmada kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için I. ve II. çeşit başlangıç sınır 

değer problemleri ve onların nümerik çözümü ele alınmıştır. İlk önce ele alınan sınır 

değer problemleri için fark şemaları oluşturulmuş ve bu fark şemalarının kararlılığı için 

kestirimler elde edilmiştir. Bu kestirimlerden yararlanılarak fark şemasının hatası 

değerlendirilmiş, sonlu farklar yönteminin yakınsaklığını gösteren kestirimler elde 

edilmiştir. Ele alınan sınır değer problemlerinin bilgisayar çözümünü yapmak için 

nümerik çözüm algoritması oluşturulmuştur.  
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ÖZET 

 

 

Bu tezde Kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için başlangıç sınır değer problemleri 

ele alındı.  Bu çalışmanın 3.1. bölümünde  1. çeşit  başlangıç sınır değer problemi 

tanımlanarak bu probleme ait bir fark şeması oluşturuldu, Cauchy-Bunyakovskii 

eşitsizliği ve Gronwall lemması kullanılarak fark şemasının çözümü için bir kararlılık 

kestirimi elde edildi ve kararlılık kestirimi kullanılarak fark şemasının hatası için 

kestirim ispatlandı. 

 

Çalışmanın 3.2. bölümünde ise 2. çeşit başlangıç sınır değer problemi tanımlanarak bu 

probleme ait fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimi elde edildi ve bu kestirim 

kullanılarak fark şemasının hatası değerlendirildi. Son olarak 1. ve 2. çeşit başlangıç 

sınır değer problemlerinin nümerik çözümleri için algoritma verildi. 

 

2013-44 Sayfa 

 

Anahtar Kelimeler: Kuazi Optik, Sınır Değer Problemi, Sonlu Farklar Yöntemi, 

Schrödinger Denklemi, Fark Şeması, Kararlılık, Yakınsma, Hata. 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, the initial- boundary value problems are studied for  non-statıonary 

equation of quasi optics. In the 3.1. section, describing first-type initial-boundary value 

problem a difference scheme belong to this problem is constituted. A stability 

estimation is obtained for the solution of difference scheme using Cauchy-

Bunyakovskii's inequality and Gronwall's lemma. Using the stability estimation an  

estimation for the error of difference scheme is obtained. 

 

In the 3.2. section, describing the second-type initial-boundary value problem a stability 

estimation for the solution of difference scheme belong to this problem is obtained. The 

error of difference scheme using obtained estimation is evaluated. Consequently, an 

algorithm is given for the numeral solutions of  first and second-type  initial- boundary 

value problems. 

 

2013 – 44 Pages 

 

Key Words: Quasi optics, Boundary Value Problem, Finite Difference Method, 

Schrödinger Equation, Difference Scheme, Stability, Convergence, Error. 
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1. GİRİŞ 

 

Kuazi optiğin durgun (stationary) ve durgun olmayan (non-stationary) denklemi için 

başlangıç sınır değer problemleri lineer olmayan optikte, çağdaş tekniğin ve fiziğin 

çeşitli alanlarında ortaya çıkar. Bu nedenle kuazi optik denklemi için sınır değer 

problemlerinin nümerik çözümü gerek pratik açıdan gerekse teorik açıdan büyük önem 

taşır [12,15]. 

 

Kuazi optiğin durgun denklemi için sınır değer problemleri başka bir deyişle durgun 

olmayan Schrödinger denklemi için sınır değer problemlerinin nümerik çözümü ilk 

önce [1,7-11,13,14,17-20] çalışmalarında incelenmiştir. Bu çalışmalarda söz konusu 

problemlere sonlu farklar yöntemi uygulanmış ve sonlu farklar yönteminin 

yakınsaklığına ait çeşitli sonuçlar elde edilmiştir. Kuazi optiğin durgun olmayan 

denklemi için başlangıç sınır değer problemleri ilk önce [6] çalışmasında incelenmiş ve 

söz konusu problemlerin genelleştirilmiş çözümünün varlığı ve tekliğine ait hükümler 

ispatlanmıştır. Bu sonuçlar kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için başlangıç sınır 

değer problemlerinin nümerik çözümlerinin incelenmesinde önemli rol oynamıştır. 

Kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için başlangıç sınır değer problemlerinin 

nümerik çözümü ilk kez [2-5] çalışmalarında incelenmiştir. Kuazi optiğin durgun 

olmayan denklemi için başlangıç sınır değer problemleri ve onların nümerik çözümü 

çok az incelendiğinden tez konusu günceldir ve konunun incelenmesi gerek teorik 

gerekse pratik anlamda önem taşımaktadır. 

 

Tezin içeriğinin materyal ve yöntem bölümü iki alt bölümden, yani 3.1, 3.2 

bölümlerinden oluşmaktadır. 3.1. bölümünde  1. çeşit  başlangıç sınır değer problemi 

tanımlanarak bu probleme ait fark şeması oluşturulmuş ,  fark şemasının çözümü için 

kararlılık kestirimi elde edilmiş ve bu kestirim kullanılarak fark şemasının hatası için 

kestirim ispatlanmıştır. Çalışmanın 3.2. bölümünde ise 2. çeşit  başlangıç sınır değer 

problemi tanımlanarak bu probleme ait fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimi 

elde edilmiş ve bu kestirim kullanılarak fark şemasının hatası değerlendirilmiştir. 3.2. 

bölümünde son olarak 1. ve 2. çeşit başlangıç sınır değer problemlerinin bilgisayar 

çözümünü yapmak için nümerik çözüm algoritması oluşturulmuştur. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

Bu bölümde ilerleyen konularda geçen tanımlar ve teoremler verilecektir. 

Tanım 2.1: L2(0,) Hilbert Uzayı olup elemanları (0,) aralığında ölçülebilir ve mutlak 

değerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm 

aşağıdaki gibidir. 

 
2

' 2 2
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0

(0, ) (0, )

, ( ) ( ) ,

, .

L

L L

u v u x v x dx

u u u






  

Tanım 2.2: L2(Ω) Hilbert Uzayı olup elemanları Ω bölgesinde ölçülebilir ve mutlak 

değerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm 

aşağıdaki gibidir:  

 
 2

' 2 2( ) ( )
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L L

x t x t dxdt   
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



 






 

Tanım 2.3: L∞(0,) Banach uzayı olup, elemanları (0,) aralığında ölçülebilir ve sınırlı 

fonksiyonlar uzayıdır. Burada norm aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 
 

 
,
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L o

u vria u x


 ,  ,0x =esssup 

 

Tanım 2.4:  ,01

2W  Sobolev uzayı olup,elemanlarının kendisi ve onların x’e göre 

birinci mertebeden genelleştirilmiş türevleri L2(0,) yani Lebesgue uzayından olan 

fonksiyonlar uzayıdır. Bu uzay aynı zamanda Hilbert uzayıdır. Bu uzayda iç çarpım ve 

norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 
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burada  xv  fonksiyonu v ( x )’in kompleks eşleniğidir.  ,0
1

2

0

W  uzayı  ,01

2W  

uzayının alt uzayı olup, elemanları 0 ve   noktalarında 0’a eşit olur. 

 

Tanım 2.5:  ,02

2W  Sobolev uzayı olup, elemanlarının kendisi  ve x’e göre ikinci 

mertebeden genelleştirilmiş türevleri L2(0,)’den olan fonksiyonlar uzayıdır. Aynı 

zamanda Hilbert uzayıdır.Bu uzayda iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde 

tanımlanmaktadır: 
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 ,0
2

2

0

W  uzayı  ,02

2W ’in alt uzayı olup elemanlarının kendisi 0 ve   noktalarında 

0’a eşit olur. 

 

Tanım 2.6:  ,03

2W  Hilbert uzayı olup,aynı zamanda Sobolev uzayıdır. Elemanları 

 ,0  aralığında tanımlanan u =u ( x ) fonksiyonlarıdır ki;  

 
2 3

22 3
,  ,  ,  0,

du d u d u
u L

dx dx dx
 ’dir. Bu uzayda iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde 

tanımlanmaktadır: 
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Tanım 2.7:  1,0

2W  uzayı Sobolev uzayı olup, elemanlarının kendisi ve onların t’ye 

göre birinci mertebeden genelleştirilmiş kısmi türevleri   2L  Lebesgue uzayından 

olan fonksiyonlar uzayıdır. Bu uzayda iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde 

tanımlanmaktadır: 
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Tanım 2.8:  0,1

2W  uzayı Sobolev uzayı olup, elemanlarının kendisi ve onların x ’e 

göre birinci mertebeden genelleştirilmiş kısmi türevleri   2L ’den olan fonksiyonlar 

uzayıdır. Bu uzay aynı zamanda Hilbert uzayıdır.Burada iç çarpım ve norm aşağıdaki 

şekilde tanımlanmaktadır: 
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W  uzayı  0,1

2W  uzayının alt uzayı olup, elemanları Ω dikdörtgeninin yan 

taraflarında sıfıra eşittir. 

Tanım 2.9:  1,2

2W  Hilbert uzayı olan Sobolev uzayıdır. Elemanları   bölgesinde 

tanımlanan öyle  tx,  fonksiyonlarıdır ki;  
2

22
,  ,  ,  L

x x t

  


  
 
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 özelliklerini 

sağlar. Burada iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 
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2W  uzayının alt uzayı olup, elemanları Ω dikdörtgeninin yan 

taraflarında sıfıra eşittir. 

Tanım 2.10:  
0,0,2

2W  uzayı elemanlarının ve onların x değişkenine göre ikinci 

mertebeden genelleştirilmiş türevleri   2L ’dan olan fonksiyonların Sobolev uzayı 

olup aynı zamanda Hilbert uzayıdır.Burada iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde 

tanımlanmaktadır: 
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Tanım 2.11:  
1,1,0

2W  uzayı elemanlarının ve onların t  ve z  değişkenlerine göre 

genelleştirilmiş türevleri   2L ’dan olan fonksiyonların Sobolev uzayı olup Hilbert 

uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 
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sıfıra dönüşür. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Kuazi Optiğin Durgun Olmayan Denklemi İçin 1.Çeşit Başlangıç Sınır Değer 

Probleminin Nümerik Çözümü 

 

Bu bölümde Kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için 1.çeşit başlangıç sınır değer 

probleminin fark şeması oluşturulacak, fark şeması için kararlılık kestirimi elde edilecek 

ve fark şemasının hatası için kestirim ispatlanacaktır. Bu bölüm üç alt bölümden 

oluşmaktadır. 

 

3.1.1 Başlangıç Sınır Değer Probleminin Formülize Edilmesi ve Fark Şeması 

 

Bu alt bölümde ele alınan kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için 1.çeşit başlangıç 

sınır değer problemini tanımlayalım. 

 

0,0,0  LT   verilen sayılar, 0 , 0 , 0x t T z L      , 

     0, 0, 0, ,tz t z           , 0, 0, , 0, 0,TL L TL T        

olsun. 

          













ztxztxfxivxvxa

x
a

z
ia

t
i ,,,,,102

2

10 


       (3.1.1.1) 

denkleminin  

       Lzxzxzx  ,,,,0, 0  ,              (3.1.1.2) 

       Ttxtxtx  ,,,0,, 1  ,              (3.1.1.3) 

başlangıç ve 

       Qztztzt  ,,0,,,,0               (3.1.1.4) 

sınır şartları altında çözümünün bulunması problemini göz önüne alalım. Burada 

0,0 10  aa  verilen sayılar,      xvxvxa 10 ,,  ölçülebilir reel değerli fonksiyonlar 

olup; 

                0,,0,0 0

0

0  sabitxxa                           (3.1.1.5) 
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     
0

0 1, 0,1 , 0, , ,  0m mv x b m x b b sabit                                      (3.1.1.6) 

şartlarını sağlar.      0 1, , , , , ,x z x t f x t z   verilen kompleks değerli fonksiyonlar 

olup; 

                TL WW 
1,2

2

0

1

1,2

2

0

0 ,   ,                                     (3.1.1.7) 

             

1,1,0

2Wf                             (3.1.1.8) 

şartlarını sağlar. 

 

Tanım 3.1.1.1 : (3.1.1.1) – (3.1.1.4) başlangıç sınır değer probleminin çözümü olarak 

 
1,1,2

2

0

W  uzayına ait olan (3.1.1.1) denklemini    ztx ,,
0

 için (3.1.1.2) , (3.1.1.3) 

başlangıç değer şartlarını sırası ile      TL txzx  ,,,
00

 için ve (3.1.1.4) sınır 

değer şartlarını   Qzt  ,
0

 için sağlayan  ztx ,,   fonksiyonu anlaşılır. 

 

 (3.1.1.1) – (3.1.1.4) başlangıç sınır değer problemi daha önce  6  çalışmasında 

incelenmiş ve bu çalışmada gösterilmiştir ki (3.1.1.1) – (3.1.1.4) başlangıç sınır değer 

probleminin 

1,1,2

2

0

W  uzayına ait olan Tanım 3.1.1.1 anlamında tek çözümü vardır ve bu 

çözüm için aşağıdaki kestirim geçerlidir: 

 

 
         2,1,1 2,1 2,1 0,1,10 0 0 0

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0 1 .
L TW W W W

c f  
   
                 (3.1.1.9) 

                      

Şimdi (3.1.1.1) – (3.1.1.4) problemine karşılık gelen fark şemasını oluşturmaya 

çalışalım. Bu amaçla ilk önce      LT ,0,0,0    bölgesini ağa dönüştürelim. 

 

Farz edelim ki h  ile x değişkenine göre adım, ile t  değişkenine göre adım,   ile z 

değişkenine göre adım gösterilmiş olsun.  
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Bu taktirde aşağıdaki biçimde noktalardan oluşan ağı oluşturabiliriz: 

   


2
1

10 ,0
2

,1,1,
2

,,, h
M

Mjpkj xx
h

xxMj
h

jhxztx  

, 0, , , 0, ,  , ,  
1

k p

T L
t k k N z p p Z h

M N Z
         


 

 

Burada 0,0,0  ZNM  verilen tamsayılar,  pkj

p

jk ztx ,,  fonksiyonu, 

  
pkj ztx ,,  ağında tanımlanan ağ fonksiyonu olup 

    ,,

1

1









 





p

jk

p

jkp

jkz

p

jk

p

jkp

jkt
 

                          
 

,
2

, 01
1

1

hh

p

k

p

kp

kx

p

kj

p

jkp

jkx








  

      
 

,
2

, 1
1

1

hh

p

kM

p

Mkp

kMx

p

jk

p

kjp

jkx




 



   

1 1

2

2
,

p p p p p

j k jk j k x jk jkp x

jkxx h h

 


       
    

gösterimlerini yapalım. 

 

Bu gösterimleri kullanarak (3.1.1.1) – (3.1.1.4) başlangıç sınır değer problemine karşılık 

gelen fark şemasını aşağıdaki biçimde yazabiliriz: 

 

 
0 1 0 1 ,

1, 1, 1, , 1,

p p p j p p p p

jk jk jk jk j jk j jk jkt z xx
i ia a a v iv f

j M k N p Z

             

   
 (3.1.1.10) 

 0 0 , 0, , 1,p p

j j j M p Z     (3.1.1.11) 

   0

1 , 0, , 1,k

jk j j M k N     (3.1.1.12) 

          0 0, 1, , 1, .p p

k Mk k N p Z      (3.1.1.13) 

 

Burada 
0 1 0 1,  ,  ,  , ,  j p k p

j j j j jka v v f   fonksiyonları ağ fonksiyonları olup,  
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 
2

2

1
, 1, 1,

j

j

h
x

j

h
x

a a x dx j M
h





    ,                                   (3.1.1.14) 

  ,1,0,1,1,
1 2

2

 





mMjdxxv
h

v

h
x

h
x

mmj

j

j

                                            (3.1.1.15) 

  0,,1,1,1,,
1

000

2

2

00

1

 





p

M

p

h
x

h
x

z

z

p

j ZpMjdxdzzx
h

j

j

p

p




                     (3.1.1.16) 

  0,,1,1,1,,
1

110

2

2

11

1

 





k

M

k

h
x

h
x

t

t

k

j NkMjdxdttx
h

j

j

k

k




 ,                    (3.1.1.17) 

  NkZpMjdxdtdzztxf
h

f

h
x

h
x

z

z

t

t

p

jk

j

j

p

p

k

k

,1,,1,1,1,,,
1 2

2
1 1

  



 


                       (3.1.1.18) 

formülleriyle tanımlanırlar. 

 

3.1.2. Fark Şemasının Kararlılık Kestirimi 

 

Bu alt bölümde  (3.1.1.10) – (3.1.1.13) fark şemasının çözümü için kestirim elde etmeye 

çalışacağız ki bu kestirime de kararlılık kestirimi diyeceğiz. 

 

Teorem 3.1.2.1 :            ztxftxzxxvxvxa ,,,,,,,,, 1010   fonksiyonları (3.1.1.5) – 

(3.1.1.8) şartını sağlasın. Bu taktirde (3.1.1.10) – (3.1.1.13) fark şemasının çözümü için 

aşağıdaki kestirim geçerlidir: 

 

   

1 1
2 2

1 1 1 1

1 1 1
2 2 2

1 0 1

1 1 1 1 1 1 1

,

1,2, , , 1,2, , .

Z M N M

p q

jm jk

p j k j

Z M N M Z N M

p k p

j j jk

p j k j p k j

h h

c h h h f

m N q Z

 

    

 

   

  

      

   

 
  

 
 

   

 

              (3.1.2.1) 
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İspat : (3.1.1.10) – (3.1.1.13) fark şeması kp ttzz  , için   pkj ztx ,,  ağında 

tanımlanan, ZpNkp

Mk

p

k ,1,,1,00  , şartlarını sağlayan herhangi p

jk  

fonksiyonu için aşağıdaki toplam özdeşliğine denktir: 

 

 

 

1 1

0 1

1 1

1 1

1

1 1

, 1, , 1, .

M M
p p pp p p

jk jk jkjk jk jkt z x x

j j

M M
p pj p p p p

jk jkjk oj jk j jk jk

j j

h i ia h a

h a v iv h f k N p Z

      

 

 

 

 

 

     

        

 

 
    (3.1.2.2) 

Bu özdeşlikte  p

jk  fonksiyonunun yerine p

jk  ağ fonksiyonunu alıp elde edilen 

eşitlikten onun kompleks eşleneğini çıkarırsak sonuçta aşağıdaki eşitliği elde ederiz: 

   

 

1 1
2 2 2 2 2 2

1 1

1 1 0

1 1

1 1
2

1

1 1

2 2 , 1, , 1, .

M M

p p p p p p p p

jk jk jk jk jk jk jk jk

j j

M M
pp p
jkj jk m jk

j j

h a h

h v h f k N p Z

 

 

 

 

 

 

 

 

            

      

 

 
 

Bu eşitlikleri k  üzerinden 1k ’den pveNmk   üzerinden Zqpvep 1  

kadar toplayıp (3.1.1.11) – (3.1.1.12) şartlarını ve 1,1,01  Mjv j
 şartlarını 

kullanırsak aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz:   

 

1 1 1 1
2 2 2

0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1

1 1 1

2 , 1, , 1, .

q qM m M M m M
p q p q

jm jk j j

p j k j p j k j

q m M
p p

jk jk

p k j

h a h h a h

h f m N q Z

     



   

       



  

     

   

   

 

    (3.1.2.3) 

Bu eşitsizlikten Zq   için aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

1 1 1
2 2 2

0 1

1 1 1 1 1 1

1

1 1 1

2 , 1, .

Z M Z M N M
p p k

jm j j

p j p j k j

Z m M
p p

jk jk

p k j

h h h

h f m N

    



  

     



  

   

  

  

 
   

Bu eşitsizliğin sağ tarafında yer alan 3. toplamın m. terimini ayırıp Cauchy  

eşitsizliğini uygulayalım. Bu taktirde  2  seçersek aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

 

1 1 1
2 2 2

0 0 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
2

1 1 1 1 1

2 2

4 4 , 1,2, , .

Z M Z M N M

p p k

jm j j

p j p j k j

Z M m Z M

p p p

jm jk jk

p j k p j

h h ha

h f h f m N

    

 

  

     

  

    

   

    

  

  
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Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki sonuncu toplamda Cauchy-Bunyakovskii eşitsizliğini 

uygulayarak Gronwall lemmasını kullanırsak herhangi  1,2, ,m N  için  

 

1 1 1
2 2

2 0 1

1 1 1 1 1 1

1 1
2 2

1 1 1 1 1 1

.

Z M Z M N M

p p k

jm j j

p j p j k j

Z N M Z N M

p p

jk jk

p k j p k j

h c h h

h f h f

    

 

  

     

 

     


   





 




  

 

               (3.1.2.4) 

kestirimini elde ederiz. 

 

Bu kestirimin elde edilmesine denk olarak (3.1.2.3) ‘den aşağıdaki kestirimi elde ederiz 

 

 

1 1 1
2 2 2

3 0 1

1 1 1 1 1 1

1
2

1 1 1

, 1,2, , .

N M Z M N M
p p k

jk j j

p j p j k j

Z N M
p

jk

p k j

h c h h

h f q Z

    



  

     



  


   




  



  

 

                 (3.1.2.5)

  

(3.1.2.4) ve (3.1.2.5) ‘i toplarsak teoremin hükmünün geçerli olduğunu ispatlamış 

oluruz. 

 

3.1.3 Fark Şemasının Hatası İçin Kestirim 

 

Bu alt bölümde (3.1.1.10) – (3.1.1.13) fark şemasının hatasını değerlendireceğiz. Bu 

amaçla aşağıdaki sistemi ele alalım: 

 

 
0 1 0 1 ,

 1, 1,  1, ,  1, .

p p p j p p p p

jk jk jk jk j jk jk jkt z xx
i W ia W a W a W v W ivW F

j M k N p Z

       

   
            (3.1.3.1) 

 0 0, 0, , 1,p

jW j M p Z                                        (3.1.3.2) 

 0 0, 0, , 1,jkW j M k N                                         (3.1.3.3) 

 0 0, 0, , 1, .p p

k MkW W k N p Z                                    (3.1.3.4) 

 

Burada p

jkF ağ fonksiyonu olup; 
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 

   

1 1

22

0 1 2

2

0 1 0

1 0 1

1

, 1, 1, 1, , 1,

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

p p

jk jkt z

p j p p p

jk jk j jk j jkx x

F i ia a a x
h t z x

v x iv x dxdtdz i ia

a a v iv j M k N p Z

  




    

    

 





   
    

  


    



       

  

     (3.1.3.5) 

 

formülü ile hesaplanır. Görüldüğü üzere p

jkW  ağ fonksiyonu (3.1.3.1) – (3.1.3.4) 

probleminin çözümü olup aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

 .p p p

jk jk jkW                                                 (3.1.3.6)

                                                                                                      

Burada p

jk  ağ fonksiyonu (3.1.1.10) – (3.1.1.13) fark şemasının çözümü, p

jk  ise 

(3.1.1.1) – (3.1.1.4) başlangıç sınır değer probleminin çözümünün Steklov anlamında 

ortalama değeri olup aşağıdaki formülle tanımlanır: 

 

 
1 1

2

2

0 0

0

1

0

1
, , , 1, 1, 1, , 1, ,

, 0, , 1, ,

,  0, , 1, ,

0, 1, , 1, .

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

p p

j j

k

jk j

p p

k Mk

F x t z dxdtdz j M k N p Z
h

j M p Z

j M k N

k N p Z








 





    

   

   

     

  

      (3.1.3.7) 

 

Teorem 3.1.3.1 : Farz edelim ki Teorem 3.1.2.1’in şartları sağlansın. Bu taktirde 

herhangi  Nm ,,2,1   ve herhangi  Zq ,,2,1  için aşağıdaki kestirim geçerlidir: 

  

1 1
2 2

4

1 1 1 1

,

0, 0, 0, 0,  0.

Z M N M
p q

jm jk h

p j k j

h h

h W h W c

h





 

 

  

   

 

   

 

    

 
                                   (3.1.3.8) 

 

İspat : (3.1.2.1) kestiriminin elde edilmesine denk olarak hareket edersek (3.1.3.1) – 

(3.1.3.4) sisteminin çözümü için aşağıdaki kestirimi elde edebiliriz: 

   

1 1 1
2 2 2

5

1 1 1 1 1 1 1

.

1,2, , , 1,2, , .

Z M N M Z N M
p q p

jm jk jk

p j k j p k j

h W h W c h F

m N q Z

  
  

      

 

   

   
                      (3.1.3.9) 
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Burada 5c >0 sabiti  veh, ’dan bağımsızdır. p

jkF  fonksiyonunu aşağıdaki gibi 

yazalım: 

ZpNkMjFFFFFFF p

jk

p

jk

p

jk

p

jk

p

jk

p

jk

p

jk ,1,,1,1,1,654321                 (3.1.3.10) 

 

Burada 6,1, sF ps

jk  fonksiyonları aşağıdaki formüllerle tanımlanır:  

  
 











p

p

k

k

j

j

z

z

t

t

p

jkt

hx

hx

p

jk ZpNkMjidxdtdz
t

i
h

F

1 1

,1,,1,1,1,
1 2

2

1 



,            (3.1.3.11) 

  
 











p

p

k

k

j

j

z

z

t

t

p

jkz

hx

hx

p

jk ZpNkMjiadxdtdz
z

ia
h

F

1 1

,1,,1,1,1,
1

0

2

2

0

2 



,           (3.1.3.12) 

  
 











p

p

k

k

j

j

z

z

t

t

p

jkxx

hx

hx

p

jk ZpNkMjadxdtdz
x

a
h

F

1 1

,1,,1,1,1,
1

1

2

2

2

2

1

3 



,           (3.1.3.13) 

   
 







p

p

k

k

j

j

z

z

t

t

p

jk

j

hx

hx

p

jk ZpNkMjadxdtdzxa
h

F

1 1

,1,,1,1,1,
1 2

2

4 


 ,                   (3.1.3.14) 

   
 







p

p

k

k

j

j

z

z

t

t

p

jkj

hx

hx

p

jk ZpNkMjvdxdtdzxv
h

F

1 1

,1,,1,1,1,
1

0

2

2

0

5 


,                   (3.1.3.15) 

   
 







p

p

k

k

j

j

z

z

t

t

p

jkj

hx

hx

p

jk ZpNkMjivdxdtdzxiv
h

F

1 1

,1,,1,1,1,
1

1

2

2

1

6 


 .                    (3.1.3.16) 

 

İlk önce ZpNkMjF p

jk ,1,,1,1,1,1   ağ fonksiyonunu değerlendirelim. 

(3.1.3.11) ve (3.1.3.7) formülünü kullanarak aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

 

 

1 1

1 1

1 1 1 1

2
1

2

2
1

2

2 2

2 2

1

1

1 1 1
, ,

jp k

p k j

jp k

p k j

j jp pk k

p k p kj j

hxz t

p p

jk jkt
hz t x

hxz t p p

jk jk

hz t x

h hx xz zt t

h hz t z tx x

F i dxdtdz i
h t

i dxdtdz i
h t

i dxdtdz i x t z dxdtdz
h t h






 

 




  

 

 

   











 

 


 




 






  
 



  

  

     
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 

   

 

1

1 2 1 1

1 1 1 1

2 2

2 2

02 2

2 2

2 2

2

1
, ,

, , , ,

, ,

j jp pk k

p k p kj j

j jp pk k

p k p kj j

h hx xz zt t

h hz t z tx x

h hx xz zt tt

h hz t t z tx x

i
x t z dxdtdz dxdtdz

h h t

x z x t zi i
d dxdtdz

h h t

x t zi

h

 




 

  


  

 





   

   

 

 

 

  




  




 
 

 

 



     

       

   

1 1

1 1

02

2

02

2

2

, , , ,

1, 1, 2, , 1, .

jp k

p k j

jp k

p k j

hxz t

hz t x

hxz t

hz t x

d

x t z x t zi
d dxdtdz

h t t

j M k N p Z








  




 

 









    
   
   

   

   

   

     (3.1.3.17) 

                                  

Burada  Cauchy-Bunyakovskii eşitsizliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

 

   

1 1

202
2

1

2

2

, , , ,1
,

1, 1, 2, , 1, .

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

x t z x t z
F d dxdtdz

h t t

j M k N p Z



  



 





  
 

 

   

   
    (3.1.3.18) 

 

Şimdi 1

1

p

jF ’i değerlendirelim. Gerçekten 1k  için (3.1.3.11) ve (3.1.3.7) formülünü 

kullanırsak aşağıdaki formülü kolaylıkla elde edebiliriz: 

 

   1 1

1 0 1 0 0

2 2
1

1 2

2 2

, , , ,

1, 1,  1, .

j jp p

p pj j

h hx xz zt t t

p

j

h hz t z t tx x

x t z x zi i
F dxdtdz d dxdtdz

h t h

j M p Z

  


  
 

 

 

 
 

 

  

      
 

 

Cauchy-Bunyakovskii eşitsizliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 
1

1 0

22
2

1

1

2

4
, 1, 1 , 1,

jp

p j

hxz t

p

j

hz t x

F dxdtdz j M p Z
h t











   

               (3.1.3.19) 

 (3.1.3.18) , (3.1.3.19) eşitsizliklerinin elde edilmesine denk olarak (3.1.3.12) , (3.1.3.7) 

formüllerinin yardımı ile aşağıdaki eşitsizlikleri elde edebiliriz: 
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   

1 1

202 2
2

2 0

2

2

, , , ,
,

1, 1, 1, , 2,

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

x t z x t za
F d dxdtdz

h z z

j M k N p Z



  


 
 





  
 

 

   

   
   (3.1.3.20)

                
 











p

p

k

k

j

j

z

z

t

t

hx

hx

jk NkMjdxdtdz
zh

F

1 1

,1,1,1,
4 2

2

2
2

12 


.                   (3.1.3.21) 

 
1p

jkF  ağ fonksiyonu için elde ettiğimiz formüle eşdeğer olan işlemler yaparsak 

kolaylıkla ZpNkMjF p

jk ,1,,1,2,2,3   ağ fonksiyonu için aşağıdaki eşitlikleri 

elde ederiz: 

 

1 1

1 1

22
3 1

2

2

22

1

3 2

2

, ,
.

jp k

p k j

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

hxz t x h

hz t x hx

a
F dxdtdz

h x

t za
d d dxdtdz

h









 
 

 

 

 





 




 



  
  

  

  

    

 

 

Buradan da kolaylıkla 1. ve 2.terimi birleştirerek aşağıdaki eşitliği elde ederiz: 

   

1 1

2 202
3 1

3 2 2

0
2

, , , ,
,

2, 2, 1, , 1, .

jp k

p k j

hxz t h

p

jk

hz t hx

x t z x t za
F d d dxdtdz

h x x

j M k N p Z

   
 


 





    
  

  

   

    
 

 

Burada Cauchy-Bunyakovskii eşitsizliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz. 

   

1 1

2 202 2
2

3 1

3 2 2

0
2

, , , ,

2, 2, 1, , 1, .

jp k

p k j

hxz t h

p

jk

hz t hx

x t z x t za
F d d dxdtdz

h x x

j M k N p Z

   
 


 





   
 

 

   

    
       (3.1.3.22) 

                                                                            

Şimdi ZpNkF p

k ,1,,1,3

1   ağ fonksiyonunda (3.1.3.13) formülünü kullanarak 1j  

olduğunda aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 
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 

     

 

2

1 1 1 1 2

1 1 1

1 1 1

1

2 22
3 1 1

1 2 3

2 2

2 2 2

1

2 2 2

2

1

3 2

, ,

, , 2 , , 2 , ,
2

, ,

jp pk k

p k p kj

h hx xz zt t

p

k

h hz t z tx x

h h hx x x

h h hx x x

x

a a
F dxdtdz x t z dx

h x h

hx t z dx x t z dx x t z dx dtdz

t za

h





 

  

 

 

   

 

 

  

  

 
      




     

 






     

  

 

1

1 1 1

1

1 1 1 1 1

2 2

2

2 2

1

3 2

2 2 2

, ,2
.

p k

p k

p k

p k

h hxz t x h

hz t xx

hxz t x

h h hz t x x x

d d dxdtdz

t za
d d dxdtdz

h



 

 
 

 

 

 

 





  








    

    

 

 

Buradan da Cauchy-Bunyakovskii eşitsizliğini kullanarak aşağıdaki eşitsizliği elde 

ederiz: 

 

1

1 1 1

2
2 22

2
3 1

1 2

2

16
,  1, , 1, .

p k

p k

hxz t

p

k

hz t x

a
F dxdtdz k N p Z

h x




 






  

                (3.1.3.23) 

 

Bu eşitsizliğin elde edilmesine eşdeğer olarak (3.1.3.13) ‘ü kullanarak 

ZpNkF p

kM ,1,,1,3

1   ağ fonksiyonu için aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

 

1

1 1 1

2
2 22

3 1
1 2

2

16
,  1, , 1, .

Mp k

p k M

hxz t

p

M k

hz t x

a
F dxdtdz k N p Z

h x







  








  

             (3.1.3.24) 

 

Şimdi ZpNkMjF p

jk ,1,,1,1,1,4   ağ fonksiyonunu değerlendirelim. (3.1.3.14) 

formülünü kullanarak aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

 

    

  

1 1

1 1

2
4

2

2

2

1
, ,

1
,

1, 1 , 1, , 1, .

jp k

p k j

jp k

p k j

hxz t

p p

jk jk

hz t x

hxz t

j p

jk

hz t x

F a x x t z dxdtdz
h

a x a dxdtdz
h

j M k N p Z

 





 

 









  

 

   

  

    

(3.1.3.14) formülüne göre bu eşitliğin sağ tarafındaki 2.terim sıfıra eşit oluyor. Bu 

nedenle aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 
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  

1 1

2
4

2

1
,

1, 1 , 1, , 1, .

jp k

p k j

hxz t

p p

jk jk

hz t x

F a x dxdtdz
h

j M k N p Z

 


 





 

   

  
                      (3.1.3.25) 

 

Şimdi p

jk   farkına bakalım. (3.1.3.7) formülünden yararlanarak kolaylıkla aşağıdaki 

eşitliği yazabiliriz. 

      

   

 

1 1

1 1

2

2

2

2

1
, , , , , ,

, , , ,1

, ,
.

jp k

p k j

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

hxz t x t

hz t x

z

x t z x t z d d d
h

t z z
d

h

x
dx d d d

x

 



         


    


  

  
  

 

 









   

  
  
  







  

    



  (3.1.3.26) 

Buradan da Cauchy-Bunyakovskii eşitsizliğinin yardımı ile aşağıdaki eşitsizliği elde 

ederiz: 

       

 
 

 

 

1 1

1 1

1 1

1
22

2

2

1
22

2

2

1
22

2

2

, ,
, ,

, ,

, ,
.

jp k

p k j

jp k

p kj

j pk

t pj

hxz t

p

jk

hz t x

hxz t

hz tx

hx zt

ht zx

t zh
x t z d d d

z
d d d

h

d d d
h

 
    



  
  



   
  



 

 

 













 
    
 
 

 
  
 
 

 
 
 
 

  

  

  

                 (3.1.3.27) 

   

(3.1.1.5) şartını kullanarak (3.1.3.25) ‘den aşağıdaki bağıntıyı elde ederiz: 

1

1 1 1

1
2

2
2

4 0

2

,  1, 1,  1, , 1,

p k

p k

hxz t

p p

jk jk

hz t x

F dxdtdz j M k N p Z
h


 


 





 
      
 
 
    .   
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Bu eşitsizlikten (3.1.3.27)’yi dikkate alarak aşağıdaki eşitsizliğin geçerli olduğunu elde 

ederiz: 

 

 

 

 

1 1

1 1

1 1

2
2 2

2
4 0

2

2
2 2

0

2

2
2 2

0

2

, ,3

, ,3

, ,3
,

1, 1, 1, , 1, .

jp k

p k j

jp k

p k j

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

hxz t

hz t x

hxz t

hz t x

t zh
F d dtdz

z
d d dz

h

d d d
h

j M k N p Z

 


 

   
 

 

    
  

 

 

 

 














 




 








   

  

  

  

                  (3.1.3.28) 

               

ZpNkMjF p

jk ,1,,1,1,1,5   ağ fonksiyonu için olan (3.1.3.15) formülünü ve 

(3.1.1.15) formülünü kullanarak aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

   
1 1

2
5

0

2

1
.

jp k

p k j

hxz t

p p

jk jk

hz t x

F v x dxdtdz
h

 


 





     

Buradan  xv0  fonksiyonu için olan şartı kullanarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 

1 1

2
5 0

2

,  1, 1, 1, , 1, .

jp k

p k j

hxz t

p p

jk jk

hz t x

b
F dxdtdz j M k N p Z

h
 


 





         

Buradan (3.1.3.27) eşitsizliğini kullanarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 

 

 

 

1 1

1 1

1 1

2
2 2

2
5 0

2

2
2 2

0

2

2
2 2

0

2

, ,3

, ,3

, ,3
,

1, 1, 1, , 1, .

jp k

p k j

jp k

p k j

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

hxz t

hz t x

hxz t

hz t x

t zb h
F d dtdz

zb
d d dz

h

b
d d d

h

j M k N p Z

 


 

  
 

 

   
  

 

 

 

 














 




 








   

  

  

  

                  (3.1.3.29) 

 

 Bu eşitsizliğin elde edilmesine eşdeğer olarak (3.1.3.16) ve (3.1.1.15) formüllerini 

kullanarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 
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 

 

 

1 1

1 1

1 1

2
2 2

2
6 1

2

2
2 2

1

2

2
2 2

1

2

, ,3

, ,3

, ,3
,

1, 1, 1, , 1, .

jp k

p k j

jp k

p k j

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

hxz t

hz t x

hxz t

hz t x

t zb h
F d dtdz

zb
d d dz

h

b
d d d

h

j M k N p Z

 


 

  
 

 

   
  

 

 

 

 














 




 








   

  

  

  

                  (3.1.3.30) 

    

Fubini teoremini kullanarak (3.1.3.18)’den aşağıdaki bağıntıyı elde ederiz.  

   
201

2

1 2 1

, , , ,1Z N M
p

jk

p k j

x t z x t z
h F dxdtdz d

t t


  
 





    

   
  
  
 

   .              (3.1.3.31) 

Herhangi 0  alalım.  2L ’den olan fonksiyonların orta kuadratik sürekliliğini 

dikkate alarak, 

 
   

2

, , , ,
,

x t z x t z
dxdtdz

t t

  
   



  
   

   

olacak biçimde 0  sayısı bulunur. Bu nedenle    şartını sağlayan  ’lar 

için (3.1.3.31) ‘den yararlanarak, 

 
1

2
1 0

1 2 1

Z N M
p

jk

p k j

h F  


  

                                      (3.1.3.32)                                

 bağıntısını elde ederiz. Burada 000   ve  için 00  dır. (3.1.3.19) ‘dan 

aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 
 

 2

2
1

2
1

1 1 0

, ,
4 .

L

Z M
p

jk

p j L

h F d
t

  
 



  

  



                          (3.1.3.33) 

                                              

Burada integralin mutlak sürekliliğini kullanırsak aşağıdaki bağıntıyı kolaylıkla 

yazabiliriz: 

 
1

2
1 0

1 1

.
Z M

p

jk

p j

h F  


 

                                        (3.1.3.34)  

Burada 00~0   ve  için 0~0  dır. 
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 (3.1.3.32) ve (3.1.3.34)’ü toplarsak aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

 

1
2

1 1

1 1 1

.

Z N M

p

jk

p k j

h F  


  

                                     (3.1.3.35)                                                                                   

Burada 001 ~
    dır.  (3.1.3.35) eşitsizliğinin elde edilmesine denk olarak 

(3.1.3.20) ve (3.1.3.21) eşitsizliklerinden aşağıdaki eşitsizliğin geçerli olduğunu elde 

ederiz: 

 
1

2
2 2

1 1 1

.
Z N M

p

jk

p k j

h F  


  

                                     (3.1.3.36) 

                                   

Burada 002   ve  için 02  dır. (3.1.3.22) eşitsizliğini kullanarak Fubini 

teoreminin yardımı ile (3.1.3.32)’de olduğu gibi bir sonraki eşitsizliği elde ederiz: 

 
1

2
3 3

1 1 1

.
Z N M

p

jk h

p k j

h F 


  

                                      (3.1.3.37) 

                                   

Burada 00~3  hveh  için 0~3 h dır. (3.1.3.23) – (3.1.3.24) eşitliklerinden 

yararlanarak aşağıdaki eşitsizlikleri yazabiliriz: 

 
 

 2

2
2

2
3 2

1 1 2
1 1 0

, ,
9 .

hZ N
p

k

p k
L Q

x
h F a dx

x




 

  



                        (3.1.3.38) 

 
 

 2

2
2

2
3 2

1 1 2
1 1

, ,
9 .

Z N
p

M k

p k h L Q

x
h F a dx

x


 

  

  



                      (3.1.3.39) 

                     

Bu eşitsizlikleri taraf tarafa toplayarak ve bu eşitsizliklerde yer alan integrallerin mutlak 

sürekliliğini kullanarak aşağıdaki bağıntının geçerli olduğunu elde ederiz: 

 
2 2

3 3 4

1 1

1 1 1 1

.
Z N Z N

p p

k M k h

p k p k

h F h F  

   

                          (3.1.3.40) 

 

Burada 00~4  hveh  için 0~4 h dır. Bu taktirde bu eşitsizlikten ve (3.1.3.37) 

‘den yararlanarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 
1

2
3 3

1 1 1

.
Z N M

p

jk h

p k j

h F 


  

                                      (3.1.3.41) 
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Burada 433 ~~
hhh    dır. (3.1.3.28) eşitsizliğini kullanarak bir sonraki eşitsizliği 

yazabiliriz, 

 
     2 2 2

2 2 21
2

4 2 2 2 2

0

1 1 1

3 .
Z N M

p

jk

p k j L L L

h F h
x t z

  
   



     

   
   

    
  

 

Buradan da (3.1.1.9) kestiriminden yararlanarak aşağıdaki kestirimi elde ederiz: 

  
1

2
4 2 2 2

6

1 1 1

,
Z N M

p

jk

p k j

h F c h  


  

                             (3.1.3.42)                                

(3.1.3.29) eşitsizliğinden kolaylıkla aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

     





























 






2

2

2

2

2

22

0

1 1

1

1

2
5

222

3
LLL

Z

p

N

k

M

j

p

jk
ztx

hbFh








 . 

 

Bu eşitsizlikten (3.1.1.9) kestirimini kullanarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

  
1

2
5 2 2 2

7

1 1 1

.
Z N M

p

jk

p k j

h F c h  


  

                             (3.1.3.43) 

                                

Bu kestirimin elde edilmesine eşdeğer olarak (3.1.3.30)’dan aşağıdaki kestirimi elde 

ederiz: 

  
1

2
6 2 2 2

8

1 1 1

.
Z N M

p

jk

p k j

h F c h  


  

                             (3.1.3.44) 

                                     

Böylece (3.1.3.35), (3.1.3.36), (3.1.3.41), (3.1.3.42), (3.1.3.43) ve (3.1.3.44) 

kestirimlerini kullanarak aşağıdaki kestirimi yazabiliriz. 

  
1 1

2 2
1 2 3 2 2 2

9

1 1 1 1

,
Z M Z M

p q

jm jk h

p j p j

h W h W c h       
 

   

            (3.1.3.45)         

  eğer burada; 

 1 2 3 2 2 2 ,h h h

                                           (3.1.3.46) 

                                  

formülünü kullanırsak teoremin hükmünün geçerli olduğunu elde edebiliriz. Böylece 

Teorem 3.1.3.1 ispatlandı. 
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3.2 Kuazi Optiğin Durgun Olmayan Denklemi İçin 2.Çeşit Başlangıç Sınır Değer 

Probleminin Nümerik Çözümü 

 

Bu bölümde Kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için 2.çeşit başlangıç sınır değer 

probleminin fark şeması oluşturulacak, fark şeması için kararlılık kestirimi elde edilecek 

ve fark şemasının hatası için kestirim ispatlanacaktır. Bu bölüm üç ana bölümden 

oluşmaktadır.  

 

3.2.1 Başlangıç Sınır Değer Probleminin Formülize Edilmesi ve Fark Şeması 

 

Bu alt bölümde ele alınan Kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için 2.çeşit başlangıç 

sınır değer problemini tanımlayalım. 

  

0,0,0  LT  verilen sayılar, 0 , 0 , 0 ,x t T z L        

             LTTL TL ,0,0,0,,0,0,,0,0    

olsun. 

         
2

0 1 0 12
, , , , ,i ia a a x v x iv x f x t z x t z

t z x

  
  

  
      

  
         (3.2.1.1) 

denkleminin  

                0,0, , , , Lx z x z x z   ,                                                            (3.2.1.2) 

                1, ,0 , , , Tx t x t x t                                                                  (3.2.1.3) 

başlangıç değer ve 

           
   

 
0, , , ,

0, ,
t z t z

t z Q
x x

 
  

 
                                                     (3.2.1.4) 

sınır değer şartları altında çözümünün bulunması problemini göz önüne alalım.Burada 

0,0 10  aa  verilen sayılar,      xvxvxa 10 ,,  ölçülebilen reel değerli fonksiyonlar 

olup; 

  0,, 1010  sabitxa                          (3.2.1.5) 

    0,,,0,1,0, 10

0

 sabitbbxmbxv mm                        (3.2.1.6) 
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şartlarını sağlar.      ztxftxzx ,,,,,, 10   verilen kompleks değerli fonksiyonlar olup; 

 

 
   

 Lz
x

z

x

z
W L ,0,0

,,0
, 00

1,2

20 











 ,                      (3.2.1.7) 

 
   

 Tt
x

t

x

t
W T ,0,0

,,0
, 11

1,2

21 











 ,                       (3.2.1.8) 

 

1,1,0

2Wf                             (3.2.1.9) 

şartlarını sağlar. 

 

Tanım 3.2.1.1 : (3.2.1.1) – (3.2.1.4) başlangıç sınır değer probleminin çözümü olarak 

 1,1,2

2W  uzayına ait olan (3.2.1.1) denklemini    ztx ,,
0

 için (3.2.1.2) , (3.2.1.3) 

başlangıç değer şartlarını sırası ile      TL txzx  ,,,
00

 için ve (3.2.1.4) sınır 

değer şartlarını   Qzt  ,
0

 için sağlayan  ztx ,,   fonksiyonu anlaşılır. 

 

 (3.2.1.1) – (3.2.1.4) başlangıç sınır değer problemi daha önce  6  çalışmasında 

incelenmiş ve bu çalışmada gösterilmiştir ki (3.2.1.1) – (3.2.1.4) başlangıç sınır değer 

probleminin 1,1,2

2W  uzayına ait olan Tanım 3.2.1.1 anlamında tek çözümü vardır ve bu 

çözüm için aşağıdaki kestirim geçerlidir: 

 
       2,1,1 2,1 2,1 0,1,1

2 2 2 2

0 0 1 .
W W W WL T

c f  
   

 
   

 
                   (3.2.1.10)

                     

3.1.1 alt bölümünde olduğu gibi  (3.2.1.1) – (3.2.1.4) problemine karşılık gelen fark 

şemasını uygun işaretlemeleri kullanarak aşağıdaki biçimde yazabiliriz: 

 
0 1 0 1 ,

1, 1, 1, , 1,

p p p j p p p p

jk jk jk jk j jk j jk jkt z xx
i ia a a v iv f

j M k N p Z

             

   
        (3.2.1.11) 

 0 0 , 0, , 1,p p

j j j M p Z                                    (3.2.1.12) 

 
0

1 , 0, , 1,k

jk j j M k N                                   (3.2.1.13) 
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1 0, 1, , 1, .p p

k Mkx x
k N p Z                                (3.2.1.14) 

 

Burada p

jk

k

j

p

jjj

j fvva ,,,,, 1010   fonksiyonları ağ fonksiyonları olup, 

 






2

2

1,1,
1

h
x

h
x

j

j

j

Mjdxxa
h

a ,                                   (3.2.1.15) 

  ,1,0,1,1,
1 2

2

 





mMjdxxv
h

V

h
x

h
x

mmj

j

j

                                 (3.2.1.16) 

  ,,1,,,1,1,,
1

1000100

2

2

00

1

ZpMjdxdzzx
h

p

M

p

M

pp

h
x

h
x

z

z

p

j

j

j

p

p

 











                 (3.2.1.17) 

  NkMjdxdttx
h

k

M

t

t

k

M

kk

h
x

h
x

k

j

k

k

j

j

,1,,,1,1,,
1

1111110

2

2

11

1

 





 





 ,                  (3.2.1.18) 

 
1 1

2

2

1
, , , 1, 1 , 1, , 1,

j
p k

p k
j

h
xz t

p

jk

hz t
x

f f x t z dxdtdz j M p Z k N
h

 





                           (3.2.1.19) 

formülleriyle tanımlanırlar. 

 

3.2.2. Fark Şemasının Kararlılık ve Hata Kestirimleri 

 

Bu alt bölümde  (3.2.1.11) – (3.2.1.14) fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimi 

elde edeceğiz ve bu kestirimi kullanarak fark şemasının hatasını değerlendireceğiz. Bu 

amaçla ilk önce fark şemasının kararlılık kestirimini gösteren hükmü verelim. 

 

Teorem 3.2.2.1 :            ztxftxzxxvxvxa ,,,,,,,,, 1010   fonksiyonları (3.2.1.5) – 

(3.2.1.9) şartlarını sağlasın. Bu taktirde (3.2.1.11) – (3.2.1.14) fark şemasının çözümü  

için aşağıdaki kestirim geçerlidir: 
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   

1 1
2 2

1 1 1 1

1 1 1
2 2 2

2 0 1

1 1 1 1 1 1 1

,

1,2, , , 1,2, , .

Z M N M
p q

jm jk

p j k j

Z M N M Z N M
p k p

j j jk

p j k j p k j

h h

c h h h f

m N q Z

 

    

 

   

  

      

   

 
   

 

   

 

                                    (3.2.2.1) 

               

İspat : 3.2.2.1 teoreminin ispatı 3.1.2.1 teoreminin ispatı ile aynıdır. 

 

Şimdi bu teoremin hükmünü kullanarak fark şemasının hatasını değerlendirmeye 

çalışalım. Bu amaçla aşağıdaki sistemi göz önüne alalım: 

 

 
0 1 0 1 ,

1, 1, 1, , 1, ,

p p p j p p p p

jk jk jk jk j jk j jk jkt z xx
i W ia W a W a W v W iv W F

j M k N p Z

       

   
           (3.2.2.2) 

 0 0 , 0, , 1, ,p

jW j M p Z                                     (3.2.2.3) 

 0 0 , 0, , 1, ,jkW j M k N                                     (3.2.2.4) 

 1 0 , 1, , 1, .p p

k Mkx x
W W k N p Z                                (3.2.2.5)

                       

Burada 
p

jkF  ağ fonksiyonu olup; 

 

 

   

1 1

22

0 1 2

2

0 1 0

1 0 1

1

, 1, 1, 1, , 1,

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

p p

jk jkt z

p j p p p

jk jk j jk j jkx x

F i ia a a x
h t z x

v x iv x dxdtdz i ia

a a v iv j M k N p Z

  




    

    

 





   
    

  


    



       

  

     (3.2.2.6) 

         

formülü ile hesaplanır. Görüldüğü üzere 
p

jkW  ağ fonksiyonu (3.2.2.2) – (3.2.2.5) 

probleminin çözümü olup aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

 

 .p p p

jk jk jkW                                                 (3.2.2.7) 
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Burada 
p

jk  ağ fonksiyonu (3.2.1.11) – (3.2.1.14) fark şemasının çözümü,  
p

jk  ise 

(3.2.1.1) – (3.2.1.4) başlangıç sınır değer probleminin çözümünün Steklov anlamında 

ortalama değeri olup aşağıdaki formülle tanımlanır: 

 

 
1 1

2

2

0

0 0 1

0 1 1

1
, , , 1, 1, 1, , 1, ,

, 0, , 1, , , 0, , 1, ,

, ,  1, , 1, .

jp k

p k j

hxz t

p

jk

hz t x

p p k

j j jk j

p p p p

k k Mk M k

x t z dxdtdz j M k N p Z
h

j M p Z j M k N

k N p Z

 


   

   

 







    

     

   

  

    (3.2.2.8) 

 

Teorem 3.2.2.2 : Farz edelim ki Teorem 3.2.2.1 ‘in şartları sağlansın. Bu taktirde 

herhangi  1,2, ,m N  ve  herhangi  1,2, ,q Z  için aşağıdaki kestirim 

geçerlidir: 

 

1 1
2 2

3

1 1 1 1

0, 0 , 0 , 0 , 0

Z M N M
p q

jM jk h

p j k j

h h

h W h W c

h





 

 

  

   

 
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 

    

 
                          (3.2.2.9) 

 

İspat : (3.2.2.1) kestirimine denk olarak (3.2.2.2) – (3.2.2.5) sisteminin çözümü için 

aşağıdaki kestirimi elde edebiliriz: 

 

   

1 1 1
2 2 2

4

1 1 1 1 1 1 1

1,2, , ,  1,2, , .

Z M N M Z N M
p q p

jM jk jk

p j k j p k j

h W h W c h F

m N q Z

  
  
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 

   

   
            (3.2.2.10) 

 

Burada 04 c  sayısı h, ve  ’dan bağımsızdır. 
p

jkF  fonksiyonunu aşağıdaki gibi 

yazalım: 

1 2 3 4 5 6 , 1, 1, 1, , 1, .p p p p p p p

jk jk jk jk jk jk jkF F F F F F F j M k N p Z                           (3.2.2.11) 

 

Burada , 1,6ps

jkF s   fonksiyonları aşağıdaki formüllerle tanımlanır: 
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  
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   
 







p

p

k

k

j

j

z

z

t

t

p

jkj

hx

hx

p

jk ZpNkMjvdxdtdzxv
h

F

1 1

,1,,1,1,1,
1

0

2

2

0

5 


,                   (3.2.2.16) 
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İlk önce 1, 1, 1,  1, ,  1,p

jkF j M k N p Z     ağ fonksiyonunu değerlendirelim. (3.2.2.12)  

ve (3.2.2.8) formülünü kullanarak aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 
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                             (3.2.2.18) 

 

Burada Cauchy – Bunyakovskii eşitliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 
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Şimdi 
1

1

p

jF ’i değerlendirelim. Gerçekten 1k için (3.2.2.12)’yi ve (3.2.2.8) formülünü 

kullanırsak aşağıdaki formülü kolaylıkla elde edebiliriz: 
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Cauchy – Bunyakovskii eşitliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 
1

1 0

22
2
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1

2

4
,  1, 1, 1, ,
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p j

hxz t

p

j

hz t x
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









   

              (3.2.2.20) 

(3.2.2.19) , (3.2.2.20) eşitsizliklerinin elde edilmesine denk olarak (3.2.2.13) , (3.2.2.8) 

formüllerinin yardımı ile aşağıdaki eşitsizlikleri elde edebiliriz: 
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        (3.2.2.21) 

 
1

0 1

22
2

12

2

4
,  1, 1, 1,

jk

k j

hxtz

jk

hz t x
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
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






   

               (3.2.2.22) 
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1p

jkF  ağ fonksiyonu için elde ettiğimiz formüle eşdeğer olan işlemler yaparsak kolaylıkla 

3p

jkF   ZpNkMj ,1,,1,2,2   ağ fonksiyonu için aşağıdaki elde ederiz:  

 

1 1 1 1

222 2
3 1 1

2 3 2

2 2

, ,
j jp pk k
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h hx xz zt t x h
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   
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   

  
        . 

  

Buradan da kolaylıkla 1.ve 2.terimi birleştirerek aşağıdaki eşitliği elde ederiz: 

 

   

1 1

2 202
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0
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, , , ,
,
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  

  

   

    
 

 

Burada Cauchy – Bunyakovskii eşitliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

   

1 1

2
2 202 2
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3 1

3 2 2

0
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    
    (3.2.2.23) 

 

Şimdi ZpNkF p

k ,1,,1,3

1   ağ fonksiyonunda (3.2.2.14) formülünü kullanarak 1j  

olduğunda aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 
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Burada, 

   
0

,,
2,,0 1











x

zthx

x

zt 
 

olduğunu dikkate alırsak 3

1

p

kF ’ü aşağıdaki biçimde yazabiliriz: 
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Burada Cauchy – Bunyakovskii eşitsizliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği elde 

edebiliriz. 
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 Buradan da aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 

1 1

22 2
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1 2
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z t
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 
                (3.2.2.24) 

 

Bu eşitsizliğin elde edilmesine eşdeğer olarak (3.2.2.14)’ü kullanarak 

3

1 ,  1, ,  1,p

M kF k N p Z    ağ fonksiyonu için aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 
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                          (3.2.2.25) 

 

,,, 654 p

jk

p

jk

p

jk FFF ZpNkMj ,1,,1,1,1   ağ fonksiyonlarının 3.1.1 bölümünde 

olduğu gibi aşağıdaki şekilde değerlendirebiliriz: 
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                (3.2.2.28) 

                                            

Fubini teoremini kullanarak (3.2.2.19) ‘dan aşağıdaki bağıntıyı elde ederiz: 

   
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x t z x t z
h F dxdtdz d
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   
  
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 

                  (3.2.2.29) 
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Herhangi 0  alalım.  2L ’dan olan fonksiyonların orta kuadratik sürekliliğini 

dikkate olarak, 
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x t z x t z
dxdtdz

t t

  
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   

olacak biçimde 0  sayısı bulunur. Bu nedenle   şartını sağlayan  ’lar için 

(3.2.2.29)’dan yararlanarak,  
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                                      (3.2.2.30)                                                                          

bağıntısını elde ederiz. Burada  000   ve  için 00  dır. (3.2.2.20)’den 

aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 
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Burada integralin mutlak sürekliliğini kullanırsak aşağıdaki bağıntıyı kolaylıkla 

yazabiliriz: 
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                                        (3.2.2.32) 

                                   

Burada 00~0   ve  için 0~0  dır. (3.2.2.30) ve (3.2.2.32)’yi toplarsak 

aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 
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                                      (3.2.2.33) 

                                       

Burada 001 ~
   dır. (3.2.2.33) eşitsizliğinin elde edilmesine denk olarak (3.2.2.21), 

(3.2.2.22) eşitsizliklerinden aşağıdaki eşitsizliğin geçerli olduğunu elde ederiz: 
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                                     (3.2.2.34) 

                                               

 Burada 002   ve  için 02  dır. (3.2.2.23) eşitsizliğini kullanarak Fubini 

teoreminin yardımıyla (3.2.2.30)’da olduğu gibi bir sonraki eşitsizliği elde ederiz. 
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Burada 00~3  hveh  için 0~3 h dır.(3.2.2.24), (3.2.2.25) eşitsizliklerinden 

yararlanarak aşağıdaki eşitsizlikleri yazabiliriz: 
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Bu eşitsizlikleri taraf tarafa toplayarak ve bu eşitsizliklerde yer alan integrallerin mutlak 

sürekliliğini kullanarak aşağıdaki bağıntının geçerli olduğunu elde ederiz: 

 
2 2

3 3 4

1 1

1 1 1 1

.
Z N Z N

p p

k M k h

p k p k

h F h F  

   

                           (3.2.2.38) 

                    

Burada 00~4  hveh  için 0~4 h dır. Bu taktirde bu eşitsizlikten ve 

(3.2.2.35)’den yararlanarak aşağıdaki eşitsizlikleri yazabiliriz: 
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Burada 433 ~~
hhh   dir. (3.2.2.26) eşitsizliğini kullanarak bir sonraki eşitsizliği 

yazabiliriz, 

 
     2 2 2

2 2 21
2

4 2 2 2 2

0

1 1 1

3 .
Z N M

p

jk

p k j L L L

h F h
x t z

  
   



     

   
   

    
  

 

Buradan da (3.2.1.10) kestiriminden yararlanarak aşağıdaki kestirimi elde ederiz: 

 

  
1

2
4 2 2 2

5

1 1 1

,
Z N M

p

jk

p k j

h F c h  


  

                             (3.2.2.40) 
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(3.2.2.27) eşitsizliğinden kolaylıkla aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 
     2 2 2

2 2 21
2

5 2 2 2 2

0

1 1 1

3 .
Z N M

p

jk

p k j L L L

h F b h
x t z

  
  



     

   
   

    
  

 

Bu eşitsizlikten (3.2.1.10) kestirimini kullanarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

  
1

2
5 2 2 2

6

1 1 1

.
Z N M

p

jk

p k j

h F c h  


  

                             (3.2.2.41) 

                      

Bu kestirimin elde edilmesine eşdeğer olarak (3.2.2.28)’den aşağıdaki kestirimi elde 

ederiz: 

  
1

2
6 2 2 2

7

1 1 1

.
Z N M

p

jk

p k j

h F c h  


  

                             (3.2.2.42) 

                     

Böylece (3.2.2.33) , (3.2.2.34) , (3.2.2.39) , (3.2.2.40) , (3.2.2.41) ve (3.2.2.42) 

kestirimlerini kullanarak aşağıdaki kestirimi yazabiliriz: 

  
1 1

2 2
1 2 3 2 2 2

8

1 1 1 1

,
Z M Z M

p q

jm jk h

p j p j

h W h W c h       
 

   

            (3.2.2.43) 

 

eğer burada;  

 1 2 3 2 2 2

h h h

                                           (3.2.2.44) 

                      

formülünü kullanırsak teoremin hükmünün geçerli olduğunu elde edebiliriz.  

 

Böylece teorem 3.2.2.2 ispatlandı. 
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3.2.3 Nümerik Hesaplamalar  

 

Bir önceki alt bölümlerde incelediğimiz 1. ve 2. çeşit sınır değer problemlerinin 

nümerik çözüm algoritmasını elde etmek için incelediğimiz her iki problemi de içeren 

aşağıdaki problemi göz önüne alalım:  

 

         
2

0 1 0 12
, , , , ,i ia a a x v x iv x f x t z x t z

t t x

  
  

  
      

  
      (3.2.3.1) 

      Lzxzxzx  ,,,,0, 0                                      (3.2.3.2) 

      Ttxtxtx  ,,,0,, 1                           (3.2.3.3) 

 
     0 0

0, ,
0, ,  , ,  ,0

t z
t z y t z t z Q

x


  


  


                                   ( 3.2.3.4) 

 
     1 1

, ,
, ,  , ,  ,1

t z
t z y t z t z Q

x


 


  


.                                               ( 3.2.3.5) 

 

Burada    0,0,0  LT ,  0,0 10  aa ,   0, 10  ,  0, 10   verilen 

sayılar,      xvxvxa 10 ,, ,      ztxftxzx ,,,,,, 10  ,  ,, zty0  zty1 ,    verilen 

fonksiyonlardır. 

 

Şimdi bu problemin bilgisayarda nümerik çözümünü yapmak için çözüm algoritması 

oluşturmamız gerekir. Bu amaçla aşağıdaki gibi fark şeması oluşturalım. 

 

Fark şeması için      LT ,0,0,0    bölgelerini aşağıdaki gibi ağa dönüştürelim: 

  
pkj ztx ,,  : 

jhx j  , Mj ,0 , ZppzNkkt pk ,0,,,0,   . 

 

Burada 0,0,0  ZNM  verilen tamsayılardır, h  adımı x’e,  adımı t’ye,   adımı 

z’ye  göre seçilen adımlardır.  
pkj ztx ,,   değerlerine karşılık gelen ağ fonksiyonunu 

p

jk  ile gösterelim. 



36 

 

 
0 1 0 1 ,

1, 1, 1, , 1, ,

p p p j p p p p

jk jk jk jk j jk j jk jkt z xx
i ia a a v iv f

j M k N p Z

             

   
          (3.2.3.6) 

 0 0 , 0, , 1, ,p p

j j j M p Z                                       (3.2.3.7)        

 0

1 , 0, , 1, ,k

jk j j M k N                                       (3.2.3.8) 

 0 1 0 1 1 , 1, , 1, ,p p p

k k kx
Υ k N p Z                                  (3.2.3.9) 

                       1 1 1 , 1, , 1, .p p p

Mk Mk kx
Υ k N p Z                            (3.2.3.10) 

 

Bu cebirsel denklemler sisteminin çözümünü bulmak için kovma yöntemini 

uygulayacağız. Bu amaçla (3.2.3.6) - (3.2.3.10) şartlarını açık biçimde yazıp sistemi üç 

köşegenli sisteme dönüştürmeye çalışalım. 

 

 

1

1 1 1

0 1 2

0 1

2

,     1, 1.

p p p p p p p

jk jk jk jk j k jk j k

j p p p p

jk j jk j jk jk

i ia a
h

a v iv f j M

 



         
  

        

 

 

Burada her tarafı  ile çarparsak, 

 

1

1 0 0

1 1 1 1 12 2 2

0 1

2

p p p p

jk jk jk jk

p p p

j k jk j k

j p p p p

jk j jk j jk jk

i i ia ia

a a a
h h h

a v i v f

 

 

  

   





 

       

      

      

 

olup, 

 

1 1 0 0 1 0 12 2

1

1 1 1 02

2

,

1, 1,  1, , 1,

p j p

j k j j jk

p p p p

j k jk jk jk

a i ia ia a a v i v
h h

a f i ia
h

j M k N p Z

  
  



 








 

 
          

 

      

   

 

elde edilir. 

 

Burada aşağıdaki gibi gösterimleri yaparsak, 
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1 1 0 0 1 0 12 2 2

1

1 0

,    ,    2

.

p p p j

jk jk jk j j

p p p p

jk jk jk jk

A a B a C i ia ia a a v i v
h h h

F f i ia

   
  












        

     

 

Bu taktirde sonuncu eşitlikten aşağıdaki üç köşegenli cebirsel denklemler sistemini elde 

ederiz: 

 
1 1 ,

1, 1,  1, , 1, .

p p p p p p p

jk j k jk jk jk j k jkA C B F

j M k N p Z

       

   
                            (3.2.3.11) 

 

Bu sistemin çözümü için kovma algoritmasını uygulayalım. Bu amaçla ilk önce bu 

sistem için sınır değer şartlarını belirleyelim  (3.2.3.4)  ve  (3.2.3.5)  sınır değer 

şartlarına karşılık gelen sınır değer şartını elde etmek için aşağıdaki işlemleri yapalım: 

 

 1 0
0 0 1 0 ,

p p
p pk k
k ky

h
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   
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 11
2 2

1 1 1 1

,    
p

p p k
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h h


 

   
 

 
 

 

Böylece  (3.2.3.11)  için aşağıdaki sınır değer şartlarını elde ederiz: 

 
0 1 1 1

p p p p

k k k k                                               (3.2.3.12) 

 
2 1 2 .p p p p

Mk k M k k                                            (3.2.3.13) 
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(3.2.3.12)- (3.2.3.13) sistemi için kovma yöntemini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği 

yazabiliriz: 

 
1 1 1 ,    1,0, 1, , 1, .p p p p

jk j k j k j k j M k N p Z                      (3.2.3.14) 

 

Burada 
p

kj 1  ve 
p

kj 1  kovma katsayıları olup aşağıdaki cauchy probleminin 

çözümüdür. 

 1 ,    1, 1,  1, , 1, .

p

jkp

j k p p p

jk jk jk

B
j M k N p Z

C A



     


               (3.2.3.15) 

 1 ,    1, 1,  1, , 1, .

p p p

jk jk jkp

j k p p p

jk jk jk

B F
j M k N p Z

C A








    


               (3.2.3.16) 

 1 1 1,    ,p p p p

k k jk k                                            (3.2.3.17) 

   

(3.2.3.14) formülü ile sistemin çözümünü bulmak için ,  

 2 2

2

,
1

p p p
p k Mk k
Mk p p

k Mk

  

 


 


                                        (3.2.3.18) 

şartını kullanarak sağdan sola doğru tüm 
p

jk ’leri bulabiliriz. Böylece (3.2.3.1)-

(3.2.3.5)  probleminin nümerik çözümünü bulmak için kovma yönteminin algoritmasını 

açıkladık. 
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4.ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Tezin 3.1. bölümünde  1. çeşit  başlangıç sınır değer problemi tanımlanıp bu probleme 

ait fark şeması oluşturulmuş, fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimi elde 

edilmiş ve kararlılık kestirimi kullanılarak fark şemasının hatası için kestirim 

ispatlanmıştır. 

 

Tezin 3.2. bölümünde ise 2. çeşit  başlangıç sınır değer problemi tanımlanıp bu 

probleme ait fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimi elde edilmiş ve bu kestirim 

kullanılarak fark şemasının hatası değerlendirilmiştir. 3.2. bölümünde son olarak 1. ve 

2. çeşit başlangıç sınır değer problemlerinin bilgisayar çözümünü yapmak için nümerik 

çözüm algoritması oluşturulmuştur. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Tezde ele alınan başlangıç sınır değer problemleri formülize edilme açısından önceki 

çalışmalardaki problemlerden önemli biçimde farklılaşmaktadır. Tezde incelenen 

problemler çok az incelendiğinden tez çalışması gerek teorik, gerekse pratik açıdan 

önem taşır. 

 

Bu tezde ilk kez kuazi optiğin durgun olmayan denklemi için başlangıç sınır değer 

problemlerinin çözüm algoritması inşa edilmiş ve bu amaçla kovma yöntemi 

uygulanmıştır. Bu tezde elde edilen araştırma bulguları diye adlandırdığımız sonuçlar, 

önceki çalışmalardaki sonuçlardan farklıdır ve onlarla örtüşmez. 
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