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OZET

Bu ¢aliGmada “’Gruplarda Jacobsthal ve Jacobsthal-Padovan dizileri’’ ele alindi. Bu

dizilerin gruplardaki uygulamalari izerinde duruldu.

Bu caliGmanm 5.1 ve 5.2 boliimlerinde sirasiyla Jacobsthal ve Jacobsthal-Padovan
dizilerinin tanim ve Ozellikler verildi. Daha sonraki 5.3 boliimiinde ise genelleGtirilmiG
k-basamak Jacobsthal ve genelleGtirilmiGG k-basamak Jacobsthal-Padovan dizileri ile

ilgili tanim ve teoremler verildi.

Son olarak ¢aliGmanin 5.4 boliimiinde sonlu gruplarda, genelleGtirilmiG A-basamak

Jacobsthal ve genelleGtirilmiG k-basamak Jacobsthal-Padovan dizileri tanitildi. Daha
sonra bu diziler, Dihedral grubunun D, , x 5, direkt carpim ve Dj ,, x¢ 2,, yari-direkt
carpim ile Quaternion grubunun Q,, x ,, direkt carpim ve Q,, x¢ ,, yari-direkt

carpim gruplarindaki orbitleri ve modiile gore durumlari {izerinde duruldu. Daha sonra

bu durumlar iizerinde ¢aliGGilarak elde edilen sonuglar ispatlariyla birlikte verildi.

2013, 79 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Jacobsthal Dizisi, Jacobsthal-Padovan Dizisi, Pell Dizisi, Dihedral

Grup, Quaternion Grup, Fibonacci Dizisi, k-Nacci Dizisi, Direkt Carpim,Yari-Direkt

Carpim, Periyod, Matris
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ABSTRACT

In this study have been handled ‘‘Jacobsthal and Jacobsthal-Padovan sequences’’. The

applications of these sequences have been emphasized.

At the 5.1 and 5.2 sections of the study, the definition and features of Jacobsthal and
Jacobsthal-Padovan sequences have been given respectively. At the next section 5.3
have been given the definitions and theorems associated with generalized k-Jacobsthal

and k-Jacobsthal-Padovan sequences.

Ultimately, at the 5.4 section of the study, generalized k-Jacobsthal and k-Jacobsthal-

Padovan sequences in finite groups have been introduced. Afterwards, the conditions of

these sequences have been emphasized according to the orbits and modules in D; ,, x Zy,,

D xoZ
direct product and 2n 2n semi-direct product groups of ~ Dihedral group and Q, x Zy,
2
direct product and Q. x@Zy,, semi-direct product groups of Quaternion group. Later on,
2

studying on these conditions, the obtained results have been submitted along with their

evidences.

2013, 79 Pages

Keywords: Jacobsthal Sequence, Jacobsthal-Padovan Sequence, Pell Sequence, Dihedral
Group, Quaternion Group, Fibonacci Sequence, k-Nacci Sequence, Direct Product,

Semi-Direct Product, Period, Matrix.
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SIMGELER DIZINIi

e Grubun birim elemani
Reel sayilar kiimesi
Tamsayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi
Dogal sayilar kiimesi

nk 1<i<kicin f)=0 ve f®) =1 smir Gartlarryla
n s k

k
tanimly, n > k igin fn(k):an—j ) k —basamak
j=1

Fibonacci elemani

f(k ’ m) jn(k) ‘nin m ’ye gére modiili
F (G; X0, X1, X1 ) G grubunda xo,x1, ,Xx; -1 baGlangig elemanlari ile
elde
edilmiG k-nacci dizisi
G Grup
|G| Grubun mertebesi
G=<4> A >dan iiretilen grup
G/H G ’nin H ’a gore boliim grubu

v



e
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hJ

{7P ()}

{Pt " ()}

JP(G)

Aut (G)

G grubu H grubuna izomorf

H , G ’nin alt grubu

H , G ’nin normal alt grubu

Jacobsthal dizisi

BaGlangi¢ elemanlar1 4 kiimesi olan ve G

grubunun elemanlarini oluGturan k-basamak

jacobsthal dizisinin periyodu

m modiiliine gére £ mertebeden Jacobsthal dizisi

Jacobsthal-Padovan dizisi

Jacobsthal-Padovan dizisinin periyodu

GenelleGtirilmiG £ basamak Jacobsthal-Padovan dizisi

m modiiliine gére k£ basamak Jacobsthal-Padovan

dizisi

BaGlangi¢ elemanlar1 4 kiimesi olan ve G

grubunun elemanlarii oluGturan k-basamak

Jacobsthal-Padovan dizisinin periyodu

G grubunun biitiin otomorfizmlerinin kiimesi



1 (G ) G grubunun biitiin i¢ otomorfizmlerinin kiimesi

Ser (A) A tzerindeki serbest grup

Ok (G; X0,X1, 5Xj ) Grubun Pell dizisi

{ Pk ) M } m modiiliine gére k& mertebeden Pell dizisi

hPj, (m) m modiiliine gére £ mertebeden Pell dizisinin
periyodu

k ( p) Standart Fibonacci dizisinin periyodu

hy (m) £ (k, m)nin en kiigiik periyodu

Py (G; X0, X1, »Xj-1 ) Fy (G; X0, X1, »Xj-1 ) k-nacci dizisinin periyodu

(l , m, n) Polyhedral grup

iy m,m Binary polyhedral grup

[G:H] G de H "m indeksi

PerQy (G; X0, X1s 5X )| ) Or (G; X0, X1, ,Xj-] ) dizisinin periyodu

vi



1. GIRIS

Lineer indirgemeli diziler; matematik, fizik ve bilgisayar bilimlerinden giizel sanatlara

kadar bir¢ok alandaki modern araGtirmalarda karGimiza ¢ikmaktadir 37 — 39,41 —43 .

( )

Gruplarda lineer indirgemeli diziler ilk olarak Wall 43 tarafindan caliGilmiGtir. Wall,

()

bu ¢aliGmasinda devirli gruplarda klasik Fibonacci dizilerini incelemiGtir. Daha sonra
yapilan bir¢cok ¢aliGmada, konsept bazi lineer indirgemeli dizilerin grup ailelerinde

incelenmesi olarak geniGletilmiGtir ([34, 45 — 47 ])

Deveci, 10 ’daki caliGmasinda gruplarda Pell-Padovan ve Jacobsthal-Padovan

[]

dizilerini incelemiG ve 2-gerenli gruplar i¢in Pell-Padovan, Co- Pell-Padovan ve
Jacobshal-Padovan orbitlerini tanimlamiGtir. Ayn1 c¢aliGmada Deveci, Fibonacci
gruplarmin Pell-Padovan, Co- Pell-Padovan ve Jacobshal-Padovan uzunluklarini elde

etmiGtir.

(Deveci et.al [18])’daki caliGmalarinda, gruplarda genelleGtirilmiG k-basamak Jacobsthal

ve genelleGtirilmiG k-basamak Jacobsthal-Padovan dizilerini incelemiGler ve k-gerenli

gruplar i¢cin genelleGtirilmiGG k-basamak Jacobsthal ve genelleGtirilmiGG k-basamak

Jacobsthal-Padovan orbitlerini tanimlamiGlardir. Ayni ¢aliGmada, D, ,, x 2, (n, m> 3)

ve Dr,x@ oy (n, m>3) gruplarindaki genelleGtirilmiG 3-basamak Jacobsthal ve

Jacobsthal-Padovan orbitlerinin uzunluklar1 elde edilmiGtir.

Deveci ve Saglam [20]’da, n,m>3i¢in 0, , 0, x 2w ve O, x¢ 2 gruplarmdaki
2 2 2

k-basamak Jacobsthal uzunluklarini elde etmiGlerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Grup Takdimleri

Tamm 2.1.1: Bir G # & kiimesinde bir (a , b ) — ab ikili iGlemi aGagidaki kurallari
gercekliyorsa, G ye bir grup denir.

1.Va,b,c eGigina (bc) — (ab) ¢ (birleGme 6zelligi).

2.Va €G igin ae = ea = a olacak Gekilde bir e eG vardir. e elemanina

G ’nin birim elemani denir.

3.Va eGicinaa ' =a 'a= e olacak Gekilde bira ' €G vardir. @ ! €G

elemanina ¢ 'nin inversi (tersi) denir.

Tamm 2.1.2: (G, *) bir grup olmak {izere Va, b €G igin

a*b=>b*a
oluyorsa o zaman bu gruba degiGmeli (komutatif ya da abelyan) grup denir (D. TaGg1
2010).

Ornek 2.1.1: tamsayilar kiimesi, rasyonel sayilar kiimesi, reel sayilar kiimesi

vekompleks sayilar kiimesi toplama iGlemine gore bir degiGmeli gruptur.

*

Ornek 2.1.2: -

*

*

-0, -0, -0 olmak tlizere bu kiimeler
carpma iGlemine gore birer degiGmeli gruptur. Burada hemen belirtelim ki, tamsayilar

kiimesi carpma iGlemine gore bir grup olamaz. Ciinkii her elemanin tersi yoktur.

JLHJ

=112

S6zgelimi ; 2 € i¢in

olup
(1 \g

| 1\2)

oldugundan grup tanimindaki ters eleman Gart1 saglanmadigindan grup olamaz.



Gy, Gy, , G, gruplar verilmiG olsun. Her i =1, 2, ,n i¢in i-incibileGeni G; i¢inde
olan sirali n -lilerin oluGturdugu kiimeyi G| ®G, @ @G, ile gosterecegiz:
G ®G,® ®G, ={g1,g2, ,gu: g €Gi, 1 <i<n}.

G| DG, @ DG, nin iki elemani (g1 , 22, & ), (g1 g2, , & ') icin
(gl 82, -2 )e1hga's Lga')= (g1 21,2282 ,gngn') eGitligi tanimlanirsa,
G| DG, ® DG, icinde bir ikili iGlem elde edilir. Burada, g;g;' nin G; nin ikili
iGlemine gore hesaplanacagi aciktir. Bu ikili iGleme gore G; @G, @ ©G,  i¢inde
birleGme 6zelliginin gegerli oldugu; eger her biri =1, 2, ,nicin G;  nin birim elemani
e; ise, (el ,e, ey ) ninde G; ®G, ® @G, nin birim eleman1 oldugu ve ayrica,
G| ©Gy; @ @G, nin her elemaninin tersinir oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla, bu

ikili iGlemle G; ®G, ® ®G,, bir gruptur (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Tanim 2.1.3: G| &G, © @G, ye G, G2, , G, gruplarinin diG dolaysiz ¢arpimi (veya
di1G dolaysiz toplami) denir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Tamm 2.1.4: G bir grup; H;, ,H, onunalt gruplariolsun. AGagidaki ti¢ koGul
saglanirsa, G grubu H;, ,H, alt gruplarinin  i¢ dolaysiz ¢arpimidir denir ve
G =H| x x H, yazilr:

1.G=H, H.

2.Heri#j,h; ¢ H;,hje H;iginhih;=h;h; dir.

3. Heri=1, ,n—ligin(H, H;)nH;y ={e} dir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Tamm 2.1.5: (G, *) bir grup olsun. Eger G kiimesi sonlu ise o zaman bu gruba sonlu

grup denir. Eger G kiimesi sonlu degilse bu durumda (G, *) grubuna, sonsuz grup

denir

(D.TaGe12010).

Teorem 2.1.1: (G, *) bir grup olsun. Buna gore



(i) G ’nin birimi tektir.

(ii) G 'nin her elemaninin tersi tektir.

(iii) a eG igina *a =a ise a = e dir.

(iv) G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 gecerlidir. Yania, b, ¢ €G i¢in
a *b=a *cise b=c (Soldan kisaltma kuralr)
b *a=c *aise b =c (Sagdan kisaltma kuralr)

(V)a,b eGigina *x=b ve y *a = b denklemlerinin G *deki iGlemleri tektir.

(vi)a eGigin (a ') = a dir (D.TaGe12010).

Tamm 2.1.6: (G, *) bir grup olmak iizere a €G elemanmm kuvvetleri n € Z* U{0}
i¢cin
n

a  =a*a* *q (ntane ¢arpan)

a =e (e, (G, *) ’nin birim elemanti)

a-" :(a—l )n

Geklinde tanimlanir (D.TaGg12010).

Not 2.1.1: Burada hemen belirtelim ki eger ikili iGlem ¢arpma iGGlemi ise,

a" =a.aa. .a (ntane carpan)

toplama iGlemi ise,

na=a+a+a+ +a (ntanetoplam)

Geklinde tanimlanir.

Teorem 2.1.2: (G, *) bir grup, a €G ve m,n € olmak lizere a 'nin kuvvetleri i¢in
aGagidaki ifadeler gegerlidir (D.TaGg12010) :

(l) am*an :am+n :an *am

(ll) (a m )n —u mn. _ (an )m

i) a =" =(a" )"

ivie” =e



Tanim 2.1.7: G bir grup ve & # H < G bir alt kiime olsun. A, G ’de tanimlanan ikili

1Gleme gore bir grup ise H ’a, G ’nin bir alt grubu denir ve  H < G ile gosterilir.

Tanim 2.1.8: H=e ve H=G alt kiimeleri daima G grubunun alt gruplaridir.

i}

H=e¢ alt grubuna aGikar alt grup ve G ’den farkli her H alt grubuna da 6z alt grup

{7

denir. Eger H, G ’nin bir 6z alt grubu ise H < G olarak gosterilir.

Tanim 2.1.9: G bir grup, S ve T, G 'nin boG olmayan alt kiimeleri olsun. Bu taktirde
ST = {st|seS,teT}
olarak tanimlanir. Ozellikle, 7= {¢} igin ¢ yazarsak bu taktirde

Tt={st|s S}

dir.

Tanmim 2.1.10: G bir grup, H < G ve g €G olsun. Bu taktirde,
Hg={hg|he H}
kiimesine H ’m, G de bir sag-yan smifi denir. Benzer Gekilde bir gH sol-yan sinifi da
tanimlanir. g ye Hg (ve gH )’nin bir temsilcisi denir. H in , G ’deki biitiin sag-yan
smiflarinin koleksiyonu G / H ile gosterilir:
G/H= {Hg|geG}

dir. G de H *m bir sag-yan sinifi bir¢cok temsilciye sahip olabilir.

Teorem 2.1.3: G bir grup ve H < G ve a, b €G olsun. Buna gore;
(i) a eaH
(ii) aH = H olmasi i¢in gerek ve yeter Gart a € H olmasidir.
(iii) A ’1in G ’deki sol (sag) yan smiflar1 ya cakiGiktir ya da ayriktir. Yani a, b €G
olmak lizere ya
aH=bH
ya da



aH NnbH =D
dir.
(iv) aH = bH olmasi i¢cin gerek ve yeter Gart a b ¢ H olmasidrr.

(V) aH = Ha olmasi i¢in gerek ve yeter Gart H = a ! Ha olmasidr.
(vi) H’m G deki sag yan siniflarmnin sayist ile sol yan smiflarinin sayist aynidir.

(viii) aH < G olmasi i¢in gerek ve yeter Gart @ € H olmasidir (D.TaGg12010).

Tamm 2.1.11: G bir grup, H < G olsun. H alt grubunun her sol-yan sinifindan ( veya
sag-yan smifindan ) bir tek eleman segilerek, bu elemanlardan teGkil edilen R

kiimesine, H alt grubunun G deki sol transversali (veya sag transversali) denir.

Tanim 2.1.12: G bir grup, H <G olsun. G’de H ’in biitliin sag-yan smiflarinin
sayisna G de H ’m indeksi denir ve [G : H ] ile gosterilir. Buna gore, |R| =[G:H]
dir.

Teorem 2.1.4: [G : H ] =2 ise H normaldir.

Teorem 2.1.5 (Lagrange): Eger G sonlu bir grup ve H < G ise bu taktirde |H | ,|G| 'yi
boler. Yani,

0(G)/lo(H)
dir.

Ispat: H alt grubunun G ’deki farkli sag yan smiflari
Ha, ,Hay, ,Hag
olsun. O taktirde G ’deki her bir g; elemani i¢in 1 <i < s olmak iizere
aH = Ha;

yazariz. Diger taraftan Teorem 2.1.3 (i) den a €aH oldugunu g6z 6niine alarak G ’nin
her bir elemaninin Ha; yan siniflarindan birine ait oldugu goriiliir. Bu durumda
G=Ha; v Hay v U Hag

yazariz. Teorem 2.1.3 (ii1)’den bu birleGimdeki siniflar ayrik oldugundan



0(G)=o0(Ha )+ o (Hay )++o0
(Hay ) yazariz. Diger taraftan Vi (1 <i <) igin
o(Ha;)=0(H)
oldugundan

0(G)=s0(H)

yazariz. Buradan tamsayilarla boliinebilme tanimi g6z oniine alinarak

0o(G)/lo(H)

oldugu goriiliir.

Sonug 2.1.1: G sonlu bir grup ve H , G 'nin bir alt grubu ise o taktirde H ‘n G ’deki

farkli sag (sol) yan siniflarinin sayisi yani indeksi ,

[G:H]:O (G

) oH
dir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Ispat: Bu sonucun ispat1 Lagrange Teoremin ispatindan kolayca goriiliir. Ciinkii

ispattaki s sayis1 H ‘in G ’deki farkli sag yan smiflarinin sayisi, diger bir deyimle H

‘in G ’deki indeksidir. Yani,

s=[G:H]
dir. O halde buradan,
[G:H] 0 (G
s = : = }(
)OH

yazariz. Boylece ispat tamamlanmiG olur.

Tanmim 2.1.13: G bir grup ve H < G olsun. Eger her g €G igin gHg og oluyorsa
H ’a, G nin bir normal alt grubu denir ve H G ile gosterilir.

Tamm 2.1.14: Eger G grubu normal alt grup icermiyorsa G ’ye basit grup denir.



Tanmim 2.1.15: G bir grup ve x, y €G olsun.
-1
y=8 xg
olacak Gekilde bir g €G eleman1 varsa y, x e eGleniktir denir. G ’de x e eGlenik biitiin

elemanlarin kiimesi x° ile gosterilir. x ¢ _ g _1xg cgeG . K ye G ’de x’in eGlenik

sinifi denir (G. James and M. Liebeck 1993).

Tanim 2.1.16: H, K < Gve a G olsun.

i. aHa '=aha ' €G:he H kiimesine H alt grubunun « ile eGlenigi denir.

j

ii. Ng (H ) = { keK:kHk '=H } kiimesine H alt grubunun K i¢indeki normalleGtiricisi
denir (F. Callialp 2001).

Tamim 2.1.17: G bir grup olmak iizere

Z=72(G)=aeCG|Vx eG,ax=xa

}

kiimesine, G ’nin merkezi denir. Eger Z (G ) = e ise G grubuna merkezsizdir denir
(G. James and M. Liebeck 1993).

Tanmm 2.1.18: G bir grup ve x €G olsun. x 'nin G ’deki merkezliyeni, x ile

degiGmeli olan biitiin g €G lerin kiimesidir. x 'nin G *deki merkezliyeni Cg (x) veya
C (x) ile gosterilir.

Co(v)={g G| ag=ga}
dir (G. James and M. Liebeck 1993).

Tanim 2.1.19: N, G ’nin bir normal alt grubu olsun. G /N kiimesi iizerinde

(Ng )(Nh) =N (gh) ile bir ¢arpim tanimlansin. Bu takdirde G/ N bu garpima gore

mertebesi [G N ] olan bir gruptur. Bu gruba N ile G ’nin bdliim (faktor) grubu denir.

Tanim 2.1.20: G bir grup ve H, G 'nin bir alt grubu olsun. H < G ve H < K < G den

K = G elde edilirse H alt grubuna, G ’nin bir maksimal alt grubu denir.



E= {e} olmak lizere E<H ve E<XK<H dan K=EFE elde edilirse H alt grubuna,

minimal alt grup denir.

Tamm 2.1.21: G bir grup ve S’ de G ’ nin bir alt kiimesi olsun. G ’ nin S alt kiimesini
kapsayan en kiiclik normal alt grubuna S alt kiimesinin normal kiimesinin normal

kapaniG1 denir.

Tamm 2.1.22: (G,*) ve (H, ) iki grup olmak iizere , eger ¢: G — H doniiGiimii

Vx, y €G i¢in ¢ (x * y ) =09 (x ) [0} ( y) Gartim1 saghiyorsa , ¢ ° ye bir grup

homomorfizmi ya da kisaca homomorfizm denir (TaGg¢1 2007).

Tanim 2.1.23: ¢ : G —> H, orten bir grup homomorfizmi ise ¢’ ye bir epimorfizm

denir (TaGg12007).

Tanim 2.1.24: ¢ : G > H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢’ ye bir monomorfizm

denir (TaGg12007).

Tamm 2.1.25: ¢ : G > H, 1-1 ve orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ ye bir grup
izomorfizmi denir ve G = H Geklinde gosterilir (TaGge1 2007).

Gzomorf gruplar arasinda bire bir eGleme olup grup yapilar1 da bu eGleme altinda

bozulmaz.

Tanmim 2.1.26: ¢ : G > G homomorfizmine endomorfizm denir. Eger ¢ , 1-1 ve orten

bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ ye bir grup otomorfizmi denir (TaGg¢12007).

Tammm 2.1.27: G bir grup ve a €G olmak lizere VxeG i¢gin [,:G—>G
otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun biitiin i
otomorfizmlerinin  kiimesi I(G ), biitiin otomorfizmlerinin kiimeside Aut (G) ile

gosterilir (TaGe¢12007).



Teorem 2.1.6: G bir grup ve M, G nin bir normal alt grubu olsun. Bu taktirde @~ M, G

‘nin bir maksimal alt grubudur ancak ve ancak G / M basittir.

Tanmm 2.1.28: A boG olmayan bir kime , ¢ 4 uA_l olmak tzere terimleri

Aud’ u{ } nin elemanlar1 olan (x1 , X2, Xk, ) dizisi verildiginde, uygun bir » >1

icin n. terimden sonraki tiim terimler ise, bu diziye A iizerinde bir kelime denir. A

lizerinde bir kelime, x = (x1 S X2 X s s ) bi¢iminde bir dizidir. Ozel olarak her
terimi  olan 1=, , dizide bir kelimedir; bu kelime boG kelime denir (H. Gbrahim
KarakaG 2010).

Tanim 2.1.29: Eger x = (x1 s X2 L Xp, ) kelimesi aGagidaki koGullar1 sagliyorsa x

’e bir kisaltilmiG kelime denir.

. . . . -1 1.
i.1<i<n-lolanbiri icin x=a€ 4 ise x #a ’dirve x=a €4 ise x #a

i i+1 i i+1

dir.
i.ke Nvex; = ise,heri>ki¢inx; = dir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Tanmim 2.1.30: A {izerindeki biitiin kisaltilmiG kelimelerin kiimesi Ser (A), aGagidaki
gibi tanimlanmi@ ikili iGleme goére bir gruptur. Bu gruba A kiimesi lizerindeki serbest
grup denir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

i. Her x € Ser (A) igin [.x=x.1=x

.. ) A _
ii. Her x,yeSer 4 /1 1i¢cin, x=qg'q*® a nqubalbazbar ise xy carpmmini

) {1} D L

tanimlarken genelligi bozmadan n > r kabul edebiliriz. Amacimiz x ile  y’ yi yan yana

yazarak bir kisaltilmiG kelime oluGturmaktir. Burada ain :b_al ise x ile y yan yana
n 1
yazilinca kisaltilmiGG kelime elde edilmez. Bunun i¢in 0 <k <r olmak {izere her

i=0,1,2, ,k-11i¢gin, a’lm —p " koGulunu saglayan k olsun. Eger,

—i i+1
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poA A A
(a"a"+b" b, k<r<n,

| 1 n—k k+l r

A A
xy=3ar' a, ", k=r<n,
1, k=r=n,
L
olarak tanimlanirsa xy bir kisaltilmiG kelime olur ve bdylece Ser (A) iizerinde bir ikili
iGlem elde etmiG oluruz. Bu ikili iGleme gore 1’in birim eleman oldugu ve x=a ™  o*

1 n

. - -2 -2 <
intersinin y=4  a " oldugu agiktir.
1

n

Teorem 2.1.7: BoG olmayan her A kiimesi igin Ser (4) bir gruptur ve A, Ser (4) y1

iiretir. Ser (A) ya A iizerindeki serbest grup denir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Teorem 2.1.8: Her grup, bir serbest grubun homomorf goriintiistidiir
(H. Gbrahim KarakaG 2010).

Ispat: G herhangi bir grup olsun. G ’nin birim elemant e ve herhangi bir liretecler
kiimesi A olsun. 4 : Ser (4 ) — G fonksiyonu, & (1) =e ve h(al/Il 0" ):a]/11 ay”
tanimlansin. Burada, a M g™ ifadesi bir kisaltilmiGG kelimeyi, sag taraftaki ail aln

1 n 1 n

ile

ise G ’nin bir elemanmi gostermektedir. Boylece tanimlanan / , iyi tamimli Orten bir

homomorfizmdir.

Teorem 2.1.9:i. G bir grup; 4, B< G olsun. Eger G grubu hem A hem de B

iizerinde serbest ise, J4 |: JB |dir. BaGka bir deyiGle, bir serbest grubun herhangi iki
serbest Uretegler kiimesinin kardinalitesi aynidir. (bu kardinaliteye o grubun ranki
denir).

ii. Gki serbest grubun izomorf olmalar1 igin gerek ve yeter koGu, o iki grubun

ranklarmin ayu1 olmasidir.

iii. F bir serbest grup, {e} # K < Fise, K da serbesttir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Gruplar lizerinde homomorfizmler, iiretecler tizerindeki etkileriyle tamamen

belirlenirler. Bu baglamda, aGagidaki basit fakat 6nemli teoremi veriyoruz.

11



Teorem 2.1.10: G bir grup, {a, : i € I} onun bir iiretegler kiimesi ve G ' de herhangi bir
olsun. Eger her i € [ i¢in G '’nin, farkli olmalar1 gerekmeyen, a;' eG' elemanlari
verilmiGse, G den G' ye , G((l,‘) =a;',i € I, koGullarim1 saglayan en c¢ok bir
homomorfizm o: G — G' vardir. Eger G grubu, {a,- ciel } iizerinde serbest grup ise

sozii edilen koGullar1 saglayan bir ve yalniz bir homomorfizm vardir (H. Gbrahim
KarakaG 2010).

Tamim 2.1.31: A boG olmayan bir kiime, B < Ser (A) ve B’ nin Ser (A) icinde Urettigi

normal alt grup, N olsun. Bu taktirde G = Ser (A ) /N grubuna a € A firetegleri ve

W=eWeB bagmtilarinin belirledigi grup denir. A |B  gdsterimine, G grubunun

(

bir takdimi denir. & # 4 ve B < Ser (4)  verildiginde takdimi (4 | B) olan bir grubun

varlig1 aciktir. Eger 4 = {a,- Qe I} ve B= {bj 1j € I} ise, (A |B) gdsterimi yerine

(a; [, ) veya (a1 5;=e)

gosterimi de kullanilir. Gkinci gdsterimin ¢1kiG nedeni Goyle aciklanabilir: 4 kiimesi,

o:Ser (4) — Ser (4)/ N dogal homomorfizmi altindaki griintiisii olan o (4) kiimesi ile

06zdeGlenmiG olsun. Daha kesin bir ifadeyle her a € 4 i¢in a ile aN yi 6zdeGleyelim. Tabi
bu yapilirken 4 ’nin bazi elemanlar1 ayn1 eG kiime ile ve sonug olarak birbirleri ile
6zdeGlenmiG olur. Ozel olarak, N *nin ve daha &zel olarak, B *nin her b elemani igin b ile

bN = eN yi 6zdeGlemek demek, b ile e yi 6zdeGlemek demektir. Sonugcta,

G = Ser (A ) / N grubu , bazi elemanlar1 6zdeGlenmiG olabilen bu 4 kiimesinin
irettigi ve her b € B i¢in b = e bagintilarmin sagladig1 gruptur.

A

beB:b:xli‘ x,,/l” = X xni”N:N:xli‘ x,,/l” :eeG:Ser(A)/N

(H. Gbrahim KarakaG 2010).

Tamm 2.1.32: G bir grup ve & # A < G olsun. G grubunun 4 ’y1 igeren biitiin alt
gruplarmin ailesinin ara kesitini < 4 > ile gosterelim. Bu takdirde < 4 >, G ’nin bir alt
grubudur. Bu alt grup 4 ’y1 iceren en kiiciik alt gruptur ve A4 tarafindan iiretilen alt grup

olarak adlandirilir.
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Tamm 2.1.33: X bir kiime; F(X),X iizerinde serbest grup ve R < F (X ) olsun.
G=(X:R)’a G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine

tanimlayict gerenler kiimesi ve r € R i¢in r=e olacak Gekildeki denklemlerin

kiimesine ise tanimlayici bagintilar kiimesi denir, 7 elemanlarina da bagntilar denir.

Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak iizere bir G grubu (X : R) Geklinde takdim
edilirse bu gruba sonlu takdim edilmiG grup denir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Tamm 2.1.34: G bir grup olmak iizere H=a" :n e altgrubuna G ’nin a elemani
tarafindan devirli alt grubu denir ve ¢ )le gosterilir. Yani,
(a) =a":ne =H

dir. Buradan hareketle devirli grubu Gu Gekilde de tanimlayabiliriz:

G bir grup olmak iizere G’de G=a" :ne olacak Gekilde bir a elemam varsa o

zaman G grubuna devirli grup denir. Béyle bir @ elemanma G ’nin iireteci denir ve

G = { \Geklinde gosterilir (D.TaGe12010).

Teorem 2.1.11: Her devirli grup degiGmelidir (D.TaGg12010).

Ispat: G, a G tarafindan iiretilen bir devirli grup yani ,

G= {z f a":ne
olsun. Buna goére Vx,y eG igin xy= y;g oldugunu gosterirsek o zaman teoremi
ispatlamiG oluruz. x €G ise G ’'nin tanimindan x =a k, k € olarak  alabiliriz. Yine
benzer diiGiince ile y eGise y=a",s € olarak alabiliriz. O halde

k s k+s sk
Xy=a a =a =4 a =

yazariz. Bu ise G grubunun degiGmeli oldugunu gostertir.
Teorem 2.1.12: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir (D.TaGg12010) .

Ispat: G, a G tarafindan iiretilen bir devirli grup yani ,

13



G= {t ) =a":ne
Geklinde bir devirli grup ve H < G olsun. Gspatimizi iki aGamada yapalim.

(i) Eger H=¢ ise yani G ’nin birim elemanindan oluGan aGikar alt grubu ise o

taktirde

(e)ze":ne e =H
|

=

oldugundan agik olarak H bir devirli gruptur.

(ii) H#e  oldugunu varsayalim Bu durumda n € * olmak iizere bir «” € H vardur.
Diger taraftan m 'nin a"” € H olacak Gekilde en kii¢iik pozitif kuvvetli tamsay:
oldugunu farz edelim. Buna gore iddia ediyoruz ki,
_ m
H= /\a ;\

dir. Bunu iki kiimenin eGitligi tanimina gore iki yonlii kapsama Geklinde gosterirsek o

zaman istenilen gosterilmiG olur.

/,a'?\:{(am)q:qe }

Geklinde a" "nin kuvvetlerinden oluGan bir kiime oldugunu biliyoruz. Diger taraftan

a™ e H ve H< G oldugundan kapaliliktan " *nin biitiin kuvvetleri ayn1 zamanda H

’da olacagindan buradan
/\ a "}\ cH

sonucunu elde ederiz. gimdide ¢ * € Halip a " € /") oldugunu gostermeliyiz. Bolme
Algoritmasindan

n=mqg+r,0<r<m
olacak Gekilde bir tek ¢ ,  tamsayi ¢ifti vardir. Buradan hareketle

a"=a™" =q™ 4" :(am)q.ar
olup buradan ¢" ’yi gekersek
a’ :(am)_q.an

buluruz. Halbuki

a"eH,a" e Hve HLG

oldugundan dolayisi ile her Geyden 6nce bir grup oldugundan

14



(a " )_q eH
dir. Boylece
(am)_qu vea" e H
oldugundan kapaliliktan
(a " )_q a" e H
yazariz. Buradan a " € H sonucunu elde ederiz. Halbuki 0 < r < m oldugundana " € H

olmas1 ¢” *nin H ’daki en kii¢iik pozitif kuvvetli eleman olmasi ile ¢eliGir. O halde bu r

= 0 olmas1 durumunda miimkiindiir. Boylece n = mq ve
a" =a™ :(am)q e//am\
olur. Bu da
Hc /\am /\

olmasin1 gerektirir. Boylece istenilen goriiliir ve teorem ispatlanmiG olur.

Teorem 2.1.13: G bir grup , @ €G ve a “nin mertebesin ~ yanio ( a ) = n olsun. Buna
gore;
(i) Eger a ’nin mertebesi sonsuz ise o taktirde a ’nm biitiin farkh kuvvetleri grubun

farkli elemanlaridir.

(ii) Eger a 'min mertebesi sonlu ise yani a” =e Gartim saglayan en kiigiik pozitif

tamsay1 n ise o taktirde a ’nin iirettigi devirli grubun yani ( )1 ‘nin mertebesi de » dir.

Diger bir deyimle

dir.
(iii) @ 'nin mertebesi sonlu ve n olmak lizere g* = d olmast icin gerek ve yeter Gart

k=1 (mod n) olmasidur.

(iv) o ( a ) = n sonlu olmak iizere a* = e olmas: icin gerek ve yeter Gart n / k olmasidir

(D.TaGg12010).
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Sonug 2.1.2: G =V d\ sonlu bir devir grubu ve o ( G ) = k < oo olsun. H = V¢4 "eH

Hz/fzm\

{e} olacak Gekildeki n > 0 pozitif tamsayilarmmn en kiigiigii m olmak iizere /

oldugunu kabul edelim. O halde,

k
mlkveo(H)=7p

dir (D.TaGe1 2010).

Ispat: Bolme Algoritmasindan
k=mg+r,0<r<m

yazabiliriz. Bu durumda

olup buradan ¢" yi gekersek,

a"' =a"™eH
buluruz. O halde m ’nin tanimmdan 0 < » < m olmasi a " € H olmasi ile ¢eliGki teGkil

eder. Bu ise 7 = 0 olmasini dolayisi ile £ = mg olmasini gerektirir. Buradan

m/lk

yazariz. Diger yandan

(") =e
Gartini saglayan en kii¢iik pozitif tamsay1 ¢ olur. Ger¢ekten bir an i¢in p < ¢ olacak

Gekilde bir p tamsayisinin oldugunu kabul edersek o taktirde
(")’
a =evemp<k

olur. Fakat o ( G )=k oldugundanbu miimkiin degildir. (a " )q =e den o ( a" ) =q

oldugundan ¢" tarafindan iiretilen H 452'") alt grubunun mertebesi de ¢ olur.

Boylece

o(t)=0(4"))=4= =

bulunur.
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Uyan 2.1.1: G =y ¢\ sonsuz mertebeli bir devir grubu ise o taktirde ¢” ’nin biitiin

kuvvetleri farkli olacagindan H =/ \am Yydevir grubu da sonsuz olur (D.TaGg12010).

Uyan 2.1.2: Bu teoreme gére G 'nin herhangi a elemaninin mertebesi a tarafindan

uretilen 4,a \ devirli grubun mertebesi olarak tanimlanabilir (D.TaGe1 2010).

Teorem 2.1.14: G = Aay ve o ( G) = n olan bir devirli grup olsun. O taktirde G ’nin "
tarafindan {iretilmesi i¢cin yani G =‘< ak/\ olmasi icin gerek ve yeter Gart k ile » 'nin

aralarinda relatif asal olmasidir yani (k , n) =1 olmasidir (D.TaGg¢12010).

Ispat = : Olmayana ergi yontemi ile ispatimizi yapalim. Bir an icin (k , N ) =d >1
oldugunu varsayalim. O zaman buradan d / k ve d / n ya da swras1 ile k = df ve n = dr

yazariz. Bu durumda

(Y =Y =(a”) =(a") =¢
Oyleki
o(ak)£r<n

dir. Bu ise a* *nin G *nin bir iireteci olmadigini gosterir. Clinkii

G=/d"
olsaydi o zaman G =/ g\ pldugundan o ( a ) = n dolayist ile o ( a* ) = n olmaliydi. Bu bir
celiGkidir. Dolayist ile eger G =y ak/\ ise 0 zaman (k , n) =1 olmalidir.
«<: (k, n) =1 olsun. Buna gére G = /\ak Yoldugunu gostermeliyiz.

Gc ( d* /\

oldugu agiktir. Ciinkii a K G ve G bir grup oldugundan kapaliliktan dolay1 d" nin

kuvvetleri G ’ye aittir. gimdi ters kapsamay1 gosterelim.
(k,n)=1= ku+nv=1

olacak Gekilde u , v tamsayilar1 vardir. O halde
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a:akumv :akuanv

yazariz. Diger taraftan G = /\akyve 0 ( G)=noldugundan o (a ) = n *dir. Boylece
a™ :(an)v —e’ —e

olup buradan a = &™ eGitligini elde ederiz. Buna gore a ™ €G ise o taktirde
a™ :(aku)m :(ak)um/e /ak\
yazariz. Bu da

Gg(ak/\

olmasini gerektirir. Boylece G = /\ak} eGitligini elde ederiz. Boylece teorem ispatlanir.

Sonug¢ 2.1.3: Bir £ tamsayisinin ( " +) grubunun bir lireteci olmasi i¢in gerek ve yeter

Gart (k, n) =1 olmasidir (D.TaGe¢12010).

Ispat: Yukaridaki teoremden G = , ve a =1 alalim. Burada hemen ilgi ¢ekelim ki
yukaridaki teoremde G ¢arpmaya gore bir grup idi. Fakat , , + iGlemine gore bir grup
oldugu icin d yerine ka almaliyiz. Buna gore , =/1\ olduguny biliyoruz. Yukaridaki
teoreme gore

w =tk =) = (k) & (k, n) =1

olmasidir Geklinde yorumlayabiliriz.

Tamm 2.1.35: G bir grup olmak iizere H=a" :n e  altgrubuna G ’nin a elemani

i

tarafindan devirli alt grubu denir ve ¢ )le gosterilir. Yani,
(a) =a":ne =H

dir. Buradan hareketle devirli grubu Gu Gekilde de tanimlayabiliriz:

G bir grup olmak iizere G’de G=a" :ne  olacak Gekilde bir a elemani varsa o

zaman G grubuna devirli grup denir. Boyle bir  a elemanna G ’nin iireteci denir ve

G =@ } Geklinde gosterilir (D.TaGg12010).
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Ornek 2.1.3: , ® 3= {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0 ), (1,1), (1, 2) }. Bu mertebesi 6 olan
bir abelyan grubudur. Bu grup i¢inde (1,1) in tirettigi devirli alt grup,

(0= {(00), (11), (0.2), (10), (0.1). (1.2)}

2 @ 3 ilin tamamidir. O halde, , @ 3 bir devirli gruptur ve ¢ ya izomorftur.

Ornek 2.1.4: , @, = {(0,0), (1,0), (1,1), (0,1)}. Bu mertebesi 4 olan bir gruptur. Bu

grubun birim elemant (0, 0) diGinda her elemaninin mertebesi 2 dir.

Teorem 2.1.15 (Temel Teorem): Her sonlu Abel grubu, her birinin mertebesi bir asal
saymin kuvveti olan sonlu sayida devirli alt grubunun i¢ dolaysiz ¢carpimidir. Ayrica, bu
dolaysiz ¢arpimdaki devirli gruplar, siralaniGlar1 diGinda ve izomorfizm farkiyla tek

tiirlii belirlidir  (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Lemma 2.1.1: G bir Abel grubu, |G| =mn, obeb (mn) =l olsun ve
H= xeG:x" =e¢ ,K= yeG:y" =e tanimlayalim. Bu taktirde, G = H x K dir (H.

j

{
Gbrahim KarakaG 2010).

Lemma 2.1.2: G bir sonlu Abel grubu, p bir asal say1ve p | |G| ise, G 'nin mertebesi

p olan bir eleman1 vardir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Sonu¢ 2.1.4: G bir sonlu Abel grubu, p  bir asal say1r olsun. Eger G ’nin her
elemaninin mertebesi  p nin bir kuvveti ise, G ’nin mertebesi de p nin bir kuvvetidir

(H. Gbrahim KarakaG 2010).

Lemma 2.1.3: p bir asal say1, n bir pozitif tamsay1 ve G , mertebesi p" olan bir Abel

grubu olsun. Eger G icinde mertebesi en biiyiik olan elemanlardan biri a ise, Oyle bir
K < G vardrr ki G =< a > xK dir (H. Gbrahim KarakaG 2010).
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Lemma 2.1.4: G, mertebesi bir asal saymin kuvveti olan bir sonlu Abel grubu ise, G ,

sonlu sayida devirli alt grubunun i¢ dolaysiz ¢arpimuidir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Lemma 2.1.5: p bir asal say1, » bir pozitif tamsay1 ve G , mertebesi p” olan bir Abel
grubu olsun. H, ,H,; Ky, ,K;, G nin devirli alt gruplar1  ve
|H|=|H,|> > |Hzp; |Ki|zK2|> > |Ko|2p olmak iizere G=H;x xH,,
G=K;x xKy ise, r=sdirve her i=1, ,r igin | I |: |H,-|dir (H. Gbrahim KarakaG
2010).

Sonug¢ 2.1.5: G, sonlu bir Abel grubu, m | |G| ise, G’nin enaz bir alt grubunun

mertebesi m dir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Teorem 2.1.16 (Temel Teorem’in ikinci ifadesi): Eger G, sonlu bir Abel grubu ise
oOyle tek turlii belirli my , , m, tamsayilar1 bulunabilirki j=2, | ricinm; |m;_; ve
G= ) ©, ®D,

(1)
dir (H. Gbrahim KarakaG 2010).

Ornek2.1.5: G=, @ ,® 3@ s® s® 5 grubunun (1) deki bicimde yazihiG1
2

Goyle elde edilir: Gosterimler yukaridaki gibi olmak tizere p1=5, py =3, p3 =2
alinirsa 111 =1, t12 =1, t;3 =l;t01=1,t0=0,63 =0;631 =2, t3p =1,133=0ve
m1:5.3.22 =60 ,m =52=10, m =5
elde edilir. Boylece,
G=60® 109 5
oldugu goriiliir.

-1

Tanim 2.1.36: G bir grup olsun. a, b €G elemanlari ile oluGturulan a “plap

elemanina , a ile » > nin komiitatorii denir ve [a , 5] ile gosterilir.
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G =/ [a.b]:a,b G\ < G alt grubuna G ’nin komiitatdr alt grubu denir. Ayrica G G
dir.
Bir G grubu i¢in G =G oluyorsa G ’ye miikemmel ( perfect ) grup denir. Her basit

grubun miikemmel olacagi aciktir. G £ Gise G ’ye mitkemmel olmayan ( non-perfect )

grup denir.

Lemma 2.1.6: Eger G ve H srrast ile (X:R)ve (Y:8) Geklinde takdim edilmiG
gruplar ise; [X, Y], {x Ty yixex,yer } Geklinde  komutatorlerin kiimesi olmak

tizere bu gruplarin G x H direkt ¢arpimu, (X ,Y:R,S, [X , )] Geklinde takdim edilir
(Johnson 1997) ve (Sims 1994).

Tamm 2.1.37: K, G’ nin alt grubu olsun (normal alt grup olmas1 gerekmez). Eger

K O =1 ve KQ = G olacak Gekilde bir Q < G alt grubu varsa, Q ’ya, G ’de , K 'nin bir
komplementidir denir (D.S. Dummit and R.M. Foote 2004).

Tanim 2.1.38: K, bir grup ve K AG olsun. Eger K, bir Q komplementine sahip ise
bu taktirde G’ye Q ile K’ nin yar1direkt carpimi (Semi-Direct product) denir ve
G=K Q ile gosterilirr Eger G=K Q ise bu taktirde her x €Q icin
o K—> K, o (K ) = xkx " ile tanimlanan doniiGiim K ’nin bir otomorfisidir. Ustelik
Q:0 > AutK , ¢ (x) = @, ile tanimlanan bir grup homomorfisidir. Boylece Q ile K "nin

yar1 direkt ¢arpimini oluGturmak i¢cin =~ QO > dan AutK ’ ya bir homomorfiye gerek vardir

(D.S. Dummit and R.M. Foote 2004).

Teorem 2.1.17: 4 ve B gruplar olsun. ¢ : B — AutA, ¢ (b) = @p bir grup homomorfisi

olsun. Bu taktirde 4 x B kartezyen ¢arpimi , (a "b' ) = (aqob (a"), bb ') 1Glemine gore
bir gruptur
(D.S. Dummit and R.M. Foote 2004).
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Tanim 2.1.39: X bir kiime , F (X' ), X {izerinde serbest grup, R F (X)ve R ,F(X)

deki R kiimesinin normal kapaniGi olsun. Yani, <g _lrg g eF (X ), re >€ kiimesi ile

F(X)’in alt grubu verilmiG olsun. Bu durumda eger G=F(X)/ R ise G grubu
(X : R) Geklindeki takdim ile tanimlanmiGtir denilir (Campbell 2003).

Onerme 2.1.1: Ayni grubun iki takdimi verilmiG olsun. Tietze doniiGiimlerinin sonlu
bir dizisi kullanilarak verilen bir takdimden diger takdim elde edilebilir (Johnson 1997).

Sonug¢ 2.1.6: Eger G sonlu tiretilmiG bir grup degil ise grup sonlu takdim edilemez. Bu
duruma Ornek olarak rasyonel sayilarin normal toplama iGlemine gore bir grup olan Q
rasyonel sayilar kiimesi verilebilir. Fakat bazi gruplar vardir ki sonlu gerilmiGtir ama
sonlu takdim edilemezler. Bu sonu¢ aGGagidaki iki teoremden elde edilir (Campbell

2003).

Teorem 2.1.18: 2" tane nonizomorfik 2-gerenli grup vardir (Robinson 1982).

Teorem 2.1.19: Sayilabilir coklukta nonizomorfik sonlu takdim edilmiG grup vardir

(Campbell 2003).

Lemma 2.1.7 (Von Dyck’s Lemma): Rc Sc F (X) olmak tizere, G :X'/ R ) ve
H :A(Y /S ) ise, her x € X elemanini sabitleyen ve Kerdd =S/ R olacak Gekilde bir
@: G— H epimorfizmi vardir. Tersine, G=X/R ) ninher bolim grubu, Rc S

olmak tizere (X / S) Geklinde bir takdime sahiptir (Johnson 1997).
Tanmmm 2.1.40: G, pzﬁcl , X2, S XpiT1,1, ,r,) takdimiile tanimlanmiG bir grup

olsun. p ’nin bagint1 matrisi m xn tipinde bir matris olup bu matrisin herhangi b;

elemani ; bagintisindaki x ; gerenlerinin tistlerinin toplamidir.
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Ornegin, G grubu, p = /x,)\, zix? =y 3 , ZXZ -l =y, (Zx )3 =e, (zy )2 = e\ (/}eklinde takdim

edilsin. p bagmt1 matrisi,

(3 -3 0}
| 1 -1 0]
I30 3I
Lo 2 2)

Geklinde ifade edilir (Campbell 2003).

Tamim 2.1.41: C, devirli grubu bir tek x 7 = ¢ bagntisiyla tanimlanir ki bu bagint1 her
eleman1 kendisinin tersine gotiiren bir diG otomorfizm olarak kabul edilebilir. Bu diG
otomorfizme gore C, * ya doniiGen ve r12 = e olan yeni bir r; eleman1 ekleyerek, x , 7

elemanlar1 tarafindan gerilen ve

<x, rixd = :(xr1 )2 :()
Geklinde takdim edilen 2¢ mertebeden bir grup elde edilebilir, bu gruba dihedral grup
denir ve D, ile gosterilir. Eger
rp = rq x denilirse bu grup

(rl i = = (r1r2 ) = e>
Geklinde takdim edilebilir. Bu takdime gore, ¢ =2m ise bu gruba cift dihedral grup
denir ve Dy, ile gosterilir. D,,, ¢ift dihedral grup, z= (r1r2 )m ile gerilmiG mertebesi 2
olan bir merkeze sahiptir. Eger m giftise | ve r=rz elemanlar r12 —r? = (rlr )m =e
bagmtilarini saglar, bu bagintilar yardimiyla 7; ve r elemanlar tarafindan gerilen ve

< i =t =(rr )" :>z
Geklinde takdim edilen D,, dihedral grubu elde edilebilir. Bu grup i¢in D; ,, = Cy x Dy,

dir. Eger m =1 i1se r; ver, elemanlariile gerilmiG mertebesi 4 olan ve

V(, . }’12 =}’22 =(V1}’2 )2 =>
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Geklinde takdim edilen D, four-grubu elde edilebilir. Bu grup icin

Dy =(Cyx Dy = CyxCy dir. Burada rg=riry denilirse 7y, ve ry =rirp Geklinde ti¢

eleman tarafindan oluGturulan 2 = rl=rt=rrr=e bagmtilar1 elde edilebilir. Bu
0 1 2 01 2

Gekildeki bagntilar yardimiyla, D, grubu ti¢ gereni devirli olarak birbirine taGiyan 3.
mertebeden bir diG otomorfizm ortaya koyar ve
<r,r,r:r2:r2:r2 =rrr =

01 2 0 1 2 012
Geklinde takdim edilebilir. Bu manada s =e;s 'nps' = ri (i =1, )2 bagmtilarin
saglayacak Gekilde yeni birs  eleman eklendiginde, s ve ro gerenlerine bagli olarak,

<S,I’0ZS3 =I’02 Z(SV0)3 :;

Geklinde takdim edilen ve mertebesi 12 olan bir grup elde edilebilir. Burada

ro =(12)(34) ves=(123)olup r, ve s permiitasyonlar1 12. mertebeden A4 alterne

grubunu gerdiginden ve s 3 = r02 = (sro )3 = e bagmtilarmi sagladiklarindan bu grubun A4

alterne grubu oldugu anlaGilir. Yukaridaki bilgilerden D, four-grubu 44 alterne grubun

normal alt grubudur. Burada u=s —15 olmak iizere A4 alterne grubu s ve u
gerenleriyle,

<s,u:s3 =’ :(su)2 :>
Geklinde takdim edilebilir. Bu bagintilar yardimiyla 44 {izerinde s ve u gerenlerini
birbirine eGleyen periodu 2 olan bir diG otomorfizm tanimlanabilir. t? =e,tst=u
bagintilarini saglayacak Gekilde yeni bir ¢ elemani ilave edildiginde, s Yoyl = (su )2 =e
ve ¢t = e, tst = u bagintilar ile tanimlanmiG, s ve ¢ gerenlerine bagl olarak,

<s,t:s3 =t2 z(st)4 =>e
Geklinde takdim edilen ve mertebesi 24 olan bir grup elde edilebilir. Burada s = (234)

S

ve = (12) permiitasyonlar1  24. mertebeden 4 grubunu gerdiginden ve
s =tt= (st )4 = e bagintilarini sagladiklarindan bu grubun S4 oldugu anlaGilir. Boylece

=57t denirsesve! gerenlerine gore Sy grubu,
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(s.0:5" =1* = (1) =¢)
Geklinde de takdim edilebilir (Coxeter and Moser 1972).
Gi=W:R ) ve Gy =(B:Ry iki grup, [4.B]=1[a,b]:ae 4 beB}ise, Gi ve G
gruplarinm direkt garpim;
G xGy %4, B: Ry, Ry, [4, B)

Geklinde tanimlanir (Johnson 1997).
Dy, :<x,y:x2 =y" z(xy)2 =e>
dihedral grup ile 2m mertebeli , devirli grubun D; ,, x 2, (n, m> 3) direkt carpimi,

Dy X om :‘%sysZ:xz :yﬂ :()Cy)2 :sz Z[X,Z]:[)/,Z]: >
Geklinde ifade edilir.
G, ve Gy gruplar i¢in ¢: Gy — Aut (Gl) homomorfim, bep=¢@, ve @y: G —> Gy

Aut (G1 )’nin elemanlar1 olmak iizere G; ve G, gruplarin yar1 direkt ¢arpimi (semi-

direct product) G x G Geklinde gosterilir.
l o 2

D dihedral grup ile devirli grubun D x , (n, m2> 3) yar1 direkt ¢arpimu,
n 2m 2n ¢ m
2 n _ 2m _ -1 _ -1
D X :<x,y,z:x =y z(xy 1=z =e,z Xxzx=ez yzyife
2n @ 2m )
Geklinde ifade edilir.

om =20 ) ise, @ 2y — Aut (D2, ) déniiGiimii homomorfizmdir. goyleki;

Zp=05 9 :2D - 132 ve Xp =X, yp =y dir (Doostie and Campbell 2006).

Tanmmm 2.142: 0 = <a, b|a In_pt o e, bi=q" b lab = a_l) Geklinde taktim edilen

2n

yapiya 4n mertebeli quaternion grup denir.

(n > 3) olmak iizere,

Qz,,:<x,y:x2"‘ :e,yz:)cz"’z,y_1 xy:x_1>
quaternion grup ile 5, devirli grubun Q», x 2, (n, m > 3) direkt carpimu,

2/1 -1

Q2ﬂ X 2m =<x,y,Z:x :e’yz z'xzn_zﬂy_]xyxZsz =[x,Z]=[y,Z]=€>
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Geklinde ifade edilir.

0, quaternion grup ile ,,, devirli grubun Q, x¢ »,, yari-direkt carpimi (semi-direkt
2 2

product),

2 22, -l 2m -1
0, x =Y, Z X =e,y =X ,V Xxyx=z~ =e,z Xix=e,z yzyz?

2

Geklinde ifade edilir
m = (z> ise, @: n —> Aut (an ) bir homomorfizmdir ve zp= @, ; @.: 02, — O,

olup, xp,=x, yo. :y_1 dir (Doostie and Campbell 2006).

Tanim 2.1.43: (l, m, n) ve l,m,n>1 i¢in,

<x,y,z|xl =y" =z" :xyz:1>

veya

< x,y:xl =y" =(xy )" :e>
Geklinde takdim edilen gruba polyhedral grup denir.
Tietze doniiGiimlerinin sonlu bir dizisi kullamlarak (7, m, n )= (m, n,1) = (n,1, m) oldugu
gortlebilir.

(11 1)

t=Imn| =+ =—— + =— |=mn+Im—Imn pOZItlf ise (l , m, n) pOlyhedI'al gmbu
[ m n

Eger
sonludur. Eger 1 </<m<n ise yalnizca aGagidaki durumlarda ¢ sayisi pozitif olup
(l , m, n) polyhedral grubunun sonlu oldugu durumlar elde edilir;

(i ) I=m =2 ve n, n>2 olacak Gekilde bir tamsayu ise,

(ii ) I=2,m =3 ve n,3 < n < 5 olacak Gekilde bir tamsay1 ise.

_

., 2lmn
= dir

(l , m, n) polyhedral grubu sonlu ise bu grubun mertebesi 2‘( l+ l + l

\l m n

-1

~—T"
~

(Coxeter and Moser 1972).

(i ) durumundaki gruplarin yapis1 aGagidaki teoremle belirlenir.
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Teorem 2.1.20: D , mertebeleri 2 olan iki eleman tarafindan tiretilmiG bir grup olsun.
Bu durumda D grubu aGagidaki takdime sahiptir, D= )<, yix = y = (xy )" = e>,

burada n ya bir dogal sayidir ya da n = oo dur. Eger n=wise (xy)" =e bagmtsi

thmal edilecektir. » *nin sonlu oldugu durumda ise D grubu mertebesi 2n olan dihedral

gruba izomorf olur. z = xy ve Dy =/ z\ plsun. Bu durumda,

X Zx=y_1 zy=z_1
elde edilir ve Dy indeksi 2 olan bir normal alt grup olur. Buna ek olarak eger » bir tek

tamsay1 ise x ve y elemanlar1 D grubunda birbirinin eGlenigidir (conjugedirler)

(Suzuki 1982).

(2, 2, n) polyhedral grubunda ¢ = 4 olup bu grubun mertebesi 2x dir. Bu grup dihedral
grup diye adlandirilir.

(ii ) durumundaki gruplarin yapis1 aGagidaki durumlar s6z konusudur,

(2,3,5) polyhedral grubu basit bir grup olup bu grupta ¢ =1 dir. Bu grubun mertebesi
60 olup As alterne grupdur, As alterne grup diizgiin icosahedronun dongiilerinin
grubuna izomorftur. Ayni zamanda icosahedral grup diye adlandirilir.

(2,3, 4) polyhedral grubu indeksi 2 olan bir alt gruba sahip olup bu grupta # =2 dir. Bu
grubun mertebesi 24 olup S4 simetrik grupdur, S4 simetrik grup diizgiin octahedronun
dongiilerinin grubuna izomorftur. Ayn1 zamanda octahedral grup diye adlandirilir.
(2,3,3) polyhedral grubu indeksi 3 olan bir alt gruba sahip olup bu grupta ¢ =3 dir. Bu

grubun mertebesi 12 olup A4  alterne grupdur. 44 alterne grup diizgiin tetrahedronun

dongiilerinin grubuna izomorftur. Ayn1 zamanda tetrahedral grup diye adlandirilir
(Coxeter and Moser 1972).

(Daha fazla bilgiigin 19 ’e bakiniz).
]

Tanim 2.1.44: /( , M, I\ Ve [, m,n>1 igin,
/ I . m _ _n _
(X, y,z|x =y" =z —/xyz\

Geklinde takdim edilen gruba binary polyhedral grup denir.
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Eger [ =2 ise /¢, m, nybinary polyhedral grubu

(y.z1y™ =2" = (o )"\
Geklinde taktim edilir.
{l', m, n\ polyhedral grubu binary polyhedral grubu i¢in bir b6lim grubu olarak meydana
geldiginden #<0 oldugu zaman bu grup sonsuzdur. Bu gruptaki bagntilar;
x'=y™ =2" =xyz = f Geklindedir. />0 oldugu zaman /> =1 olur. Bu grupta x, v, z

"nin mertebeleri (7, m, n) polyhedral grubundakinin iki katidir. Ayn1 zamanda bu grubun

mertebesi de (7, m, n) nin mertebesinin iki kat1 olup Amn

dir.

(2, m, n) polyhedral grubu sonlu oldugu zaman, 2{, m, n ) binary polyhedral grubu, C;
devirli grubun (2, m, n) polyhedral grubu ile bir geniGlemesidir.

12,3,5} binary polyhedral grubunun mertebesi 120 olup binary icosahedral grup diye
adlandirilir.

(2,3, 4) binary polyhedral grubunun mertebesi 48 olup binary octahedral grup diye
adlandirilir.

(2,3,3) binary polyhedral grubunun mertebesi 24 olup binary tetrahedral grup diye
adlandirilr.

(2, 2, 1? binary polyhedral grubunun mertebesi 4n olup dicyclic grup diye adlandirilir
(Coxeter and Moser 1972).

Burada ozellikle ifade etmek gerekir ki;

0y, %n,2,9 dir
(Daha fazla bilgi icin [ 19]’e bakniz).

3. LINEER INDiRGEMELI DiZiLER

Tanim 3.1: R degiGmeli ve birimli bir halka olmak iizere , R’ nin elemanlarmnin
ay,az, ,dag

baGlangi¢c elemanlariyla n>1 i¢in,
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a =ca +ca +t+ca
n+k 1 n+k-1 2 nth-2 koo (1)

Geklindeki homojen lineer indirgemeli bagintiy1 saglayan dizisine bir homojen lineer indirgemeli dizi denir.

28(1)15%()1a c1,¢2,,cr € R olacak Gekilde sabit katsayilar olup ¢4 , R halkasinin sifir boleni olamaz (Everest et.al

Tanmm 3.2: f(x)=x ky cXx k _1+ +c + + ¢ Geklindeki n. dereceden polinoma,
1 k-1 k

(1) dizisinde ifade edilen lineer indirgemeli baginti i¢in karakteristik polinom denir.
Swrayla 2 ve 3 mertebeli liner indirgemeli diziler binary ve ternary lineer indirgemeli
diziler diye adlandirilir. Ayrica , , ,lizerinde tanimlanan lineer indirgemeli
diziler swrayla, tamsayi, rasyonel, cebirsel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler
olarak adlandirilir.

Eger ¢,  ’ninterslenebilir bir elemaniise (1)’ de  tanimlanan dizi ay,a-1,a-, ,
Geklinde devam eder (Everest et.al 2003).

2

Tamim 3.3: degiGmeli ve birimli bir halka olmak iizere nin  elemanlarmin

ay,ay, ,aibaGlangic elemanlariyla n>1 i¢in,

a =ca +Cc a + e a +e

n+k 1 n+k-1 2 n+k-2 k n k +1
Geklindeki bagnt1 yardimiyla tanimlanan diziye homojen olmayan lineer indirgemeli
dizi denir.
Bu bagint1 kullanilarak

k-1
a —(c +1)a + —-c)a -—ca

C
n+k +1 Z( i n+k—i k n

geklindeki n +1 mertebeli homojen olmayan indirgemeli bagmti elde edilebilir. Ayn1
Gekilde bu bagint1 kullanilarak
1

F(x)=xk—cxk_ cx—c)(x-1)
1 k-1 k
Geklinde karakteristik polinom elde edilir (Everest et.al 2003).

Kalman [28]’ de ap,a;, ,ar-1 baGlangic degerlerive cy,ci, ,cr-1 ‘ler sabitler olmak

tca ++c¢ a
uzere , ay 4% = Co ay Lol k-t -1 Geklindeki k& — basamak linner indirgemeli
bagintisiyla tanimlanan dizi i¢in,dizinin elemanlarini;
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| 0 1 0 ‘
) 0 0
A4 =] !
| | |
C
U ¢C 1 ¢ k-2 ck—l I
olmak tizere,
[ag 1 T ay |
lal la |
£ 1l = }
\

Geklindeki denklem yardimiyla elde etmiGtir.
4. GRUPLARDA LIiNEER iNDIRGEMELI DiZiLER

4.1. Gruplarda Fibonacci Dizileri

Tamm 4.1.1: ¢ =0, f1 =1 baGlangic degerleri olmak {izere Fibonacci dizisi,

fo=f +f
n+2 n+1 n n:O’l’z ,
Geklinde tanimlanir.

Tanim 4.1.2: a, b €R olmak lizere 2-basamak genel Fibonacci dizisi,

[ =af +bf

n+2 n+l1 n

Geklinde tanimlanir.

Lucas (1878) caliGmasinda,

frin =fn(modm) n=0,1,2, ,
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olacak Gekilde & tamsayisinin oldugu yani her m tamsayisinin Fibonacci dizisinin bazi

elemanlarini boldiigiinii ve Fibonacci dizisinin (mod m) ye gore periyodik oldugunu

gostermiGtir.

Tamm 4.1.3: kin=f, (mod m) n=0,1,2, , denkligini saglayan en kii¢iik k£
tamsayisina (mod m) ye gore periyod denir ve § (m) ile gosterilir.

Tamm 4.1.4: f; = O(mod m) denkligini saglayan en kiiciik pozitif & tamsayisina m ye
gore rank denir ve f (m) ile gosterilir.

¢imdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazi 6zelliklerini verelim.

i ol =f a2+ (1)

Bu eGitligin dogrulugu Fibonacci dizisinin taniminda verilen bagmtilar yardimiyla

tiimevarim metodu kullanilarak gdsterilebilir.

n n
ia= 1'2/5_ L= 1 _’\2/5_ olmak lizere f, = aa—_% eGitligine “’Binet formiilii™’

denir.Bu formiil » ’ nin negatif degerleri i¢in Fibonacci dizisinin dogal geniGlemesini

verir. " "= —1" bagmntis1 kullanilarak,

()
f_ n = (_I)VH-] f;,l
oldugu gosterilebilir.
G sonlu bir grup olsun G’ nin Fibonacci dongiisii aGagidaki gibi tanimlanir. g1, g7 €G

olmak iizere i>2 icin g =g g ve i<0 i¢cin g =g ¢o-1 olarak tanimlanir. Bu
i i-2 i1 i i+2° 42

taktirde yukaridaki eGitlikleri saglayan her i tamsayisii¢cin g = (g,- ) ..z sonlu dongiisii
elde edilir.

G sonlu i¢in bu dongii periyodiktir. Bir g dongiisiiniin minimum periyodunu gdstermek

i¢in uzunluk terimi kullanilir ve bu uzunluk / (g) ile gosterilir. Eger g dongiisiiniin

periyodu ¢ ise /(g)|¢ dir. Boyle déngiilerin sayis1 |G| 2 dir. Her i tamsayisi icin

g =h
i+ iolacak Gekilde bir s tamsayist varsa (g,-) ve (h,) dongiileri arasinda
(g,-) (h,-)(jeklinde bir denklik bagintist tanimlanir. Dongiilerin denklik smiflarini
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tanimlamak i¢in e -dongli terimi kullanmilir. G’nin dongiilerinin kiimesi L ( G ) ile

gosterilir. G nin elemanlarinin biitlin sonlu periyodik dizileri bileGke iGlemi altinda bir

grup oluGturur. G abelyan ise, L ( G ) , G xG ye 1izomorf sonlu bir alt grup olur.

G’nin GF ( p) cisminde p elemanli toplamsal bir grup oldugunu kabul edelim ve & ( p"

), p" . mertebeden devirli grubun standart dongiisiiniin uzunlugunu gostersin.

Lemma 4.1.1: A, sonlu GF( pt) cisminin toplamsal bir grubu olsun. Eger f € L (H )
ise / (f )| k (P) dir. / (h ) <k (P) olmak tizere, aGGikar olmayan / dongiisiiniin biitiin
elemanlari sifirdan farkli olmali ve bu dongu geometrik bir dizi olmalidir (Yani

h[]hi 41, i den bagimsiz olmalidir).

ispat: s = (0,1,1, 2, ,) uzunlugu £ ( p) olan standart bir dongii olsun. Bu durumda s ,
GF ( P )’nin bir alt cismi olan GF ( p)de bir déngii olur. Ayni Gekilde smifinda

uzunlugu & ( p)  olan baGka bir dongii elde etmek i¢in bu dongii dondiirtilebilir. Ayn1

zamanda baGka bir dongii elde etmek i¢in dongiiniin her elemamt GF (pt)’nin bir

elemant ile carpilabilir. fe L (H) keyfi bir dongii olsun. Bu takdirde,

S =(fo.fis ) =ro(10, )+fi(0,1, )

yazilir. Burada dikkat edilirse 1,0, , standart dongiisiiniin donmesidir. Boylece f

)

dongiisiiniin periyodu k ( p) olup / ( f )| k ( p) olmaldir.

/’nin bir sifira sahip oldugu fakat aGikar olmadigi kabul edilsin. x # 0 olmak tizere

dondiirme yardimi ile f=(0,x, ,) oldugu kabul edilebilir. Buradan f=uxs (ve

S =x_].f) yazilir. O halde / (f) =k (p) olur.

gimdi f 'nin yalniz sifir olmayan elemanlara sahip oldugu ~ ve (/) <k(p) oldugu

kabul edilsin. f= w, wx, olmak tlizere g, f’nin herhangi bir donmesi olsun.

( )

Boylece g= y,yxz, ve f—wy '.g= 0w x—z ,dongiisi sifir1 ihtiva eden ve

() ( C ) )

uzunlugu & ( p) den kiigiik olan aGikar déngii ~ olur. Buradan x =z yazilir. Bdylece
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verilen herhangi bir dongiide ardiGik elemanlarin bir déonmesi olarak en fazla bir
B eGF ( p[) vardir. O halde aGikar olmayan bir dongiiniin elemanlar1 sifir olmalidir. Bu

da lemmanin ispatin1 tamamlar.

Tanmim 4.1.5: G toplamsal bir abelyan grup ve g € L ( G) olmak lizere g; =0 olsun.

m,n €Zigin g, =g, =0 olacak Gekilde r»=m —n Geklindeki en kii¢iik » tamsayisina

Fibonacci dizisinin rank1 denir.

Lemma 4.1.2: x ’in standart s € L ( Cp) déngiisiinde ikinci sifirdan dnce goriildiigii ve

o(x)=t oldugu kabul edilsin. Bu takdirde k ( p ) = r¢ dir. Burada r dizinin rankidir.

Ispat: f= 0,1, ,0,x olarak yazilir. Béylece f’nin x ile ¢arpimi f ’nin r

dénmesi olur. Béylece x'=1ve ¢ den kiigiik pozitif » tamsayilariigin ~ x* # 1 olup

rt =k ( p) bulunur.

Lemma 4.1.3 (Vinson): p#2,5 olsun. Butakdirde seL ( Cp )’nin ranki y= [ | B

‘nin ¢arpimsal katidir. Eger r tek ise & (p ) =4rdir.r ¢iftise /=r yadal=2rdir
(Aydin 1991).

Sonug 4.1.1: p tek asal say1ise k£  cifitir.

Lemma 4.1.4: G sonlu bir grup ve /€ L( G)olsun.h e L (Z (G)) oldugu takdirde f.h

carpimi, G’nin bir dongiisiidiir.

Ispat: Her i tamsayis1 i¢in

fh=f f h h =f h fh

i-2 i-1 i-2 i- i — i-2 i-1 -1

olarak yazilir.

Bu yazilimda ./ ¢carpiminin G’de bir dongii oldugunu gostertir.
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Tanmim 4.1.6: Lucas sayilari, L1 =1 ve L, =3 olmak iizere
L =L +L
n n—1 n-2
Geklindeki lineer indirgeme denklemi ile tanimlanan {Ln }wnzl tamsayilar dizisidir. n
’inci Lucas sayisi, L [ n] ile gosterilir.
n=1,2, , i¢in L, 'nin degerleri 1,3, 4,7,11,18, 29, 47,76,123, , Geklindedir.
fo =0 ve fi=1 baGlangic degeri olmak tizere [, =f,-2+fs-1, 22 Geklinde

tanimlanan Fibonacci dizinin (mod m) "ye gore en kiigiik periyodunun uzunlugu da

k (m) ile gosterilsin.
Teorem 4.1.1: £, (mod m) basit periyodik bir dizidir (Wall 1960).

Ispat: Bu  dizideki miimkiin olan m®  tane ikili oldugundan tekrar eder. Fibonacci

=

dizisinin tanimmdan "' ol —f, olarak yazabiliriz. Buradan f,.1=fi41 ve

f Ef ”f Ef g . .

1=f (mod m) olarak alinirsa, ' st o ve fi1-s =fo olur ki dizi basit
periyodiktir.

Teorem 4.1.2:i. p  bir asal say1 olmak lizere, eger m = H pi" olacak Gekilde asal

carpanlarina ayrilabiliyorsa 1 = k (p,'ef ) olmak lizere k (m), t;’ lerin en kiigiik ortak

katidir.
.s . . 2 . e e—1 51
ii. p bir asal say1 olmak tzere, k (p ) =k (p) ise k (p ) =p k(p) dir. Ayrica

, k ( P ) =k(p) olacak Gekilde en biiyiik tamsay1 olmak iizere; e > / igin,

k(p<)=p"k(p)
dir (Wall 1960).

Teorem 4.1.3: f,, n. Fibonaccive g ,, n. Lucas sayilar1 olmak tizere
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t=mim({n:n—¢ift sayl ve m/ f, } {n :n—tek say1 ve m/ g, }) olacak Gekilde

m > 2 icin k (m ) =2t dir (Wilcox 1986) .

Lemma 4.1.5: a, b, ¢, x, ye,z, i¢in/Zn>0 olmak tlizere a,b,c ve x,z,y

k n=k n
tamsayilarmim hepsi birden n modiiliine gore sifira denk degilse, (@) ()
olur (Campell 2009).

Sonu¢ 4.1.2: a,b,c,x,y,z,m,neZ igin m,n>0 olmak lizere , a,b,c ve x,z,y
tamsayilarinin hepsi birden » modiiliine gore sifira denk degilse,

ko nlk
(a..)( ) () (mn) olur (Campell 2009).

Tanim 4.1.7: f(k) =0,1 <i<kve fu) =1 olmak iizere n > k i¢in,
i k

W F ®
I = X (5.1)

dizisine k-basamak Fibonacci dizisi denir ve f&)  Geklinde gosterilir. Bu diziyi m

modiiliine indirgersek,

fikn) =f; ) (mod m)
dir (Kebo Lii and Jun Wang 2007).

Teorem 4.1.4: f(k, m) periyodik bir dizidir (Kebo Lii and Jun Wang 2007).

. k ..
Ispat: § = a,a, ,a |0<a<m-1 olsun.|S |=m" sonlu olmakta, bdylece
k {( 12 k) i } k ) )
u>20vevauigin, fe.m) —fe.m. flem)=fFl,m) _ flem) = flk,m) elde edilmektedir.
u+l v+l u+1 v+1 u+k v +k

k-1
Ayrica tanimdan f n( k) =f n(+kk) - Z fn(+k )_,- olup buradan kolaylikla,
=0

f(k,m) :f(k”")qf(k,m) :f(k,m)qf(k,m):f (k,’”)”f(" ,m) :f(k,m) ve f(k,m):f(k,m)olduéu
u v u-—1 v-1 u-2 v-2 2

v —u+2 1 v —u+l
goriiliirki, bu da f (k , m)’nin periyodik bir dizi oldugunu gosterir. Béylece ispat

tamamlanir.
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£ (k, m)’nin en kiigiik periyodu 4 (m) Geklinde gosterilir.

Ornek 4.1.1: s (4,3) = {0,0,0,1,1, 2, 2,0, 2, 2,0,1, 2, 2, 2,1,1,0,1,0, 2,0,0, 2,1,0,0,0,1 ,}

Geklinde tekrar eder. Boylece, A4 (3) = 26 dir.

[0 1 0 0
0o 0 1 0
| \
o-| a
"0 0 a
b 11 1
L 1
Geklinde ifade edilen & xk tipli karesel bir matris olsun.
a ’ler tamsayilar olmak iizere verilen bir A =[a |matrisiicin, A matrisinin her
y

elemanmnin mod m ye gore indirgenmesi A mod (m) Geklinde ifade edilir. Yani,

Amod m =a modm ’dir. (G) =G' modm |i>0 olsun. 7', matrisin transpozu

() ) AN ) }

olmak tizere,
(e, m)

i2

G (0,0, ,1)"(modm) = (f+

’f+(k',/:n)’ )f+(k,m))

dir. Bu durumda 4y, (m) , aGagidaki eGitligi saglayan en biiyiik / pozitif tamsayisi

olarak elde edilir;

G" (0,0, ,1)" (modm)=1(0,0, ,1).
gimdi, a; = (a11 , a2, ,an ) =(0,1,0, ,0) Geklinde & boyutlu bir vektor olsun. Burada,
ay = (anl LAy, ank) (n > 0) Geklinde tanimlanip,

a =da vea =da +a
nl (n—l)k ni (n—l)k (”‘l)(i_l) (l>1)

dir.
a a a
r a —| r nl nl nk —|
PR a a |
G': n+l | (,7+1)1 (n+1)2 (n+1)k |
n | | |
[ | |
a | | a a a ‘
|_n+k oL (n+k-1) (n+k-1)2 (n+k-1)kj
olsun.

Buradan aGagidaki lemmay1 verebiliriz.
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Lemma 4.1.6: G" =G dir (Kebo Lii and Jun Wang 2007).

gk ( pa ), (G),m grubunun mertebesi olsun. AGagidaki teorem hy ( pa ) ve gk ( pa)

arasindaki i1liGkiyi verir.

Teorem 4.1.5: iy, (pa ) =gk (pa ) dir (Kebo Lii and Jun Wang 2007).

gimdi gk (p) ve gk ( p“ ) arasindaki iliGkiyi verelim.

Teorem 4.1.6: ¢ en biliylik pozitif tamsay1 olmak iizere, gk ( p ) =gk ( pt ) dir. Her o> ¢

icin, gk(p*)=p“"gk(p)olup gk (p)=gh(p’) isehera>l icin

gk (pa ) =p” gk (p) dir (Kebo Lii and Jun Wang 2007).

Tanim 4.1.8: A ’dan uretilen sonlu bir G :/( ) grubu, 4= {a1 ,ay, ,dy } olmak uzere

n
. e e X =X . . . . .
x; =a; 1 (0<i<n-1)dizisiigin, " I iej (z >0) ifadesine; A ’dan iiretilen G
Jj=1

‘nin Fibonacci periyodu denir ve F' 4 (G) gosterilir (Campbell and Campbell 2005).

Tanim 4.1.9: Eger F (G) dizisi periyodik ise bu dizinin periyoduna A4 geren kiimesine

gore G grubunun Fibonacci uzunlugu denir ve LEN 4 (G) ile gosterilir. Eger
F4 (G) dizisi periyodik degil ise G grubunun A4 geren kiimesine gore Fibonacci

uzunlugu sonsuzdur denir ve LEN 4 (G) =ooile gosterilir (Campbell and Campbell
2005).

Tamm 4.1.10: F (», n ) Fibonacci grubu, > 0, n > 0 ve biitiin alt indisler » modiiliine

gore indirgenmiG olmak {izere,

(al,az, aup.a)azas 4y =dr41,020304  Qp 41 = Ar 42, Ay —14, A] ar 2 =ar-1,04,a1a, ar-1=ar>

Geklindeki takdim ile tanimlanir.
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Teorem 4.1.7: G, 4 = {a1 , ay , Ay } tarafindan gerilmiG bir grup ve sonlu bir m sayis1

icin LEN 4 (G ) = m olsun. Bu takdirde G , F (n, m) Fibonacci grubunun epimorfik bir
goriintiistidiir (Campbell 2003).

Ispat: Bu teorem von Dyck’s Lemma’st ve Johnson et al. (1974)’ nin direkt bir

sonucudur.

H ve G gruplar1 i¢cin , H < G veya H G ise aGagidaki durumlarin herhangi biri s6z

konusudur ;

LEN(H)>LEN(G),

LEN(H)<LEN(G),

LEN(H)|LEN(G),

LEN (H) yLEN (G ).
Bu durum i¢in 6rnek olarak,

n tek oldugunda,

”:éLZ, ,n), (1,2) ve Ay =€1,2, ,n),(n—Z,n—l,n)
Geklinde ve n ¢ift oldugunda,

S,=(1,2, ,n),(1,2) ved, =(1,2, ,n),(n-2,n-1,n))
Geklinde takdim edilen S, ve 4, verilebilir (Campbell 2003).

Fibonacci uzunlugunun bazi 6zellikleri aGagidaki gibidir:

i. Bir grubun Fibonacci uzunlugu segilen geren kiimesine ve geren elemanlarin

siralamasina baghdir (Campbell and Campbell 2005).
ii. Eger G grubu bir Fibonacci grubunun epimorfik bir goriintiisii ise Fy (G) dizisi

periyodiktir (Thomas 1991).

Sonug 4.1.2: G grubuy, / X : R\ Geklinde takdim edilmiG olsun. LEN (G ) =nveH,G
grubun ayni geren kiimesi iizerinde bir bliim grubu ise LEN , (H )| LEN , (G) olur
(Campbell and Campbell 2009).
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Sonug 4.1.3: (|Gn|) smirsiz ve monoton artan bir dizi olmak iizere, G, ={X) gruplarin

bir ailesi ve 7>k igin LEN ; (G, ) =LEN (G, +1 ) =m olsun. Bu durumda F (| x|, m)

Fibonacci grubun mertebesi sonsuzdur (Campbell and Campbell 2009).

Tamim 4.1.11: Fibonacci kelimelerinin dizisi,

X,y , X=>)Y,Yy—=>Xy , X

(I 158

sistemi ile gerilmiG sonsuz bir dizidir. Yani dizi, (x, VXV, VXY, XY 2 Xy, ,) Geklindedir.
Tribonacci kelimelerinin dizisi,

X,V,Z, XY, V>Z,Z2>Xyz , X

(O yi})

sistemi ile gerilmiG sonsuz bir dizidir (Campbell and Campbell 2009).

Tanmim 4.1.12: Sonlu bir gruptaki bir k-nacci (k-basamak Fibonacci) dizisi, grubun

X0 , X1, , Xn , elemanlarinin dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verile

Xo,Xx1, ,x;_1, baGlangi¢ elemanlari igin,

(xx x , j<n<k,
X
n =< 1 -1
X ! X " X b n 2 k’
=k n-k+1 n-1
Geklinde tanimlanir. Ayrica bu dizinin Bir xo,x;, ,x;_; baGlangi¢ elemanlarmin grubu

germesi gerekir. Boylece, bu k-nacci dizisi grubun yapisini yansitir. Xxp,X;, ,X;j|
tarafindan gerilen sonlu bir gruptaki bir k-nacci dizisi Fy (G; X0, 2Xj-1 ) Geklinde
gosterilir. Buna gore tamsayilardaki mod m ye gore klasik Fibonacci dizisi  F» (Zm ;0,1)
olarak yazilabilir. Grup elemanlarmin bir 2-nacci dizisi sonlu bir grubun Fibonacci
dizisi olarak adlandirilir. Bir Fj (G; X0 55X -] ) k-nacci dizisinin periyodu

Py (G; X0, ,Xj-1 ) Geklinde gosterilir

(Knox 1992).
k-gerenli bir grubun orbiti bu gruptaki k-nacci dizisidir (Deveci 2010).
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Tanim 4.1.13: G bir grup olsun. G nin her elemanmin i¢inde bulundugu bir k-nacci

dizisi mevcut ise G ye k-nacci dizilenebilirdir denir (Knox 1992).

Tanim 4.1.14: Grubun elemanlarinin bir dizisi belli bir noktadan sonra bir alt dizinin
tekrarmi ihtiva ediyorsa bu diziye periyodiktir denir. Tekrar eden alt dizideki eleman
sayisina dizinin periyodu denir.

a,b,c,db,c,db,c,d dizisi a baGlangi¢c elemanindan sonra periyodiktir ve periyodu
3 tiir. Bir F}, (G; X0, X1, %2, ,Xj] ) k-nacci dizisinin periyodu Py (G; X0, X1,X2, X )

ile gosterilir.

Tamm 4.1.15: Bir dizideki ilk &£ eleman tekrar eden bir alt dizi oluGturursa bu diziye
periyodu k olan basit periyodik dizi denir. Ornegin; a, b, ¢, d , e, a, b, ¢, d , e, dizisi basit

periyodik olup periyodu 5 olan basit periyodik bir dizidir.

Teorem 4.1.8: Sonlu bir grupta bir A-nacci dizisi basit periyodiktir (Knox 1992).

Ispat: G mertebesi 1 olan bir grup olsun. G *nin elemanlarinin n* tane farkli k-siralist

oldugundan bu k-siralilardan en az biri G ’nin bir k-nacci dizisinde iki kez goriiniir. Bu
ylizden bu k- swaliyr takip eden alt dizi tekrarlanir. O halde bu k& — nacci dizisi
periyodik olur.

Bu dizi periyodik oldugundan i > j olmak lizere,
X =X X =X ,Xx =x ,X =X
i+l jHli42 i3 i i +k J+k

olacak Gekilde i ve j dogal sayilar1 vardir. Bir k£ — nacci dizisinin tanimlayici

bagintisindan,

Xi =X 4k (xi +(k—1))_1 (xi +{k-2) )_1 (i)

\(

b=l ) ()" Gya)!

yazilabilir. O halde x; =x; oldugundan,
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olur. Bdylece bu dizi basit periyodik olur.

Bu teorem Wall’in (1960) daki teoremin genellemesidir. Wall burada tamsayilarin

F ( m ;0,1) dizisinin mod m ye gore basit periyodik oldugunu géstermiGtir. Yukaridaki

teoremden sonlu bir G grubundaki bir k — nacci dizisinin periyodu igin |G} nm bir {ist

sinir oldugu sdylenebilir.

Teorem 4.1.9: n > 3 olmak lizere a , b gerenli D, dihedral grubunu goz oniine alalim.

Bu taktirde, F (D, ; a, b ) = Fi (D, ;b, a ) = 2k + 2 dir (Knox 1992).

Ispat: « ve b elemanlarmin mertebeleri sirast ile n ve 2 olsun. k=2 ise

oluGturulabilecek miimkiin diziler,

a,b,ab,a_1 ,azb,a,b, ,
ve
b,a,a _lb, b,a _1, ab, b, a, ,
Geklinde olup her ikisinde de periyod 6 dir. k> 3 ise Fj (Dn sa, b) nin ilk & elemana,

X0 =a,x;=b,x, =ab, x3 :(ab)z, s Xk —1 :(ab)z"’3

olur. Bu dizi,

a,b,ab, e e, ,e,5 e,

dizisine indirgenir. Burada, 3 <j <k -1 igin x ; = e dir. Boylece,

k-1

Xy = x; =abab=e,
i=0
k
-1
Xp41= Xx; =bab=a ",
i=1
k+1
_ -1 2
Xi4+2 = x; =aba =a”b,
=2
k+2
-1 2
Xik+3 = xi=a a b=ab,
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-1 2
ko =a a bab=e,
i=4

bi¢iminde olur. Buda 4 <j <k i¢in, x4 4+ ; = e oldugunu gosterir. Ayrica,
ke +k
-1 2
Xrsk+1=X; =a a bab=e,

i=k+l1
k+k+1
2
Xk +k+2 =X; =a” bab =a,
i=k+2
k+k+2
Xk +k +3 =X; =bab=0>b,
i=k+3
k+k+3
X =X =4ao,
k+k+d i
i=k+4

olarak yazilabilir. ArdiGik X2 x 42, X2 k43, X2 k +4 €lemanlaria, b ve ab ye bagh
X =X
oldugundan, devir tekrar1 (2k + 2). elemandan baGlar. Yani, o 2+ olur. Bdylece

Fi (D, ; a, b) nin periyodu 2k + 2 olur. Eger diger siradaki gerenlerle iiretilmiG diziyi

secersek, bu dizi b, a, ba, (ba ) 2 (ba) ‘) (ba )8 - (ba)z" ~ Geklinde olup
b, a, ba, e, e, , e, edizisine indirgenir ve ispat benzer Gekilde yapilir.

Teorem 4.1.10: G, 2-gerenli bir grup ve G’ nin birim elemanm F> (G; X, y)veya

F (G; y ,x) Fibonacci dizisinde goriiliiyorsa G abelyendir
(Knox 1992).

Ispat: Genelligi bozmadan G *nin F, (G; X,y ) Fibonacci dizisi diiGiinelim ve n dogal

sayist i¢cin G ’nin birim elemanin bu dizinin (n +1). elemani oldugunu kabul edelim. Bu

dizinin # . eleman1 grubun herhangi bir elemani olabilir. Boylece,
X, )55 8, €

Geklinde bir dizi elde edilir. Yalnizs ', (n ~1). pozisyon igin ~ 2Mmlayict bagmtiyr

saglar. Benzer Gekilde s* dizinin, (n—2). pozisyonunda, s dizinin (n-3).

pozisyonunda olur. Bu Gekilde devam ederek,

u =-u +u
Geklinde bir dizielde edilir. Bu elemanlar islere sahip oldugundan /-2 L
bagmtis1 kullanilarak s nin iislerinde ortaya ¢ikan ardiGik pozitif ve negatif iGaretli
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tamsayilardan bir Fibonacci dizisi oluGturulur.Béylece, grubun bir Fibonacci dizisi
aGagidaki iki forma sahip olur:
(i). n tek ise, dizi,

u 5 -3 2 -1 1

u
n—l’S n-z’s Js Ls s s e

v -
S,

Geklinde olur. Bu durumda,

u u u +u u
S iy =g ol a2 =g »
Uy, -1 .. Uy, .
(budas ™' =y  olmasm gerektirir.) ve s "> =xy dir.
u u u +u u
S iy =g 1l 2 =g »

oldugundan y _1xy =x veya xy = yx olur. O halde bu grup abelyendir.
(ii). n cift ise, dizi,
—u u

u —
5
S n’S n—l,S "_Z’S , S LS s .S e

Geklinde olur.

Bu durumda,

—u

u
s r=Xx,8 =y

Uy

(budas "' = y_1 olmasini gerektirir.) s =xy dir.

—u —u —(u +u ) —u

S g =g nelon2 = ¢Q n
oldugu i¢in y _1xy =x veya xy = yx olur. O halde grup abelyendir.

Bu teoremin tersi dogru degildir. Bu durumu bir 6rnekle agiklayalim,
L9 2
A={x,y:x" =y~ =e xy=px\
abelyen grubunu g6z oniine alalim. Bu grubun Fibonacci dizileri,
2 3 5 8 4 3 7 8
x7y7xy7x7x y7x y?x 7x y7x y?x 7x y7xy7x 7y’
8 8 7 6 4 5 6 2 8
X YV, X , X Y,X Y,X ,XYy,xXx yYy,X ,X VY,X V,X,)V,Xy

ve

2 3 5 8 4 3 7 8 8
yaxaxyax yax 5x yax yﬂx ﬂx yﬂx yﬂxﬂx yﬂyﬂx s
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8 7 6 _4 5 6 2 8
xij ij 7x y’xyﬂx 7x yﬂx yﬂx )xyﬂyﬂxjxy
Geklinde olur. Dikkat edilirse bu grubun e, x> ve x' elemanlar1 bu dizilerde yer

almamaktadir.

Sonuc 4.1.4: 2-nacci dizilenebilir bir grup devirlidir (Knox 1992).

Ispat: G, 2-nacci dizilenebilir bir grup olsun. Bu takdirde, G grubu ya 1-gerenli ya da

2-gerenlidir. G , 2-gerenli bir grup ise e , G nin 2-nacci dizisinde bulunacagindan

yukaridaki teoremin ispatinda oldugu gibi, G ’nin bir s elemaninin terimlerinden bir

dizi oluGturulabilir. G ’nin her elemam kendisinin 2-nacci dizisinde bulunur ve bu
yiizden G ’nin biitiin elemanlar1 , sadece bir s elemaninin terimleri ile takdim edilir ( s
nin Usleri ile). O halde, G grubu 1-gerenlidir ya da devirlidir.

Genel olarak k& > 3 icin k -nacci dizilenebilir gruplar abelyen degildir. D3 dihedral grubu

6 elemanli £ -nacci dizilenebilir bir gruptur.

Teorem 4.1.11: 2-gerenli bir grubun , bir Fibonacci dizisinde goriintiisii var ise; dizinin
elemanlarinin simgelerinin toplami x; olmak iizere, x; = e i¢in bir dizi aritmetik Gekilde

devam eder (Knox 1992).

Ispat: Yukaridaki Teorem (5.1.10)’den G= (x,y) abelyendir. Bu yiizden, dizinin .

terimi x "' y™  Geklindedir. Wall’ i (1960) daki caliGmasinda, u, = 0(mod m) olan

terimlerin basit aritmetik diziliGte olan indislere sahip olduklari bilinmektedir. Boylece ,

2 Uy

HLXX 5 X veya y,y,y 2 y S, " elemanlarinimn dizilerinin her ikisi de indisleri
aritmetik diziliGte olan pozisyonda olan e ’yi ihtiva eder. e nin ortaya ¢ikiGinin periodu
x ve y nin mertebelerine baghdir. x, y, xy, xy 2 , X 2 y3 , de e nin ortaya ¢ikiGinin bu
periodu e ’nin x,x,x 2 ;L X" ve V,V,y 2 , Y 3 , yu” deki periodlarmin en kiiglik ortak

kat1 olur. Boylece, e nin x,y,xy,xy 2 , X 2 y 3, deki pozisyonlari, bir aritmetik diziliG

ihtiva eden alt indisler olacaktir.

k-nacci dizilenebilir bir grubun bir homomorfik goriintiisii de k-nacci dizilenebilirdir. A-
nacci dizilenebilir bir grubun, bir k-nacci dizilenebilir bir grup tarafindan
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geniGlemesinin k-nacci dizilenebilir olmasi1 gerekmez. k-nacci dizilenebilir gruplarin
direkt carpimlarmin k-nacci dizilenebilir olmasi gerekmez bu durumu bir Ornekle

gosterelim.
9 2
A={x,y:x" =y~ =e,yx=pp\
abelyen grubunu ele alalim,bu grup Axyve / y \ devirli gruplarm direkt ¢arpimudir.

{x) grubu i¢in Fibonacci dizisi,

( ) _ 2 3 5 8 4 3 7 8 8 8 7 6 2 8
K \xfe,x)=ex,x,x" ,x ,x ,x",Xx ,X ,X ,X,X ,e,X ,Xx ,Xx ,x ,x ,x ,x,e,x,X,
ve 4y grubu i¢in Fibonacci dizisi,

Fz((y>;e,y)=e,y,y,e

Geklinde olup bu iki grup da 2-nacci dizilenebilir olmasina ragmen bu gruplarin direkt
carpimi 2-nacci dizilenebilir degildir (Knox 1992).

4.2. Q,Z2 x@ 2, Grubundaki k-Nacci Dizileri

4<i<k igin, f'(k) =0,f '©=0,f (k) =1 ve f'))=2+4 baGlangig¢ degerleri ile k > 4
1 2 3 i

olmak tlizere n > k i¢in,
W) : W)
K K
fﬂ = Zfﬂ —f n> ka
j=1

(k)

Geklinde tanimlanan k-basamak fibonacci dizisinin #. terimi f, ' ~ ile gosterilsin. Bu

dizi m modiiliine gore indirgenerek

' y(k,m) ,(k,m) ,k,m
7Gm)=( pathem) g )
Geklinde dizi elde edilir. Burada,
y(k , m ) y(k )
; =;

1 1

dir. Bu durumda 4 <i <k i¢in,

(fthem) gy Geem) = p Ceml ) (0,0,1, 21 (mod m))
olup bu dizi, (5.1) dizisi ile ayn1 indirgemeli bagintiya sahiptir (Wall
1960). hy '(m), £'(k, m) *nin en kiigiik periyodu olsun
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Lemma 4.2.1: hy (m ) = hy '(m) dir (Deveci ve Karaduman, 2012).

Teorem 4.2.1: BaGlangic elemanlar1 y , x, z olmak iizere (n, m> 3) icin, 02, X@ 2

yari-direkt carpimindaki k-basamak fibonacci dizilerinin periyodlar1 aGagidaki gibidir:

i. Pz(an XQ zm;y,x,z):h2(2m)dir.

ii. Eger k =3 ise, iki durum ortaya ¢ikar:
1. 73 (2m),8’e boliniir ise; P3 (Qz,, XQ 2ms VX, 2 ) =y (2m) dir.
2. 3 (2m),8’e boliinmez ise; P3 (Q2 P XQ 2V, X, Z ) =2 (2m) dir.
iii. Eger £ > 4 ise, iki durum ortaya ¢ikar:
(1'). Ay (2m) , 2k + 2 ’ye bolintir ise, iki alt durum oluGur:
(i').i=hi(m)/2k+2 olacak Gekilde 4i,2"" e boliiniir ise; i = hy (m ) / 2k + 2 olmak
iizere, Py (Qz,, XQ a3V, X, Z ) = hy (2m)

dir.
(ii").i=hi (m)/ 2k +2 olacak Gekilde 4i , 2" e boliinmez ise; i = by (m ) / 2k + 2 olmak

lzere, Py (an XQ o3V, X, Z ) =2 "_a’_l.hk (2m) dir. ( Burada o, 4i = 295, (5 €
) olacak Gekilde en biiyiik pozitif tamsayidir).

(2"). hy (2m), 2k + 2 ’ye boliinmez ise, iki durum ortaya ¢ikar:
(i").2 -l | 4iise; i=2.hy (m ) / 2k + 2 olmak tizere, Py (Qz,, XQ an sV, X, 2 ) =2.h (Zm)
dir.
(ii").4i, 2" e béliinmez ise; i = 2.y (m ) / 2k + 2 olmak iizere,
Py (an XQ om iV, X,Z ) =2"" j; (2m)dir. ( Burada @, en biiyiik tamsay1 olup

4i=2°5, (&€ )dir.) (Deveci ve Karaduman, 2012).

4.3. Sonlu Gruplarda k-Mertebeden Pell Sayilarinin £-Dizileri

Tanim 4.3.1: P =0, P =1 baGlangi¢ degerleri olmak lizere P Pell dizisi,

0 1 {”}
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P, 1=2P,+ P, n=l,

Geklinde tanimlanir. Pell sayilarinin bazi 6zellikleri Horadam tarafindan [25]’de elde

edilmiGtir. Bicknell ise, [2] ’de Pell sayilarmin aGagidaki matris tarafindan iiretildigini

gostermiGtir;
2 1]
M= |
1
L o]
n € igin,
P P
M"=| n+l n |dlr'

L P, n—]J

Kilic ve TaGe¢1r 31 de genelleGtirilmiG k-mertebeden Pell sayilarmin £ dizilerini,

P = 1-k<n<0

v
L diger durumlarda,
baGlangic degerleriyle, n>0ve 1 <i<k igin;

Pizop" +P 4+ 4P

n n-1 n-2 n—k

Geklinde tanimlamiGlardir. Burada P, , i . dizinin # . terimidir. k=2 igin {Pn g } dizisi,
{Pn }’e indirgenir ve j =k igin P, ¢ 'ya genelleGtirilmiG - Pell sayilar1 denir. Ayrica
[28] de,

—
—1

—
O
O =

o <9

|
R=lr 1 =lo 10 |
LY Je | |
| |
[0 0 1 0|
L J
ve
rPI P2 Pk —|
| ]n 2” ' k |
E =r€—| 7‘Pn—l Pn—l 5*1 |
n |_lj kak | |
P! P2 Pk |
|_n—k+] n—1+k n—]+kJ
olmak iizere,
E, 1=R.E,
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Geklinde eGitlik elde edilmiGtir. Burada R , & xk tipli matrisi, genelleGtirilmiG -
mertebeden

Pell matrisi olarak adlandirilmiGtir (Kilig ve TaGg1 2006).

Lemma 4.3.1: £,, ve R matrisleri i¢in n > 0 olmak {lizere

Ep+1= Rn+1
dir (Kilig ve TaGe12006).
4.4. m Modiiliine Gore Genellestirilmis £-Mertebeden Pell Dizileri
GenelleGtirilmiG A= Pell dizisini m modiiliine indirgersek

Pk,m — Pk,m’Pk,m”Pk.m,Pk.m,Pk.m, Pk.m,

{ } { =k gy 0 12 n }

Geklinde bir dizi elde ederiz. Burada

Pk.m =Pk (mod m)
dir (Deveci ve Karaduman, Baskida).

Teorem 4.4.1: { P**™ } periyodik bir dizidir (Deveci ve Karaduman, 2012).

Ispat: U :{(x,x, , X |o<x<m-1 olsun. |U |:mk sonlu olup herhangi a>0
k

o 12 k) i } k

icin
pk—pk_opk _pk _ _p
nn +k n+k—1 n+k-2 n+l

olacak Gekilde b > a tamsayis1 vardir. {Pn k } genelleGtirilmiGG A-mertebeden Pell
dizisinin tanimindan

Pk,m:Pk,m Pk,m:Pk,m,Pk.m =Pk.m Pk,m :Pk,m
a b’ a "he1 2 T

b-a+2 b—a+l

elde edilir ve bu da {Pk’ " } nin periyodik oldugunu gosterir.
hPy (m), {Pk " }’nin en kiigiik periyodu olsun. Bu periyoda genelleGtirilmiG k-

mertebeden Pell dizisinin m modiiliine gore periyodu denir.
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Teorem 4.4.2: hP (2" )=2" dir (Deveci ve Karaduman, 2012).
2

ispat: {P,, } Pell dizisinin tanimindan u € N igin

p,=2P, +P, =22 (LeN) ve
2 2-1 2-2

P, =2P,+P, =2"""2+2"B+1(modm) (B e )elde edilir.

2 +1 2 2-1

Py =0 (mod 2" ) ve Py, 41 El(mod 2" ) oldugundan devir (2” ) elemanla

baGlar. Yani
Pu2 = P (mod 2", Pé,ﬂ = P (mod 2"), ,
olup,
hP, (2")=2"

olur.
Teorem 4.4.3: hP, ( m) bir ¢ift sayidir (Deveci ve Karaduman, 2012).

Ispat: P =P (mod m) ve P =P (modm) olsun. Pell dizisinin tanimindan aGagidaki

a+1 @+l

durumlar elde edilir.

i. Eger P tekise P cifttir.
4

p+1

ii. Eger P ¢ift ise P tektir. Yani 2, AP ( m) yi bolmelidir.
@ 2

0+1
Boylece 7P, ( m) ’nin 2 tarafindan boliinmesi gerektigi goriiliir ki, bu da bize AP, ( m)
‘nin ¢ift oldugunu gostertir.

<R>,=R i (mod pa)li >0 devirli bir grup olsun. <R> devirli grubunun
} #

mertebesi de |< R >p. | ile gosterilsin.

Teorem 4.4.4: hP; (p*) = |<R >, | dir (Deveci ve Karaduman, 2012).

Ispat: |< R>,|’nm AP (p?) tarafindan béliindiigii aciktir. O halde AP (p%) 'nin da
P k k

|<R >, | tarafindan boliindiigiinii gosterirsek ispati tamamlariz. AP (p®)=n olsun.
P k

E =R»a =RE oldugunu biliyoruz. E  -iwae birim matris olsun) oldugu
1 n n

n+
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icin R" ™' =R (mod p*) elde edilir. Boylece R" =1 (mod p®) oldugu goriiliir ki, bu da
|< R>, oldugunu elde ederiz.
P

nin n’ yi boldiigiinii gosterir. Béylece hP ( p®) = |< R>,
k P

t
Teorem 4.4.5: P;’ ler farkl1 asal sayilar olmak lizere eger m = HP,-e‘ (t 21) ise,

i=1

hPy (m ) = okek |—|_th (P " ) ]

dir (Deveci ve Karaduman2012).

e

ispat: okek| hP; (P; )}J = dolsun.
P =P" modm ,P"=P" modm, ,P" =P" modm oldugundan,

o ( ) 5+1 1( §+k-1 k-1

I

hPy (m ) = okek | hPy (P; d
dir.

Teorem 4.4.6: ¢, hPy ( P ) = hPy, ( pt ) olacak Gekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun.
Bu durumda her o > ¢ i¢in,

WP (p®) =P 1Py (p)

dir. Buradan AP, (p ) # hPy, (p2 ) ise her a >1 i¢in APy, (pa ) =p* _1th (p) olur

(Deveci ve Karaduman2012).

hPy (Pe 41 th (Pgﬂ

Ispat: @, bir pozitif tamsay1 olsun. R =] (mod p@ + ) yaniR ) =1 (mod p@)

oldugu iin 4Py (p? )nin apy (p°*) yi boldiigi gorilmektedir. R " 7 :1+(a,-j (6) pe)
yazilarak,

thk(pg)p:(ﬁ(aﬁ(e)pe )y (p) @ o )

) s p ) =1(modp

ey
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elde ederiz ki, bu da APy ( pg +l )’nin hPy ( pg ) p yi boldiigiinii gosterir. Boylece ya

wPe (p° ) =P (p?) yada hPe (p°' ) =P (p°) p oldugunu gosterirki, buradaki
(o)

ikinci durum ancak ve ancak a;; ‘nin p tarafindan boliinmemesi halinde saglanir.

(t+1)

Bir a;; , p tarafindan bolinmemek koGuluyla,

th(pt)ith(ptH)

elde edilir. Boylece hP;, ( P £+l ) # hPy, ( pt +2 ) sonucuna ulaGilir. ¢ lizerinden
tiimevarim yontemiyle ispat tamamlanir.

4.5. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis £-Mertebeden Pell Dizileri

Tamim 4.5.1: Sonlu gruplarda genelleGtirilmiG £ mertebeden Pell dizileri

(xxl (x )2, j<n<k,

n :\j x (x )2,n2k,
1

n -k n-k+1 n—

Gekildedir (Deveci ve Karaduman, 2012).

Teorem 4.5.1: Sonlu gruplarda genelleGtirilmiG k- mertebeden Pell dizileri

periyodiktir (Deveci ve Karaduman, 2012).

Ispat: G, sonlu bir grup olsun. f} he G’nin mertebesi olmak iizere G|k ll)izi bu grupta bir
k ¢okluguna gdtiirecektir ve sonunda (grup sonlu oldugundan) bu k ¢okluguna gétiiren
baGka bir eleman bulunacagindan genelleGtirilmiG k-mertebeden Pell diziler1
periyodiktir. Ok (G; xo , x1 , , X j -1 ) dizisinin periyodunu PerQy (G; xo , x1 ,,x ;-1 ) ile
gosterecegiz. GenelleGtirilmiG & -mertebeden Pell dizisinin periyodu, tanimdan da
anlaGilacagi gibi geren kiimesine baghdir (baGlangi¢ elemanlarinin siralaniGina). G, ,
m-mertebeden devirli grup olmak {izere bu grubun genelleGtirilmiG A-mertebeden Pell

dizisinin periyodunun 4Py ( m) oldugu agiktir.
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Tamm 4.5.2: G, sonlu bir grup olsun. Eger G’ nin her elemani, G’nin elemanlarindan
meydana gelen bir genelleGtirilmiG & -mertebeden Pell dizisinde ortaya cikiyorsa G’ye,

genelleGtirilmiG k- mertebeden Pell dizilendirilebilirdir denir.

GenelleGtirilmiG & -mertebeden Pell dizilendirilebilir gruplarin direk carpimlarinin da

genelleGtirilmiG k- mertebeden Pell dizilendirilebilir olmas1 gerekmez. Ornegin; D, four
/\x,y:x2 :y2 = e, xy = px\

grubunu diiGiiniirsek bu grubun Pell dizileri,
0 (D23 x%,9)=x, 0, %9, ,
02 (D233, )=y, %, 0. %,

olup xy elemam yukaridaki dizilerin higbirinde ortaya ¢ikmadigindan D, four grubu

genelleGtirilmiG 2-merteben dizilendirilebilir olmadig: goriiliir. Fakat,

0, (Crse,x)=e, x,e,x, ,
0:(Cr5e,9)=e,, e,

oldugundan D, = Cy xC; olup, (5 ’nin genelleGtirilmiG 2-mertebeden

dizilendirilebilir oldugu agiktir (Deveci ve Karaduman 2012).
4.6. Dihedral Grupta Genellestirilmis k~-Mertebeden Pell Dizileri

Teorem 4.6.1: D,, =< x,ylx 2 =y 2 (xy) 2 e >, (n>2) olsun.
i. k=2,4 olsun. PerQy ( Dy, ; x,y ) = hPy
(2) dir.

I( % (hP(2))  n=0(mod 4),

|

ii. PerQ3(Dy;x,y)=31n(hP3(2)) n=2(mod4),
:2n (hP(2)) diger durumlarda,
3
|
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(1). Eger 'nin garpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, & — 2 ]araliginda degil ise periyod aGagidaki gibidir;
n
‘f— (AP (2))  n=0(mod 4),
2

|
PeVQk(Dn;x,y)z%‘n(th (2)) n=2(mod4),
2n (AP Q2) diger durumlarda,

L
dir.

(2). Eger , [3, k- 2]arahiginda # *nin ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay ise
aGagidaki

iki durum s6z konusudur:
(2.1). Eger j € Nigin, 773i ¢ [3, k- 2] ise periyod aGagidaki gibidir;

[

|
Pe”Qk(nD;)Ca)/)i| m (hP Q) n =2(mod 4),

| wonay diger durumlarda,

(

, g( hPr (2)) n=0(mod 4),

dir.
(2.2). Eger pu, [3, k— 2] araligindaki en biiylik tek say1ve j e N igin  u =773i ise
periyod aGagidaki gibidir;

l[ HE (P (2) = Omod 4),

|
PerQg(Dy;x,y)=4un (hP; (2))  n=2(mod 4),
;uz n (hP (2)) diger durumlarda,
k

(

(Deveci ve Karaduman, 2012).

Ispat: i. k=2 icin elde edilen dizi,
X, YV, X, )y
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Geklindedir ve bu dizinin periyodu 4P, (2) =2 dir. k=4 i¢in ise, periyodu hP4 (2) =7

olan

X, Y, X, Xy, ), €, €, X, Y, XY,
diziyi elde ederiz.
ii. AP3 (2) = 7 dir. Eger = 3 olursa dizi,
Xo =X, X1 =Y ,X2 =X,
8 7 4
x =Cp)x x =() xnx =) x

x =) x =(v)’xr =(0)°x,
28 29 30

Geklindedir. Burada dizinin periyodunu belirlemek i¢in, v € N olmak tizere
olacak Gekilde en kiiciik i dogal sayismin belirlenmesi gerekir.

Eger, n=0(mod 4) isei=" olup,
2

n_ n_ n
PerQs (Dy;%,y)=2. 47= 2.7= 2 (hP3(2)

elde edilir.

n—
Eger, n=2(mod 4) ise i = 7 olup,

PerQ; (D, ;x,y)=2. I’l2 T =n7=n(hP3(2))
elde edilir.
Eger, n =1(mod 4) veya n = 3(mod 4) ise i = n olup,
PerQ3 (D, ;x,y)=2.n7=2n( hP; (2))
elde edilir.
iii. k> 51cin g1, ,g _3 € olmak lizere

X0 =X, X|=Y,X) =X, X3 =Xy ,X4 =), X5 =X,

4 g 4i
X2i w2 —k2=(¥X) X2 wPe @)k 3=(¥X)" L X2 hPe(2) —k +4 = (IX)

s 4 -
Jx2 i e @) 1= () xa i ey = (%) X, x4 = (X)X,

dir. Burada dizinin periyodunu belirlemek i¢in, we olmak iizere 4i = n.w olacak
Gekilde en kiigiik 7 dogal sayisinin belirlenmesi gerekir.
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(1). Eger ¢, [3, k- 2] araliginda » ’nin ¢arpanlarindan olan tek tamsay1 degil ise
aGagidaki tic durum s6z konusudur:
(1.1). n=0(mod 4) ve n |7:ise 1 <I/<k-2igin,

X =e
2i.hPy(2) -1

n

ve i= 4 igin,
X =xvex =y

2i. hPg(2) 2i. hPy(2)+1

elde edilir. Buradan,

n n
PerQr(Dn;x,y)=2. 4 hPr(2)= 2 hPr(2)
oldugu goriiliir.
(1.2). n=2(mod 4) ve n fise 1 <I<k-2igin,

X =e
2i.hPy(2) -1

X
2P =X VEX) i hP@)+1 =Y
k k

elde edilir. Buradan,

PerQ(D;x,y)=2."hP (2) = nhP (2)
kn 2 k k

oldugu goriiliir.
(1.3). n=l(mod 4), nlr vel<i< k=2 iin,

2i.hP(2)-1
k

ve i=nicin,

ﬂm.im) =XVeX2 i hpeye =Y
elde edilir. Buradan,

PerQy (D, ;x,y)=2.nhP; (2)

oldugu goriiliir.

2). n, [3, k—2] araliginda  n ’nin ¢arpanlarindan olan en biiylik tek tamsayi ise
aGagidaki iki durum s6z konusudur:
(2.1). Eger, 773" ¢ 3,k—2 ise j e Nigin ii¢ durum ortaya ¢ikar;

[

2.1.1) n=0(mod 4) ve n|r i1se 1< l%ck— 2 ig:ill,e

2i.hP2)-1
k

ve i=n I igin,

A =XVECX
2i.hP(2) 2i.hP(2)+1 =y
k k
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elde edilir. Buradan,

n n
PerQr (Dysx,y)=2n 4 hPr(2)=n 2 hPr(2)
oldugu goriiliir.
(2.1.2). n=2(mod 4) ve n J['ise 1 <I<k-2igin,
X =e

2. hP(2) -1
n_. .
vei=n 7 i¢in,
X =XVCX =y
2i. hPp(2) 20 hPy(2) +1

elde edilir. Buradan,

_n
PerQr (Dn;x,y)=2.1 2 hP(2) =nnhPy (2)
oldugu goriiliir.

(2.1.3). n=1(mod 4) ve n |r ise | </<k-2igin,
xmlhm)il—e

ve [ =nn igin, k

A

PLAPQI=XVEXY i P 41 ZY

elde edilir. Buradan,

PerQi (Dy 3 x,y ) =n2nhPy (2)
oldugu goriiliir.
(2.2). Eger p, [3, k- 2] araligindaki en biiyiik tek tamsay1 ve  j € igin ,u:r]3" ise

aGagidaki tic durum s6z konusudur:

(2.2.1). n=0(mod 4) ve nlr ise 1 </<k-2icin,
X =e

2i.hP(2)-1
k

vei=pu I icin,

X
20 P2 =XVEX2 i hP )+ =)
k k

elde edilir. Buradan,

PerQy ( Dy ;x,y)=2_un4 th(25=Hn2 hPy (2)
oldugu goriiliir.
(2.2.2). n=2(mod 4) ve n J['ise 1 <I<k-2igin,
X =e

2i.hPy(2) -1
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n
vei=u 7 igin,
X =XxVex =y

2i.hP(2) 20 hPy(2)+1
elde edilir. Buradan,

PerQy (D 5 x,y) =2u ! 2 hPy (2) = unhPy (2)
oldugu goriiliir.
(2.2.3). n=1(mod 4) ve n |z' ise | </<k-2igin,
xzz.'hm)il—e
ve = un igin, k
A =XVex =y

2i.hP(2) 2i.hP(2)+1
k k

elde edilir. Buradan,

PerQy (Dy 5 x,y) = 12nhPy (2)

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.
5. MATERYAL VE YONTEM

5.1. Jacobsthal Dizisi

Tamm 5.1.1: J o =0andJ; =1 olmak iizere {J, } Jacobsthal dizisin > 2 icin,

J=J +2J

n-— n-2

Geklinde tanimlanir.

Koken ve Bozkurt 33’ da Jacobsthal sayilarinin aGagidaki matris tarafindan

[ ]

iretildigini gostermiGtir;

+ . .
n e’/ icn,
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Yilmaz ve Bozkurt [45]’ da  genelleGtirilmiG k-mertebeden Jacobsthal sayilarmm k&
dizilerini,
; 1 i+n=1 ise,
J,1=§( L 1-k<n<0

L diger durumlarda,
baGlangi¢ koGullariylan >0 ve 1 <i<k igin;

Ji=7 w2t 4+

n-1 n-2 n—k
Geklinde tanimlamiGlardir. Burada J, , dizinin n. terimidir. k=2  ve i=l igin

genelleGtirilmiG k-mertebeden Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir. Ayrica

[45] de

olmak tizere,

A A

IR

| Jn | | n—1 |

| J" l=cl )’ | 6.1)
| n-1 | n-2

|

|

|_J n—k+2 J |_Jn —k+1 J
Geklinde eGitlik elde edilmiGtir. Burada C, k xk tipli karesel matrisi,
genelleGtirilmiG k-mertebeden Jacobsthal matrisi olarak adlandirilmiGtir.

Ayrica, [45]’ da genelleGtirilmi(; A-mertebeden Jacobsthal sayilarinin £ dizileri i¢in,

AR E JE
e J5
Bn ==i n-1 n-1 n—1 |\
|J1 g2 gk |
|_Vl —k+1 n—k+1 n—k+]J
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olmak iizere,

Geklinde denklem elde edilmiGtir.

5.2. Jacobsthal-Padovan Dizisi

Tamm 5.2.1: n> 0 igin J (~1) =0 ve J (0) =J (1) =1 olmak iizere , {J (n)} Jacobsthal-

Padovan dizisi,

J(m+2)=J(n)+2J(n-1)
Geklinde tanimlanir (Deveci,baskida).

[10]" de Jacobsthal-Padovan dizisi igin;

[ J() 1 To 101(](;1—1)
:J n+l =0 0 1] J(n)
) || I
|J n+2 | |2 10|J n+l

L L L)
Geklinde bir eGitlik elde edilmiGtir. Burada,

|
l
]

[0 10]

G=lg 1 ='o ot
L il | |

| 2 1 0]

]

Geklinde ifade edilen G matrisi Jacobsthal-Padovan matrisi olarak adlandirilmiG olup,

n>0ig¢in,
1y
o] 00
1] [J n+l |
LJL(C )l

denklemi elde edilmiGtir. Jacobsthal-Padovan dizisi m modiiliine gore indirgenerek,

{J(m)(n)}: {J(m)(O),J(m)(l), ,J(m)(i), )}
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Geklindeki dizi elde edilmiGtir. Burada, J( m) (i ) = (i )(mod m)’ dir (Deveci, Baskida)

Teorem 5.2.1: J (’")(n) dizisi, m tek ise basit periyodik, m cift ise periyodik bir

dizidir (Deveci, baskida).

J™(n) dizisinin en kiigiik periyodu 4J (n) ile gdsterilsin.

L

Ornek 5.2.1: {719 (1) } = {0.1,1.3.3.59.113,13.9.3.35, } Geklinde olup bu dizi her

sekiz terimde bir tekrar eder. Boylece 4J (16) = 8 dir.

[9] de p=2 igin (G}, ={G (modp®)|i>0} Geklinde takdim edilen G) ,, devirli

grubun mertebesi |(G>pa | Geklinde gosterilmiGtir.

Teorem 5.2.2: p # 2 ise () :|(G> |’dir (Deveci, baskida).

pa

ispat: hJ ") >pin |(G)p| ’y1 boldiigii agiktir. Gspat1 tamamlayabilmek icin |(G>p| ’nin

hJ ") ’y1 boldiigiinii gdstermeliyiz. Glk olarak elementer sayilar teorisinden,

[2y 2z+y X+z
oldugu goriilmektedir.
Bu durumda,
‘1‘ [J (n —1) ]
Gnllll| =| J(n) " den
1] |J n+1 |
L1 L )]

x+y+zzl(modpa)x

+y+3zzl(modpa)

60



x+3y+3zzl(modp”)

elde edilir. Bdylece, x=0 (modpa ),y =0 (modpa ) ve z=0 (modpa ) oldugunu elde

ederiz ki bu da bize |/C>‘ \ Iﬁa ’Lm hJ P*” *y1boldigiinii gosterir Boylece,
oldugu ispatlanmiG olur.

(p)

Teorem 5.2.3: p # 2 olsun. ¢, hJ ¥’ = hJ '~ olacak Gekilde en biiyiik pozitif tamsay1

olmak tlizere o > ¢ igin,

hJ (") =pe-t hJ )
dir (Deveci, baskida).

Tamm 5.2.2: Bir (x, y ) eG geren ¢ifti igin Jacobshal-Padovan orbiti, J , v,y (G)={x}

Geklinde bir dizidir. Burada i >1 igin,

X0 =X, X1=)Y,X2 =Y,X 42 :(xi—l )2 (Xi)

dir (Deveci,baskida).

Jx,y,» (G) Jacobsthal-Padovan orbitinin periyodunun uzunlugu LJ . v,y

G) ile gosterilsin.
(G)ileg

Teorem 5.2.4: Sonlu bir grubun Jacobsthal-Padovan orbiti periyodiktir (Deveci,
baskida).

Tamm 5.2.3: G sonlu bir grup olsun.Eger G’ nin her eleman1 dizide ortaya ¢ikacak
Gekilde G’nin bir Jacobsthal-Padovan orbiti varsa, G grubuna Jacobsthal-Padovan

dizilendirilebilir denir (Deveci, baskida).
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5.3. Genellestirilmis £-Basamak Jacobsthal ve Jacobsthal-Padovan Dizileri

Tanmm 5.3.1: J i =0, -1<i<k-3icinve J k-2 =J k-1=1 olmak iizere

( ) ()

n>0igin, JP* (n) genelleGtirilmiG k-basamak (k > 3 ) Jaccobsthal-Padovan dizisi,

n+k =JP*" n+k-2 +2JP" n+k-3+ +JP" n-—1

()()()()

Geklinde tanimlanir (Deveci, baskida).

[10]’ da genelleGtirilmiG k-basamak Jacobthal-Padovan dizisi i¢in,

T I o
010000
\JP “(n+1) 1 0010 00 I JP' (n) |
| gPi(n+2) || 10 0 00 oo|l JP i (n+1 I
=] I
| || 'I |
JPY (n +k-1)] |0 00001 JP (n+k 2)|
‘ i 12 10|‘
L Jp (n+k) | | jLJP (n+k-1)]
Geklinde bir eGitlik elde edilmiGtir. Burada,
[0 1 00 00|
IO 0 10 00 !
|0 0 00 00]
G:I I
Io 0 00 01 ||
1
L 112 10 |

Geklinde ifade edilen G matrisi, genelleGtirilmiG k —basamak Jacobtha-Padovan

matrisi olarak adlandirilir.

GenelleGtirilmiG k-basamak Jacobthal dizisi, k£ > 2 i¢in mod m ’ye indirgenirse;

Jem = Jen Jow Jeow Jrkow o Jkow
{ } {"‘ 2k 0 1 i }

Gekinde olup, burada J; fn =J,; (mod m) dir.
Ayni1 Gekilde genelleGtirilmiG k-basamak Jacobthal-Padovan dizisi, k£ > 3 i¢in mod m ’

gore
JPEm ()= PR (=1),aP " (0), LarE " (k=-2),0PF " (k-1), ,JPR " (i),

{ 5o

Geklinde olup, burada JP** ™ (i) = JP* (i)(mod m)dir.
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Teorem5.3.1: Jin (k>2)ve  JPin(n) (k>3) dizileri periyodiktir (Deveci,

.} { }

Baskida).

Ispat: {JW} (k22) , dizisini ele alahm ve U = {(x,x, ,X )|0 <x<m-1 olsun.

12 }
k o ..
|U kl =m oldugundan a >0 igin,
Jk,m :Jk,m’,.]k omo=Jk.m
a+l b+l a+k b+k

olacak Gekilde b > a tamsayist vardir. Ayn1 Gekilde JP#.n (n) (k > 3) dizisi i¢in ispat

benzerdir. jim , (k>2) ve ypew (n), (k>3) dizilerin en kiigiik periyotlar

{) { j

sirastyla 1% mve hJP* ™ ile gosterilsin,

Ornek 5.3.1: {J,,3’3 }z { 1,0,0,1,1,0,0,1, } Geklinde olup dizi her dort terimde bir tekrar
eder. Boylece, hJ 33 = 4 dir.

Ornek 5.3.2:  JP>*(n)=10,0,1,1,1,1,0,0,1,1, } Geklinde olup dizi her alt: terimde bir

tekrar eder. Boylece, hJP? =6 olur.

p #2 icin, (C),y = {Ci (modpa)|i2 O} ve(E), = {E’ (modpa)|i20} devirli gruplar

olup bu gruplarin mertebeleri |(C )m | ve I( E) pa| Geklinde ifade edilir.

Teorem 5.3.2: p # 2 ise, hy ko Pa |(C> I ve hJp* e :|(E>pa | "dir (Deveci, Baskida).

pa

Ispat: Oncelikle, #j«.," =|(C )p| durumunu ele alalim. |(C >1| ‘nin AJ*-»" tarafindan
boliinebilir oldugu agiktir. Gspati tamamlamak igin ~ hJ kop ’n1n|(C>pa| tarafindan

boliinebilir olmas1 gerektigini gostermemiz yeterli olacaktir. AJ $Pa —y olsun. [9]’de

B, =C-B,y ve B, =C" oldugu gosterilmiGtir. B, =1 (mod pa) (I birim matristir)

63



oldugundan C" =c (mod pa) sonucuna varilir. Bdylece , C" =1 (mod pa) olup n

tarafindan boliinebilir oldugu goriiliir.

‘nin |( C)m

Gkinci olarak, hJP " P :|(E> . , hJP:»' tarafindan

P

durumunu ele alalim. |(E> «
14

tarafindan

o
P

boliinebilir oldugu agiktir. Gspati tamamlamak igin PP o |(E )

boliinebilir olmasi gerektigini gosterelim. AJP ¥P _p olarak alirsak,

m m
rmll 12 Tk +1 —|
m m m
En :i 21 2 2k +1 I:,
| m m m |
L kenn k+12 ketk+1

oldugunu goriiriiz. E " matrisinin elemanlar1 aGagidaki

formdadir: 1 <i<k+1ve i, Ba,, Be> 0 igin,
mi=JP (n—k+1), mpy=JP*(n—k+2),,me2=JP"(n), mp s1o=JP"* (n
+1), miy +may =JP  (n—k+2), myy +mz; =JP* (n—k +3), , mg 1 + my 411 =
JPE(n+1), miy= B JP  (n=1)+ B P  (n )+ + B P (n + k = 2)+1 dir.

\(

v 12, j<k+lven,n, ,n =0ign,
12 k

m =nJP* n-1+n JP* 0y + +nP" n+k-2
ij 1 ( ) 2 ( ) k ( ) olur.
m
Boylece,l <i,j<k+licin, #=1(modp") ve i=jolacak Gekilde 1<,/ <k+1
m
icin, 7 =0(mod p®) elde edilir.

Sonug olarak , E" =1 (mod P’ ) oldugu goriilerek » *nin |(E > p« | tarafindan boliinebilir

oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.3:i.¢, hJir = WP P olacak Gekilde en biiyiik pozitif tamsayi1 olsun. Bu

durumda p # 2 olmak lizere her a>1¢ icin,

h‘]k,pt =po-t hJ p
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dir.
ty hJ $P Pt olacak Gekilde en bityiik pozitif tamsayi olsun. Bu durumda p # 2
olmak tlizere her a>1¢ icin,

hJPto' =pa-t-hJPer
dir (Deveci, Baskida).

. k, pg+l _ . . k, pg+l _
ispat: i. ¢ bir pozitif tamsayi olsun.  C* " =1 (mOqu ])yanl Cv™ =1 (modpq)

+ k, .
oldugu igin AJ* 7 *nn AJer" yi boldiigi gorilmektedir. C¥ =I+( az./@)-pq)

yazilarak,
koo P [ \ i
cw K :(“(“ij(q)'l’q))p P pl (0 p7) =1 (mod p*™")
o\ )

elde ederizki, bu y
da  hJer" nmhJt. o y1 boldiigiinii gosterir. Boylece ya

th’qu:th’pq ya da th,qu =th’pq

a (¢q)

oldugunu gosterirki buradaki ikinci durum
(7 +1)
2 p

‘nin p tarafindan boliinmemesi halinde saglanir. Bir a
ancak ve ancak . i ij

tarafindan  bolinmemek  koGuluyla  AJrr" £hJer"  elde edilir. Boylece

hJer'™ £hJer” sonucuna ulaGilir. ¢ izerinde timevarim  ydntemiyle ispat
tamamlanir.

ii. Gspat1 benzer Gekilde yapilir.

t

Teorem 5.3.4: p; ’ler farkl asal sayilar olmak tizere eger , m = H pi t>1 ise,
i=1

| . | ;
hJtm = okek hJkp'| ye hJptm = okek hJPk.p']
L ] L ]

dir (Deveci, Baskida).

kp?’ l‘ Pet

( Burada okek ' hJ |_ e th e lerin en kiigiik ortak katidr.)
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. " ks pa k', piei
ispat: T = kel [Ty o ﬂ durumunu ele alalim. AJ ,{ Jn } dizisinin periyodu

- k, iei ot ot [ k» ei . .
oldugunda {Jn P }dlZISI ueigin, u - hJ ** terimde bir tekrar eder. Buradan """,

A ksper‘
Ui} dizisinin periyodu  oldugundan her i degeri 1610, {J' L } dizisi tekrar eder.
Boylece hJ “" terimde bir tekrar eder. AhJ"" ,u-hJ"" formda olup buradan hJ fom

| .
okek hJ kv elde edilir.
L |

I o |
e b =okek hJPk.p' igin ispat benzer Gekildedir.
L ]

5.4. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis k-Basamak Jacobsthal ve Jacobshal-
Padovan Dizileri

Tanim 5.4.1: 4= {a1 , ay, ,ag } olmak tiizere, sonlu iiretilmiG bir G :(4 kmbu icin

A geren kiimesine  gore J Ak (G) genelleGtirilmiG A-basamak  Jacobsthal orbiti

0<i<k-1i¢inx; =a;y baGlangig degerleriile i > 0 igin,

X ‘(x,((x,u), k= 23
Geklinde tanimlanir (Deveci, Baskida).

Tanmim 5.4.2: 4 = {al ,ay, Qi } olmak tizere sonlu tiretilmiG bir G 5 / A\ grubu i¢in

A geren kiimesine gore JPAk (G) genelleGtirilmiG k-basamak Jacobsthal-Padovan orbiti
aGagidaki gibi tanimlanir;
X =aj,x;=day, ,Xr_1=a,X; =a; baGlangi¢ degerleriile i > 0 i¢in,

Xi+hk+1 = (xi )(xi +1 ) (xi +k -2 )2 (xi +k -1 )

dir (Deveci, Baskida).
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Teorem 5.4.1: Sonlu bir grubun bir genelleGtirilmiG k-basamak bir Jacobsthal orbiti ve

k-basamak Jacobsthal-Padovan orbiti periyodiktir (Deveci, et.al [18]).

Ispat: G ’nin mertebesi n olsun. Biz G grubunun genelleGtirilmiG k-basamak
Jacobsthal orbitini diiGiinelim. G ’nin elemanlarindan meydana gelen sirali A-lilarin
sayisi it oldugundan bu siral1 k-lilarm en az birisi dizide iki defa karGimiza ¢ikar.

Boylece genelleGtirilmiGG A-basamak Jacobsthal orbiti sirali A-lilardan meydana gelen
alt diziler Geklinde oluGur. Bu tekrarlardan dolayr genelleGtirilmiG k-basamak
Jacobsthal orbiti periyodiktir.

GenelleGtirilmiGG k-basamak Jacobsthal-Padovan orbiti i¢in ispat benzer Gekildedir.

Teorem 5.4.2:i.LJ° D x = okek[7, P> | dir.
, (X~.V~-’)( 2 2’”) , L ]
ii.L/P° D x =okek [ 12, hJP*™ |dir (Deveci, et.al 18 ).

o) 20 o) L |

Ispat: i. J(3x,y,z) (Dz 2 X 2 ) otbiti,

13 9 126

2 3 6 -1 27 5
X,Y,Z,Xy z,xyz~ ,xyz ,y z ~,xz  ,yz  ,z

b 2

Geklindedir. Buradan bu dizinin aGagidaki formda oldugu goriiliir:

X0 =X, X1=), X2 =2, ,

J 63 J 73 Jg3
X7 =XZ , X8 =)z s X9 =Z s s

J133 J1a3 Jis3
X14 =Xz » X15 =)z , X16 =2 5

J 71301 J 23 J73 i1
X7, =xz" ' T X7 =yz" P Xm0 =270,

Yukaridaki koGullar1 saglayan en kiigiik tamsay1, J (3x v.z) (D2 n X 2m ) dizisinin periyodu

olacagindan periyodu okek |7, hJ Aam_ hJ32m olarak elde edilir.
L ]

o o3 e
ii. JP( x,y,z)(D2 n X zm) orbiti,

2 3 2_4 6 211 217 227 -1 _45 72 116 _ 189 305
XV.Z,2,XyY Z,Yz Xy Z ¥z ¥y Z .Yy Z XY z Y Z ,Xz ,yz ,Z ,Z ,,

Geklindedir. Buradan bu dizinin aGagidaki formda oldugu goriiliir:
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X =X, X1=Y,x =2,X3 =2z, ,
3 3 3 3
x=xzr ) x =yzw (2) x =z (13), x =z 09,
i 13 14 15
X=xz? () x =yzP’ (4) x =zJP (25) x =77 (),
24 25 26 27
X =xzriQri-) X =z P’ (120) x =zJP’(12i+1) X =zP’ (12.2)
12 12, +1 12442 12,43

Yukaridaki koGullar1 saglayan en kiiglik tamsayi, JP( 3x y.z) (D2 0 X 2m ) dizisinin periyodu

olacagindan periyodu okek| 12, hIP*™ 7 olarak elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.

1
J Ak (G) genelleGtirilmiG k-basamak Jacobsthal orbiti ve JPAk (G) genelleGtirilmiG -

basamak Jacobsthal-Padovan orbitinin periyotlarinin uzunluklarmi  LJ 4° (G) ve

LJP* G Geklinde ifade edelim (Deveci, et.al 18 ).
A0 [ ]

J Ak (G) ve JPAk (G) dizilerinin  tanimlarindan kolayca goriiliiyorki bu dizilerin

periyotlarinin uzunluklar1 G grubunun geren kiimesine ve geren elemanlarin baGlangig

degerleri olarak siralaniGina bagl olarak degiGir (Deveci, et.al 18 ).

Teorem 5.4.3:1i.

|
okek 1.npJ3am 1‘ n=0(mod4) ise,
| |
| L 4 J
| | n
L)> (DawxgZan) =1 okek 7-5. hJ s 1' n=2(mod4) jse,
| L i
'| okek F7,Ln, w3 J n=l(mod4)yada n=3(mod4) ise,
L
3 |(okek LF3n, h s,zm] 0 cif ise.
L LJP .2y (D2 %o 2m)

|204kek [6n, hJ sn] n tek ise,
L L J

dir (Deveci, et.al 18 ).

]

: . .3 ..
Ispat: i. J(Cx.y.z) (D2 nXp 2m ) orbiti,

2 3 6 5 13 -1 _28 60 5 129 4

X, V,Z,XY Z,Z2 YX,Z Y X,z Yy ,Z X,z Y ,Z y

Geklindedir.. Buradan bu dizinin aGagidaki formda oldugu goriiliir:
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Xo =X, Xx1=y,x2 =z, ,

I Iy s J3 4
Y=z “X,X =z 79y ,X =Z 5y 5 >
7 8 14

7, Js3 9 J 3 3
X=z "W x.x =zwWy Xx=z " Yy o
14 15 16

J J J 4.1
X =z 7.3fflqu =z 7.3r‘v4.[+1-x =z 7.3f+ly ,
7. 7.i+1 7.0+2

Burada periyodu belirlemek i¢in # € olmak iizere 4.i = n.u ve

J 7_3,~ = O(mod 2m ) ,J 7_3,~ = O(mod 2m) ve J 7.3,-+1 El(mod Zm) olacak Gekilde bir i

tamsayisini belirlememiz gerekmektedir.

1

n=0(mod4)isei=" olup, buradan L/> (D3, x@ 2 ) =okek T.IL pj>>" J
4 L 4

elde edilir.

|
n=2(mod 4) ise i =" olup, buradan LJ° 7 (D2 %@ 2 ) = Okek 7.1 hJs,sz
2 L 2
elde edilir.

n=lmod4 yadan=3 mod4 isei=nolup, buradan

(

LJ° D x¢ = okek| 7.n, hJ " |

o2 2m) L |
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
i/’ D x orbiti,

("""'"’)( 2n2 @ z;g)

4 2 6 11 172
X, ¥V,Z2,Z,Xy Z,YyZ ,z Y X,Z X,Z ,Z Y , ,
Geklindedir. Buradan bu dizinin aGagidaki formda oldugu goriiliir:

X0 =X, X1=)Y,X2 =2,X3 =%,

b
x=21P3(5)V2qu=ZJP3(6)V3qx=ZJP3(7)qx=21P3(8)V2h
6 7 8 9
x:ZJP3(11)V4x'x :ZJP3(12)V5qx :ZJPS(IS)qx :ZJP3(14)V4 s s
12 13 14 15

X :ZJPS((M'—])VZ,:'x.x :ZJP3(6J)V 2i+lx :ZJP3(6,i+]).x :ZJP3(6,i+2)V2,i“
6.0 6.0 +1 6.

i+2 6.i+3
Yukaridaki koGullar1 saglayan en kiigiik tamsay1, JP( 3x Ly .2) (D2 n %@ 2m ) dizisinin

periyodu olacagindan, burada periyodu belirlemek i¢in v € olmak iizere 2i = nv ve
JP? (6.i—1)=0(mod 2m ) , JP > (6.i ) = 0(mod 2m), JP > (6.i +1) =1(mod 2m)

Jp> (6.i + 2) =1 (mod 2m) olacak Gekilde bir i tamsayisini belirlememiz gerekmektedir.
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n ¢ift ise i = ! olup, buradan

LP?®  (Dyyx@ on ) =okek 61 hJuanl= okek[3n, s >*" elde edilir.
L2 ]

n tek ise i = n olup, buradan LP 5D X ) = okek (611, h > 1 elde edilir.
Go)( 2 m L ]

Boylece ispat tamamlanir.

k,m
Tanmim 5.4.3: hJ su=u +2u + +u U =a,u =a, ,u =a
(1,02, a) n -l n-2 n-k 12 2 k k

Geklindeki indirgemeli bagmt1 yardimiyla tanimlanan tamsay1 dizisinin en

kii¢iik periyodu olsun
(Deveci ve Saglam 2013).

Teorem 5.4.4: p # 2 ve obeb ( a,ax, ,a ,p) =1 ve obeb (x1 , X0, L Xk ,p) =1 olacak

Gekilde p asal tamsay1 olmak tizere ay, ay, ,ax,x ,x3, ,X; € i¢in,

ko, k
hJc "’ )= hJC T )

ay,ay, ak X1 ,X2, Xk

dir (Deveci, Baskida).
U
[ ] [ u, |
. R N
Ispat: hJ kp :|(C> =rolsun. (6.1)den' n4r—1 | _¢" .| | n+r—1 ' oldugu gériiliir.
14

U u
L n+r—k+lJ L n—k+lJ
Boylece,
u u

T N

T

i n+r-1 \| :i n+r-1 \| (modp)

| [

u u
L n+r—k+lJ L n—k+lJ

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.4.5: LJ(zy ) (Q2 " ) = hJ 25 dir (Deveci ve Saglam 2013).
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Ispat: J (2y , ) (Qz,, ) orbiti,
y ,x’x2n72 +], R

Geklinde olup, teorem (5.4.4) den dizinin periyodunun A4J 221 oldugu agiktir.

Teorem 5.4.6: LJ(3y,x,z) (Q ) XQ 2m)=0kek(2 "7 ] dir (Deveci ve Saglam
L ]

2

2013).

Ispat: J 3 0 x orbiti,

v 2, )
2 3 1. -1_6 _2,,-1_13 228 60 -2 129
VX, Z, Xz, yxz2",x 'y zZ ,X z T,yxTz7 ,xz ,x Tz

b

n=2 n—1
yx2z277’yx2595’x—3y—121278’x—2 +lz2745’y25896’x2 —3212664’

Geklindedir. Buradan bu dizinin aGagidaki formda oldugu
goriliir: xo =y, x1=x,x=2,,
5896

x=x-2""wgomus X =)z , X =x2" s znees x =z2m01,
13 14 15 15
X =x-2" 2 +IZJ14,3f—3.x :Z']m}ffzyq X :xz"" _4[“2']143,‘4 X :ZJm}f .
14i-1 14i 14i+1 14 i+2
X =y,X  =XX
Boylece dizinin periyodunu elde etmek icin 14/ 14i+1 142 =z olacak Gekilde
bir i tamsayisini belirlememiz gerekmektedir. Eger i = 2" olarak segersek °, ,
2 Tk +1
P cift tamsayilar ve ,°.. tek tamsayilar olmak iizere;
2 T-k+2 2 T3
x ZJ 3n-] ; V X2 XZJ 3n—27 | ZJ3n—2
s =7 1 1 n- = 2 7= n- =71 1
2 7 o an o aw ”
I o2 . )
elde ederiz. Boylece J ; " X dizisi, 2"~ -7 nin katlar1 Geklinde devam eder.

O (P
Buradan kolaylikla J > 0 x ) ‘nin periyodu , okek I_2 "4 hJ j"’j | olarak

(}»\A-’)( 7 e 2m

elde edilir.

Teorem 5.4.7: LJ3 X
(

2 o)

—okek[ 7, hJ **™ ] dir (Deveci ve Saglam 2013).
L |

ispat: J (3),,x,z) (an X 2m) orbiti,
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2 3 2,0+ _6 2,0 _ 13 28 60 129
V,X,Z, VX Z,YXZ2" , VX zZ ,X z TL,yz T xz o,z 7,

n-=2 n—1
yx22277 ’yx2595 ’yx2 “21278,)62 Z 2745 ijSS96’x212664j

Geklindedir. Buradan bu dizinin aGagidaki formda oldugu goriiliir:

J 31 J 03 J13
X0=)z s X1 =XZ s X2=2Z 5 s

7 Jg3

63 J
s, X8 =)z , X9 =2 5

J
X7=yz

J 3 J 3 J 3
X=vz " X =Xz v, x =z,
14 15 15

J 3 J 3 J3
X =yz Ti1 x =xz Tiy.X =z T,
7 7+ 7042

X =y,x
Boylece dizinin periyodunu elde etmek i¢in 7 Ti+l = x, x7..42 =z olacak Gekilde

bir i tamsayisini belirlememiz gerekir. Boylece J (3y ,x,z) (an X om ) dizisi, 42’nin katlar1
Geklinde

devam eder. Buradan kolaylikla J? 0O x ‘nin periyodu, okek|7, hJ
veo( 2 ) L |

3.2m ‘|

olarak elde edilir.

72



6. ARASTIRMA BULGULARI

Yapilan bu tez ¢aliGmasinda, Jacobsthal ve Jacobsthal-Padovan dizisi kavramlari
tanitilip bu dizilerin 6zellikleri verildi.

Daha sonra genelleGtirilmiGG k-basamak Jacobsthal ve genelleGtirilmiG k-basamak
Jacobsthal-Padovan dizilerinin tanimlar1 verilerek, bu dizilerin sonlu gruplardaki

durumlari ele alind1.

Yapilan bu ¢aliGmada, Jacobsthal ve Jacobsthal-Padovan orbitleri tanimlanmiG ve bu
orbitlerin uzunluklar1 hesaplanmiGtir.

GenelleGtirilmiG k-basamak Jacobsthal ve genelleGtirilmiG k-basamak Jacobsthal-
Padovan dizilerinin, Dihedral ve Quaternion gruplarindaki modiile goére durumlari
incelenerek, daha sonra bu gruplardaki orbitlerinin uzunluklar1 araGtirildi. Bu
araGtirmalarin - sonucunda bu orbitlerin uzunluklar1 hesaplandi.  Yapilan bu

araGtirmalar1 en 1y1 Gekilde ifade eden teoremler verilerek ispatlandu.
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7. TARTISMA VE SONUC

Gruplarda lineer indirgemeli diziler, matematik biliminden bir¢ok bilim alanina kadar
yapilan caliGmalarda karGimiza c¢ikmaktadir. Yapilan bu caliGmalarda bazi lineer

indirgemeli dizilerin gruplardaki durumlari ele alinmiG ve bu diziler, grup ailelerine

kadar geniGletilerek incelenmiGtir. Tezde ele alinan genelleGtirimiG k-basamak

Jacobsthal ve genelleGtirilmiG k- basamak Jacobsthal-Padovan dizileri, lineer
indirgemeli diziler konusunda 6nemli yer iGgal eden Jacobsthal ve Jacobshal-Padovan
dizilerinin 6zel halleridir. Yapilan bu ¢aliGmada, Jacobsthal ve Jacobsthal-Padovan
orbitleri tanimlanmiG ve bu orbitlerin uzunluklar1 verilmiGtir. Bu tezdeki yapilan

caliGmada; genelleGtirilmiG k-basamak Jacobsthal ve genelleGtirilmiG A-basamak
D x

Jacobsthal-Padovan dizilerinin, Dihedral grubunun 2n2m direkt carpim ve
D, , x@ »,, vari-direkt carpim ile Quaternion grubunun Q, x ,, direkt carpim ve
2

Q. x@ 3, yar-direkt carpim gruplarindaki modiile gore durumlar1 ve orbitleri
2

iizerinde ¢aliGildi. Daha sonra bunlarin orbitleri hesaplanmi(, yapilan bu araGtirmay: en

iyi Gekilde ifade eden teoremler verilip, elde edilen sonuglar ispatlanarak gosterilmiGtir.
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