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CAUCHY TiPLI SINGULER INTEGRALLERE YAKLASIMLAR

Melek GUNGOR
Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danigsmani: Dog. Dr. Nizami MUSTAFA

OZET

Bu tez “Singiiler integrallerin Yaklagik Hesaplanmasi” konusunda hazirlanmis bir

Yiiksek Lisans tez calismasidir.

Bilindigi iizere singiiler integral operator Holder sinifinda iyi tanimlidir, yani Holder

siifin1 Holder sinifina doniistiiriiyor.

Tezde oncelikle Holder sinifindan olan fonksiyonlarin yaklasimina dayanarak singiiler

integralerin yaklasik hesaplanmasi ¢aligilmistir.
Ayrica, singiiler integralin ¢ekirdek fonksiyonuna kiibik ve kuadratik spline
fonksiyonlar1 ile yaklasarak singiiler integrallerin yaklasik hesaplanmasi verilmeye

caligilmistir.

Kapali aralik ve kapali diizglin egri lizerinden tanimli singiiler integrallerin yaklagik

hesaplanmasi1 yapilmistir. Bu durumlar i¢in ayr1 ayr1 6rnekler incelenmistir.

Son olarak 6rneklerde yaklagim hatalar1 verilmistir.

2014, 52 sayfa

Anahtar kelimeler: Kapali diizgiin Jordan egrisi, singiiler integral, Holder sinifi.



THE APPROXIMATION OF CAUCHY TYPE SINGULAR INTEGRALS

Melek GUNGOR
M.Sc. Thesis
The Thesis Advisor: Associate Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

ABSTRACT

This study is about “ Approximate Calculation of Singular Integrals” and his study is

presented as a master degree thesis.

As it is known, singular integral operator in Holder class is well-defined, in other

expression it mapps a Holder class to a Holder class.

In this thesis, we study the approximate calculation of singular integrals by using the

approximation of functions in Holder class.

Furthermore, we try to give the calculation of singular integrals by approximating to

kernel function of singular integral with cubic and quadratic spline functions.

We have done the approximate calculation of singular integrals that is defined on closed
interval and closed uniform curve. For this situations, separate examples are
investigated.

Finally in the examples, approximation errors are given.

2014, 52 pages

Key Words: Closed uniform Jordan curve, singular integral, Holder class.
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SIMGELER DiZiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

v Herhangi

3 Enaz

R Reel Sayilar

C Kompleks Sayilar
N Dogal Sayilar

v y egrisinin igi

4 y egrisinin dis1

I Normlu uzayda norm

C ( X ) X de siirekli fonksiyonlar kiimesi
c(x) X > de k. mertebeden siirekli tiirevlenebilir
fonksiyonlar kiimesi



GIRIS

Bir¢ok esneklik teorisi, aerodinamik, hidrodinamik, termodinamik, mekanik, fizik,
dinamik ve matematik problemlerinin incelenmesinde singiiler integral denklemler
teorisinin yontemleri genis uygulama alami bulmaktadir (bkz. [1,2,3,4,5]). Oyle ki bir
cok uygulamali problemlerin ¢6ziimii singliler integral denklemlerin ¢oziimiine

indirgenebilir.

Singiiler integral denklemlerin ¢oziimii ise her zaman analitik olarak bulunamamaktadir.
Bu yiizden singiiler integral denklemlerin yaklasik ¢6ziilmesi 6nem tagimaktadir. Bu

konuda birgok ¢aligmalar vardir (bkz. [6,7,8]).

Ayrica, singiiler integral denklemleri yaklasik ¢ozmek icin kullanilan yontemlerde
singiiler integrallerin yaklasik hesaplanmast Onemlidir. Bunun i¢in c¢ekirdek

fonksiyonun yaklagimi 6grenilir (bkz. [9,10,11]).

Singiiler integrallerin yaklasik hesaplanmas1 ve bunlarin singiiler integral denklemlerin

yaklasik ¢oziimiine uygulamasi iizerine bir¢ok ¢alisma verilebilir (bkz.[12,13]).

Yukaridaki sebeplerden dolayi singiiler integrallerin yaklasik hesaplanmasi giiniimiizde

de 6nem tagimaktadir (bkz. [14,15,16]).

7 kompleks diizlemde kapali bir egri olsun. H_(y),0<a <1 ile y iizerinde taniml
fonksiyonlarin Holder smifin1 gosterelim. G, (f,7) y lzerinde tanimli f

fonksiyonunun yaklagimi olsun.

Bilindigi tizere eger f e H_(7),0<a <1 ise

s () == [~ Pdr, tey (1)

e r—t
V4

Cauchy singiiler integrali icinde Sf e H_(y), O0<a <1 yazanz (bkz. [17]).



(1) singtiler integralini igeren singiiler integral denklemlerin yaklasik ¢ézlimiiniin kesin
¢oziimiine yaklasim hizi G, (f,y) biyikligidir. Bu biyiiklik singiler integral
denklemin katsayilariyla, denklemdeki singiiler integralin ¢ekirdegi ve singiiler
integralin yaklasimi ile belirlendiginden G,(f,y) biiyikliigiiniin bilinmesi biiyiik 6nem
tagir. Boylece, singiiler integral denklemlerin yaklasik ¢oziimiiniin yaklagim hizini
bulmak i¢in bilinen G,(f,y) degerlendirilmesine gore G, (Sf,y) biyikligini

degerlendirmeyi basarmak gerekir.
Bu tez ¢alismasi bu konu iizerinedir.
Tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tezde kullanilan temel bilgiler verilir.

Ikinci boliimde kapali aralik {izerinde verilen Cauchy cekirdekli singiiler integrallerin
yaklasik hesaplanmasi i¢in bir kuadratur formiil kurulur ve bu kuadratur formiil igin
singiiler integralin hatas1 iizerine bir teorem ispatlanir. Elde edilen sonuglar bir 6rnekle
dogrulanir. Tezin ii¢lincii boliimiinde kapal1 diizgilin egri iizerinde tanimli Cauchy tipli
singiiler integraller i¢in farkli iki kuadratur formiil verilir. Bu kuadratur formiiller igin

singiiler integralin hatasi iizerine teoremler ispatlanir. Sonuglar 6rneklerle dogrulanir.



1. ON BILGILER
1.1. Kompleks Diizlemde Egri

Bu bdliimde 6n bilgi olarak kullanacagimiz kavramlardan kompleks diizlemde egri

lizerine gerekli bilgi verilecektir ([18] [19].[20], [21]) .

Matematigin temel kavramlarindan olan egri ve yay sozciikleri ig¢in kesin bir terim
birligi saglanmig degildir. Bazen egri ve yay kelimeleri es anlamli kullanildig1 gibi
bazen de farkli kavramlar olarak kullanilmaktadir. Biz giinlilk konusmada kullanilan
egri sOzciliglinii benimseyecek ve digerlerini buna baglh olarak tanimlayacagiz. Burada

diizlemdeki egrilerden bahsedilecektir.
Tanim 1.1.1:

a) [a,b]=RR olmak iizere siirekli bir I':[a,b]— C fonksiyonuna C diizleminde bir
egri denir. Burada I'(a) ve I'(b)noktalarina sirasiyla egrinin baslangic ve bitim

noktalar1 denir.

b) Bir I' egrisi verildiginde I'(a)=T"(b) ise, I ya kapali egri denir.

c) Bir I' egrisi verildiginde I tiirevi var ve siirekli ise, I" diferansiyellenebilir bir
egridir denir.

d) I diferansiyellenebilir bir egri olsun. Eger, I""#0ise I'’ ya diizgiin (regiiler) egri

denir.

e) [a,b] araliginin sonlu sayida noktas: hari¢ T" egrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu

s0z konusu noktalarda I'* nin sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar I tiirevinin bu
noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse I parcah diferansiyellenebilir egridir denir.
f) I parcal diferansiyellenebilir egri olsun. Eger her te[a,b] i¢in T"#0 ise, I"’ya

parcal diizgiin egridir denir.
g) Bir I' egrisi sadece t,=t, i¢in I'(t,)=I(t,) oluyorsa, I’ ya basit egri denir.

Bazen basit egrilere Jordan egrisi de denir. T basit bir egri ve I'(a)=I(b) ise

kapal basit egri (kapali Jordan egrisi) denir.

3



h) f:EcR"—>R" vektor degerli fonksiyonu E {izerinde smirli olsun.

d(E), E’ nin ¢ap1 olmak iizere

o; :(0,d(E)]>R,, o (5)=a, (5;E)=sup{df (X),df (x"): X', x"€E,d (X, X") < 5}

fonksiyonuna f ’ nin E tizerindeki siireklilik modiilii denir.

Uyar 1.1.1: Burada C diizlemindeki egriler s6z konusu oldugundan ¢ogu kez
z(t)=T(t)=x(t)+iy(t)

bigiminde yazacagiz. Bazen bir I" egrisi
x=x(t),y=y(t), a<t<b

parametrik gosterimi ile de verilebilir.
1.2. Holder Kosulunu Saglayan Fonksiyonlar Sinifi

Bu kisimda tezle ilgili 6n bilgi olarak Holder kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi

hakkinda gerekli tanimlar verilecektir.

Tanmm 1.2.1: ¢: X =Y reel veya kompleks fonksiyon olsun. Eger, herhangi t,t, € X
ve K>0, O<p <1 igin

lp(t) -0 (L) <Kt -]

oluyorsa ¢(t) fonksiyonu X tizerinde K sabiti ve u iissii ile Holder kosulunu saglar

diyecegiz ve bunu ¢ € KH (X ) seklinde belirtecegiz.

Uyan 1.2.1: Siireklilik modiiliiniin tanimindan ve Tanim 1.2° den goriliir ki, eger

peKH, (X) ise o(p;8)<K.6* dir.
Sonug 1.2.1: C(X), X iizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi olsun.

KH,(X)<=C(X)



oldugu agiktir.
Tanmm 1.2.2: ¢:X =Y , n.(neN)mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger, herhangi
t,t, e Xve K>0, 0<u<1 igin

0" (t) -0 (1) < Kt~ tf

(n)

u

oluyorsa ¢(t) fonksiyonu X iizerinde KH,"” (X) siifindandir diyecegiz.

Not 1.2.1: C"(X), n.(n eN) mertebeden tiirevi X {izerinde siirekli fonksiyonlar sinifi

olsun.
KH™ (X)c=c™ (X)
oldugu aciktir.

Not 1.2.2: (&) bir siireklilik modiilii olsun. H,(X) ile X * de siirekli ve siireklilik

modiilii
o(9,6) < w(5)
kosulunu saglayan ¢(t), te X fonksiyonlar kiimesini gdsterecegiz.

Not 1.2.3: H,(X) ileO< <1 indisli ve herhangi bir K sabiti ile Holder kosulunu

saglayan fonksiyonlar sinifin1 gésterecegiz. Yani,

H,(X)=KH,(X)

K>0
dir.

Uyan 1.2.2: u>1ise H,(X) smfi X * de sabit fonksiyonlar kiimesidir.
Hoélder siifindan olan fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim:

1. (&) bir siireklilik modiilii, ¢ (t) X > de smirl fonksiyon olsun.



Eger o€ [0, 50],50 >0 igin
o(9,6)<w(5)
ise @ e H,,(X) olacak sekilde bir K >0 sayisi vardir.
2. Eger X kapali ve smurliise 0< g4 < g, <1 igin,
H,, (X)=H, (X)
dir.

3. Eger, @: XY ve w:X->Y ve ¢eHﬂl(X),a)eHﬂz(X),O<,ul,;L2£1 ise

P+, .o Ve ¢l o(w+#0) fonksiyonlart H, (X) simfindandr.
Burada s =min(z,1,) dir.

4. t=1(s), seM fonksiyonu H, (M), (0<u<1) ve ¢(t) fonksiyonu da t=t(s)
fonksiyonunun ~ deger kiimesi tizerinde H,(M),(0<4<1) smfindan ise,

O(s)= (p(t(s)), teM fonksiyonu M iizerinde Hﬂﬂ(M) simifindandir.

5. t=t(s), se M (M -kapali kiimedir) fonksiyonu H, (M), 0< <1 smifindan ¢(t)
fonksiyonu da siirekli tiirevlenebilirse @ (s)= (p(t(s)) fonksiyonu M {izerinde

H,(M), 0<u<1 simfindandr.

6. t ve t, noktalar1 bir I’ C egrisi lizerinde sirastyla degisken ve sabitlenmis noktalar

ise,
p(t)=lt-t|", O<u<1
fonksiyonu T iizerinde H ,(T") smifindandur.

7. peH, (), (0O<u<1) t, T iizerinde degisken ve t,eI" sabitlenmis noktalar

olsun. Bu taktirde , 0 < f < ¢ <1 olmak iizere



O(t)= (1) -o(t)

s
|t B to|
fonksiyonu T egrisi iizerinde H,_,(T) smifindandir.

1.3. Cauchy Cekirdekli Singiiler integral

Tamm 1.3.1 : go(t), I' kapali diizgiin egrisi lizerinde tanimli kompleks bir fonksiyon

ise,

Fo)== [2Wat, et (11)
27y t—z
fonksiyonuna Cauchy tipli integral denir.

Aksi verilmedigi silirece biz her zaman (p(t) fonksiyonunu smirli ve
integrallenebilir olarak alinz. (1.1) denklemi z=co olmak iizere VzeD igin

anlamhdir ve kolayca gosterilir ki; F (o) =0 dir. Bu nedenle F(z), I' egrisi hari¢ tim

kompleks diizlem iizerinde tanimlanir.
Cauchy Cekirdekli Integral

(1.1) Cauchy tipli integralinde,

im—= [20q, ¢ er (1.2)
=6 27l t—2

limiti dogal olarak,

dir. Bununla birlikte, bu integral genel olarak birbirinden farklidir. Yani I' iizerinde t,

noktasindan farkli keyfi iki t',t" noktalar alinirsa,

lim | 2t g (1.3)
ey 27 3 t—t




limiti genel olarak mevcut degildir.
Yine de Sekil 1°de gosterildigi gibi, eger merkezi t; olan ve yeterince kiiciik 7

yarigaplt daire I'” dan T, =t't", yayim keser.

lim—— | 2(1) g (1.4)

-0 2771 o

limitine bakalim.

t’

\
!
I"\“klro

Sekil 1

Tanmm 1.3.2: (1.4) de gosterilen integrale Cauchy tipli singiiler integral denir ve

asagidaki sekilde gosterilir

1oy
27l vt =t

Burada,

ifadesine Cauchy ¢ekirdegi ve ¢(t)’ ye ¢ekirdek ya da yogunluk

0

fonksiyonu denir.



2. ARALIK UZERINDEN TANIMLI CAUCHY TiPLi SINGULER
INTEGRALIN YAKLASIMI iCIN BIR KUADRATUR FORMUL

Bu boliimde Cauchy tipli singiiler integraller igin bir kuadratur formil yapisi ele

almmustir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Bu kuadratur formiiliin yapisinda ayrik modifikasyon yontemi ve lineer spline

interpolasyonu esas alinmistir. Hata tahminleri H* ([—1,1], K) ve Cl([—l,l]) siifinda

elde edilmistir.
Calisma

f(t)eH” (K, [—1,1]) olmak iizere,
jwdt ,xe(-11) (2.1)

(2.1) Cauchy tipli singiiler integral iizerinedir.
((2.1) integralinin sayisal degerlendirmesi i¢in bkz. [22])

Burada, xe[t;+4,t,,—5] arah@nda kuadratur form yakmsakur. {t;}, [-11]

araligindadir ve

k{ﬁﬂ} , h:Nzl, t, =t +h dir
+

Calismada [tj,tH] kapali araligindaki herhangi bir singiiler X noktasi icin
kuadratur formiiliin yakinsakligi incelenmis ve yakinsaklik orani H“([—l,l],K) ve

(on ([—1,1]) fonksiyon smiflarinda bulunmustur. Sayisal oOrnekler ayrik vorteks

yontemiyle elde edilen kuadratur toplam ile karsilastirilmustir.



2.1. Kuadratur Formiiliin Yapim (QF)

(2.1) integralini inceleyelim. [t.t..], k=01..,N , t =-1+kh, k=01..,N+1

denkleminin  ¢6ziimii  i¢in [—1,1] arahgimm N +1 es parcaya bolelim.

E={t. k=1,..,N} kimesi [-1,1] araliginin dogal bir bolimiidiir [23].
0(j)={i-11],j+1 j=1..,N} de {]} sabit bir tamsay1 olmak iizere,

1) Singiler x noktast {-l1=t,<t <t,<---<t, <ty,=1} digim noktalar ile

¢akismaz ise, x=t,+¢, j=1...,.N e (0,4) dir.
2) Singiiler x noktasi diigiim noktalar1 ile ¢akisir ise, X=t;, j=1,..,N dir.

s,,(t) ve s, (t) lineer spline interpolasyonlari [24]

5 (0= (=D T () +(E-8) F(E)] v=0.uN, teftta]  (22)

sz,v(t):z—lh[(tm—t)f(tvl)+(t—tvl)f(tv+l)], v=0,.,N, te[t ,t.] (23)

seklinde oldugundan asagidaki 6zelliklere sahiptir.
a) Eger f(t)=cise, s, (t)=s,, (t)=c
b) Eger f(t)=at+b ise, s, (t)=s,, (t)=at+b

Ik durumda (2.1)deki singiiler integrali hesaplamak i¢in (2.2)deki kuadratur form

yapisindaki s, , (t) spline interpolasyon fonksiyonu kullanilir

j fiya & ‘T fod & ‘T f(t)dt
1t—(tj+8) k=0ked(j) 1, t—(tj+g) S t—(tj+g) .
- ¥ A(tj+e) f(t)+ 3 tj s, (t)dt CR( ) (24)
k=0ked(j)fj+2} : “ S t—(tj+g) j

elde edilir.

10



Burada,

h : :
A<(tj+8)—m,k—l,...,J—Z,J+3,...,N (25)

dir.
A, mn katsayilar1 ayrik vorteks yontemi ile elde edilen katsayilarla benzerdir [23].

(2.4)kuadratur formundaki f (t) lineer fonksiyonu ve bunun lineer spline

interpolasyon fonksiyonlar1 tam oldugundan katsayilar A, ve A, olarak bulunur

—(tj +8) t —(tj +8) k:lykgg(j)u{j+2}tk —(tj +8)

(1+1)dt tj (L+pdt & _(I+t)h
g t— t+€) k:l,kee(j)U{HZ}tk_(tJ+g) |

Ab(tj+g)=§[ jlons e g M} .

1
1 1
AT\l+l(tj+g):2I:.[lt t +€ ,

(2.4) de (2.5) ve (2.6)denklemlerini yerine yazarsak,

top(t)dt N i b g
J-tco = 2 (, +th ) (t +8) (2.7)

e —(tj +8) k:l,k¢j+2,ke«9(1)tk - v=j-1t,

olur.
Burada
p(t)= (0 -2[(1-0)  (-1)+ 1+ f (1)] (238)
s, (t)=s,,(t ——[1t (-1)+(1+t) f(1)] (2.9)
dir.

11



(2.7) integraline karsilik gelen asagidaki kuadratur formiilii degerlendirelim

¢ f(t)dt 2
_Ilt_((tj)ﬁ):k:ﬁ(tﬁg)f(tk)+RN(tJ—+8) (2.10)
Burada,
h .
A((tﬁg)_tk—(tﬁg) k=1..j-2,j+3..,N

A (t +g)=—(1+%ln higj

2

h—¢ &
AJ. (tj +5):|nh+g+g|n N2
2
Aj+1(tj +5)=2|n 2h_g+€|n (h_g)

h—g e(2h-¢)

h—e,  2h
Aot +e)=1- hglnh_g

1-(t; +¢) |h+e|
1+(t +g)'|2h—g|

N h
k=Lked(j)of{j+2} tk B (tj + 8)

Ty (tj +5): In

Ikinci durumda,

ilf(t)tdt: i et f(t)dt+"Jil f (t)dt

t— i k=0,ked(]) t t_tj tia t_tj

X 2.11
N+l lidg (t)dt ( )
= > B () (t)+ [ 2 +R(t;)
k=0,ked( j) tiy t— tj

Burada,

12



B (t;)= k=1..,j-2j+2,..,N (2.12)

(2.11)denkleminde ikinci kismin sag tarafina (2.3) deki s lineer spline

ng

interpolasyon fonksiyonu kullanilir. Ilkinde oldugu gibi katsayilar B, ve B,

B (1) [J-(l t)dt Jf( JLINES (1tk)h}

“L gt e Wy 213

1
1] ¢ (1+t) dt (1+1t)dt N (1+t )h
N+l J =5 J. _) Z ( _k)
2 -1 tH t tj k=1,ked(}) tk tj

olarak bulunur.

(2.12)ve (2.13), (2.11) de yerine yazilirsa

1 N JjHl Q%
T
1 Y
elde edilir. Burada ¢(t) (2.8)denkleminde tanimlandig: gibidir ve

5. (0=, ()-3[(A-0) F (<) +(L+1) T (0]
seklindedir.

(2.14) ten

JROE S )10+ R() 219

=0

=

degerlendirmesini elde ederiz.
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Burada,

. h

k=1ked(j) tk _tj

2.2. Hatalarin Tahmini

Bu kisimda daha sonra kullanilmak iizere bazi fonksiyon siniflarinin tanimlari
verilmistir.
1) f(x),H" ([—1,1], K) siifindan bir fonksiyon yani [—1,1] araliginda herhangi iki

xdegeri i¢cin Holder kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak iizere asagidaki

esitsizlikler dogrudur

‘f (x)-f (xz)‘s K% =",

burada, 0<a <1 ,x,x, €[-11] ve K bir Holder sabitidir.

2) f(x), Cl[—l, 1] smifindan bir fonksiyon yani birinci tiirevi [—l, 1] {izerinde siirekli

olan bir fonksiyondur. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)
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Teorem 2.2.1: f(t)eH” ([—1,1], K) ve E, [-1,1] araliginda par¢alanmis Kanonik

bir kiime olsun. Bu halde (2.10)kuadratur formiilin hatasi i¢in asagidaki tahmin

gecerlidir

Lh“In(N +1), b=t
R, (t;+2)| < Lh"In(N +1)+ Lh*, g;ﬁg
Lh“In(N +1), £=0

Burada,

1.506
L1 =8K (1+ m},

7 i |2¢—h|h
L, =K (0.068h°° +0.567h*° +0.516) ve 0<5 <log, (2h—2)(h+e)

dir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Teorem 2.2.2 : f(t) eCl([—l,l]) ve E, [—1,1] araliginda pargalanmis Kanonik bir

kiime olsun. (2.10) kuadratur formiiliindeki hata asagidaki sekildedir

LhIn(N +1), g:g
Rn(tj+g)‘£ Lhin(N +1)+ Lh?, g¢g
Lhin(N +1), £=0

15



Burada,

. 0.78
L1_8M1(1+In(N +1)}’

L, =M, (0.068n°° +0.567h*° +0.516) ve M, =max

fr(o), -1<o<1.

(Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Teorem 2.2.3: (Euler — Macleron Teoremi)

f (x), [a,b] tizerinde taniml bir fonksiyon olsun. Eger f (x) 2k kadar siirekli

tiirevlenebilir fonksiyon ise asagidaki formiil dogrudur.

.Tf(x)dx=g(f (a)+ £ (b)) + 5 (a+ jh)h+ Ry (F). (2.16)

=1

Burada,

2k

R2k(f)=—(2k)!

(b-2)B, 17(¢), £efab], h=""2

ve B,  Bernoulli sayisidir. Buna ek olarak herhangi xe[a,b] i¢in asagidaki

esitsizlikler dogrudur
fP(x)20 ve f*?(x)>0 (veya f®(x)<0 ve f(zm)(x)go).
Burada,

~ h2k sz

(2K)!

Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2’ nin ispat1 agagidaki Lemmaya dayanmaktadir.

Ry ()= [ f () (b)—f (2 (a)] (ispat i¢in [24] e bakiniz)
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Lemma 2.2.1: f(t) ,[- 1] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica ¢(t)
gekirdek fonksiyonu (2.8)deki gibi tammlansm. Eger f(t)eH*([-11],K) ise

herhangi t',t",t €[-11] i¢in asagidaki tahminler dogrudur
Q) [p(t)- (V) < 2K |-t
b) |p(t)| <K (1-t*)".
Eger f(t)eC'([-11]) ise herhangi t't",t e[-11] icin asagidaki tahminler gegerlidir

) p(t") - (t)

<2M,

t"—t'
d) (1) <M, (1-t%)

Burada, M, = gngal)i]

den asagidaki Lemma 2.2.2 aciktir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

f’(f)‘ dir. Lemma 2.2.1, [25] de ispatlanmustir. Xe[tj,tm]’

Lemma 2.2.2: X, [tj tj+1] j= 1,N=5 araliginda herhangi bir singiiler nokta

olsun. Asagidaki ifade dogrudur

(Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Lemma 2.2.3: [x,X,], Riizerinde herhangi bir aralik olsun. Eger ae(x,X,) Ve

0 < f <1 ise asagidaki ifadeler gegerlidir
a) r/ +rf <277 (1, +r,)’

b) ‘r;Lﬁ _rzﬂ‘ S|r1_r2|ﬁ-

17



Burada, r, =|x, —a|, r, =|x, —a| dir. (Lemma 2.2.3" iin ispat1 i¢in bkz. [26] )
9., (x) fonksiyonunu

9, (t)=f(t)—s,,(t), vIi-1],j+1 te[t,t.,] (2.17)
olarak tanimlayalim. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Lemma 2.2.4: f(t) siirekli bir fonksiyon ve X, [t ] araliginda herhangi bir

jr o+l

nokta olsun.

Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur

a) Eger f(t eH“( [tl H]) ise,

e

0., (092K [x =[xt

b) Eger f (t eCl([tJ H]) ise,

)h.

Burada M, =max|f’(c,)— f'(c,)], ¢ &(t;,x), ¢, e(X,t;.,) dir.

‘91, ‘ (‘X tHX Ui

(Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Ispat:
a) xet,t,, ] icin (2.2)ve (2.17)den
1
‘glyi ﬁ( it )( (tJ))+(X_ti)(f (x)~f (ti+1))
g%(x tHx tﬁl) (x tj+ll_a+ x—tj‘l_a)
<2“ K(‘x tHx tﬁl) h™,
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b) (2.2),(2.17) ve Ortalama Deger Teoreminden

(tj =) Fr(c) (x=t;)+(x=t;) £'(c,) (x—t;.)
-

‘gu(x)‘:%
< Ml(‘x—thx—t

j+l
yazariz. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Lemma 2.2.5: f(t) siirekli bir fonksiyon ve Xe[tj,tM] araliginda herhangi bir

nokta olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlikler gegerlidir

a) Eger f(t)eM< (K[t t;,])ise

s, (t)-s,, (x)\s Kh“'ft-x, v=j-1]j,j+1,

b) Eger f(t)eC([t; 1t} ) ise

s, (D) =5, ([ <My ft=x, v=j-1], j+1.

Burada, M,= max

t,_1<6<t;,,

f'(6) dir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Ispat:

a) v=j—1almp (2.2) ve Lemma 2.2.3(a) uygulanirsa,

s (0=, 00 = =8 (F ()= 1 () (e=8)(F (1)~ (1)

< K[ f—t;[+[x—t;| | < Kh“* [t =]
v=]+1 igin benzer sekilde ispatlanir.

v=] i¢in X Ve t noktalarl [tj,tm}’e aittir.  (2.2) ifadesi kullanilirsa,

50, (0=, (0] =2 |- (F (1) 1 (1,0))

<Kh“[t—x]
elde edilir.
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b) benzer sekilde ispatlanir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Lemma 2.2.6: f(t) , [-11]iizerinde siirekli bir fonksiyon ve X, [t

Tt

herhangi bir nokta olsun.
a) Bger f(t)eH(K,[t;t;.]) ise,
i) |9y, (1)—09,; (0| <3Kft=x", v=j-1j+1 ise,
i) |g,, (t)—g,;(x)|<2Kft—x", v=] ise,
b) Eger f(t)eC'([-11]) ise,
19, ()=, (X)|<2M,ft=X], ¥V v=j-1j, j+1.

Burada, M, =

£)| dir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

seftjatie]
Ispat:
a) i) xe[t,t,] te[t,t;] ve v=j-1 iginLemma 2.25(a) dan

‘91, 4 gl, —‘f (X)_(Sl,j—l(t)_sl,j(x))

<Kft—x|" + Kh“|t—x| < 3K [t —x|*

yazariz.

v = ] i¢in benzer sekilde yapilir.

i) tXe[t t ] ve v =] i¢in Lemma 2.2.5(a)’ dan

j+l

‘gl,j — G, (x —‘f (x)—(sl’j(t)—sllj(x))‘

<K[t—x"+Kh*|t— x| < 2K |t - X|*
olur.
b) v=j-1 te[t,,t] Lemma225(@a) dan vxe[t;t;,] icin

20
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102 (0) = 005 ()] =[ F ()= £ (%)= (51,2 (1) =5, (%))

<|f'(c)|[t—x|+ M, [t—x|<2M, |t — |

elde ederiz.
R (t it 8) 1 asagidaki sekilde tanimlayalim

1

dt dt N h
L R N O R H e

R (t+2)=(1-(t+2) )

(2.18)

g =0 alindiginda

_1t—tj t_ﬂt—t,- k:l,kze(j)tk_tj

yazilir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Lemma 2.2.7: t;eE  olan herhangi bir (tj +€) singliler noktas1 i¢in asagidaki

esitsizlik dogrudur.

h

Clha, SZE

‘R*(tj+g)‘£ c,h’, g;tg
c,h?, =0

Burada ¢, =0,5+0,067h ve c,=0,068n"°+0,567h*°+0,516 dir.

(Z. K. Eshkuvvatov 2007)
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Ispat: Asagidaki fonksiyonu inceleyelim

fa):?jﬁizgj (2.19)

Burada, t, [—1,tj_l] veya [t l]’ e gider. (2.19) fonksiyonunun ikinci ve dérdiincii

j+21

1] uzerinde

tiirevlerinin, te[—l,tH] tizerinde oldugunda negatif ve te[tHZ,

oldugunda pozitif oldugu agiktir. (2.16)’ya Euler — Macleron formiiliinii uygularsak,

tig

J-dt ¢ h o h (SRS S LU R S 1
,1t—(tj+g) kzltk—(tj+g) 2 1+(tj+g) h+e| 120 (h+g)4 (1+(tj+g))4

ve

> h h

1 1 h*
_+_

[ dt 1 1
tj{zt(tﬁg)_k;atk(tJ+g)+2(2hg1(t1+5)]+120[(1_(tj+8))4 (Zhg)“}

Yyazariz.

(2.18)° de bu ifadeler yerine konulur ve

(5) = |28 _ h| h alinirsa
“2(2h-¢)(h+e) ’
‘tj +g‘h ‘tj +g‘h4

_l_

2(1—(t,-+8)2) 15(1—(tj+g)2)
+A(8)[1+ h* (5h% - 2hs + 252) H

20[(2h-¢)(h+¢e)]

3

R (t+) < (1= (t +) )

(2.20)

elde ederiz.
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Eger &= g alinirsa, A(&)=0 olur. Bundan dolay,

LA 7L

R'(t;) < (1—'[51){2(145])+15(1—t§j)3]

sag taraftaki ifadeler j=N de maksimum degerine ulasir. Bu nedenle,

* 2 a 4 hfl 1 L
_ |t0N|h |t0N |h a _ a
¥ )<t L(l—téN)+15(1-t§N)3 =32 +15h =ah

£+ h i¢in t; =0 oldugundan (2.20) denkleminin sag tarafi maksimum degerini alir.

Boylece,

(o <(log2)| e et | [2z-hfh . h*(5h? - 2he +2¢7)
R (8)_<1 ) [2(152) 15(152)3] 2(2h5)(h+5)[1 20[(2h—g)(h+8)]3J
|26‘—h|h

<0,567h” +0,068h° +0,516 :
(2h—¢)(h+e)

O<e<h igin

|25—h|h
(2h—¢)(h+¢)

|28—h|h
(2h-¢&)(h+¢)

<h’, 0<&<log,

olacak sekilde bir & >0 vardir.

Boylece hata,
R*(g)<c,h’

sekilde olur. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)
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Teorem 2.2.1°in Ispatr: (2.7)’ den

—1t_(tj+g) k:l,ke&(j)u{j+2}tk_(tj+‘9) VZj—lv:j—lt_(tj-’_g)

Ry, +¢) = [ 22 A CILINE Sy WU

< Rl(tj +g)+ Rz(tj +g)+ R3(tj +g)+R4(tj +g)+ RS(tJ. +g),

yazilir.
Burada
[ro®-o(t+) _|pltz) ot +¢)
Rl(tj+5)—_jl t—(t,—+8) dt Rz(tiJ“g)_‘ tj+2_(tj+g) "

j

R o) 3 tif(“’“)“”(“”) Wk)‘("(ti”)Jdt

dir.

Lemma 2.2.1(a)’ dan

Rl(tj+g)s2Kf

yazariz.
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R, i¢in yazalim,

(p(t)—(p(tj +5) _(p(tk)—(o(tj +5) ~ o(t)-o(t,) +(o(tk)—(p(tj +g)' t —t
t—(t,+¢) t—(t+e) t=(tj+2)

t—(t;+¢) t—(t;+¢)

Lemma 2.2.1(a) ve Lemma 2.2.2” yi uygularsak,
R, (t; +£)<8Kh*In(N +1)

Lemma 2.2.1(b) ve Lemma2.2.7 den R, igin

K (0,5+0,067h)h?, g:g
R, (t;+¢)|<{K(0,567h** +.0,068h° * +.0,516n"), &+ 2
K (0,5+0,067h)h?, £=0

elde ederiz.
R; i elde etmek i¢in (2.17) formiiliinii Lemma 2.2.3 , Lemma 2.2.4(a) ve

Lemma 2.2.6(a)’ y1 kullanirsak

t+g < JiTg g“(’ ) dt|+ jigly.(t.+g)tirt at
t,

e (t+¢) S Tt (re)
t
<3K J. Lﬂ_'_za Kh™* (E(h—g))a In tj+2 _(tj +8)
tiflt_(tﬁg) ti—l_(t1+5)
<%ha+o 33652 3aKha 10,012K ha
o a

elde ederiz.R, —R;” i  (2.21) de yerine yazarsak Teorem 2.2.1 ispatlanir. £=0

alindiginda QF (2.14),Euler Macleron (2.16)ve Lemma 2.2.1- 2.2.7 kamtlanmig

olur. Teorem 2.2.2 benzer sekilde kanitlanir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)
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2.3. Sayisal Deneyler

f(t)=t*-3t+5 olsun. (2.1)singiiler integrali i¢in kesin sonug,

tarafindan verilir. Ayrik vorteks metodu asagidaki gibi hesaplanir.

J (x)=(x2—3x+5)ln1_—x+2x—6

j(tj +g):

N
k=

1tk_(J

1+X

)

f (t,)dt
t.+e

(2.22)

(2.23)

Asagidaki tabloda (2.10) tarafindan hesaplanan QF ile ayrik vorteks metodunun

karsilagtirilmasi verilmistir. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)

Tablo 2.3.1

N =19, h=0.1, 522:0.05

J X Gerc¢ek Deger | (10) (23) Hata (10) | Hata (23)
1 |-0.85 |13.083048 13.2432 16.294800 | 0.160177 | 3.211752
2 -0.75 | 7.702423 7.846796 | 9.517194 | 0.144373 | 1.814771
5 |-0.45 |-0.548003 -0.459877 | 0.182127 | 0.088126 | 0.730130
9 |[-0.05 |-5.584320 -5.574487 | -5.252632 | 0.009833 | 0.331688
10 | 0.05 |-6.385655 -6.395488 | -6.385655 | 0.009833 | 0.2698655
11 1015 |-7.082179 -7.111669 | -6.869733 | 0.029490 | 0.212446
15 | 055 |-9.417276 -9.524661 | -9.473978 | 0.107385 | 0.056703
17 10.75 |-10.9458274 -11.09020 | -11.33129 | 0.144373 | 0.385463
18 |0.85 |-12.270290 -12.43046 | -13.13934 | 0.160177 | 0.869058
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Tablo 2.3.2

3h

N =99, h=0.01, 82520.006, X=t+¢

J | X Gercek Deger | (10) (23) Hata (10) | Hata (23)
1 |-0.974 | 30.459549 30.4924675 | 43.742878 | 0.032918 | 13.283329
2 |-0.954 | 24.978597 25.008975 | 36.371769 | 0.030379 | 11.393172
10 | -0.794 | 9.753531 9.758610 18.691516 | 0.005080 | 8.937985
30 |-0.394 | -1.508749 -1.553432 | 5.353967 0.044683 | 6.862715
49 | -0.014 | -5.886809 -5.957720 | 0.465924 0.070911 | 5.420886
50 | 0.006 -6.047785 -6.119505 | -0.693341 | 0.071720 | 5.354444
51 | 0.026 -6.204037 -6.276508 | -0.915147 | 0.072471 | 5.288890
60 | 0.206 -7.437330 -7.513989 | -2.699397 | 0.076659 | 4.737933
80 | 0.606 -9.775212 -9.844543 | -6.030498 | 0.069330 | 3.744715
90 | 0.806 -11.597817 -11.654772 | -8.281660 | 0.056954 | 3.316157
97 | 0.946 -15.065660 -15.109793 | -12.374845 | 0.044133 | 2.690815
98 | 0.966 -16.382829 -16.424344 | -14.093328 | 0.041515 | 2.289501

Sonug: Tablo 2.3.1° de x singiiler noktasi [tj,t J+1] alt araliginin ortasinda yer alir ve

her iki yontemde de uyum saglanir. Bununla birlikte kuadratur formiilde hata agisindan

(2.23), (2.10)’a gore daha iyidir. Tablo 2.3.2" de x singiiler noktasi araligin ortasinda

yer almaz bu bize MDV (2.21)de yakinsama olmadigimi gdsterir ancak QF yine

yakinsama saglar. Dolayisiyla bizim QF, (-1,1) araligindaki herhangi bir X singiiler

noktasi i¢in yakinsama saglar. (Z. K. Eshkuvvatov 2007)
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3. KAPALI DUZGUN EGRi UZERINDEN CAUCHY TiPLi SINGULER
INTEGRALIN YAKLASIMI iCIN KUADRATUR FORMUL
3.1. Kuadratur Formiiliin Yapimi

Bu boliimde, pargali diizgiin bir egri lizerindeki Cauchy tipli singiiler integrallerin kiibik

spline yaklasimlar ele alinmigtir. (M. Nadir 2004)
I' parcal1 diizgiin bir egri olsun. Diger bir deyisle T,
t(s) = x(s)+iy(s), a<s<b, a,beR
formunda simgelenebilecek, kompleks bir diizlemde sinirli sayida kesismeyen kapali

egrilerden olusmaktadir ki; burada x(s) ve y(s) [a,b] araliginda siireklidir. x'(s) ve

y'(s) tirevleri vardir ve bu tiirevler higbir zaman ayni anda sifir degiller. F(t,)

F(to):ijﬂdt, el (3.)

zigt—1,
seklinde tanimlanmis bir Cauchy Cekirdekli singiiler Integral olarak ele alinmustir.
Verilen ¢(t) gekirdek fonksiyonunun esas degerinin (P.V.) varligi igin siireklilikten
daha fazlasina ihtiyactmiz olacaktir. Diger bir deyisle, go(t) cekirdek fonksiyonu

Holder sartim ((o eH ( ,u))[26] > 1 saglamalidir.

Simdi yeterince biiyiik keyfi bir N dogal sayisi alahm. [a,b] araligmi , |, den
I, ’ye kadar, [a,b]={a=s,<s <5, --<s, =b} olacak sekilde N tane alt araliklara
bolelim. Béylece 1 ,,=[s,.S,.] 0=012,..,N olur. Ayrica h_,=s_,—s_ alt

alanlarin esit uzunlukta olmamasi gerekir. Fakat bizim durumumuzda ve alt araliklarin
ayni alinmasi gereken durumlarda, alt araliklar o noktalar1 yardimiyla N esit parcaya

boliniir.

%:a+aﬁnlzb—& c=012,..,N
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t =t(s,) alarak ve T'’ nin diizgiin oldugu dikkate almarak h_, =t

o+

-t alnir

o+l

[27,29] ve o,0=012,..,N—-1 alimrsa, t, noktast tt , egrisine ait olur. Burada

tt

v L+

egrisi t, ile baslayan ve t ,, ile biten en kiigiik egriyi ifade eder [27,28].

12,..,N—=1" den alinan keyfi o,0 sayilar1 i¢in ¢,t ve t, sayilarima bagh olarak

B, (#:t.1,) fonksiyonunu;

/axﬁn%yqsgandysx¢%ﬂg%%_é&&&l_%) (32)

seklinde tanimlayalim. Buradaki S,(¢;t,o) ifadesi ¢(t) gekirdek fonksiyonunun T

egrisi lizerindeki kiibik spline fonksiyonudur ve asagidaki sekilde verilir;

_ 3 _ 3 2 _ 2 _
M o (t0'+l t) + M o+l (t to‘) + [¢(tg) M a'ho'+l] to-+1 t + ( (to-+1) _ M a'+lha'+lj th to‘

6h 6h, ., - h 6

S;(p.t,0) = 5

o+l o+l +1

ve ¢ c¢ekirdek fonksiyonu I' egrisi tlizerinde tanimhi H ( ,u) siifindan verilen bir

fonksiyondur.
[(t,—t)+(t,..—t)]=0 esitliginin sadece o=v esitligi durumunda miimkiin

3 : : 2(t-t,) : .
oldugundan bu durumda biz S, (¢;t,t,) fonksiyonunu 0 ifadesini
i (ta _t0)+(to'+1_t0)

g0z ard1 ederek
B (9it5) =S4(pit,0) =S5 (931, 0) (33)

seklinde B (¢;t.t;) verecegiz.

2(t-t,)
(t, —t)+ (6 —t)

gormek kolaydir. Bununla birlikte (3.2) ve (3.3) ifadeleri neredeyse esittir. Bu yiizden

ifadesinin limitinin bire esit oldugunu

Yeterince biiyik N igin,

biz sunu dogrulayabiliriz; S, (¢;t,t,) fonksiyonu tt eI’ degiskenlerinin biitiin

degerleri i¢in tanimlanir ve biitiin o,0=0,1,2,...,N -1 degerleri i¢in biitiin noktalarda

neredeyse siireklidir. Simdi agagidaki fonksiyonu tanimlayalim;
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N ( 'tt)— (0(t0)+ O_U((o;'[,to),tez'(;rml e,
T c=01..,.N-1, v=01..,N-1 '

Kolayca goriiliir ki tim o,0=012,..,N-1 degerleri i¢in B _(¢;t,t;) fonksiyonu

(t—t,) elemanim igerir. Boylece, ¥, (¢;t,t,) asagidaki sekilde ifade edilir;

¥, (pth)=0(t)+(t-1)Q, (#tl) (3.4)

Bu yapilanmadan sonra

-

0

(3.1) singiiler integralini

1% Lt 1 )
S((P;to)zglwt(%o)dt:(P(to)"'ngau(‘P’tvto)dt (3'5)

ifadesi ile degistirebiliriz.

Simdi (3.1) singiiler integrallere (3.5)sekilli ifadelerle yaklasimin dogrulugu iizerine
teoremi verelim.

Teorem 3.1.1: T' sonlu uzunlukta diizgiin basit bir egri ve ¢ c¢ekirdek fonksiyonu

(H ( ,u)) Holder sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

C
|F(t0)—s((p;t0)|sN—“L, N >1

degerlendirmesi dogrudur. (M. Nadir 2004)

Burada C,, sabiti sadece I' egrisine baglidir. Ayrica eger ¢ ve onun birinci tiirevleri

g N
stirekli ve rrtlgx‘go (t)‘— M ise,




elde edilir. Basitlik i¢in sadece ilk kismi1 kanitlayalim. Gergekten de biz

tett , ve tett

o o+l v L+ i(}il’l,
p(t)-Y,, (oit.ty) =0(1) —{(p (t,)+ 5., ((o;t,to)} yazariz.

Basitlik igin kiibik spline M_ momentleri tarafindan karakterize edilen 3. dereceden

polinom olarak alirsak

Sy(pito)=a, + B (t-t )+y (t-t ) +6, (t-t.), te[t,t.,]

olur.
Burada,
o(t,.)-o(t,) 2M_+M_, M M_,—M
aazqota’ ﬂaz _ o O+ o 7/0: 0’ So_: o+ o
( ) o+l 6 ' 2 6ho-+1

Olur. Tim tett , ve tyett , o#v icin

o+l

p(t)-¥,, (pit,t)) = (p(t)—q)(to)—{(p(tg)+ﬂa (t—t)+y, (t=t,) +6, (t-t,)

2(t-t,)
(t,—t)+(t,.—1t)

(3.6)

~p(t,) = F,(t-1,) =7, (t-1,) =4, (t-1,)°]

Yyazariz.

Eger o =uv ise ifadeyi kolaylikla asagidaki sekilde yazariz;

p(t)-,, (oitt) =o(t)-p(t)—{B, +7,[(t-t,)+ (L, -t,)]

3.7
+5g[(t—t0)2+(t—t0)(t0—t0)+(to—t0)2}}(t—to) (37)

Yukaridaki (3.6) ve (3.7) ifadelerini dikkate alarak

31



-7, (t-t )2—5U(t—tu)3} N +t1 dt (3.8)
o o+l t
2 0
+% [ {("(tz:Z(o)_[ﬂquyu((t t)+(t+1,))

elde edilir.

Simdi biz (3.8) ifadesinin degerlendirmesini t, €t,t ., ve o #v i¢in yazariz

f OZ00) Lo (t)-p(t)+ £, (1) 4,01

0=Vt ts, 0 M—to

O#U 2

dt| =0 (N )

Dogal olarak yukarida verilen hesap B ve @eH(u) ifadeleri kullanilarak elde

edilmistir [26].

Bunun yani sira,

= 2 1

2 [ oot ot e =0(v)
O#U 2 0
ve
3 S (=t V-5 (t -t Ple 2 gil—o(N=
OZOtUt_[H{ o'( - 0') - U(O_ u) }ta+t0+l_to - ( )
2

oldugu goriiliir. Daha ileri gidecek olursak, ¢ € H(x) kosulunu ve T’ nin kapalilik

kosulunu kullanarak,
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[ ool

tto+1 0

< AST1|S—SO|ﬂ1dS=O(N_”)

elde ederiz.

Yine B, ifadesii¢in ¢ € H ( ,u) tizerinde kolaylikla,

~o(n)

I {ﬁu +7, ((t_tu)+(to _tu))+5u ((t_tu)z +(t_tu)(to _tu)+(to_tu)2)}dt

tutu+1

yazilir. (M. Nadir 2004)
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3.2. Sayisal Deneyler

Bu kisimda kiibik spline yaklasimi kullanilarak, singiiler integrallere alogaritma

uygulanmis ve hesaplamalarin dogruluguyla ilgili sonuclar sunulmustur.

TabloI’ deki sayisal ifadeler tam degerleri simgelemektedir ve iinterpolasyon

noktalarindaki tahminlerden tiretilen yaklasim hesabina karsilik gelmektedir.

(M. Nadir 2004)

t . . . .
ijwdt singiiler integral olmak {izere, burada I" egrisi

met=1;

Ornek 3.2.1: I=F (t,) =

birim ¢emberi ifade eder ve fonksiyon ¢ekirdegi ¢

—2t* +8t+12
o(t)= a( ~t-6)
seklindedir. (M. Nadir 2004)
N -1, -1,

20

1.8246599E-02

9.1665657E-03

5.0822943E-03

40

3.6852972E-03

1.9270432E-03

1.5697196E-03

60

2.3687426E-03

1.1880117E-03

6.6070486E-04
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3.3. Singiiler Integraller i¢in Uyarlanmus Kuadratur Yaklasim

Bu bolimiin hedefi Cauchy tipli singiiler integrallerin ¢ekirdek fonksiyonuna mevcut
parabolik yaklasimi uygulamaktir. Bu yaklasimin amaci integralin singiileritesini
gidermek ve yoOnlendirilmis diizgiin egri lizerinde Cauchy tipi ¢ekirdek ile singiiler
integral denklemlerin sayisal ¢6ziimiine yardimc1 olmaktir. Birgok matematiksel fizik,
mithendislik ve elastik teorisinin temas teoremleri Cauchy tipi ¢ekirdek ile singiiler

integral denklemler yolu ile ¢6ziiliir;

a(t)o(t,)+ bf:;)jff—t:)dujk(t,to)ga(t)dt _t(t,) (39)

burada T" belirli yonlii diizglin bir egri, t ve t;, noktalar1 I' iizerindedir. Bu denklem

uygulamalr bilimlerin modern sayisal hesaplamalarinda, ozellikle de uygulamali

matematik de 6nemli rol oynar. Bizim sema

F(to) :ijq)(t)

ziLt=1,

dt , ttel (3.10)

Cauchy cekirdekli singiiler integral operatorlere sayisal integral operatorlerin dizisi ile

kuadratur yontemle yaklasimi tanimlar. Sunu belirtelim ki, verilen ¢(t) cekirdegi igin

bu integralin bas degerinin (P.V.) varolmasi i¢in siireklilikten daha fazlasina ihtiyacimiz

olacaktir. Baska bir deyisle, ¢(t) ¢ekirdegi H(x) Holder kosulunu saglamak
Zorundadlr.[ZG] ¢(t) fonksiyonu T iizerinde Holder kosulunu saglar demek ki

herhangi iki t,t, noktalar1 i¢in,

p(t)-o(t)| < Alt,-t|", 0<u<1

dogrudur. Burada A pozitif sabittir Holder sabiti olarak adlandirilir ve g Holder
indeksidir. (M. Nadir 2010)
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3.4. Kuadratur Formiil

I' egrisinin parametrik denklemini
t(s)=x(s)+iy(s), a<s<b
olacak sekilde belirtelim. Burada x(s) ve y(s) fonksiyonlar1 [a,b] sonlu araliginda
siirekli ve birinci tiirevleri x'(s) ve y’(s) de aym aralikta sifirdan farkli ve siireklidir.
N keyfi bir dogal say1 olsun. Genelde N c¢ok biiylik sayidir. [a,b] araligini
S, =a+aﬁ, l=b-a, 0=0,1,...,N noktalartyla N tane esit 1,1,,...,1, alt
araliklarma bolelim.

Ayrica M >1 dogal sayisini kaydederek, [s,,s,,,] =1, araliklarini esit uzaklikta olan
h 1 ot
Sy =S, +tk—, h=—, k=0,1,...,2M noktalar1 ile bolelim.
2M N

Diger bir deyisle, her [s,,s,.,] alt araliginin asagidaki alt boliimlerini(araliklarini) elde

ederiz;
[So" Sa+l] = {SO' = So‘O < So‘l <--< SGZM = So‘+l}
Notasyon olarak,

t =t(s,), t, =t(sy); o=01...,N k=01,...,2M

tanimlayalim.

ve tt

o+l v ov+l

o,v=012,...,N+1 indisleri igin t ve t; noktalarmin sirasiyla tt

yaylarina ait oldugunu varsayalim. Burada t t ,,t, dan t ,’ye olan kiig¢ik yayi

aa+l ' ta

belirtirmektedir (bkz. [27],[28],[30].[31].)
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Keyfi bir 6=0,1,2,...N—1 sayist i¢in [' egrisinin [t ,t ] alt arahfinda ¢(t)
cekirdek(yogunluk) fonksiyonunun kuadratur yaklasimini temsil eden ¢,t ve o ya

bagimli olan pargali kuadratur Langrange interpolasyon polinomunu S, (g;t,o) ile

tammlayalim. Biliriz ki, [t,,t,,,] aral@ (t,,~ty), k=2i,i=01.,M-1

' o+l

uzunluklu [tgk,tk(ﬁz)} alt araliklarma bdliiniiyor.

Biz ¢(t) cekirdek(yogunluk) fonksiyonunun sirasiyla t, Ly Ve b

noktalarindaki ¢(tak),¢<ta(k+1)) ve (o(tg(k+2)) degerleriyle kuadratur polinomial

interpolasyonunu agagidaki formiille verecegiz.

Ly STt 0 icin,
(t - to-(k+l)) t— ta—(k+2))
S,(pit,o)= o
2(¢ t O-) (ta(k+l) _tak) to—(k+2) _tak)¢(t k)

) » (to'(k+l)) (3'11)

Elde edilen bu pargali kuadratur interpolasyon polinomu mevcuttur ve tektir.

0<o,v<N -1 sartlarin1 saglayan keyfi o ve v sayilar igin ¢,t ve t; ‘a bagimh

olan asagidaki S, (¢;t,t,) fonksiyonunu tanimlayalim:

B, (ot t)=U(p;t,0)-V (pity,0,v) (3.12)

U(git,o) fonksiyonu ¢(t) cekirdek(yogunluk) fonksiyonunun I' egrisinin [t ,t_,,]

alt aralig1 tizerindeki degistirilmis kuadratur interpolasyonunu temsil eder.
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Gergekten de, t, <t< ta(m) i¢in
(t - to‘(k+1)

(to-(k+1) — Lo

U(pit.o)=

S— | ——

koyariz ve V (¢;t,,0,v) fonksiyonu

((0 to,v)(t- to)( o(k+L )(t ta(k+2))

V(o
AR SN (TN
((/) t,v)(t- to)( ak)( (k2 )
( (k1) tO)(t(r k+2) ~ Lo(ket )( (k1) ~ Lok )
S, (@it v) (L= to)(t to-k)(t t(k+1))
( (k+2) tO)(ta k+2) ~ “o(k+l )( o(k+2) _tcrk)
seklinde verilir.
v, (pitt), 0<o,v<N-1 ile te[t,t,] noktasinda ¢(t) gekirdek

fonksiyonunun kiibik yaklagimini gosterirsek Vt, €[t ,t_,] i¢in,

Vo (Pit1) = 0() + B, (2.1.1)) (3.13)

elde ederiz.

(3.10) deki  F(t,) :iij.wdt singiiler integralinde ¢(t)’i (3.13) genislemesi

mit—t,

ile degistirirsek asagidaki yaklasimi elde ederiz:

S(p.ty) ——jwdt th“)dt (3.14)
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3.5. Ana Sonuglar

Teorem 3.5.1 : T pozitif yonlii diizgiin bir egri ve ¢, T’ iizerinde tammhi H ()

Hoélder kosulunu saglayan bir ¢ekirdek fonksiyonu olsun. Bu takdir de

SRR A

degerlendirmesi gegerlidir.
Burada C sabiti sadece I' egrisine bagimlidir. (M. Nadir 2004)
Ispat: teft,.t,.,] vetyeft,t, ] noktalarim alirsak biz,

Ly SUT<t ., Ve t, <t <t icin

vk =10 = Yy(ke2)

o(t)-v.. (¢itt) =) -o(t)

S, (it v) (t—1t)(t _tak)(t _ta(k+2))

(t_to)(t_tak)(t_ta(kﬂ)) (3'15)

yazariz.

(3.15)ifadesini dikkate alirsak,
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ijgo(t)—ww(m,to)dt:i% P(t) Vo (#itY) 4 (3.16)
72" T t_to 7“ o=0tt ., t_tO

elde ederiz.

Dolayisiyla,

_|_

dt

Belirtelim ki , t,—-t, =0, t -t,=0 ve t —t,=0 esitlikleri sadece

G(k+1) o‘(k+2)

o=v-1, o=v+1, o=v durumlarinda mimkiindir.

15

ok

Her iki durumda da (3.16) integrali mevcuttur, ¢iinkii t, t, yada t

k+2)
egilimindedir.
Diger durumlarda eger o=v ise biz S _(e;tit,)  fonksiyonunun

(t—t), (ta(k+1) —1, ) ve (tg(m) -1, ) carpanlarini igerdigini kolayca gériiyoruz.
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tt, e[t .t ,,] noktalarii¢in dyleki t, <ttt < bz DIZ

B (ptt))=U(git,o)-V (¢t 0,0)

yazariz. Dolayisiyla,

(1=t (=t (1)
et (gt ) (o =)
) (t —tak)(t —to(m))(t ~t,)

Ty [ (W)
(t —tak)(t —ta(kﬂ))(t ~t,)

' (ta(k”) ~lok )(ta(kﬂ) N to—(kJrl) ) (to(k+2) -t

/B(m(q’;t’to): ( ((p(tak)—SZ (q);tO’G))

(50 (ta(k+1)) =S, (o1, 0)) (3.17)

) ((D (ta(k+2) ) =S, (o3t 6))

(3.15)ve (3.17) ifadeleri dikkate alinirsa

toaklo(2kr2) t-1
]t ) () ()=
(ta(k 1) — L )(to-(k+2) tak) ” L =1
B (t_tak)(t_t(r(k 2)) (t ) t—t,
(to-(k+1) — L )(to-(k 2) to(k+l)) 7 Ly~

elde edilir.

Simdi (3.16) ifadesinin degerlendirmesine gegersek tyett,, ve o#v-Lv+lv

i¢in
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0 k=0t
(t_tcr(ku))(t‘ta(k z)) t—t
— t 0
(tiey = ot )t —tgk)¢( Uk)tgk —t,

(ta(k+l) —% ) (ta(k+2) - to-(k+1) ) (ta(k+1) Ly )
14

elde ederiz. Dogal olarak, H (u)[26] Holder uzaymimn elemani olan ¢(t) yogunluk

fonksiyonu i¢in elde edilen yukaridaki degerlendirmeden asagidaki degerlendirmeler

yazilir

(t—to)(t_tak)(t_tU(k+2)) —0(1
(ta(m) _t0)<ta(k+2) _to(k+l))(t“(k 1) t"k) .
(t—to)(t_tak)(t_t(k 1)) =0(1).




Bunun yani sira, kolaylikla

=0t

23
~ D
i
@]
7 N\
~—~
N
<
e
=
—~
=
N—"
=
N—
=2
T o iR
=~ =z
AN
Te—_
~—+
| | &
'_'_r—'-
o
Il
(@]
— =
NS
~—~~
<o
— | Z
Z =
= | 2

elde edilir.

Bundan bagka, o=v-1v+1v durumlarinda (3.17)uygulamir ve T ’nin

piiriizsiiz olmasi ve ¢ fonksiyonunun H (x) uzaymdan olmasi dikkate alinirsa,

J'go |<Aj|s s,/ ds=0(N*)

tt, . ‘

elde ederiz.
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3.6. Sayisal Deneyler

Biz yaklasimlar kullanarak, singiiler integraller ic¢in alogaritma olusturulmus ve

hesaplamalarin dogrulugu konusunda sonuglar sunulmustur.

Her bir tablo | singiiler integralinin esas degerini (V.P.) temsil eder ve T1da bizim

(3.14) yaklagimi tarafindan elde edilen yaklasik hesaplamaya karsilik gelir.

(M. Nadir 2004)

. t
Ornek 3.6.2: 1=F(t)= i_jmdt singiiler integralini diisiinelim.

mLt=t,

Burada I merkezi O olan bir birim ¢ember belirler. t ve t, T iizerinde herhangi iki

noktave ¢ ¢ekirdek fonksiyonu asagidaki ifadede verilsin. (M. Nadir 2004)

N M- =11, =11,

10 | 2 | 7.8253150E-03 | 5.2587800E-03 | 4.9651256E-03
11 | 2 | 6.1442256E-03 | 3.8414600E-03 | 3.5070777E-03
12 | 2 | 3.7623644E-03 | 2.3593807E-03 | 2.1644831E-03

.. t

Ornek 3.6.3: I=F (to) = i thdt singliler integralini alalm. I egrisi birim
7 t—

cember belirlemek lizere t,t, I iizerinde birer nokta ve ¢ cekirdek fonksiyonu

¢(t) =sint® +cost

olsun. (M. Nadir 2004)
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-1l
1

=1
2

10

2.1330118E-03

1.3611738E-03

1.2570620E-03

11

9.4902515E-04

5.7528692E-04

4.8601627E-04

12

4.9412251E-04

2.3593807E-04

2.9397011E-04

Sonuc¢

Onerilen yaklasgim (3.10) sekilli integralin Cauchy esas degerinin singiileritesini

kaldirmak ic¢in kullanilabilir. Birgok Cauchy tipli singiiler integrallerin sayisal

hesaplamasi i¢in iyi sonuglar verdigi test edilmigtir. (M. Nadir 2004)
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Calismada kapali diizglin egri lizerinden ve kapali aralik lizerinden tanimli singiiler

integrallere yaklasimlarla ilgili teoremler verilmis ve incelenmistir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda kapali aralik {izerinde tanimli Cauchy tipli singiiler integraller ve
kapali diizgiin egri lizerinde tanimli Cauchy tipli singiiler integraller i¢in kuadratur

formiiller verilmis ve singiiler integrallerin yaklasik degerleri incelenmistir.

Bu formiiller Cauchy ¢ekirdekli singiiler integral denklemlerinin yaklasik ¢dziimiinde

kullanilabilir.
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