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     : Soft topolojik uzaylar kategorisi 

(   ) : Soft topolojik uzayların ters sistemi 

   
   
←  

   : Soft topolojik uzayın ters limiti 

(   
⁄   ̃    

⁄ ) : (     ) soft uzayının soft bölüm uzayı 
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   : Soft topolojik uzayların düz limiti 

   (    ) : Soft topolojik uzayların düz sistemler kategorisi  

   (    ) : Soft topolojik uzayların ters sistemler kategorisi 
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1. GİRİŞ 

 

Sosyal bilimlerde, ekonomide, mühendislikte v.b. alanlarda karmaşık problemleri 

çözmek için klasik metotları kullanamayız. Bu tür problemlerin çözümü matematiksel 

temel prensipleri, belirsizliği ve kesinlik olmayan durumları içerir. Dolayısıyla, bu 

durumlarda klasik kümeler teorisi bu tür belirsizlik içeren problemlerin ele alınmasında 

tam olarak uygun olmayabilir. Bu tür belirsizlikleri etkili bir yolla ele alınmasını 

sağlayan birçok sayıda teori öne sürülmüştür. Bunlardan fuzzy kümeler teorisi, 

intuitionistic fuzzy kümeler teorisi, aralıklar matematik teorisi ve rough kümeler teorisi 

v.b. ,                   -. Bu kavramlar oldukça geniş uygulama alanına sahiptir. 

Örneğin; mantık programlamada, tıbbi teşhislerde, karar analizlerinde, model tanımada 

v.b. alanlarda uygulamaya sahiptir ,                       -. Bununla beraber bu 

teorilerin kendi zorlukları vardır. 1999’da Molodtsov belirsizliği modellemek için 

tamamen yeni bir yaklaşım olan soft küme kavramını tanımlamış ve bazı özelliklerini 

vermiştir ,  -. Soft kümelerle ilgili olarak birçok araştırmalar ve incelemeler 

yapılmıştır ,           -. Bu yeni teorinin temel sonuçlarını sunmuş ve bunu başarılı 

bir şekilde fonksiyonların düzgünlüğü, oyun teorisi, işlemlerin araştırılması, Rieman 

integrasyonu, Peron integrasyonu, olasılık teorisi v.b. alanlara uygulanmıştır.  

Bilindiği üzere soft kümelerle fuzzy kümeler arasında bağlantı vardır. Fuzzy küme 

teorisi ise ilk olarak 1965 yılında Zadeh tarafından geliştirilmiş ve günümüz 

bilgisayarlarının bu denli gelişmesinin temelini bu çalışmalar oluşturmuştur ,  -. 

Fuzzy ve intuitionistic fuzzy kümelerde topolojik yapılar verilerek genel topoloji 

alanında birçok çalışma yapılmıştır ,           -. 

Maji, Biswas ve Roy soft ve fuzzy yapıları bir araya getirerek, fuzzy soft küme tanımını 

vererek bu kümelerin bazı özelliklerini araştırmışlardır ,  -. 

Cebirde soft kavramını ilk olarak Aktaş ve Çağman kullanarak, soft grup kavramını 

tanımlayarak bazı incelemeler yapmışlardır , -. Acar ve diğerleri soft halka kavramını,  

Sun ve diğerleri de soft modüller kavramını tanımlayarak bazı özelliklerini 

araştırmışlardır ,    -. 
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Fuzzy soft yapısını cebire ilk olarak Jin-liang ve diğerleri taşıyarak fuzzy soft grup 

kavramını vermişlerdir ,  -. Gündüz (Aras) ve Bayramov fuzzy soft modül ve 

intuitionistic fuzzy soft modüller kategorisini tanımlayarak bu kategoride bazı 

araştırmalar yapmışlardır  ,     -. Yine soft ve fuzzy soft gruplar kategorisinde 

izomorfizma hakkında teoremler ,    - çalışmalarında ispatlanmıştır. 

Soft kümelerde topolojik yapı, cebirin aksine ilk olarak 2011 yılında tanımlanmıştır. 

Cebirde ise çalışmalar 2006 yılında başlamıştır ,  -. Bu çalışmalardan birçok 

araştırmacılar genel topolojinin sonuçlarını soft topolojik uzaylara taşımaya 

çalışmışlardır ,                      -. Soft topolojik uzayların araştırılmasında en 

önemli kavramlardan biri soft nokta kavramıdır. ,       - çalışmalarında farklı soft 

nokta tanımı verilmektedir. ,  - çalışmasında soft nokta tanımı diğer çalışmalardan 

farklı olarak verilir ve ortaya çıkan birçok problemlerin aradan kaldırılmasına yardımcı 

olur. 

Matematikte en önemli problemlerden birisi, ele alınan yeni kategoride cebirsel 

işlemlerin verilmesi ve bu işlemlere göre bu kategorinin kapalı olmasıdır. Ters ve düz 

limitler tüm cebirsel işlemleri içerdiğinden verilmesi gereken işlemlerin en başında 

gelir. Bu nedenle her yeni kategorinin bu işlemlere göre kapalılığını göstermek büyük 

önem taşır. Herhangi bir uzaya yapısı iyi konulmuş uzaylarla yaklaşma problemi için ilk 

olarak Alexandrov, ters sistemler kavramını tanımlayarak bu problemi çözmüştür ,  -.  

Öte yandan ters ve düz limitler matematiğin birçok alanında da kullanılmaktadır. Serre, 

ters limit kavramını kullanarak yeni bir grup sınıfı oluşturmuştur. Bu gruplar, sonlu 

grupların ters sisteminin limitidir. Bu gruplara pro-sonlu gruplar adı verilmiştir ,  -.  

Ters ve düz sistemleri kullanarak topolojik uzaylar kategorisinde spektral homoloji teori 

inşa edilmiştir ,     -. Bazı yeni kategorilerde ters ve düz sistemlerin limitinin varlığı 

çalışmaları da yapılmıştır ,                   -.   

Tezin giriş bölümünde; topolojik uzay, topolojik uzayların ters ve düz sistemleri,  

topolojik uzayların ters ve düz sistemlerinin limitleri, topolojik uzayların ters ve düz 

sistemlerinin morfizması, kategori ve funktor kavramlarıyla ilgili gerekli temel tanım ve 

teoremler verilmiştir. 
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Tezin materyal ve yöntem bölümünde; soft küme, soft topoloji, soft topolojik uzaylar ve 

soft ayırma aksiyomları ile ilgili gerekli tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

Tezin araştırma bulguları yönteminde; soft topolojik uzaylar kategorisinde ters ve düz 

sistemler tanımlanmış ve bu sistemlerin limitlerinin varlığı ispatlanmıştır. Düz 

sistemlerin limitini vermek için önce soft topolojik uzayların topolojik toplamı ve 

bölüm uzayı tanımlanmış ve bu uzayların bazı özellikleri araştırılmıştır. En önemli 

sonuçlardan biri soft kompakt uzayların ters limitinin de soft kompakt olduğunun 

ispatıdır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde, araştırmamızda ihtiyaç duyduğumuz temel tanım ve teoremler verilecektir. 

2.1. Bazı Topolojik Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1.,    -   ve   boş olmayan iki küme olmak üzere  

    *(   )        + 

biçiminde sıralı ikililerin kümesine   ve   kümelerinin kartezyen çarpımı denir. 

Tanım 2.1.2. ,    -   ve   boş olmayan iki küme olmak üzere     nin boş olmayan 

her alt kümesine  ’dan  ’ ye bir bağıntı denir. Buna göre       ise o zaman  ,   

kümesinden   kümesine bir bağıntı olur ve     şeklinde gösterilir. 

 ,  ’ dan  ’ ye bir bağıntı ise, yani   *(   )        + şeklinde ise  ’ nin tersi 

     *(   ) (   )   + 

olarak tanımlanır.  

      ve       bağıntılarının çarpımı 

    *(   )                      + 

biçiminde tanımlanır. 

    nın köşegeni   *(   )         + kümesidir. 

Tanım 2.1.3. ,    -       bir bağıntı olsun. Eğer   bağıntısı için 

1)     ,  

2)       , 

3)        

koşulları sağlanırsa   bağıntısına   üzerinde bir denklik bağıntısı denir.  
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Tanım 2.1.4. ,    -   bir küme,       de bir bağıntı olsun. Eğer   bağıntısı 

aşağıdaki koşulları sağlarsa;  

1)    nin yansıma özelliği vardır, yani       için     dir; 

2)    nin geçişme özelliği vardır, yani     ve     koşullarını sağlayan           

için     dir; 

3)    nin ters simetri özelliği vardır, yani     ve     ise     dir 

  bağıntısına yarı-sıralama (kısmı sıralama) bağıntısı, (   ) ikilisine ise yarı-

sıralanmış (kısmı sıralanmış) küme denir. Genellikle   yarı-sıralama bağıntısı     ile 

gösterilir. 

Tanım 2.1.5. ,    - (   ) yarı-sıralanmış küme olsun.  

1)  Eğer         için     veya     ise (   ) kümesine tam sıralanmış (lineer 

sıralanmış) küme adı verilir.  

2)  Eğer yarı-sıralanmış kümede         için    ,     sağlanacak şekilde     

varsa (   ) kümesine yönlendirilmiş küme denir.  

Tanım 2.1.6. ,    -     bir küme ve   *  +       in bir alt ailesi olsun.   

ailesi için aşağıdaki koşullar sağlanırsa: 

1)       , 

 )                           
    

      

3)    da alınan her sonlu sayıda elemanın kesişimi   ya aittir 

  ya   üzerinde bir topoloji, (   ) ikilisine topolojik uzay,   nun her    elemanına açık 

küme denir. 

Tanım 2.1.7. ,    - (   ) bir topolojik uzay,     bir küme olsun. Eğer   

kümesinin bütünleyeni  ̅      açık ise   kümesine bu uzayda kapalıdır denir.  

Her açık kümenin bütünleyeni kapalıdır. 
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(   ) topolojik uzayında   *  +    kapalı kümeler ailesi olsun. Bu aile aşağıdaki 

özelliklere sahiptir: 

1)       kapalı kümedir, 

 )          
      

                     
 

   
   

                    

 )                             *  +                                 
    

   

kümesi kapalıdır. 

Teorem 2.1.8. ,    -     bir küme,   *  +      in alt kümeler ailesi olsun. Eğer  

1)       , 

2)    ailesinin her sonlu alt ailesinin birleşimi   ye aittir, 

 )                 
    

     

ise   *          ̅+ ailesi   kümesi üzerinde bir topolojidir ve   ailesi bu 

topolojide kapalı kümeler ailesidir. 

Tanım 2.1.9. ,    - (   ) bir topolojik uzay,     bir nokta ve       bir alt 

küme olsun. Eğer       sağlanacak şekilde     varsa   kümesine   noktasının 

bir komşuluğu denir. 

Tanım 2.1.10. ,    - (   ), (    ) iki topolojik uzay olsun. Eğer       bir 

fonksiyon olsun ve      olsun.  

1)  Eğer     (  ) noktasının her     komşuluğu için  (   
)      olacak şekilde    

noktasının en az bir    
 komşuluğu varsa   fonksiyonuna    noktasında süreklidir 

denir. 

2)  Eğer   fonksiyonu her     noktasında sürekli ise   fonksiyonuna   de süreklidir 

denir. 
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Tanım 2.1.11. ,    - (   ), (    ) iki topolojik uzay olsun. Eğer       

fonksiyonu için, 

1)    bire-bir ve örtendir, 

2)    süreklidir, 

3)      süreklidir 

koşulları sağlanırsa       fonksiyonuna (   ), (    ) uzayları arasında bir 

homeomorfizma denir. 

Eğer iki topolojik uzay arasında en az bir homeomorfizma varsa bu uzaylara 

homeomorf uzaylar denir. 

 

2.2. Alt Uzaylar  

(   ) bir topolojik uzay,     bir küme olsun.    *       + ailesi için 

 )   
 
(    )  . 

 
  /         

2)  (    )  (    )  (     )       

koşulları sağlandığından    ailesi   üzerinde bir topolojidir. 

Tanım 2.2.1. ,    - (   ) bir topolojik uzay,     bir küme ve    *       + 

ailesi   kümesi üzerinde bir topoloji olsun. 

1)  (    ) çiftine (   ) uzayının bir alt uzayı,    topolojisine alt uzay topolojisi denir.  

2)  Her (   ) topolojik uzayı ve (    ) alt uzayı için   ( )    formülü ile tanımlanan 

       fonksiyonuna gömme fonksiyon denir. 

  
  ( )         olduğundan    fonksiyonu süreklidir. Açıktır ki    topolojisi   

kümesinde        fonksiyonundan üretilen topolojiye eşittir. 
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Tanım 2.2.2. ,    - (   ) bir topolojik uzay,     bir alt uzay olsun. 

1)      kümesi (    ) de kapalıdır        sağlanacak şekilde kapalı     

kümesi vardır.  

2)  Eğer    
  kümesi   nın   alt uzayında kapanışı ise    

       dir. 

Tanım 2.2.3. (   ), (    ) iki topolojik uzay,     bir alt uzay,       bir 

fonksiyon olsun.          fonksiyonuna   fonksiyonunun   alt uzayına 

daraltılması denir ve         ile gösterilir. 

 

2.3. Topolojik Toplam 

(   )                    *(     )+           
   

                                 

ailesi olsun. Alt uzay topolojisinin tanımından her     ve her     açık (kapalı) 

küme için      kümesi    da açıktır (kapalıdır). 

            ,    -    (   )                     *(     )+           
   

     

koşulunu sağlayan alt uzaylar ailesi olsun. Eğer,  

    kümesi   de açıktır (kapalıdır)       için       kümesi    da açıktır 

(kapalıdır) 

koşulu sağlanırsa   uzayına  *(     )+     alt uzaylarının serbest birleşimi denir.   

Eğer (   ) uzayı *(     )+     alt uzaylarının serbest birleşimi ve     kümesi açık 

veya kapalı ise (    ) alt uzayı *    +     alt uzaylarının serbest birleşimidir.  

             ,    -  (   )                    *(     )+           
   

    

koşulunu sağlayan alt uzaylar ailesi olsun. Eğer, 

1)  Her     için    kümesi   de açıktır, 

veya 

2)  Her     için    kümesi   de kapalı ve *(     )+    ailesi yerel sonlu ise  
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  uzayı *(     )+    alt uzaylar ailesinin serbest birleşimidir. 

             ,    -  *(     )+                  
   

           

Eğer her         için    
    

 kümesi (   
    

) ve (   
    

) uzaylarında açık 

(kapalı) ise   uzayı *(     )+    uzayların serbest birleşimidir ve her    kümesi   de 

açıktır. 

 

     *(     )+                                  
    

          
   

         

*(     )+    uzaylar ailesinin serbest birleşimidir. 

Tanım 2.3.4. ,    - *(     )+    topolojik uzaylar ailesi olsun. Eğer her         

için    
    

   ise (     ) uzayların serbest birleşimine bu uzayların topolojik  

                     
   

                   

 

2.4. Topolojik Çarpım 

*(     )+                                           
   

                     

    
   

      

izdüşüm fonksiyonlarını sürekli yapan topolojiyi tanımlayalım. 

                                                                    
   

         

kümesinde    
      

 kümelerinin yerine uygun    
      

 açık kümelerini,   

*       + olduğunda ise    kümesinin kendisini yazalım. Bu kümeyi 

   
      

  
    

   

ile gösterelim ve    
      

 tabanlı silindir adını verelim. 
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Lemma 2.4.1. ,    -  

  {   
      

  
    

   (       )          
    

      
    

} 

       
   

                                               

            ,    -  
   

                      

  {   
      

  
    

   (       )          
    

      
    

} 

                                                                            
   

   

kümesine bu topoloji ile birlikte topolojik çarpım denir. 

               
    

 için  

   
  (   

)     
  

    

   

kümesi tabana ait olduğundan her    
 izdüşüm fonksiyonu süreklidir. İzdüşüm 

fonksiyonu açıktır, fakat kapalı değildir. 

 

2.5. Bölüm Uzayları 

Teorem 2.5.1. ,    - (   ) bir topolojik uzay,     bir küme ve       bir 

fonksiyon ise   
  *       ( )   + ailesi   kümesinde   fonksiyonunu sürekli 

yapan en ince topolojidir. 

Tanım 2.5.2. ,    - (   ) bir topolojik uzay,   bir küme olmak üzere   (   )     

fonksiyonunu sürekli yapan   
  *       ( )   + topolojisine   ile üretilen tümel 

topoloji denir.  

Teorem 2.5.3. ,    -  (   ) (    ) iki topolojik uzay,   (   )  (    ) sürekli, 

örten ve açık (kapalı) bir fonksiyon ise    topolojisi   ile üretilen   
  tümel topolojisine 

eşittir. 
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(   ) bir topolojik uzay,  ,   kümesinde bir denklik bağıntısı,   ⁄   bölüm kümesi ve 

     
 ⁄   kanonik örten fonksiyon olsun. 

Tanım 2.5.4. ,    -   ⁄  bölüm kümesinde      
 ⁄  fonksiyonu ile üretilen tümel 

topolojiye bölüm topolojisi,   ⁄   kümesine bu topoloji ile birlikte bölüm uzayı denir.  

 

2.6. Topolojik Uzayların Ters ve Düz Sistemleri 

Tanım 2.6.1. ,    - (   ),   yönlendirilmiş bir küme, her     için    bir topolojik 

uzay ve her         için    
  
        sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer  

1)  Her      için    
         ise    

     
;  

2)  Her            için    
   

   
  

    
   

 

                                    

koşulları sağlanırsa   .*  +     {  
  
       }      

/ ailesine topolojik 

uzayların ters sistemi denir. 

 

Tanım 2.6.2. (Ters Sistemlerin Dönüşümü) ,    - :   ve   yönlendirilmiş iki küme 

olsun. 

  .*  +     {  
  
       }      

/ ve   ({  }   
  2  

  

       3
      

) 
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topolojik uzayların ters sistemleri verilsin.       izoton (yönü koruyan) örten 

dönüşüm olsun. Yani;       ise  ( )   (  ) olur. Her     için      ( )
    

sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer her        için 

  

diyagramı komutatif ise yani;   
  

          ( )
 (  )

 sağlanıyor ise  

  .      {     ( )    }   
  / ailesine   ters sisteminden   ters sistemine 

giden dönüşüm denir.  

Tanım 2.6.3. (Ters Sistemlerin Morfizması) ,    -:  ,   ve   yönlendirilmiş 

kümeler olsun. 

  .*  +      {  
  
       }      

/,   ({  }   
  2  

  

       3
      

) ve 

  ({  }      
2  

  

       3
      

) topolojik uzayların ters sistemleri verilsin. 

      ve       sürekli dönüşümlerini   .      {     ( )    }   
  / 

ve    .      {     ( )    }   
  / şeklinde tanımlayalım. 

   

  (  )     

  ( ) 

    

   

  
  

   ( )
 (  )
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diyagramı komutatif ise     .           {     ( )    ( )    }   
/ 

ailesine   ile   dönüşümlerinin morfizması denir.  

Ters sistemlerin morfizma olması için      iken 

   

diyagramı komutatif olmalı. Böylece ters sistemler ve onların morfizmaları bir kategori 

oluşturur. 

Tanım 2.6.4. ,    - (   ),   yönlendirilmiş bir küme, her     için    bir topolojik 

uzay ve her        için    
  
       

 sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer,  

1)  Her     için   
        ise   

     ; 

2)  Her          için   
   

    
   

   
  

 

koşulları sağlanırsa   .*  +       {  
  
       

}
      

/ ailesine topolojik 

uzayların düz sistemi denir. 

   

   (  )     

   ( ) 

      (  ) 

     ( ) 

  
  

    ( )
  (  )

 

   

  (  )     

  ( ) 

    

   

  
  

   ( )
 (  )
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Tanım 2.6.5. (Düz Sistemlerin Dönüşümü) ,    -:   ve   yönlendirilmiş iki küme 

olsun.  

  .*  +    {  
  
       

}
      

/ ve   ({  }
   

 2  
  

       
3
      

) 

topolojik uzayların düz sistemleri,       izoton (yönü koruyan) örten dönüşüm ve 

her     için         ( ) sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer her         için  

                            

diyagramı komutatif ise   .         {        ( )}
   

/ ailesine   düz 

sisteminden   düz sistemine giden dönüşüm denir. 

Tanım 2.6.6. (Düz Sistemlerin Morfizması) ,    -:  ,   ve   yönlendirilmiş 

kümeler olsun.   .*  +    {  
  
       

}
      

/,   ({  }
   

 2  
  

    

   
3
      

) ve   (*  +       2  
  

       
3
      

) topolojik uzayların düz 

sistemleri verilsin. 

      ve       sürekli dönüşümleri   .         {        ( )}
   

/ 

ve   .         {        ( )}
   

/ şeklinde tanımlansın. 

    .            {  ( )           ( )}
   

/ ailesine   ile   

dönüşümlerinin bileşkesi denir. Böylece düz sistemler ve onların morfizmaları bir 

kategori oluşturur. 

  (  ) 

   
  ( ) 

   
 

   

   
 

  ( )
 (  )
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Tanım 2.6.7. ,    -    .*  +      {  
  
       }      

/ topolojik uzayların ters 

sistemi olsun. 

 
   

                              

{*  +   
   

                
  
(   )    } 

                                                 
 

                  

Tanım 2.6.8. ,    -   .*  +    {  
  
       

}
      

/ topolojik uzayların düz  

           
   

                       {    
   

   
  }                      

olsun.   uzayında denklik bağıntısı,          
    

 için; 

      
   

   
(  )     

   
(   

) koşulunu sağlayan                      vardır 

şeklinde verilsin.   uzayının bu denklik bağıntısına göre bölüm uzayına   düz  

                              
 

                  

Örnek 2.6.9. , -   keyfi bir küme ve her      için    bir topolojik uzay olsun.   

nin tüm sonlu alt kümelerinin kümesi   ,             bağıntısı ile 

yönlendirilmiş bir kümedir. 

                    
   

                            
  
                      

dönüşümü ise    .*  +      {  
  
       }      

/  topolojik uzayların ters  

                 
 

   
   

        

Örnek 2.6.10. , -   keyfi bir küme ve her      için    bir topolojik uzay olsun.   

nin tüm sonlu alt kümelerinin kümesi   ,             bağıntısı ile 

yönlendirilmiş bir kümedir. 
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dönüşümü ise    .*  +    {  
  
       

}
      

/  topolojik uzaylarının düz  

                 
 

   
   

        

 

  .*  +      {  
  
       }      

/   topolojik uzayların ters sistemi için  

   
 

   
   

                  
   

                                      
 

  

daraltılmasını ele alabiliriz. Bu daraltılmayı  

      
 

     

ile gösterelim. Her     için    süreklidir ve her      için  

     
  

     

sağlanır. 

  .*  +    {  
  
       

}
      

/  topolojik uzayların düz sistemi için  

   
   

      
 

                                               

         
     

 
  

fonksiyonu süreklidir ve her      için       
   

  
 sağlanır.  

      
 

       
        

 
                                           

Teorem 2.6.11. ,    -   .*  +      {  
  
       }      

/ topolojik uzayların 

ters sistemi olsun. 

  *  
  ( )         + 
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     )                      
 

                                                

                                                              
 

                

    noktası için      
  (   

)    koşulunu sağlayan      ve    
    

 

bulunması gerekir. 

     
 

                     *  +                                        

                               
 

                            
   

         

kümesi vardır. Çarpım topolojisinin tanımından ise 

     
  (   

)       
  (   

)    

koşulunu sağlayan           elemanları ve    
    

 kümeleri mevcuttur. Şimdi   

yönlendirilmiş küme olduğundan               koşulunu sağlayan      

vardır.     

      
    

        sürekli fonksiyonlar için  (   

  )
  

(   
)  kümeleri ve  

                         
 

   
(   

  )
  

(   
)     

    
                     

  (   
)

    
 

olduğu için    
    

 dır ve   *  +     
  (   

) dır. Buradan   

   
  (   

  )
  

(   
)     

  (   
)       

  (   
) 

dir. Böylece  

     
  (   

)     
  4  

 

   
(   

  )
  

(   
)5   

 

   
   

  (   

  )
  

(   
)   

 
 

   
.     

  (   
)/    4  

 

   
   
  (   

)5               
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Teorem 2.6.12. ,    -    .*  +      {  
  
       }      

/  topolojik uzayların  

                  
 

             ( )           

  

   
  
  

  
          

  .*  
 +    2  

  

    
    

 3
      

/   topolojik uzayların ters sistemi ve  

   
 

        
 

        

İspat)  Her       ve          için    ( )   
 

  

(   ( )) olduğundan   

 
 

  

(   
 )   

 

  

((   ( ))
 
)  ( 

 

  

    ( ))
 

 (  ( ))
 
   

  

                                
 

     
 

       

   
 

                                           

      *  +     
 

     
 

       

  ( )    ( )    ( )
  

koşulunu sağlayan  ( )    vardır.  

          ( )
  (  ( )    ( )

 )                                                 
 

  

                                             
 

                      
 

       

                    *  +     
 

                          

*  
  (  )                      + 

          
 

                                                                   
  

olduğundan         dır ve     
  (  )    dır, yani     dir. Böylece 

   
 

                               
 

            

Sonuç 2.6.13. ,    -   .*  +      {  
  
       }      

/  topolojik uzayların  
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uzaylarından oluşan 

  .*  
 +    2  

  

    
    

 3
      

/ 

ters sisteminin limitine eşittir. 

Teorem 2.6.14. ,    -   .*  +      {  
  
       }      

/  topolojik uzayların 

ters sistemi olsun. 

 )            
  
                              

 
                               

 )             
  
                                         

 
                    

birebir örtendir. 

İspat)  

 )    *  +    *  +     
 

                 

   
( )     

    
    

( ) 

olsun. Her        için     
  
        

 birebir ve  

   
  
(   )     

    
    

  
(   ) 

olduğundan         dür. Keyfi     için   yönlendirilmiş küme olduğundan        

için            koşulunu sağlayan      mevcuttur. O halde    
    

  olduğu 

için         dür. Buradan da       
  
(   )     

  
(   )     dır, yani       dir. 

2)     
 fonksiyonunun birebir olduğu 1) şıkkında ispatlandı. Şimdi    

 in örten 

olduğunu gösterelim.    
    

 keyfi bir eleman olsun. Her       için 

(   
  
)
  

(   
)      alalım. Her      için              koşulunu sağlayan  

      vardır. O zaman       
  
(   )    

  
4(   

  
)
  

(   
)5   alalım.    *  +  

              
 

                                    ̃                    
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  ̃   ̃   ̃       olsun. Bu durumda   

     
  
(   )    

  
4(   

  
)
  

(   
)5    ̃    ̃

  ̃
(   ̃)    ̃

  ̃
4.   

  ̃
/
  

(   
)5 

dir.      ̃ elemanları için              ̃  koşulunu sağlayan       elemanını 

seçelim. O zaman 

   
    

   
(    )  (   

  
    

   
(    ))  (   

  ̃
  

  ̃
   

(    )) 

ve 

   
    

  
(   )     

  ̃
(   ̃) 

dır.    
  
     

  ̃
  fonksiyonları birebir, örten oldukları için    

   
(    )       ve 

 
  ̃
   

(    )     ̃   dir. O halde  

  
   

(    )  .  
  

    
   

/ (    )       
  ̃
   

(    )  .  ̃
  ̃

  
  ̃
   

/ (    )    ̃ 

dır. Buradan da   
 ̃(  ̃)    

   
(    )     elde edilir. Açıktır ki    

( )     
 dir.   

Sonuç 2.6.15. ,    - Eğer   .*  +      {  
  
       }      

/ topolojik 

uzayların ters sisteminde her    
  

        bir homeomorfizma ise  

      
 

      

fonksiyonu da bir homeomorfizmadır. 

Teorem 2.6.16. ,    -   .*  +    {  
  
       

}
      

/ topolojik uzayların 

düz sistemi olsun. 

 )            
  
       

                                     
 

              

da birebirdir. 

 )             
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fonksiyonu da birebir ve örtendir. 

İspat)  

1)                    (  )    (  ) olsun. Bu durumda       elemanları 

denktir, yani   
 (  )    

 (  ) koşulunu sağlayan     olacak şekilde     elemanı 

vardır.   
 

  fonksiyonu birebir olduğundan       dır, yani,    fonksiyonu birebirdir. 

 ) , -     
 

                            
   

      
 

                          

      ( ̃)  , -                      ̃   
   

                                      

tanımı gereği  ̃     
 dür. Bu elemanı  ̃     

    
 ile gösterelim. 

            , -     
 

          
(   

)  , -                               
    

 

mevcuttur.        için              koşulu altında       elemanını seçelim 

  
   

        
 örten olduğundan    

   
(   

)      
 elemanı için   

   
(  )     

   
(   

)  

sağlanacak biçimde        elemanı vardır. O halde          
    

 elemanları 

denktir ve   (  )     
(   

)  , - dir, yani    fonksiyonu örtendir.   

Sonuç 2.6.17. ,    -  Eğer     .*  +    {  
  
       

}
      

/  topolojik  

                              
  
       

                       
   

      
 

  

                                 
 

                                       

 

  .*  +      {  
  
}
      

/ ,   ({  }   
  2  

  

3
      

) topolojik uzayların ters 

sistemleri,    .      {     ( )    }   
  /       bu ters sistemlerin bir 

                      *  +     
 

                         (  ( ))          

  {  }               
 

                                                  

  
  

(   )    
  

(   .  (  )/)    4 
 ( )

 (  )
.  (  )/5    .  (  )/     
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              {  }             
 

                                *  +     
 

   

                  {  }  {  (  ( ))}     
 

                                 
 

   

       
 

                                                   

   
 

     
 

     
 

  

ile gösterelim. 

             ,    -     
 

     
 

     
 

                         

dönüşümünün limiti denir. 

Tanımdan açıkça gözüküyor ki her     için  

    

diyagramı komutatiftir. 

   
 

                                                                             

               
  (  )                

 
                                            

göstermek yeterlidir.  

.   
 

 /
  

.  
  (  )/  .      

 
 /

  

(  )   

 (     ( ))
  

(  )  (  ( ))
  

.  
  (  )/ 

        ( )                                            
 

                         

 

  ( ) 
  ( ) 
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  .*  +    {  
  
}
      

/ ,   ({  }
   

 2  
  

3
      

) topolojik uzayların düz 

sistemleri,   .         {        ( )}
   

/      bu sistemlerin bir 

dönüşümü olsun. {        ( )}
   

 fonksiyonlarından yararlanarak 

   
   

    
   

    
   

  ( ) 

fonksiyonunu verelim.   fonksiyonunun denklik bağıntısını koruduğunu gösterelim.  

          
    

 elemanları denk olsunlar. O zaman   
   

(  )     
   

(   
) ve  

             sağlanacak şekilde       elemanı vardır.       izoton 

dönüşümü olduğundan  (   )   ( ),  (   )   (  ) dür. O halde  

 
 ( )

 (   )
(  (  ))      

.  
   

(  )/      
(   

   
(   

))   
 (  )

 (   )
.   

(   
)/ 

       

             (  )    
(   

)                               
   

    
   

  ( ) 

fonksiyonu denklik sınıfını denklik sınıfına götürdüğü için bölüm uzaylarının   

   
 

     
 

     
 

  

sürekli fonksiyonu tanımlanır.  

             ,    -     
 

     
 

     
 

                         

dönüşümünün limiti denir. Her     için 

                                     

diyagramın komutatif olduğu açıktır.  

      
 

  

   
 

  

   
 

  
  ( ) 

 

  ( ) 
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Teorem 2.6.19. ,    -   .*  +      {  
  
}
      

/,   ({  }   
  2  

  

3
      

) 

topolojik uzayların ters sistemleri,   .      {     ( )    }   
  /      bu 

ters sistemlerin bir dönüşümü olsun. Eğer her       için       ( )       fonksiyonu 

bir homeomorfizma ise  

   
 

     
 

     
 

  

fonksiyonu da bir homeomorfizmadır.  

     )         
 

                                             

  *  +   *  +     
 

              
    

 

sağlanacak biçimde      vardır.  ( )     koşulu altında     elemanını seçelim. 

   

 ( )
(  ( ))     

    
    

 ( )
(  ( )) 

olduğu için     
    

 dır.     fonksiyonu birebir olduğundan    (  ( ))    (  ( ))  

                   
 

                          

         
 

                                  {  }     
 

                      

Her     için      ( )     örten olduğundan    (  ( ))      sağlanacak şekilde 

  ( )    ( )  elemanı bulunabilir. Her        için  ( )    koşulunu sağlayan  

     elemanını alalım ve      
 ( )

(  ( ))   olsun.  

O halde kolayca gösterebiliriz ki    elemanı     elemanından bağımsızdır.    

  *  +     
 

     .   
 

  / ( )         

                                     
 

                                           

Bunun için Teorem 2.6.11 den yararlanarak her      ve her açık      ( )  kümesi   

          ( )
  ( )     
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                                       ( )        
 

              

(  ( ))
  

 (  )
  

 .   
 

 /
  

 (  )
  

 

dir.     ( ) olsun.      ( )     homeomorfizma olduğundan  

  ( )
  ( )    ( )

     
  .  ( )/  .   

 
 /

  

  
  .  ( )/ 

dur. Buradan ise 

.   
 

 / .  ( )
  ( )/  .   

 
 /  .   

 
 /

  

(  
  .  ( )/)    

  .  ( )/ 

      
  .  ( )/                

 
                     

 

2.7. Kategori ve Funktor 

Tanım 2.7.1.,  -         herhangi nesneler olsun. Bu nesneler küme, grup, uzay vs 

olabilir. Herhangi     nesneleri için    (   ) kümesi verilsin. Bu kümeye   

nesnesinden   nesnesine giden morfizmalar kümesi denir.  

        nesneleri için; 

     (   )     (   )     (   ) dönüşümü verilsin.        (   ) ve 

       (   ) morfizmaları için   fonksiyonunun görüntüsü  (   )      olsun. 

Farzedelim ki   fonksiyonu için aşağıdaki özellikler sağlanır.  

1)          ve       (   ),       (   ),       (   ) için 

 ( (   )  )   (   (   )) 

 (     )   (     ) 

  (   )  (   )    

2)       için öyle       (   ) ve       (   ) morfizmaları var ki her 

     (   ) için  (    )    ve       (   ) için  (    )    sağlanır.  
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  ,    morfizmalarına birim morfizma denir. 

3)            ise    (   )     (     )    dir. 

       nesneler ailesi ve nesnelerin morfizmalar kümesine 1,2,3 koşullarını sağlayan   

dönüşümü ile birlikte bu sisteme kategori denir. 

Tanım 2.7.2. ,  -         iki kategori olsun. Nesneleri             olarak yazalım. 

Eğer  

1)        için     

2)            için      (   )      (   )  

ise o zaman     kategorisine    kategorisinin alt kategorisi denir. 

    kategorisi    kategorisinin alt kategorisi ve            için  

     (   )      (   ) 

ise    kategorisine    kategorisinin tam alt kategorisi denir. 

Tanım 2.7.3. ,  -       iki kategori olsun.   dönüşümü  

                            ( )       

                           
(   )   ( )       

( ( )  ( )) 

olsun ve aşağıdaki koşullar sağlansın; 

1)               için   (   )   ( )   ( ) 

2)        için  (  )    ( ) 

o zaman          dönüşümüne kovariant funktor denir. 
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Tanım 2.7.4. ,  -       iki kategori olsun.   dönüşümü 

                            ( )       

                           
(   )   ( )       

( ( )  ( )) 

olsun ve aşağıdaki koşullar sağlansın; 

1)               için   (   )   ( )   ( ) 

2)        için  (  )    ( ) 

o zaman          dönüşümüne kontravariant funktor denir. 

Tanım 2.7.5. ,  -       ,        iki kovariant funktor olsun.                                          

         için 

                                   

diyagramı komutatif yapan   *    ( )   ( )+         kategorisinin 

morfizmalar ailesine      kovariant funktorların morfizması denir. 

Tanım 2.7.6. ,  -       ,        iki kontravariant funktor olsun.                                        

         için 

                                      

 ( ) 

 

 ( ) 

 ( ) 

 

   

 ( ) 

 ( ) 

 

   

 ( ) 

 

 ( ) 

 

 ( ) 

 ( ) 

 

   

 ( ) 

 ( ) 

 

   

 ( ) 
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diyagramı komutatif yapan   *    ( )   ( )+         kategorisinin 

morfizmalar ailesine      kontravariant funktorların morfizması denir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu başlık altında tezin temel kısmının oluşturulmasında kullanılacak tanım ve teoremler 

verilecektir. 

3.1. Soft Kümeler 

Tanım 3.1.1.,  -   bir evrensel küme ve   parametrelerin kümesi olsun.   nun kuvvet 

kümesini  ( ) ile gösterelim ve   ,   parametreler kümesinin boş olmayan alt kümesi 

olsun. (   ) çifti   üzerinde bir soft küme olarak adlandırılır. 

Burada        ( )  ile verilen bir dönüşümdür. 

Başka bir ifadeyle,   üzerinde bir soft küme,   evrensel kümesinin alt kümelerinin bir 

parametrelenmiş ailesidir.     için  ( ) kümesi (   ) soft kümesinin 

  elemanlarının kümesi ya da   yaklaşımlarının kümesi olarak düşünülebilir. Açıktır 

ki, soft küme bir küme değildir.  

Örnek 3.1.2. ,  - Bir (   ) soft kümesi   şahsının almak için düşündüğü evin 

özelliklerinin tasviri olsun.  

Farz edelim ki   *                 + durumunda altı ev vardır ve   

*              + parametrelerinin kümesi olsun.    (           ) sırasıyla “        ”, 

“       ”, “      ”, “     ” ve “         ” parametrelerine karşılık gelir. ( ),      

parametrelerinin birini işaret etmek üzere   dönüşümü “   ( ) ” şeklinde verildiği 

düşünülsün. Örneğin  (  ), “   (      ) ” anlamındadır ve onun fonksiyon değeri 

*                  + kümesidir. 

Farz edelim ki  (  )  *     +,  (  )  *     +,  (  )   ,  (  )  *        + ve 

 (  )  *  + dir. O halde (   ) soft kümesini yaklaşımların aşağıdaki gösterimini 

içeren bir küme olarak görebiliriz. 

(   )  {
(          *     +) (         *     +) (           ) 

(        *        +) (           *  +)
} 
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Tanım 3.1.3. ,  -   evrensel kümesi üzerinde (   ) ve (   ) soft kümeleri için, eğer  

 )                                     

 )               ( )   ( )      

(   ) ya, (   ) nin soft alt kümesidir denir ve (   )  ̃ (   ) şeklinde gösterilir.  

Eğer (   ) , (   ) nın soft alt kümesi ise (   ) ya (   ) nin soft üst kümesi denir. 

(   )  ̃ (   ) ile gösterilir.  

Tanım 3.1.4. ,  -   evrensel kümesi üzerinde (   ) ve (   ) iki soft küme olsun. 

Eğer  (   ), (   ) nin soft alt kümesi ve (   ), (   ) nın soft alt kümesi ise (   ) 

ve (   ) soft kümelerine soft eşit denir.  

Tanım 3.1.5. ,  -   *          + parametrelerin kümesi olsun.   kümesinin değili 

    için        olmak üzere    *             + dir ve    ile gösterilir.  

Önerme 3.1.6. ,  -  )   (  )     

                                  )   (   )        

                                  )   (   )        

Tanım 3.1.7. ,  - (   ) soft kümesinin tümleyeni (   )  ile gösterilir ve (   )  

(     ) şeklinde tanımlanır. Burada         ( )        için   ( )    

 (  ) ile verilen dönüşümdür. 

     nin soft tümleyen fonksiyonu olarak adlandırılsın. Açıktır ki (  )    ile aynıdır 

ve ((   ) )  (   ) dır. 

Tanım 3.1.8. ,  - (   ),   üzerinde bir soft küme olsun. Eğer      için  ( )    

(boş küme) ise (   ) soft kümesine boş soft küme denir ve   ile gösterilir. 

Tanım 3.1.9. ,  - (   ),   üzerinde bir soft küme olsun. Eğer      için  ( )    

ise (   ) soft kümesine mutlak soft küme denir ve  ̃ ile gösterilir.  

Açıktır ki  ̃    ve     ̃ dır. 
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Tanım 3.1.10. ,  - (   ) ve (   )   üzerinde iki soft küme ise (   )  (   ) 

şeklinde gösterilen  (   )    (   )  işlemi, (   )  (   )  (     ) olarak 

tanımlanır. Burada   (   )      için  ((   ))   ( )   ( ) dır. 

Tanım 3.1.11. ,  - (   ) ve (   )   üzerinde iki soft küme ise (   )  (   ) 

şeklinde gösterilen  (   )      (   )  işlemi, (   )  (   )  (     ) olarak 

tanımlanır. Burada   (   )      için  ((   ))   ( )   ( ) dır. 

Önerme 3.1.12. , -  )  ((   )  (   ))
 
 (   )  (   )           

                                  )  ((   )  (   ))
 
 (   )  (   )            

Tanım 3.1.13. ,  -   evrensel küme üzerindeki (   ) ve (   ) iki soft kümenin 

birleşimi (   ) soft kümesidir. Burada       ve       için  

 ( )  {

 ( )                                  

 ( )                                  

 ( )   ( )                   

 

şeklindedir. Bu işlem (   )  (   )  (   ) ile gösterilir. 

Tanım 3.1.14. ,  -   evrensel küme üzerindeki (   ) ve (   ) iki soft kümenin 

kesişimi (   ) soft kümesidir. Burada      ,      için  ( )   ( )   ( ) 

dir ve (   )  (   )  (   ) ile gösterilir. 

Örnek 3.1.15., - Farz edelim ki   *                    +, 

  *                + ve    *                 + dır.  (      )  *     +, 

 (    )  *        +,  (    )  *     +,  (     )  *        +,  (      )  

*        +,  (    )  *     + olsun. O halde: 

(   )  ̃ (   )  (   )                    (    )  *     + 

(   )  ̃ (   )  (   )                    (      )  *     + 

 (    )  *        +  (    )  *     +  (     )  *        +  

 (      )  *        + 

olur. 
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3.2. Soft Topoloji ve Soft Topolojik Uzaylar 

  bir evrensel küme ve   parametrelerin boş olmayan kümesi olsun. 

Tanım 3.2.1.,  -   üzerinde (   ) ve (   ) iki soft küme olsun. (   ) ve (   ) soft 

kümelerinin farkı      için  ( )   ( )   ( ) dir ve (   )  (   )  (   ) ile 

gösterilir. 

Tanım 3.2.2. ,  -  ,   in boş olmayan bir alt kümesi olsun.   üzerinde (   ) soft 

kümesi      için  ( )    dir ve  ̃  ile gösterilir. 

Özellikle (   ),  ̃ ile gösterilir. 

Tanım 3.2.3. ,  - (   ),   üzerinde bir soft küme ve  ,   in boş olmayan bir alt 

kümesi olsun.   üzerinde (   ) nin alt soft kümesi aşağıdaki gibi tanımlanır 

           ( )     ( )  

Bu işlem (     ) ile gösterilir. 

Başka bir ifadeyle  (     )   ̃  (   ) dir. 

Tanım 3.2.4. ,  -   evrensel küme üzerinde (   ) bir soft küme olsun. (   ) soft 

kümesinin bağıl tümleyeni (   )  ile gösterilir ve (   )  (    ) şeklinde tanımlanır. 

Burada       ( ),      için   ( )     ( ) ile verilen dönüşümdür. 

Tanım 3.2.5. ,  -  ,   üzerinde soft kümelerin ailesi olsun.   ailesi için aşağıdaki 

koşullar sağlanırsa: 

1)     ̃     

2)    sınıfındaki soft kümelerin herhangi sayıda birleşimi   ya aittir. 

3)    sınıfındaki herhangi iki soft kümenin kesişimi   ya aittir. 

  ya   üzerinde bir soft topoloji denir. 

(     ) üçlüsü   üzerinde bir soft topolojik uzay olarak adlandırılır. 
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Tanım 3.2.6. ,  - (     ),   üzerinde bir soft uzay olsun.   nun elemanlarına   de 

soft açık kümeler denir. 

Tanım 3.2.7. ,  - (     ),   üzerinde bir soft uzay ve (   ),   üzerinde bir soft 

küme olsun. Eğer (   ) nin (   )   bağıl tümleyeni   ya ait ise (   ) soft kümesine   

de soft kapalı küme denir. 

Önerme 3.2.8. ,  - (     ),   üzerinde bir soft uzay olsun. O zaman  

1)     ̃ kümeleri   üzerinde kapalı soft kümelerdir.  

2)  Soft kapalı kümelerin herhangi sayıda kesişimi   üzerinde bir soft kapalı kümedir.  

3)  Herhangi iki soft kapalı kümenin birleşimi   üzerinde bir soft kapalı kümedir. 

Tanım 3.2.9. ,  -   bir evrensel küme,   parametrelerin kümesi ve   *   ̃+ olsun.   

ya   üzerinde soft indiskret topoloji ve (     ) ye   üzerinde bir soft indiskret uzay 

denir.   

Tanım 3.2.10. ,  -   bir evrensel küme,   parametrelerin kümesi ve  ,   üzerinde 

tanımlanabilecek bütün soft kümelerin ailesi olsun. O zaman  ,   de soft diskret 

topoloji olarak adlandırılır ve (     ) ye   üzerinde bir soft diskret uzay denir.  

Önerme 3.2.11. ,  - (     ),   üzerinde bir soft uzay olsun. Herbir     için                     

   * ( )   (   )   + ailesi    de bir topoloji tanımlar. 

Örnek 3.2.12. ,  -   *         +,   *     + ve 

  *   ̃ (    ) (    ) (    ) (    )+ olsun, burada (    ) (    ) (    ) (    ) 

  üzerindeki soft kümeleri aşağıdaki gibi tanımlanır. 

  (  )  *  +             (  )  *  + 

  (  )  *     +       (  )  *     + 

  (  )  *     +       (  )    

  (  )  *     +       (  )  *     + 
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O zaman  ,   de bir soft topoloji tanımlar ve buradan (     ),   üzerinde bir soft 

topolojik uzay olur. 

    {    *  + *     + *     +} ve     {    *  + *     + *     +}   de 

topolojidirler.  

Örnek 3.2.13. ,  -   *         +,   *     + ve 

  *   ̃ (    ) (    ) (    ) (    )+ olsun, burada (    ) (    ) (    ) (    ) 

  üzerindeki soft kümeleri aşağıdaki gibi tanımlanır. 

  (  )  *  +             (  )  *  + 

  (  )  *     +       (  )  *     + 

  (  )  *     +       (  )  *     + 

  (  )  *  +             (  )  *     + 

O zaman  ,   de bir soft topoloji değildir çünkü (    )  (    )  (   ) burada 

 (  )    ve  (  )  *     + ve de (   )    olur.  

Üstelik     {    *  + *     + *     +} ve     {    *  + *     + *     +}   de 

topolojidirler.  

Tanım 3.2.14. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (   ),   üzerinde 

bir soft küme olsun. (   ) nin soft kapanışı (   ) nin bütün soft kapalı üst kümelerinin 

kesişimidir ve  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ile gösterilir. 

Açıktır ki (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , (   ) soft kümesini kapsayan   üzerinde en küçük soft kapalı 

kümedir. 

Teorem 3.2.15. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay, (   ) ve (   )   

üzerinde soft kümeler olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1)   ̅    ve  ̅̃   ̃ 

2)  (   )  ̃ (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

3)  (   ) kapalı kümedir   (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
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4)  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

5)  (   )  ̃ (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ̃ (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

6)  (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

7)  (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ̃  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  .  

Tanım 3.2.16. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (   )   üzerinde 

bir soft küme olsun. ( ̅  ) soft kümesi      için  ̅( )   ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ile verilir. Burada 

 ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ herbir     için    da  ( ) nın kapanışıdır. 

Önerme 3.2.17. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (   )   üzerinde 

bir soft küme olsun. ( ̅  )  ̃ (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dir.  

Sonuç 3.2.18. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (   )   üzerinde bir 

soft küme olsun. O zaman  

( ̅  )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ( ̅  )     

Örnek 3.2.19.,  -   *         +,   *     + ve   *   ̃ (    ) (    )   (    )+ 

olsun. Burada  

  (  )  *     +             (  )  *     + 

  (  )  *  +                 (  )  *     + 

  (  )  *     +           (  )  *  + 

  (  )  *  +                 (  )  *  + 

  (  )  *     +           (  )    

  (  )                        (  )  *     + 

  (  )  *     +           (  )  *     + 

O zaman (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzaydır.  

(   ) ve (   ) aşağıdaki gibi tanımlansın:  

 (  )  *     +,  (  )    ve  (  )  *     +,  (  )  *     +. 
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O zaman (   )(  )  *  +, (   )(  )    ile (   )  (   )  ((   )  ) 

verilir.  

(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̃  (    )
  (    )

  (    )
  ve (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̃ olsun. 

Buradan (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  şeklindedir. 

Ayrıca (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   * ̃ (    )
  (    )

  (    )
  (    )

 +  (    )
  dır. 

Bu yüzden (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ̃ (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dır fakat (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dır.  

Sonra     {    *  + *     + *     +} ve     {    *  + *     + *     +} olduğu 

görülebilir. 

Burada ( ̅  ),  ̅(  )  *     + ve  ̅(  )    ile verilir. 

Açıktır ki (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ̃ ( ̅  ) dir fakat (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ( ̅  ) dir.  

Tanım 3.2.20.,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay olsun.   üzerinde (   ) 

soft kümesinin soft içi (   ) nin kapsadığı bütün soft açık kümelerin birleşimine denir 

ve (   )  ile gösterilir.   

Teorem 3.2.21.,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (   ) ve (   )   

üzerinde soft kümeler olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1)       ve  ̃   ̃.  

2)  (   )  ̃ (   ).  

3)  ((   ) )  (   ).  

4)  (   ) bir soft açık kümedir   (   )  (   ).  

5)  (   )  ̃ (   )    (   )  ̃ (   ).  

6)  (   )  (   )  ((   )  (   ))
 
.  

7)  (   )  (   )  ̃ ((   )  (   ))
 
.  

Tanım 3.2.22.,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve  ,   in boş olmayan 

alt kümesi olsun.    {(     )   (   )   } ye   üzerinde soft göreli (relative) 

topoloji denir ve (      ), (     ) soft uzayının bir soft alt uzayı olarak adlandırılır.  
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Önerme 3.2.23.,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve  ,   in boş 

olmayan alt kümesi olsun. Her     için (     ), (    ) nın bir alt uzayıdır. 

Önerme 3.2.24.,  - (      ), (     ) soft topolojik uzayının bir soft alt uzayı ve 

(   ),   de bir soft açık küme olsun. Eğer  ̃    ise (   )    olur.  

Teorem 3.2.25.,  - (      ), (     ) soft topolojik uzayının bir soft alt uzayı ve 

(   ),   üzerinde bir soft küme olsun. O zaman 

1) (   ),   de bir soft açıktır   Herhangi bir (   )    için (   )   ̃  (   ) dir. 

2) (   ),   de bir soft kapalıdır     de herhangi bir (   ) soft kapalı kümesi için 

(   )   ̃  (   ) dir. 

Tanım 3.2.26.,  - (   ),   üzerinde bir soft küme olsun. Eğer     elemanı için 

 ( )  * + ve her      * + için  (  )    ise (   ) soft kümesi bir soft nokta 

olarak adlandırılır ve (    ) ile gösterilir. 

Tanım 3.2.27.,  -   evrensel küme üzerinde (    ) ve (     ) iki soft nokta olsun. 

Eğer     veya      ise noktalara farklı noktalar denir.  

Önerme 3.2.28.,  - (   ),   üzerinde bir soft küme olsun. O zaman (   ), 

kendisinin soft noktalarının birleşimidir. Yani; 

(   )   
   

 
   ( )

(    ) 

dir. 

Tanım 3.2.29.,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (   ), (     ) de 

bir soft küme olsun. (    )  (   )  (   ) sağlanacak şekilde (   ) soft açık 

kümesi bulunabiliyorsa (   ) soft kümesine (    ) soft noktasının bir soft komşuluğu 

denir. 

Teorem 3.2.30.,  - (     ) soft topolojik uzayda (    ) nin  (    ) soft komşuluk 

sistemi aşağıdaki özelliklere sahiptir:  

1)  Eğer (   )   (    ) ise (    )  (   ) dir. 
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2)  Eğer (   )   (    ) ve (   )  (   ) ise (   )   (    ) dir. 

3)  Eğer (    ) (    )   (    ) ise (    )  (    )   (    ) dir.  

4) Eğer (   )   (    ) ise (   )   (    ) dir öyle ki herbir (     )  (   ) için 

(   )   (     ) olur.  

Tanım 3.2.31.,  -   ( )  ve   ( )  soft kümelerin aileleri olsun.       ve 

      dönüşümler olsun.       ( )    ( )  dönüşümü aşağıdaki gibi 

tanımlanır:  

1)  (   ),   ( )  da bir soft küme olsun. Bu soft kümenin görüntüsü       için 

   ( )( )  {
 

     ( )  
 ( ( ))        ( )     

                                                  
 

şeklinde bir kümedir ve    (   )  .   ( )  ( )/ ile gösterilir.  

2) (   ),   ( )  da bir soft küme olsun. Bu soft kümenin ters görüntüsü       için  

   
  ( )( )  {

   . ( ( ))/    ( )    

                                                
 

şeklinde bir soft kümedir ve    
  (   )  .   

  ( )    ( )/ ile gösterilir. 

Teorem 3.2.32.,  -   ( )  ve   ( )  soft kümelerin aileleri olsun.       ( )  

  ( )  fonksiyonu için aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1)      (  )     

2)      (  )  ̃    

3)     ((   )  ̃ (   ))     (   )  ̃    (   ) burada (   ) (   )    ( )  dır. 

Genel olarak; 

   . 
 

 
(    )/   

 

 
   (    )         (    )    ( )       
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4)  Eğer (   )  ̃ (   ) ise,    (   )  ̃    (   ) dır, burada  (   ) (   )    ( )  

olur.  

5)  Eğer (   )  ̃ (   ) ise,    
  ((   ))  ̃    

  ((   )) dir, burada (   ) (   )  

  ( )  olur.  

Eğer   ve   surjektif ise     soft fonksiyonuna surjektif denir. Eğer   ve   injektif ise 

    soft fonksiyonuna injektif denir.  

Teorem 3.2.33.,  -   ( )  ve   ( )  soft kümelerin aileleri olsun.       ( )  

  ( )  fonksiyonu için aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1)   ( )  de (   ) herhangi soft kümesi için    
  ((   ) )  .   

  (   )/
 

 dir. 

2)   ( )  de (   ) herhangi soft kümesi için    .   
   ((   ))/  ̃ (   ) dir. Eğer 

    surjektif ise eşitliği korur. 

3)   ( )  da (   ) herhangi soft kümesi için (   )  ̃    
  .   (   )/ dır. Eğer     

injektif ise eşitliği korur. 

Tanım 3.2.34.,  - (     ) ve (      ) iki soft topolojik uzay,   (     )  

(      ) bir dönüşüm olsun. ( ( )   ) nin herhangi (   ) soft komşuluğu için 

 ((   ))  (   ) sağlanacak şekilde (    ) nin bir (   ) soft komşuluğu 

bulunabiliyorsa   dönüşümüne (    ) de soft sürekli dönüşüm denir.  

Eğer   (     )  (      ) soft dönüşümü her soft noktada sürekli ise   soft sürekli 

dönüşüm denir.  

Teorem 3.2.35.,  - (     ) ve (      ) iki soft topolojik uzay,   (     )  

(      ) bir dönüşüm olsun. O zaman aşağıdaki koşullar denktir:  

1)    (     )  (      ) soft sürekli dönüşümdür,  

2)    üzerinde herbir (   ) soft açık küme için    ((   )),   üzerinde soft açık 

kümedir,  
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3)    üzerinde herbir (   ) soft kapalı küme için    ((   )),   üzerinde soft kapalı 

kümedir,  

4)    üzerinde herbir (   ) soft küme için,  ((   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  ( (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), 

5)    üzerinde herbir (   ) soft küme için, (   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)     ((   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ),  

6)    üzerinde herbir (   ) soft küme için,    ((   ) )  (   (   ))
 
.  

 

3.3. Soft Ayırma Aksiyomları 

Tanım 3.3.1. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (    )  (     ) 

olsun.  

(    )  (   )    (     )  (   )      (     )  (   )    (    )   (   ) 

sağlanacak şekilde (   ) ve (   ) soft açık kümeleri bulunabiliyorsa (     ) uzayına 

bir soft          denir. 

Tanım 3.3.2. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (    )  (     ) 

olsun.  

(    )  (   ) (     )  (   )    (     )  (   ) (    )   (   ) 

sağlanacak şekilde (   ) ve (   ) soft açık kümeleri bulunabiliyorsa (     ) uzayına 

bir soft          denir. 

Önerme 3.3.3. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay olsun. 

1)  Eğer (     ) bir soft          ise      için (    ) bir soft            .  

2)  Eğer (     ) bir soft          ise      için (    ) bir soft            . 
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Tanım 3.3.4. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay ve (    )  (     ) 

olsun.  

(    )  (   ) (     )  (   )    (   )  (   )    

sağlanacak şekilde (   ) ve (   ) soft açık kümeleri bulunabiliyorsa (     ) uzayına 

bir soft          denir. 

Önerme 3.3.5. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eğer (     ) 

bir soft          ise      için (    ) bir soft            . 

Tanım 3.3.6. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay, (   ),   de soft kapalı 

küme ve (    )  (   ) olsun.  

(    )  (    ) (   )  (    )     (    )  (    )    

sağlanacak şekilde (    ) ve (    ) soft açık kümeleri bulunabiliyorsa (     ) 

uzayına bir soft regüler uzay denir. 

Tanım 3.3.7. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eğer (     ) bir 

soft regüler ve soft           ise (     ) soft topolojik uzayına soft          denir. 

Tanım 3.3.8. ,  - (     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay, (   ) ve (   ),   de 

iki soft kapalı ve (   )  (   )    koşulunu sağlayan kümeler olsun.  

(   )  (    ) (   )  (    )    (    )  (    )     

sağlanacak şekilde (    ) ve (    ) soft açık kümeleri bulunabiliyorsa (     ) 

uzayına bir soft normal uzay denir. 

(     ),   üzerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eğer (     ) bir soft normal ve soft  

         ise (     ) soft topolojik uzayına soft          denir. 
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3.4. Soft Kompakt Uzaylar 

Tanım 3.4.1. ,  - Eğer   in her soft açık örtüsü bir sonlu soft açık alt örtüye sahip ise 

(     ) soft topolojik uzayına soft kompakt uzay denir.  

Tanım 3.4.2. ,  - (     ) bir soft topolojik uzay ve (   ) bir soft küme olsun. Eğer 

(   ) nin her açık örtüsü için (   ) nin bir sonlu alt örtüsü var ise o zaman (   ) ye 

bir soft kompakt küme denir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde çalışmamızda elde edilen bulgulara yer verilmiştir. 

4.1. Soft Topolojik Uzayların Ters Sistemleri 

 , yönlendirilmiş bir küme olsun.      ile soft topolojik uzaylar kategorisini 

gösterelim. 

Tanım 4.1.1. Her              funktoruna soft topolojik uzaylar kategorisinde ters 

sistem denir ve bu ters sistemin limitine bu funktorun limiti denir. 

Şimdi bu tanımı inceleyelim. 

Soft topolojik uzayların ters sistemi    

(   )  .*(        )+       2(  
  
   

  
) (           )  (        )3

    
/ 

şeklinde bir sistemdir. Bu sistemden 

.*  +     {  
  

       }    /          (     ) 

.*  +     {  
  

       }    /          (     ) 

şeklinde kümelerin iki ters sistemini oluşturabiliriz. Bu sistemlerin ters limitini ele 

alalım:  

     
   
←  

                 
   
←  

      

(  
   

    
   

    
   

  )                          ı  ç   ı ı        

Şimdi  (   ) soft kümede soft topoloji tanımlayalım. Eğer 

(   
   

  )   
   

              
   
←  

      
   
←  

    
   

          ü        ş ğı      

şekilde tanımlayalım. 



44 

 

  *  +    
   
←  

      ç          
   
←  

  (*  +)     (*  +)    
   
←  

   

   ş          ı             ü       
   
←  

         ğ           ı           ü       

4     
   
←  

      
   
←  

   5        ö          

Kolayca gösterebiliriz ki  

{4     
   
←  

      
   
←  

   5  (   
   

  )   
   

  } 

ailesi (   ) soft kümesinde bir soft topoloji oluşturur. Bu soft topolojiyi     ile 

gösterelim. Böylece  (     ) bir soft topolojik uzay olmaktadır.  

        ç            
   
←  

              
   
←  

      

projeksiyon dönüşümleri olsun. Açıktır ki   (     )  (     )  (        )  soft 

dönüşümleri soft süreklidir.  

Teorem 4.1.2. Soft topolojik uzaylar kategorisinde her 

(   )  .*(        )+       {(  
  

   
  
) (           )  (        )}    / 

ş                                 ı            4   
   
←  

        
   
←  

  5                 

uzayına eşittir.  

İspat) Göstermemiz gereken her  (       )  soft topolojik uzay ve aşağıdaki diyagramı 

komutatif yapan   

*(     ) (   
    )  (        )+    

soft sürekli dönüşümler ailesi için: 
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öyle tek (   ) (       )  (     ) soft sürekli dönüşüm vardır ki her      için                      

    

diyagramı komutatiftir.  

       ve          dönüşümlerini aşağıdaki şekilde tanımlayalım.  

Her       için   (  )  *  ( 
 )+  ve her       soft noktası için  (   )  2  ( )  ( 

 )3  

olsun.                                                                                          

(     )         ı ı             ğ               ö                  (  )    
   
←  

       

 (   ) soft noktası  (     ) soft uzayına aittir.  (   ) soft dönüşümü soft süreklidir. 

(     ) diyagramının komutatifliğine bakalım. Her bir       (       )  soft noktası 

için   

(     )(   )  (  ( ))  ( 
 )

   dir. 

(     )  (   )(   )  (     ) .( ( )) (  )
/  (     ) 4{.  

( )/
  ( 

 )
}5

 . 
 
( )/

  ( 
 )

 

 

(       ) 

 

(     ) 

 

(        ) 

 

(     ) 

 

 

(     ) 

 

(   ) 

 

(        ) 

(       ) 

(           ) 

 (     ) 

 

.  
  
   

  
/ 

(       ) 

(     ) 

(     ) 
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  ve   dönüşümleri tek türlü belirlendiğinden (   )  soft dönüşümü tektir.  

Şimdi ters limitin bir funktor olduğunu gösterelim. Onun için soft topolojik uzayların 

ters sistemlerinin bir kategori oluşturduğunu kanıtlayalım.  

.*(        )+       {(  
  

   
  
) (           )  (        )}    / 

ve 

({(     
    

 )}
   

    2.  
  

   
  

/  .     
  
   

  
 /  (     

    
 )3

    
) 

soft topolojik uzayların iki ters sistemi ,        izoton dönüşüm ve her       için 

(     ) (  ( )   ( )   ( ))  (     
    

 ) 

soft topolojik uzayların soft sürekli dönüşümleri olsun.  

Tanım 4.1.3. Eğer her        için aşağıdaki diyagram komutatif ise  

 

 

(       2. 
 
  

 
/  (  ( )   ( )   ( ))  .     

    
 /3

   
) 

ailesine   

.*(        )+       {(  
  

   
  
) (           )  (        )}    / 

ters sistemden 

.       
     

 / 

(       ) 

(     
    

 ) 

.  
  

   
  

/ 

.  (  )   (  )   (  )/ 

(  ( )   ( )   ( )) 

. 
 ( )

 (  )
  

 ( )

 (  )
/ 

(     ) 
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({(     
    

 )}
   

    2.  
  

   
  

/  .     
  
   

  
 /  (     

    
 )3

    
) 

ters sistemine giden morfizma denir.  

Açıktır ki soft topolojik uzayların ters sistemleri ve onların morfizmaları bir kategori 

oluşturur.  Bu kategoriyi     (    )  ile gösterelim.  

(       2 
 
    ( )    

 
3
   

) ailesi kümelerin .*  +     2  
  
3
    

/  ters 

sisteminden   ({  
 }

   
  2  

  

3
    

)  ters sistemine giden bir morfizmadır. Aynı şekilde 

(       2 
 
    ( )    3

   
)  ailesi de .*  +     2  

  
3
    

/  kümelerin ters 

sisteminden  ({  }   
  2  

  

3
    

)  ters sistemine giden bir morfizmadır. Bu  

           ı                
   
←   

         
   
←   

        ö                                 

4   
   
←   

      
   
←   

  5  (   
   
←   

(        )     
   
←   

(     
    

 )) 

ters limitlerin bir morfizması olmaktadır.  

               *(        )+     
   
←  

(        ) 

.       {(     )}   
/  4   

   
←   

      
   
←   

  5                         

karşı gelmesi     (    ) kategorisinden       kategorisine giden bir funktordur. 

Teorem 4.1.5. (   )  .*(        )+       {(  
  

   
  
)}

    /  soft topolojik uzayların 

ters sistemi olsun.  

  *(     )
  (     )       (     )    + 

           
 

(   )      ı ı                                   ı ı   
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İ     )            ç   (     )    
 

(   )   (        )        ü          ğ      

  ailesinin kümeleri soft açıktır.   ailesinin bir taban olduğunu göstermek için her soft   

 çı   (   )     
 

(   )            (   )            ı  ç    

   (   
    

)
  

(   
    

)  (   ) 

sağlanacak şekilde        ve  (   
    

)     
 bulunması gerekir.  

(   )     
 

(   )             çı   ü          {   
 }  (   )                     

                                           ı ı     (   )     
 

(   )  (   )  

  ğ           ç      (   )   (        )        çı   ü         ı  Ç   ı  

                 ı ı      

   (   
    

)
  

(   
    

)    (   
    

)
  

(   
    

)  (   ) 

koşulunu sağlayan             elemanları ve  (   
    

)     
  kümeleri mevcuttur. 

  yönlendirilmiş küme olduğundan                koşulunu sağlayan       

vardır.  (   

      

  ) (   
    

    
)  (   

    
    

)         soft sürekli olduğundan 

 
 

   
(   

      

  )
  

(   
    

)  (   
    

) 

soft alt kümesi (   
    

    
) soft uzayında soft açık kümedir (   

      

  ) .    

  /      

   

olduğundan       

   (   
    

) dır ve    (   
    

)
  

(   
    

) dır. O halde   

(   
    

)
  

(   

      

  )(   
    

)  (   
    

)
  

(   
    

) 

 
   

(        )  (   

      

  )
  

(   
    

) 

sağlanır. Böylece  

   (   
    

)
  

(   
    

)  (   
    

)
  

(  
 

   
(   

      

  )
  

(   
    

)) 
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. (        )  (   

    
)
  

(   
    

)/ 

  (        )   
 

   
(   

      

  )
  

(   
    

)   (        )  (   )  (   ) 

olur. 

Teorem 4.1.6. (   )  .*(        )+       {(  
  

   
  
)}

    /  soft topolojik uzayların 

ters sistemi olsun.  

1)  Eğer  (  
  
   

  
) (           )  (        )  birebir ise her       için  

(     )    
 

(   )  (        ) 

soft dönüşümleri de birebirdir. 

2)  Eğer  (  
  
   

  
) (           )  (        ) birebir ve örten ise her       için  

(     )    
 

(   )  (        ) 

soft dönüşümleri de birebir ve örtendir. 

İspat) 

 )     {   
 }      2 

  
 

 3     
 

(   )               ı  ç   

(       
)(  )  (   

    
)(   ) 

olsun. Her           için  (   
  
    

  
) (           )  (   

    
    

)  birebir ve   

(   
  
    

  
) .  

  

  
/      

    
   

 

   (   
  
    

  
) ( 

 
  
 

  

)  olduğundan    
  

  
  

 
  
 

  

 dür.  

Keyfi       için    yönlendirilmiş küme olduğundan         için              

sağlanacak şekilde        vardır. O halde      

    
   

 

   olduğu için   
  

  
  

 
  
 

  

 . Buradan 

ise     
  (  

  
   

  
) .  

  

  
/  (  

  
   

  
) ( 

 
  
 

  

)   
  

 
   dır, yani         sağlanır 
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 )  (   
    

)    
 

(   )  (   
    

    
)         ö üşü ü  ö         ğ      

gösterelim.     

   (   
    

    
)  keyfi bir soft nokta olsun. Her         için  

  
  

  
 (   

  
    

  
)
  

.    

  /  alalım. Her       için       ve         sağlayan         

vardır. O zaman     
  (  

  
   

  
) .  

  

  
/  (  

  
   

  
)(   

  
    

  
)
  

.    

  /  soft noktasını 

elde ederiz.  

   {   
 }        ı ı      

 
(   )          ı           ğ     ö          

Her      ̃ için             ve   ̃    ̃   ̃     koşulu altında      ̃  seçelim. O 

halde  

   
  (  

  
   

  
) .  

  

  
/  (  

  
   

  
)(   

  
    

  
)
  

.    

  / 

   ̃
 ̃  .  ̃

  ̃
   ̃

  ̃
/ .  

  ̃

  ̃
/  .  ̃

  ̃
   ̃

  ̃
/4.   

  ̃
    

  ̃
/
  

.    

  /5 

Şimdi                ̃  koşulu altında      elemanını alalım. O zaman 

    

   (   
   
    

   
) .  

   

   
/  (   

  
    

  
) . 

  
   

  
  
   

/ .  
   

   
/  .   

  ̃
    

  ̃
/ . 

  ̃

   

  
  ̃

   

/ .  
   

   
/  

ve 

    

   (   
  
    

  
) .  

  

  
/  .   

  ̃
    

  ̃
/ .  

  ̃

  ̃
/ 

olur. 

(   
  
    

  
), .   

  ̃
    

  ̃
/ soft fonksiyonları birebir, örten oldukları için  

. 
  
   

  
  
   

/ .  
   

   
/    

  

  
  ve  . 

  ̃

   

  
  ̃

   

/ .  
   

   
/    

  ̃

  ̃
  dır. O halde  

(  
   
   

   
) .  

   

   
/  (  

  
   

  
) . 

  
   

  
  
   

/ .  
   

   
/     

    

.  ̃
   

   ̃
   

/ .  
   

   
/  .  ̃

  ̃
   ̃

  ̃
/ . 

  ̃

   

  
  ̃

   

/ .  
   

   
/     ̃

 ̃  
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dır. Buradan (  
 ̃    

 ̃)(   ̃
 ̃ )  (  

   
   

   
) .  

   

   
/      elde edilir. Böylece    (   

 )  

      ı     
 

(   )          ı                 (   
    

)(  )      

       

Sonuç 4.1.7. Eğer  (   )  .*(        )+       {(  
  

   
  
)}

    /  soft topolojik 

uzayların ters sisteminde (  
  
   

  
) (           )  (        )  soft homeomorfizma 

ise  

(     )    
 

(   )  (        ) 

soft fonksiyonu da bir soft homeomorfizmadır.  

İspat)  Teorem 4.1.6. dan  (     ) birebir, örten ve süreklidir. Teorem 4.1.5. den  

*(     )
  (     )       (     )    +            

 
(   )           ı ı                

bir tabanıdır. O halde (     )((     )
  (     ))  (     ) olduğundan (     ) 

soft açık dönüşümdür. Böylece  (     )  bir soft homeomorfizmadır.  

Lemma 4.1.8. (   )  .*(        )+       {(  
  

   
  
)}

    /,  soft            ı ı   

                     
 

(   )           ı   
   

(        )           ı              ı  

kümedir.  

İ    )    
 

(   )       ü                  ı     ğ     ö         ç     

 (
 (        )

   
 

 ⁄ )     
 

(   )  ü              çı      ğ     ö         

yeterlidir  

       {   
 }  (

 (        )
   
 

 ⁄ )     
 

(   )              
 

(   ) 

            .  
 
   

 
/ .   

 
/     

   sağlanacak şekilde       bulunabilir.  
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   .  

 
   

 
/ .   

 
/  (        )  ve  (        ) soft      uzayı olduğundan  

   (     ) (     )           
   (     ) .  

 
   

 
/ .   

 
/  (     )      

 (     )          

              
 (        )

   
 

  
⁄            (     )            (     )       

         (     )            .  
 
   

 
/
  

(     )                   

         (     )  .  
 
   

 
/
  

(     )   
     

(        )                         

                                        
 

(   )                                

         

   (     )  .  
 
   

 
/
  

(     )   
     

(        )  
 (        )

   
 

(   )⁄  

          
 (        )

   
 

(   )⁄                     
 

(   )                       

Teorem 4.1.9. (   )  .*(        )+       2.  
  
   

  
/3

    
/  boş olmayan soft  

                                            
 

(   )                               

                 

İspat)  Soft kompakt uzayların çarpımı   (        )  soft kompakttır.  

 (        )
   
 

  
⁄                                               

 
(   )         
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 (        )

   
 

  
⁄                                                     

                                         
 

(   )                   

         
 

(   )                                                   

(    (  ))  {{   
 }   

   
(     )             .  

 
   

 
/ .   

 
/     

 
}  

Bu soft küme boş olmayan soft kümedir. Gerçekten (        ) uzayında keyfi   

   
 

 (        ) soft noktasını alalım ve her       için     
 

  .  
 
   

 
/( ) , diğer  

     indisleri için     
  keyfi soft noktalar olsun. O halde    {   

 }  soft noktası  

(    
   

  )                                                  (    
   

  )        

kümesinin soft kapalı olduğu gösterilebilir. Açıktır ki her       için   

(    
   

  )  (    
   

  )              {    
   

  }          
   

(        )           

merkezleşmiş soft kapalı kümeler ailesidir ve bu uzay soft kompakt olduğundan  

 (    
   

  )                                     
 

(   )              

   
 

(   )     

Teorem 4.1.10. (   )  .*(        )+       2.  
  
   

  
/3

    
/, (    )  

({(    
 
   

 
 )}   

    2.  
  

   
  

/3
    

) soft topolojik uzayların ters sistemleri,  

.   /  .      { (     ) (  ( )   ( )   ( ))  (    
 
   

 
 )}   

/  de ters 

sistemlerin soft dönüşümü olsun. Eğer her      için  
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(     ) (  ( )   ( )   ( ))  (    
 
   

 
 ) bir soft homeomorfizma ise   

   
 

.   /     
 

(   )     
 

(    )                                 

     )         
 

.   /                                              

   {   
 }     {   

 }     
 

(   )                                    

    

    
   

   sağlanacak biçimde       vardır.  ( )     koşulu altında     seçelim. 

.   

 ( )
    

 ( )
/ .   ( )

 ( )
/      

    
   

   .   

 ( )
    

 ( )
/ .   ( )

 ( )
/  olduğu için  

   ( )

 ( )
    ( )

 ( )
 dir. (     ) soft dönüşümü birebir olduğundan  

(     ) .   ( )

 ( )
/  (     ) .   ( )

 ( )
/               

 
.   /                           

         
 

.   /                                             

    { 
  
 

 }     
 

(    )                      

(     ) (  ( )   ( )   ( ))  (    
 
   

 
 ) soft dönüşümü örten olduğundan  

(     ) .   ( )

 ( )
/   

  
 

 
  sağlanacak şekilde     ( )

 ( )
  soft noktası bulunabilir. Her      

için  ( )    koşulunu sağlayan       elemanını alalım ve 

   
  .  

 ( )
   

 ( )
/ .   ( )

 ( )
/ olsun.    

   soft noktası        elemanından bağımsızdır,  

   {   
 }     

 
(   )         

 
.   / (  )            

                           
 

.   /                                               

yeterlidir. Bunun için Teorem 4.1.5. den yararlanarak her        ve her  
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(  ( )   ( ))    ( ) soft kümesi için  (  ( )   ( ))
  

(  ( )   ( )) soft kümesinin  

   
 

.   /                                                                   

yeterlidir.  Her        için  

(     )  (  ( )   ( ))  (     )     
 

.   / 

olduğundan 

(  ( )   ( ))
  

(     )
  

 0   
 

.   /1
  

(     )
  

 

olur. (     )(  ( )   ( ))  (     
 ) olsun.(     ) soft homeomorfizma olduğundan  

(  ( )   ( ))
  

(  ( )   ( ))  (  ( )   ( ))
  

(     )
  

.(     )(  ( )   ( ))/ 

 0   
 

.   /1
  

(     )
  

.(     )(  ( )   ( ))/ 

dır. Buradan ise  

   
 

.   / 0(  ( )   ( ))
  

(  ( )   ( ))1   

    
 

.   /  40   
 

.   /1
  

(     )
  

(     )(  ( )   ( ))5 

dır. (     )
  

(     )(  ( )   ( )) soft kümesi soft açıktır. 

 

4.2. Soft Topolojik Uzayların Düz Sistemleri 

Soft topolojik uzaylar kategorisinde düz sistemleri ve onların limitlerini tanımlamak 

için soft topolojik uzayların bölüm uzaylarını ve soft topolojik toplamı tanımlayalım. 

(     ) bir soft topolojik uzay ve   kümesinde        denklik bağıntısı,   kümesinde  

      denklik bağıntısı verilsin.         
⁄          

⁄  kanonik dönüşümler 
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olsun. O zaman (   ) (     )  (   
⁄     

⁄ ) soft topolojik uzaydan soft kümeler 

kümesine giden bir dönüşümdür. (   
⁄     

⁄ )  de  ̃ soft topolojisini aşağıdaki şekilde 

tanımlayalım. 

(     
⁄ )   ̃  (   )  (     

⁄ )     

Açıktır ki  ̃ bir soft topolojidir ve bu topolojide  (   ) soft dönüşümü soft süreklidir.  

Tanım 4.2.1. (   
⁄   ̃    

⁄ ) soft topolojik uzayına (     ) soft uzayının bölüm 

uzayı denir.  

Örnek 4.2.2.   *        + ,   *              +  olsun. 

  (  )  *        +    (  )  *        +    (  )  *     +  

  (  )  *     +    (  )  *        +    (  )  *     +  

  (  )  *     +    (  )  *  +    (  )  *     +  

  (  )  *        +    (  )       (  )  *     + 

  * ̃   (    ) (    ) (    ) (    )+ ailesi bir soft topolojidir.   kümesinde  

            ,   kümesinde                 denklik bağıntıları verilsin. 

  ⁄  *,  -   +, 
  ⁄  *,  - ,  -+ bölüm kümeleri için  ̃ soft topoloji aşağıdaki soft 

kümelerden oluşur 

 ̃  { ̃  ⁄      (    ⁄ )} 

 (,  -)  ,  -   (,  -)  ,  - 

Dikkat edelim ki soft bölüm uzayında her     (     ) soft noktanın sınıfı , -, - 

şeklinde bir soft noktadır.  
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Şimdi (   ) (     )  (       ) soft topolojik uzayların soft sürekli dönüşümü 

olsun,          kümelerinde                           denklik bağıntıları 

verilsin ve     dönüşümleri denklik bağıntılarını korusun. O halde (   ) soft 

dönüşümü soft bölüm uzaylarının  ( ̃  ̃) (   
⁄   ̃    

⁄ )  .   
⁄    ̃  

 
   ⁄ / soft 

dönüşümünü belirler, burada her  , -, - soft noktası için ( ̃  ̃)(, -, -)  , ( )-, ( )- 

şeklinde tanımlanır. 

Önerme 4.2.3. Eğer (   ) (     )  (       ) soft sürekli dönüşüm denklik 

bağıntılarını korursa  ( ̃  ̃) (   
⁄   ̃    

⁄ )  .   
⁄    ̃  

 
   ⁄ / soft dönüşümü 

soft süreklidir ve  (     ) (     )  (   
⁄   ̃    

⁄ ), (     ) (   
    )  

.   
⁄    ̃  

 
   ⁄ / soft kanonik dönüşümler olmak üzere aşağıdaki diyagram 

komutatiftir 

 

*(        )+    soft topolojik uzaylar ailesi ayrık olsun, yani          için 

                    

olsun.  ̃ ile bu soft topolojik uzayların soft noktalarının birleşimini gösterelim ve  

   
   

                                        ̃                               

birleşimi şeklinde gösterilen soft kümeler ele alınacak. Bu şekildeki soft kümeler 

ailesinin birleşimini  ( ̃  ) ile gösterelim. 

 

(       ) 

(   ) 

.   
⁄    ̃  

 
   ⁄ / 

(     ) 

(     ) 

(   
⁄   ̃    

⁄ ) 

(     ) 

( ̃  ̃) 
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Örnek 4.2.4.    *        +     *     +     *     +     *     + olsun.           

O halde   ̃  {   
     

     
     

     
     

     
     

     
     

 } dir. Eğer         

kümesinde         kümesi üzerinde soft kümeleri ele alırsak o zaman  ̃ ye ait 

olmayan     
      

      
      

      
      

      
      

      
      

   soft noktaları bulunmaktır.  

 

( ̃  ) de   soft topoloji tanımlayalım. 

Tanım 4.2.5. (   )                     (   )  (        )          

 ’nun bir soft topoloji olduğu açıktır.  

Tanım 4.2.6. ( ̃    ) soft topolojik uzaya, *(        )+    soft topolojik uzaylar 

ailesinin soft topolojik toplamı denir ve  (        ) ile gösterilir.  

Açıktır ki eğer her     için                          gömme 

dönüşümleri ise  

(     ) (        )  ( ̃    ) 

soft dönüşümü soft süreklidir.  

Örnek 4.2.7.    *   +,    *   +,    *        +,     *     + olsun.    ve    

de sırasıyla     {     ̃ (     ) (     ) (     )} ,     {     ̃ (     ) (     ) (     )} 

iki soft topolojik uzay tanımlansın. Burada (     ) (     ) (     ) (     ) (     ) 

ve (     ) soft kümeleri aşağıdaki gibi tanımlanır: 

  ( )  *     +    ( )  *     +  

  ( )  *  +    ( )  *     +  

  ( )       ( )  *  +  

 

ve 
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  ( )  *  +    ( )  *  +  

  ( )         ( )  *  +  

  ( )  *  +    ( )     

Şimdi (        ) ve (        ) soft topolojik uzaylarının (     ) soft topolojik 

toplamını tanımlayalım, burada         *              +,         

*       + ve  

  {     ̃ (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) (    )} 

dir. (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) (    ) soft 

kümeleri    üzerinde aşağıdaki gibi tanımlanır: 

  ( )  *     +    ( )  *     +    ( )  *  +    ( )  *  +  

  ( )  *     +    ( )  *     +    ( )        ( )  *  +  

  ( )  *     +    ( )  *     +    ( )  *  +    ( )     

  ( )  *  +    ( )  *     +    ( )  *  +    ( )  *  +  

  ( )  *  +    ( )  *     +    ( )        ( )  *  +  

  ( )  *  +    ( )  *     +    ( )  *  +    ( )     

  ( )       ( )  *  +    ( )  *  +    ( )  *  +  

  ( )       ( )  *  +    ( )        ( )  *  +  

  ( )       ( )  *  +    ( )  *  +    ( )     

*(        )+     ve  *(     
    

 )+    soft topolojik uzayların ikişerli ayrıklarının 

aileleri ve ( ̃    )   (        ) , ( ̃      )   (     
    

 ) iki soft topolojik 

toplam olsun. Eğer  *(     ) (        )  (     
    

 )+    soft sürekli 
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dönüşümlerin bir ailesi ise  (     )   (        )   (     
    

 ) soft dönüşümü 

aşağıdaki gibi tanımlanır: 

      ̃  için    (        ) sağlanacak şekilde tek       vardır.  

O halde   (     ) (  )  .   
( )/

.   
( )/

  formülü ile verilir. 

Lemma 4.2.8. (   )   (     )   (        )   (     
    

 ) soft süreklidir ve 

              bir funktordur.  

Eğer her      için (     ) (        )  (       ) soft sürekli dönüşüm ise 

(   )   (     )  (        )  (       ) soft dönüşümünü her                       

    (        ) soft noktası için     (   
    

    
) olmak üzere  

(   )(  )  .   
( )/

.   
( )/

 

formülü ile tanımlayalım. Eğer  (   )  (        )  (       )  bir soft dönüşüm 

ise her      için (   )  (     ) (        )  (       ) soft dönüşümleri için 

 (   )  (     )  (   ) sağlanır. 

Önerme 4.2.9. (   )  (        )  (       ) soft süreklidir   Her      için 

(   )  (     ) (        )  (       ) soft süreklidir.  

Tanım 4.2.10. Her           funktoruna soft topolojik uzaylar kategorisinde düz 

sistem denir,   funktorunun limitine düz limit denir, burada   yönlendirilmiş bir 

kümedir.  

     kategorisinde her düz sistem  

(   )  .*(        )+       {(  
  
   

  
) (        )  (           )}

    / 

şeklinde bir sistemdir. Bu sistemden  

.*  +       {  
  
       }

    /          (     ) 
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.*  +       {  
  
       }

    /          (     ) 

kümelerin iki düz sistemini oluşturabiliriz. Bu sistemlerin düz limitini ele alalım: 

     
   
→   

         
   
→   

   

(     )   (        ) soft topolojik toplamda aşağıdaki şekilde denklik bağıntısı 

verelim: 

        (   (        )      (           ) )                  

(  
   

   
   

)(  )  (  
   

   
   

)(   )      

                            (     )                             
 

(   )      

            

Verilen denklik bağıntısına göre eğer         ise      ve       olmaktadır. O halde  

   
 

(   )                             , -, -                           

   
 

(   )  4   
   
→   

    ̃    
   
→   

  5 

şeklinde bir soft topolojik uzaydır.  

Teorem 4.2.11.      kategorisinde her düz sistemin limiti vardır ve tektir.  

İspat) Her      için  (     ) (        )   (        ) gömme dönüşümü,  

(   )  (        )     
 

(   )                                 

(     )  (   )  (     ) (        )     
 

(   )          

Açıktır ki her      için   
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(   )                                                 

Bunun için her  (       ) soft topolojik uzay ve  

  

diyagramını komutatif yapan *(     )+    soft sürekli dönüşümler için  

   

 

                                      (   ) (       )     
 

(   )                  

                                             , -, -     
 

(   )               

   
 

(   ) 

 

(        ) 

 

(       ) 

 

(     ) 

 

 

(   ) 

(     ) 

 

(        ) (     ) 

 

 (       ) 

 
(       ) 

 

(           ) 

 

(  
  
   

  
) 

 

 

(        ) (     ) 

 

    
 

(   ) 

 (       ) 

 

(           ) 

 

(  
  
   

  
) 

 

(     ) 
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için (     )(   
 )  , -, -  sağlanacak şekilde      ve     

  (        ) vardır. O 

halde (   ) soft dönüşümünü  

(   )(, -, -)  (     )(   
 ) 

formülü ile verelim. (   ) soft dönüşümü iyi tanımlıdır ve (     ) diyagramı 

komutatiftir.  

(   )  .*(        )+       {(  
  
   

  
)}

    /           (     ) 

(    )  ({(     
    

 )}
   

    2.  
  

   
  

/3
    

)          (     ) 

iki düz sistem,       izoton dönüşüm ve        için  

(     ) (        )  (  ( )   ( )
    ( )

 ) 

soft sürekli dönüşüm olsun.  

Tanım 4.2.12. Eğer her       için  

   

diyagramı komutatif ise  

(   )  (         *     +   )          (     ) 

ailesine (     ) düz sisteminden (     ) düz sistemine giden morfizma denir. 

Açıktır ki soft topolojik uzayların düz sistemleri ve onların morfizmaları bir kategori 

oluşturur. Bu kategoriyi     (    )  ile gösterelim.  

(  ( )   ( )
    ( )

 ) 

(     ) 

.  (  )   (  )
    (  )

 / 

 

. 
 ( )

 (  )
  

 ( )

 (  )
/ 

(        ) 

(           ) 

 

(  
  
   

  
) 

(       ) 
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(   )  (         *     +   )  düz sistemlerin morfizması olsun. O zaman  

 
   

(     )   
   

(        )   
   

(  ( )   ( )
    ( )

 ) 

soft sürekli dönüşüm olmaktadır ve bu dönüşüm düz limitlerdeki denklik bağıntısını 

korumaktadır. O halde   (     ) soft dönüşümü bölüm uzaylarının soft dönüşümünü 

tanımlar. Bu soft dönüşümü  

   
 

(   )     
 

(   )     
 

(    ) 

ile gösterelim.  

                   
 

    (    )                         

Teorem 4.2.14. (   )  .*(        )+       {(  
  
   

  
)}

    /  soft topolojik 

uzayların düz sistemi olsun.  

1)  Eğer her  (  
  
   

  
) (        )  (           ) soft dönüşümü birebir ise 

(     ) (        )     
 

(   )                                

2)  Eğer her  (  
  
   

  
) (        )  (           ) soft dönüşümü birebir ve örten  

    (     ) (        )     
 

(   )                                         

İspat)  

 1)    
      

 
   (        )    

     
 

           (     )(   
 )  (     ) .   

 
 / olsun. 

   
     

 
  olduğundan       veya      

  dır. Varsayımdan    
      

 
  soft noktaları 

denktir. O halde  

.  
 
   

 
/(   

 )  .  
 
   

 
/ .   

 
 / 

koşulunu sağlayan       olacak şekilde      vardır. .  
 
   

 
/ birebir olduğundan 
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olur. Böylece  (     ) soft dönüşümü birebirdir. 

2)  (     ) soft dönüşümün örten olduğunu gösterelim.  

,  -     
 

(   )                                

(   )  (        )     
 

(   )                                      

(   )( ̃ ̃)  ,  - koşulunu sağlayan  ̃ ̃   (        )  soft noktası vardır. Soft 

topolojik toplamın tanımından  ̃ ̃    
  

  
 (           ) dır. O halde 

(       ) .  
  

  
/  ,  - sağlanır.        için               koşulu altında 

      elemanını seçelim. 

 (  
   

   
   

) (        )  (              ) 

soft dönüşümü örten olduğundan (  
  
   

  
) .  

  
  

/  (              ) soft noktası için  

(  
   

   
   

)(   
 )  (  

  
   

  
) .  

  
  

/ 

sağlanacak biçimde    
  (        ) soft noktası vardır. O halde     

     
  

  
  soft 

noktaları denktir ve  

(     )(   
 )  (       ) .  

  
  

/  ,  - 

dir. Yani (     ) dönüşümleri örtendir.  
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