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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

SOFT TOPOLOJIK UZAYLARIN TERS VE DUZ SiISTEMLERI

Nesrin DEMIRCI

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstittusu

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Sadi BAYRAMOV

Doga bilimlerinden ortaya ¢ikan bazi problemlerin ¢oziimiinde klasik matematigin
yontemleri yetersiz kalmaktadir. Boyle problemlerin ¢éziimii ile ilgili yeni yontemler
gelistirilmistir. Bu yontemlerle ilgili fuzzy kiimeler, intuitionistic fuzzy kiimeler, soft
kiimeler v.b. teoriler insa edilmistir. Matematiksel agidan yeni kategoriler olusturulmus

ve bu kategorilerin cebirsel isleme gore kapalilik problemi biiyiik 6nem tasir.

Bu tezde, soft topolojik uzaylar kategorisinde cebirsel islemlere gore kapalilik problemi
arastirilir. Bunun i¢in soft topolojik uzaylarin ters ve diiz sistemlerinin limitlerinin

varlig1 ispatlanir.

2014, 72 sayfa

Anahtar Kelimeler: Soft kiime, Soft topolojik uzay, Soft siirekli doniisiim, Soft

topolojik uzaylarin ters ve diiz sistemleri.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

INVERSE AND DIRECT SYSTEMS OF SOFT TOPOLOGICAL SPACES

Nesrin DEMIRCI

Kafkas University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sadi BAYRAMOV

Classic Mathematics methods are insufficient in solution of some problems occur in
natural sciences. There has been developed new methods about the solutions of these
problems. Fuzzy sets, intuitionistic fuzzy sets, soft sets and etc. theories constructed
about these methods. New categories formed in terms of mathematics and the closeness

problem of these categories according to algebraic operations is of great importance.

In this thesis; the closure problem is investigated according to algebraic operations in
the category of soft topological spaces. For this, the existence of limits of inverse and

direct systems of soft topological spaces is proven.

2014, 72 pages

Keywords: Soft set, Soft topological spaces, Soft continuous mapping, Inverse and

direct systems of soft topological spaces.



SIMGELER DiZINi

X : Topolojik uzaylarin ters sistemi

X : Topolojik uzaylarin diiz sistemi

Hom(X,Y) : X nesnesinden Y nesnesine giden morfizmalar kiimesi
U : Herhangi bir evrensel kiime

P(U) : U’nun kuvvet kiimesi

E : Parametreler kiimesi

A . E parametreler kiimesinin bos olmayan alt kiimesi
(F,A) : U Uzerinde bir soft kiime

( YF, E) . Y iizerinde (F, E)’nin soft alt kiimesi

(X,1,E) : X lizerinde bir soft topolojik uzay

(F,E) : (F, E) soft kiimesinin soft kapanisi

(F,E)° : (F, E) soft kiimesinin soft i¢i

(xe, E) : Soft nokta

SS(U),4 : Soft kiimelerin ailesi

Stop : Soft topolojik uzaylar kategorisi

(X, E) : Soft topolojik uzaylarin ters sistemi

l(iln X, : Soft topolojik uzayin ters limiti

aeA

(X/~1 , E/~2) : (X, 7, E) soft uzaymin soft boliim uzay1

(X,E) : Soft topolojik uzaylarmn diiz sistemi

l_iLn X, : Soft topolojik uzaylarmn diiz limiti

aDei[;‘(S top) : Soft topolojik uzaylarm diiz sistemler kategorisi
Inv(Stop) : Soft topolojik uzaylarin ters sistemler kategorisi
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1. GIRIS

Sosyal bilimlerde, ekonomide, miihendislikte v.b. alanlarda karmasik problemleri
cozmek i¢in klasik metotlar1 kullanamayiz. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii matematiksel
temel prensipleri, belirsizligi ve kesinlik olmayan durumlari icerir. Dolayisiyla, bu
durumlarda klasik kiimeler teorisi bu tiir belirsizlik iceren problemlerin ele alinmasinda
tam olarak uygun olmayabilir. Bu tiir belirsizlikleri etkili bir yolla ele alinmasini
saglayan bir¢ok sayida teori One siiriilmiistiir. Bunlardan fuzzy kiimeler teorisi,
intuitionistic fuzzy kiimeler teorisi, araliklar matematik teorisi ve rough kiimeler teorisi
v.b. [5,16,17,30,32,44,57]. Bu kavramlar olduk¢a genis uygulama alanina sahiptir.
Ornegin; mantik programlamada, tibbi teshislerde, karar analizlerinde, model tanimada
v.b. alanlarda uygulamaya sahiptir [23,30,56,58,59,68,69,70]. Bununla beraber bu
teorilerin kendi zorluklar1 vardwr. 1999°da Molodtsov belirsizligi modellemek i¢in
tamamen yeni bir yaklasim olan soft kiime kavramini tanimlamig ve bazi1 6zelliklerini
vermigtir [54]. Soft kiimelerle ilgili olarak birgok aragtirmalar ve incelemeler
yapilmustir [50,51,52,61]. Bu yeni teorinin temel sonuglarmi sunmus ve bunu basarili
bir sekilde fonksiyonlarin diizgiinliigli, oyun teorisi, islemlerin arastirilmasi, Rieman

integrasyonu, Peron integrasyonu, olasilik teorisi v.b. alanlara uygulanmistir.

Bilindigi iizere soft kiimelerle fuzzy kiimeler arasinda baglant1 vardir. Fuzzy kiime
teorisi ise ilk olarak 1965 yilinda Zadeh tarafindan gelistirilmis ve gliniimiiz

bilgisayarlarinin bu denli gelismesinin temelini bu ¢aligmalar olusturmustur [69].

Fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimelerde topolojik yapilar verilerek genel topoloji

alaninda bir¢ok ¢alisma yapilmustir [11,13, 48, 49].

Maji, Biswas ve Roy soft ve fuzzy yapilari bir araya getirerek, fuzzy soft kiime tanimini

vererek bu kiimelerin bazi 6zelliklerini arastirmislardir [50].

Cebirde soft kavramini ilk olarak Aktas ve Cagman kullanarak, soft grup kavramini
tanimlayarak bazi incelemeler yapmuslardir [2]. Acar ve digerleri soft halka kavramini,
Sun ve digerleri de soft modiiller kavramini tanimlayarak bazi o6zelliklerini

arastrrmuglardir [1,67].



Fuzzy soft yapisini cebire ilk olarak Jin-liang ve digerleri tasiyarak fuzzy soft grup
kavramini vermiglerdir [33]. Giindiiz (Aras) ve Bayramov fuzzy soft modil ve
intuitionistic fuzzy soft modiiller kategorisini tanimlayarak bu kategoride bazi
aragtirmalar yapmuglardir  [26,27]. Yine soft ve fuzzy soft gruplar kategorisinde

izomorfizma hakkinda teoremler [9, 25] ¢alismalarinda ispatlanmistir.

Soft kiimelerde topolojik yapi, cebirin aksine ilk olarak 2011 yilinda tanimlanmistir.
Cebirde ise calismalar 2006 yilinda baslamustir [65]. Bu c¢alismalardan birgok
arastirmacilar genel topolojinin sonuclarmi soft topolojik wuzaylara tasimaya
calismuslardir [6,15,28,31,53,62,65,71]. Soft topolojik uzaylarin arastirilmasinda en
onemli kavramlardan biri soft nokta kavramudir. [6,65,71] ¢alismalarinda farkh soft
nokta tanimi verilmektedir. [28] calismasinda soft nokta tanimi diger ¢alismalardan
farkli olarak verilir ve ortaya ¢ikan bircok problemlerin aradan kaldirilmasma yardimei

olur.

Matematikte en Onemli problemlerden birisi, ele alman yeni kategoride cebirsel
islemlerin verilmesi ve bu islemlere gore bu kategorinin kapali olmasidir. Ters ve diiz
limitler tiim cebirsel islemleri icerdiginden verilmesi gereken islemlerin en basinda
gelir. Bu nedenle her yeni kategorinin bu islemlere gore kapaliligini gostermek biiyiik
Oonem tagir. Herhangi bir uzaya yapisi iyi konulmus uzaylarla yaklagsma problemi i¢in ilk
olarak Alexandrov, ters sistemler kavramimi tanimlayarak bu problemi ¢ozmiistiir [18].
Ote yandan ters ve diiz limitler matematigin bircok alaninda da kullanilmaktadir. Serre,
ters limit kavramini1 kullanarak yeni bir grup smifi olusturmustur. Bu gruplar, sonlu
gruplarin ters sisteminin limitidir. Bu gruplara pro-sonlu gruplar adi verilmistir [63].
Ters ve diiz sistemleri kullanarak topolojik uzaylar kategorisinde spektral homoloji teori
inga edilmistir [18,66]. Baz1 yeni kategorilerde ters ve diiz sistemlerin limitinin varlig

caligmalar1 da yapilmistir [8,10,22,27,47,48,49].

Tezin giris boliimiinde; topolojik uzay, topolojik uzaylarin ters ve diiz sistemleri,
topolojik uzaylarin ters ve diiz sistemlerinin limitleri, topolojik uzaylarin ters ve diiz
sistemlerinin morfizmasi, kategori ve funktor kavramlariyla ilgili gerekli temel tanim ve

teoremler verilmistir.



Tezin materyal ve yontem boliimiinde; soft kiime, soft topoloji, soft topolojik uzaylar ve

soft ayirma aksiyomlart ile ilgili gerekli tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tezin arastirma bulgular1 yonteminde; soft topolojik uzaylar kategorisinde ters ve diiz
sistemler tanimlanmis ve bu sistemlerin limitlerinin varligi ispatlanmistir. Diiz
sistemlerin limitini vermek icin Once soft topolojik uzaylarin topolojik toplami ve
boliim uzayr tanimlanmig ve bu uzaylarin bazi 6zellikleri arastirilmistir. En dnemli
sonuclardan biri soft kompakt uzaylarin ters limitinin de soft kompakt oldugunun

ispatidir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, arastrmamizda ihtiyag duydugumuz temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. Baz1 Topolojik Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1.[7,18] A ve B bos olmayan iki kiime olmak iizere
AxB={(x,y):x €A,y € B}
bigiminde sirali ikililerin kiimesine A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir.

Tanmm 2.1.2. [7,18] A ve B bos olmayan iki kiime olmak {izere A X B nin bos olmayan
her alt kiimesine A’dan B’ ye bir bagmt1 denir. Buna gore R € A X B ise 0 zaman R, A

kiimesinden B kiimesine bir bagint1 olur ve aRb seklinde gosterilir.
R, A’ dan B’ ye bir bagint1 ise, yani R = {(x,y): x € A,y € B} seklinde ise R’ nin tersi
Rt ={(yx):(x,y) € R}
olarak tanimlanir.
a c AX Bvepf c B X (C bagmtilarmimn ¢arpimi
Boa={(a,c) EAXC:3b € B,aab ve bfc}
bi¢iminde tanimlanir.
A X A nin kosegeni A = {(x,y) € A X A:x = y} kiimesidir.
Tamm 2.1.3. [7,18] E c X X X bir bagint1 olsun. Eger E bagintisi i¢in

1) ACE,
2) E=E1,

3) EcECE

kosullar1 saglanirsa E bagntisia X iizerinde bir denklik bagintisi denir.



Tamm 2.1.4.[7,18] X bir kiime, ¢ € X X X de bir bagmnt1 olsun. Eger ¢ bagintisi

asagidaki kosullar1 saglarsa;
1) ¢ nin yansima 6zelligi vardir, yani V x € X i¢in x¢@x dir;

2) @ nin gegisme Ozelligi vardir, yani x@y ve y@z kosullarini saglayan V x,y,z € X

icin x¢z dir;
3) ¢ nin ters simetri 6zelligi vardir, yani x@y ve ypx ise x = y dir

@ bagmtisina yari-siralama (kismi siralama) bagintisi, (X, ¢) ikilisine ise yari-

siralanmig (kismi siralanmig) kiitme denir. Genellikle ¢ yari-siralama bagmtis1 " <" ile

gosterilir.
Tanmm 2.1.5. [7,18] (X, <) yari-siralanmis kiime olsun.

1) EgerVx,y € X i¢in x <y veya y < x ise (X, <) kiimesine tam siralanmig (lineer

srralanmis) kiime adi verilir.

2) Eger yari-siralanmig kiimede V x,y € X igin x < z, y < z saglanacak sekilde z € X

varsa (X, <) kiimesine yonlendirilmis kiime denir.

Tamm 2.1.6.[7,18] X # @ bir kiime ve T = {U,}qeqa € 2% in bir alt ailesi olsun. t

ailesi i¢in asagidaki kosullar saglanirsa:
1) X,0 €T,

2) VA' c Aaltkimesiicin U U, €T,
aed’

3) t da alinan her sonlu sayida elemanin kesisimi 7 ya aittir

T ya X tizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine topolojik uzay, t nun her U, elemanma agik

kiime denir.

Tamm 2.1.7.[7,18] (X,t) bir topolojik uzay, B € X bir kiime olsun. Eger B

kiimesinin biitiinleyeni B = X \ B agik ise B kiimesine bu uzayda kapalidir denir.

Her agik kiimenin biitlinleyeni kapalidir.



(X, 1) topolojik uzaymda B = {B,},ca kapali kiimeler ailesi olsun. Bu aile asagidaki

ozelliklere sahiptir:
1) X, @ kapali kiimedir,

n
2) Eger By, ..., By, kapali kiimeler ise iL=J1 B, kiimesi kapalidir,

3) Her A’ c A indis kiimesi ve B = {B,},c. kapali kiimeler ailesiigcin N B,
aeA’

kiimesi kapalidir.
Teorem 2.1.8.[7,18] X # @ bir kiime, B = {B,},ec4 X in alt kiimeler ailesi olsun. Eger

1) X,0 € B,
2) B ailesinin her sonlu alt ailesinin birlesimi B Yye aittir,

3) HerA' c Aicin N B, €B

aeAd’

ise T={U:3B € B,U = B} ailesi X kiimesi iizerinde bir topolojidir ve B ailesi bu

topolojide kapali kiimeler ailesidir.

Tamm 2.1.9.[7,18] (X,7) bir topolojik uzay, x € X bir nokta ve x € A c X bir alt
kiime olsun. Eger x € U c A saglanacak sekilde U € t varsa A kiimesine x noktasinin

bir komsulugu denir.

Tamm 2.1.10.[7,18] (X,7), (Y,t’) iki topolojik uzay olsun. Eger f:X — Y bir

fonksiyon olsun ve x, € X olsun.

1) Egery, = f(x,) noktasmm her V, komsulugu i¢in f (Uxo) c 1, olacak sekilde x,
noktasmin en az bir U,, komsulugu varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir

denir.

2) Eger f fonksiyonu her x € X noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna X de siireklidir

denir.



Tamm 2.1.11.[7,18] (X,7), (Y,7') iki topolojik uzay olsun. Eger f:X —Y
fonksiyonu igin,

1) f bire-bir ve ortendir,
2) f sireklidir,

3) f~1 siireklidir

kosullar1 saglanirsa f:X — Y fonksiyonuna (X,7), (Y,7’) uzaylar1 arasinda bir

homeomorfizma denir.

Eger iki topolojik uzay arasinda en az bir homeomorfizma varsa bu uzaylara

homeomorf uzaylar denir.

2.2. Alt Uzaylar
(X, 1) bir topolojik uzay, A c X bir kiime olsun. 7, = {U N A: U € t} ailesi i¢in

1) UW,nA) =(UlU,)nAer,,
24 a
2) (UyNnANWU,nA)=WU,NU,)NAET,
kosullar1 saglandigindan 74 ailesi A iizerinde bir topolojidir.

Tamm 2.2.1.[7,18] (X, ) bir topolojik uzay, A c X bir kime ve 7, = {U N A: U € 1}

ailesi A kiimesi tizerinde bir topoloji olsun.
1) (A4, 1,) ¢iftine (X, T) uzaymin bir alt uzayi, 7, topolojisine alt uzay topolojisi denir.

2) Her (X, t) topolojik uzay1 ve (4, t,) alt uzay1 i¢in iy (x) = x formiilii ile tanimlanan

ig: A — X fonksiyonuna gdmme fonksiyon denir.

i;'(U) =Un A€ 1, oldugundan i, fonksiyonu siireklidir. Aciktir ki 7, topolojisi A

kiimesinde is: A — X fonksiyonundan iiretilen topolojiye esittir.



Tamm 2.2.2. [7,18] (X, 7) bir topolojik uzay, M c X bir alt uzay olsun.

1) A c M kiimesi (M, 7)) de kapalidir & A = M N F saglanacak sekilde kapali F ¢ X

kiimesi vardir.
2) Eger A%, kiimesi A nin M alt uzayinda kapanis1 ise A%, = A° N M dir.

Tanmm 2.2.3. (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, M c X bir alt uzay, f:X — Y bir

fonksiyon olsun. foeiy:M — Y fonksiyonuna f fonksiyonunun M alt uzayina

daraltilmasi denir ve f | u:M — Y ile gosterilir.

2.3. Topolojik Toplam
(X, T) bir topolojik uzay, {(Xy, T¢)}aea ise X = UA X, kosulunu saglayan alt uzaylar
ae

ailesi olsun. Alt uzay topolojisinin tanimindan her « € A ve her U c X agik (kapal)

kiime i¢in U N X, kiimesi X, da agiktir (kapalidir).

Tanim 2.3.1.[7,18] (X, 7) bir topolojik uzay, (X Ta)}aeaise X = U X,

a€A

kosulunu saglayan alt uzaylar ailesi olsun. Eger,

U c X kiimesi X de agiktir (kapalidir) & Va € A igin U N X, kiimesi X, da aciktir
(kapalidir)

kosulu saglanirsa X uzayma {(X,,7T,)}qeea alt uzaylarmin serbest birlesimi denir.

Eger (X, 1) uzay1 {(X,, Tq)}qea alt uzaylarmm serbest birlesimi ve B X kiimesi agik

veya kapali ise (B, Tg) alt uzay1 {B N X,},ea alt uzaylarinin serbest birlesimidir.
Teorem 2.3.2.[7,18] (X, 1) bir topolojik uzay, {(Xo Te) aea ise X = UA X,
ae

kosulunu saglayan alt uzaylar ailesi olsun. Eger,
1) Her a € A i¢in X, kiimesi X de agiktr,
veya

2) Her a € A igin X, kiimesi X de kapali ve {(X,, T,)}4ca ailesi yerel sonlu ise



X uzay1 {(Xy, T,)}aea alt uzaylar ailesinin serbest birlesimidir.

Teorem 2.3.3.[7,18] {(X,, Ty)}qea ailesive X = U X, olsun.

a€EA

Eger her ay,a; € A i¢in X, N X,, kiimesi (Xal,ral) ve (Xaz,raz) uzaylarinda ag¢ik
(kapal) ise X uzay1 {(X,,T4)}aea uzaylarin serbest birlesimidir ve her X, kiimesi X de

aciktir,

Eger {(Xy, Tq)}aea ailesinde her @y, a, € Aigin X, NX,, = Qise X = UA X, uzayl
ae
{(X4)Ta)}aea uzaylar ailesinin serbest birlesimidir.

Tamm 2.3.4. [7,18] {(X,, To)}xeca topolojik uzaylar ailesi olsun. Eger her a;,a, € A

icin X, N X,, = @ ise (X,, T,) uzaylarm serbest birlesimine bu uzaylarmn topolojik

toplami denirve X = @ X, ile gosterilir.
a€EA

2.4. Topolojik Carpim

{(X4,Ta)}aea topolojik uzaylarin bir ailesi olsun. [ X, kiimesinde tiim
a€eA

pa: l—[ Xa _>Xa

a€EA

izdiisiim fonksiyonlarini siirekli yapan topolojiyi tanimlayalim.

Indis kiimesi 4 dan keyfi a;, ..., a,, seklinde sonlu tane eleman alalim. [] X, ¢carpim
a€eA

kiimesinde X, e Xy, kiimelerinin yerine uygun Uayr 1 U, acik kiimelerini, a #

{ay, ..., @, } oldugunda ise X, kiimesinin kendisini yazalim. Bu kiimeyi

Ug, X X Uy XTI X4

a*a;

ile gosterelim ve U, e Uqy, tabanli silindir adin1 verelim.



Lemma 2.4.1.[7,18]

B = {UD[1 X X Uy X Tl Xg:(ay,...,an) sonlu, Uy, €74, ..., Uq, € ran}

ax*a;

ailesi [] X, carpim kiimesinde topolojinin bir tabanidir.
aEA

Tanim 2.4.2.[7,18] [] X, ¢arpim kiimesinde

a€EA

B = {UO[1 X X Uy, X Tl Xg:(ay,...,ay) sonlu, Uy, €74, ..., Uq, € Tan}

a*a;

tabanindan tretilen topolojiye ¢arpim topolojisi veya Tychonoff topolojisi, [ X,
a€EA

kiimesine bu topoloji ile birlikte topolojik ¢carpim denir.

Va, €A ve Uy €14, igin

pc;ol(UaO) = Uao X Il Xa

a*g

kiimesi tabana ait oldugundan her p,, izdisim fonksiyonu siireklidir. [zdiisiim

fonksiyonu agiktir, fakat kapali degildir.

2.5. Boliim Uzaylan
Teorem 2.5.1.[7,18] (X,t) bir topolojik uzay, Y # @ bir kiime ve f:X — Y bir
fonksiyon ise 77 = {V c Y: f~*(V) € 1} ailesi Y kiimesinde f fonksiyonunu siirekli

yapan en ince topolojidir.

Tamm 2.5.2. [7,18] (X, ) bir topolojik uzay, Y bir kiime olmak tizere f:(X,7) — Y
fonksiyonunu siirekli yapan 77 = {V c Y: f~'(V) € 7} topolojisine f ile iiretilen tiimel

topoloji denir.

Teorem 2.5.3.[7,18] (X,7),(Y,7*) iki topolojik uzay, f:(X,t) — (Y, t*) siirekli,
orten ve acik (kapalr) bir fonksiyon ise 7" topolojisi f ile iiretilen 7; tiimel topolojisine

esittir.
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(X, t) bir topolojik uzay, E, X kiimesinde bir denklik bagintisi, X / g bolum kiimesi ve

q:X — X/ kanonik brten fonksiyon olsun.

Tamim 2.5.4.[7,18] X / £ bolim kiimesinde q: X — X / g fonksiyonu ile iiretilen tiimel

topolojiye boliim topolojisi, X / £ kiimesine bu topoloji ile birlikte bolim uzay1 denir.

2.6. Topolojik Uzaylarin Ters ve Diiz Sistemleri
Tanim 2.6.1. [7,18] (4, <), A yonlendirilmis bir kiime, her a € A i¢in X, bir topolojik

uzay ve hera < a’' € A igin pg':Xar — X, stirekli bir fonksiyon olsun. Eger

1) Her a € Aigin pg: X, — X, ise pg = 1y ;

I n

2) Her a < a' < a” igin p% =p% o Dy

al

Xall J pgl
pg\AXa

ailesine  topolojik

kosullar1  saglanirsa X = ({Xa}aeA,{pg’:Xar — Xa}a<a,€A)

uzaylarin ters sistemi denir.

Tamm 2.6.2. (Ters Sistemlerin Doniisiimii) [7,18] : A ve B yonlendirilmis iki kiime

olsun.

X= ({X“}“EA ’ {pg’:X“’ - X“}a<a’eA) ver = <{Yﬂ}ﬁeB '{qg Vg — Yﬁ}ﬁ<ﬁ’63)

11



topolojik uzaylarin ters sistemleri verilsin. m: B — A izoton (yonii koruyan) Orten

doniisiim olsun. Yani; B < ' ise m(f) < m(B’) olur. Her g € B icin fz: X, ., — Y3

®
stirekli bir fonksiyon olsun. Eger her § < ' € B i¢in

fg
Xn(ph > Vg
(B g’
Prp) qp
Xn(p) > Y
fs
4 (B

diyagrami komutatif ise yani; qg ofp =fgo Pr(py saglaniyor ise
f= (n:B — A, {fz: Xnepy) — Yﬁ}ﬁes ) ailesine X ters sisteminden Y ters sistemine
giden doniisiim denir.

Tanim 2.6.3. (Ters Sistemlerin Morfizmasi) [7,18]: A, B ve C yonlendirilmis

kiimeler olsun.

X = ({X"‘}O‘EA ’ {pg’:X“' - X“}a<a’eA)' Y= ({YB}BEB ’ {Clg :YB’ - Yﬁ}[k[f’eB) ve

IN
Il

!
({ZV}yec , {rVV 2z — Zy}y<y’ec> topolojik uzaylarin ters sistemleri verilsin.

—

I
[><
<

ve g:Y — Z siirekli doniigiimlerini f = (n:B — 4, {f[;:Xn(ﬂ) — Yﬁ}ﬁes )

~

ve g =|p:C — B, {gy: Yo0) — ZV}yec ) seklinde tanimlayalim.
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Yp(y’) > Zy!
p(r" y'
Dp(y) Ty

YP(V) > Zy

9y

diyagrami  komutatif ise geof = (n op:C — 4, {gy ° foe): Xnpy) — Zy}yec)

ailesine f ile g doniisiimlerinin morfizmasi denir.

Ters sistemlerin morfizma olmasi igin y < y' iken

9y ° Foar'

Xap" > Zy!
p(y") v
Prp) Ty
Xrp) —> 7,

9y ° fow)

diyagrami komutatif olmali. Boylece ters sistemler ve onlarm morfizmalar1 bir kategori

olusturur.

Tamm 2.6.4. [7,18] (4, <), A yonlendirilmis bir kiime, her a € A i¢in X* bir topolojik
uzay ve her a < a' € A igin qgf’:X“ — X% siirekli bir fonksiyon olsun. Eger,
1) Hera € Aigin q5: X* — X% ise qF = 1ya;

n I

.. " a
2) Hera<a' <a"i¢ingy =q, °qg

kosullar1  saglanirsa Y:({X“}aeA, {qgf’:X“—>X“’} ,EA) ailesine  topolojik

a<a

uzaylarin diiz sistemi denir.
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Tanim 2.6.5. (Diiz Sistemlerin Doniisiimii) [7,18]: A ve B yonlendirilmis iki kiime
olsun.

X = ', ’ Y = ({v# B'.yB s yp'

X = ((Xen (08X -7} ) ve ¥ = ({Y b pen {rf'.vs >y }/;</;'e3)
topolojik uzaylarin diiz sistemleri, ¢p: A = B izoton (yOnii koruyan) orten doniisiim ve

her a € A igin f%: X% — Y¥(® siirekli bir fonksiyon olsun. Eger her a < a’ € A i¢in

fa
e L, 9@
a R
Ga T (a)
Xa/ > ,
, yo@)
fa’

diyagram1 komutatif ise 7=(¢:A—>B, {f“:X“—>Y¢(“)}aeA) ailesine X diiz

sisteminden Y diiz sistemine giden doniisiim denir.

Tanim 2.6.6. (Diiz Sistemlerin Morfizmasi) [7,18]: A, B ve C yonlendirilmis

kiimeler olsun. X = ({X“}aeA, {qg’:X“ — X“'}a<a,eA), Y = ({Yﬁ}ﬁEB, {r[f’: Y —

Yﬁ'} ve Z:<{ZV}VEC1 {t;’:ZV—>ZV’} topolojik uzaylarin diiz

ﬁ<ﬁ’EB> y<y’EC>

sistemleri verilsin.
f:X =Y ve §:¥ — Z siirekli donissiimleri f = (¢:4 — B, {f:X% —y¢@} )

veg = (p: B — C, {gﬁ: Y — Zp(ﬁ)}BEB) seklinde tanimlansin.

gof = (p op:A—C, {g?@ofrx* — Zp‘f’(“)}aeA) ailesine f ile g
doniisiimlerinin bileskesi denir. Boylece diiz sistemler ve onlarin morfizmalar1 bir

kategori olusturur.
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Tanim 2.6.7.[7,18] X = ({Xa}aeA , {pg’:Xar — X“}a<a’€A) topolojik uzaylarin ters
sistemi olsun.
[[ X, topolojik ¢arpim uzayinin

a€EA

a€EA

alt uzayina X ters sisteminin limiti denir ve lim X ile gosterilir.

Tanim 2.6.8.[7,18] X = ({X“}aeA, {qg’:X“ — X“’} ) topolojik uzaylarm diiz

a<a'€A

sistemi, X = @ X% topolojik toplam ve {ia:X“ — D X“} gomme fonksiyonlari
a€EA a€EA

olsun. X uzayinda denklik bagmtisi, x* € X%, x% e x« icin;
n
x%~x® = g (x%) = q (x%) kosulunu saglayan a” > a,a” > a' a' € A vardir

seklinde verilsin. X uzaymm bu denklik bagntisina gore boliim uzayma X diiz

sisteminin limiti denir ve lim X ile gosterilir.
—

Ornek 2.6.9. [7] M keyfi bir kiime ve her m € M icin X,,, bir topolojik uzay olsun. M
nin tim sonlu alt kiimelerinin kiimesi A, a <a' € A< a c a’ bagntis1 ile
yonlendirilmis bir kiimedir.

Hera € 4 igin X, = [] X; veher a < a’ € 4 igin pg;’:xa, — X, projeksiyon

lEa

doniigiimii ise X = ({Xa}aeA ) {pgf’:X o X“}a ) topolojik uzaylarin ters

<a'eA

sistemidir ve limX = [] X,, dir.
- meM

Ornek 2.6.10. [7] M keyfi bir kiime ve her m € M igin X,,, bir topolojik uzay olsun. M
nin tim sonlu alt kiimelerinin kimesi A, a <a' €A & a c a’ bagmtis1 ile

yonlendirilmis bir kiimedir.

Her a € A icin X* = @ X; ve her a < a’ € A igin qgf’:X“ - xe gomme

iEa
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a<

doniisimii ise X = ({X ol {q&":X *— X “'} a,eA) topolojik uzaylarinin diiz

sistemidir ve limX = @ X,, dir.
- meM

X = ({Xa}aeA , {pg’ Xy — Xa}a<a’eA) topolojik uzaylarin ters sistemi i¢in

limX c [] X, oldugundan p,: [[ X, — X, projeksiyon déniisiimiiniin p, | lim X
- a€A a€A -

daraltilmasini ele alabiliriz. Bu daraltilmay1
Mo l(ilng — X,

ile gosterelim. Her a € A i¢in 7, stireklidir ve her a < a' i¢in
Ty =P oy

saglanir.

w<a'c A) topolojik uzaylarm diiz sistemi i¢in

= ((KYuen, fa' X% — 1)
q: a?A X — li_r)n)_( kanonik 6rten fonksiyon ise her a € A i¢in

n*=qoi;X*— li_r)n)_(
fonksiyonu siireklidir ve her @ < a' i¢in T% = % o qgf’ saglanir.
Ty l(iing — X, n*%X* — li_r)nY fonksiyonlarina projeksiyon adi verelim.
Teorem 2.6.11.[7,18] X = ({Xa}aeA ) {pgf’:Xar — X“}a<a’eA) topolojik uzaylarin
ters sistemi olsun.

B={n'(U):a € AU € 1,}

ailesi X = lim X uzayinin topolojisinin bir tabamdir.
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Ispat) Her a € A i¢in m,:limX — X, siirekli oldugundan B ailesinin kiimeleri
acgiktir. B nin bir taban oldugunu gostermek icin her agik U < lim X kiimesi ve her

x € U noktas1 i¢in x € 1y, (Uao) c U kosulunu saglayan ay, € A ve U, € 14,

bulunmasi gerekir.
U climX keyfiacik kiime, x = {x,} € U herhangi bir nokta olsun. Alt uzay

topolojisinin tanimindan U = llmX NV saglanacak bicimde V c [] X, agik
a€A
kiimesi vardir. Carpim topolojisinin tanimindan ise

x €pgt(Uy) NN pzt(Uy,) €V

kosulunu saglayan ay, ..., a; € A elemanlar1 ve Uy, € 7,, kiimeleri mevcuttur. Simdi A
yonlendirilmis kiime oldugundan «a, > a4, ..., @y > @) kosulunu saglayan a, € A

vardir. pa Xy 2 Xopl = 1,k siirekli fonksiyonlar igin (pgi")_l(Uai) kiimeleri ve

k _
onlarin sonlu arakesiti ,ﬂl(pgf)) ! (uy,) = Uqy» Xa, Uzayinda agiktir. p,° (xao)
i= i i i

oldugu igin x, € U, dir ve x = {x,} € 1y, (Uao) dir. Buradan

”;;(pgf)_l(l]ai) = T[all(Ual) X N pg 1(Ual)

dir. Boylece

ez (V) =t £L08) ™ (0a)) = 7)™ (0) =

==

k
n (xNpz(Uy,)) = XN <_le;i1(uai)> c XNV ="U dur.m

17



Teorem 2.6.12.[7,18] X = ({Xa}aeA , {pg’:xa, — Xu} topolojik uzaylarm

a<a’€A)
ters sistemi, B c limX alt uzay, .(B) = B, ve ﬁz = p&' |Bc, ise
— a

B = ({Bg}ae " {52 By — Bg} ) topolojik uzaylarm ters sistemi ve

a<a'€A

limB = B¢ c limX dir.
Ispat) Her x € B ve a < a’' € A igin m,(x) = ﬁzl (m,r (%)) oldugundan

P (85) =72 (e ®)) € (52 o ®) = (ma®)) = B
dir, yani B ters sistemdir ve l}'ing c 1@5 dir.
liin B nin kapali alt uzay oldugunu gésterelim.
Her x = {x,} € l}'lng\ 1}'315 icin
Xax) € Xa) \ Baw)
kosulunu saglayan a(x) € A vardir.

0 zaman n;(lx) (Xa(x) \ Bf{(x)) kiimesi x noktasinin a¢ik bir komsulugudur ve lim B
kiimesi ile arakesiti bos kiimedir. Béylece lim B kapalidir ve B¢ c lim B dir.
Diger yandan her x = {x,} € limB ic¢in Teorem 2.6.11.den

{n'(Uy):a €A, Uy €14, x4 €Uy}
ailesi lim X uzayinda x noktasinin bir komsuluk tabanidir. Her U,, i¢in x, € U,NBg

oldugundan U,NB, # @ dir ve BN1;*(U,) # @ dir, yani x € B¢dir. Boylece

lim B c B¢ elde edilir. 0 halde B¢ = lim B bulunur. m

Sonug 2.6.13.[7,18] X = ({Xa}aeA ) {pg’:Xar — X} topolojik uzaylarin

a<a’eA)

ters sistemi, B € lim X bir kapal alt uzay ise B uzayi, X, uzaylarinin kapali alt
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uzaylarindan olusan

B = (B0en 57 52 — 55),_,.,)

ters sisteminin limitine esittir.

Teorem 2.6.14.[7,18] X = ({Xa}aeA , {pg’:X r— X“}a topolojik uzaylarin

a <a’eA)

ters sistemi olsun.
1) Eger her pg': X, — X, birebir ise her m,: l(iln)_( — X, fonksiyonu da birebirdir.
2) Eger her pg': X, — X, birebir ve orten ise her m,: l(iLnK — X, fonksiyonu da
birebir drtendir.
Ispat)
Dx={x#+y={J)€ lim X noktalarl i¢in
May(X) = Xg, = Ya, = e, (V)

olsun. Her a’ > a; igin pgi:xa, — X, birebir ve

P& (Xe)) = Xay = Yo, = P& (V)

oldugundan x, =y, diir. Keyfi a € A i¢in A yonlendirilmis kiime oldugundan «, a'

i¢in @' > a,a’ > a; kosulunu saglayan a’ € A mevcuttur. O halde x,, = y,, oldugu

i¢in x,» =y, diir. Buradan da x, = pgfi (x,) = pgfi (Vo) = Yo dir, yani x =y dir.

2) m,, fonksiyonunun birebir oldugu 1) sikkinda ispatlandi. Simdi m,, in Orten

oldugunu gosterelim. x, € X, keyfi bir eleman olsun. Her a'>a; icin

! _1 . .
(pgl) (xal) =x, alalm. Her « €A i¢in a’' > a,a’ > a;  kosulunu saglayan

a' € A vardrr. O zaman x, = p% (xy) = p& ((pgfi)_l(xal)> alahm. x = {x,}

elemaninin lim X ye ait oldugunu gosterelim.Her @ < & icina’ > a,a’ > a4 ve
—
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a’ > & a > a; olsun. Bu durumda

o= ) =98 (087 () ) 20 = 0 o) = () (5

dir. ', a’ elemanlar1 i¢in a” > a’,a” > a’ kosulunu saglayan a” € A elemanini

secelim. O zaman

Xal = pgl (Xa//) = (pgl o pg/ (xall)) = (pgi o pg; (Xau))
ve
xa1 = pg1(xa’) = pf{i(x;;,)
dir. p(‘x"i ,p(‘z fonksiyonlar1 birebir, Orten olduklar1 igin pg,” (xgr) =x4 Ve
p% (xo) = xz dir. O halde
a'! _ a' a'! _ a'! _ "1‘7 a'! _
P Ce) = (p& oPY ) ) = %0y S5 Gar) = (PE o 1S ) Cor) = x4

dir. Buradan da pZ (xz) = p2 (x,1) = x, elde edilir. Agiktir ki Mg, (X) = x4, dir. m

Sonug  2.6.15.(7,18] Eger X = ({XoJaea, (¥ Xor > X}, topolojik

<a'€A)

4
uzaylarin ters sisteminde her p® : X, — X, bir homeomorfizma ise
Te:limX — X,
fonksiyonu da bir homeomorfizmadir.

Teorem 2.6.16.(7,18] X = ({(X"}uen, {q&':X° —> X<} _,

e A) topolojik uzaylarin

diiz sistemi olsun.

1) Eger her qg': X — x«' fonksiyonu birebir ise her 7%: X% — lim X fonksiyonu

da birebirdir.

2) Eger her qg':X“ — Xv fonksiyonu birebir, orten ise her 7% X% — lim X
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fonksiyonu da birebir ve ortendir.
Ispat)

1) x%y* e X, x* #y*, 7%x%) = n*(y%) olsun. Bu durumda x% y“% elemanlari
denktir, yani q,, Bx®) = q, (y“) kosulunu saglayan 8 > a olacak sekilde B € A eleman

vardir. qa fonksiyonu birebir oldugundan x* = y% dir, yani, 7% fonksiyonu birebirdir.

2) [x] € llmX keyfi bir eleman olsun.q: @ X* — llmX fonksiyonu orten oldugu
a€EA

icin (%) = [x] kosulunu saglayan ¥ € @ X% elemam vardir. Topolojik toplam
a€EA

tanimi gere8i X € X @' diir. Bu eleman1 ¥ = x* € X% ile gosterelim.

Boylece her [x] € li_r)n? icin n“'(x“’) = [x] kosulunu saglayan a’ € 4 ve x% € X%
meveuttur. a, @’ € A i¢in a' > a,a” > a’ kosulu altinda a” € A elemanim1 secelim
q%": X* - X" 6rten oldugundan qg,” (x*") € X% eleman i¢in q& (x®) = qg,” (x")
saglanacak bigcimde x* € X% elemani vardir. O halde x* € X “,x“' € X% elemanlari
denktir ve 7%(x%) = 7 (x®') = [x] dir, yani 7 fonksiyonu rtendir. m

Sonug 2.6.17.[7,18] Eger X = ({(X“Yeen, {q8:X% — X<} __,_,) topolojik

uzaylarin diiz sisteminde V qa X% - X% homeomorfizma ve q P X*— llmX
a€eA

acik fonksiyon ise her w%: X% — limX fonksiyonu da bir homeomorfizmadir.

X = ({Xa}aEA ) {pg'}a<a,eA) , Y = ({YB}BEB , {rﬁﬁ,}ﬁ<ﬂ’68) topolojik uzaylarin ters

sistemleri, f = ((p:B — A {fz: Xpp — Y/”}ﬁeB ):)_( — Y bu ters sistemlerin bir
doniisiimii olsun. Her x = {x,} € limX ve her f € Bicin y; = f (x(p(ﬁ)) alalim.

y = {yﬁ} elemaninin lim Y uzayina ait oldugunu gosterelim. Her ' > 8 € B i¢in
B’ _ B B") _ -
% )= a5 (o (voie)) = ( Poce) (xfﬂ(ﬁ’))) = Js (%o = 75
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oldugundan y = {yﬁ} elemani limY uzayina aittir. Boylece her x = {x,} € limX
elemanina kars1 y = {yﬁ} = {fﬁ (x(p(ﬁ))} € limY elemani karsi gelir. Buradan lim X
den limY ye giden bir fonksiyon tanimlanir. Bu fonksiyonu

lim f : lim

— —

[><

— limy

ile gosterelim.

Tanim 2.6.18.[7,18] lgnz : l(ilng — IEnZ fonksiyonuna f:X — Y
donilistimiiniin limiti denir.

Tanimdan agik¢a goziikiiyor ki her § € B igin

) Ty p)
lim X > X0
.
imf fs
limY >
g

diyagrami komutatiftir.

lim f fonksiyonunun siirekli oldugunu gésterelim. Bunun i¢in ise Teorem 2.6.11 den

yararlanarak mg 1(Uﬁ) kiimelerinin lim f altinda ters goriintiilerinin a¢ik oldugunu

gostermek yeterlidir.

(lflnf)_l (m5*(Up)) = (s ° l(iinl_f)_l (Ug) =

= (fp o o) (Ug) = (Tpipy) (f[f_l(Uﬂ))

ve fg, Ty(p) fonksiyonlari stirekli oldugundan dolay: lim f fonksiyonu sireklidir.
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X = ({Xa}aeA' {p }a<a,eA) Y = ({Yﬁ}ﬁeB, {rﬁﬁ }ﬁ</>”€B) topolojik uzaylarin diiz
sistemleri, f = (qb:A — B, {fe:x*— Y‘l’(“)}aeA): X —Y bu sistemlerin bir
doniisiimii olsun. {f%: X* — Y‘f’(“)}aeA fonksiyonlarmdan yararlanarak

f=@ f* @ X*— @yd)(a)

a€eA a€eA a€EA

fonksiyonunu verelim. f fonksiyonunun denklik bagintisini korudugunu gosterelim.

a a .a a’ a(a a’ (. a
x* € X*,x* € X* elemanlar1 denk olsunlar. O zaman q5 (x%) = q_; (x*) ve

a” >a,a" >a' saglanacak sekilde a”’ € A elemant vardir. ¢:A — B izoton

doniisiimii oldugundan ¢ (a’’) > ¢(a), p(a’”) > ¢p(a’) diir. O halde

o (Fe) = £ (g8 ) = £ (a3 (<)) = 800 (7 (x)

oldugundan f*(x%), f¢ (x“’) elemanlar1 denktir. Boylece f: @ X% — @ Y¢@®
a€A a€A

fonksiyonu denklik sinifini denklik sinifina gétiirdiigii i¢in boliim uzaylarmin

lim]_f:li — limY

— — —

>

stirekli fonksiyonu tanimlanir.

Tanim 2.6.18.[7,18] limf:limX — limY fonksiyonuna f:X —Y

—

doniisiimiiniin limiti denir. Her a € A i¢in

X« T® R lim X
fe lim f
y®(@) S

9@ lin Y

diyagramin komutatif oldugu agiktir.
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Teorem 2.6.19.[7,18] X = ((XJaea, (%)) ¥ = ({yﬁ}ﬁEB, {rﬁﬁ,}ﬁ<ﬁ’63)

topolojik uzaylarmn ters sistemleri, f = (qb:B - A, {fﬁ:X(p(B) - YB}BEB ):)_( - Y bu

ters sistemlerin bir doniistimii olsun. Eger her f € B i¢in fp: X, ) — ¥z fonksiyonu

bir homeomorfizma ise

lim f : lim

— —

[><

— limY

fonksiyonu da bir homeomorfizmadir.
Ispat) Once lim f fonksiyonunun birebir oldugunu gosterelim.
x={xz},z=1{z,} € ImX ,x # zise Xq, # Za,
saglanacak bigimde a, € A vardir. ¢(B) > @, kosulu altinda B € B elemanini segelim.
Pa(po(ﬁ) (o) = Xap # 2oy = Pa(po(ﬁ (2o))
oldugu igin x,, # z,, dir. fp fonksiyonu birebir oldugundan fz (x(p(ﬁ)) * fp (Z(p([;))
dir. Doloyisiyla l(lln]_‘ fonksiyonu birebirdir.
Simdi l}in]_f nin orten oldugunu gosterelim.y = {yﬁ} € l(iln Y keyfi eleman olsun.

Her B € B i¢in fg: X, p) = Y Orten oldugundan fp (Z(p(ﬁ)) = yp saglanacak sekilde

Zyp) € Xp(py elemam bulunabilir. Her a € A i¢in ¢(f) > a kosulunu saglayan

B € B elemanni alahm ve x, = py 8) (Z(p(ﬁ)) olsun.

O halde kolayca gosterebiliriz ki x, eleman1 f§ € B elemanindan bagimsizdir.

x =1{x,} € l(ilnX ve (l(lln]_f) (x) = y dir.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in 1(iln f nin agik oldugunu géstermek yeterlidir.

Bunun i¢in Teorem 2.6.11 den yararlanarak her 8 € B ve her agik U < X,z kiimesi

icin n(;(lﬁ)(U) c l(ilng kiimesinin 1(1L‘Il£ altinda gorintiisiiniin agik oldugunu
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gostermek yeterlidir. Her 8 € B icin f3 o 7 (g) = mp o lim f oldugundan

() "o ()™ = (timg) e ()"
dir. A = fg(U) olsun. fz: X, 5y = Yg homeomorfizma oldugundan
Tty @) =ty o £ (@) = (i) " ()
dur. Buradan ise
(tim ) (gl @) = (tim) « (imf) ™ (i (752)) = mi* (5s)

dur.7g* (f/g (U)) kiimesi ise lim Y uzayinda agiktir. m

2.7. Kategori ve Funktor
Tamm 2.7.1.[18] X,Y, Z, ... herhangi nesneler olsun. Bu nesneler kiime, grup, uzay vs
olabilir. Herhangi X,Y nesneleri i¢in Hom(X,Y) kiimesi verilsin. Bu kiimeye X

nesnesinden Y nesnesine giden morfizmalar kiimesi denir.
V X,Y, Z nesneleri i¢in;

u: Hom(X,Y) x Hom(Y,Z) — Hom(X,Z) doniigimii verilsin. V f € Hom(X,Y) ve
vV g € Hom(Y,Z) morfizmalar igin u fonksiyonunun goriintiisii u(f, g) = g o f olsun.

Farzedelim ki u fonksiyonu i¢in asagidaki dzellikler saglanir.
1)VX,Y,Z,K veVf € Hom(X,Y), Vg € Hom(Y,Z), Vh € Hom(Z,K) igin
u(u(f, 9, 1) = u(f, ulg, b))
u(geof,h) =ulf,heg)
ho(gef)=(heg)ef

2) VX,Y i¢in 6yle 1y € Hom(X,X) ve 1y € Hom(Y,Y) morfizmalar1 var ki her
f € Hom(X,Y) i¢in u(1y, f) = f ve Vg € Hom(Y, X) i¢in u(g, 1y) = g saglanir.
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Yani fol,=f, 1y o g =g dir.
1y, 1y morfizmalarina birim morfizma denir.

X,Y,Z nesneler ailesi ve nesnelerin morfizmalar kiimesine 1,2,3 kosullarmi saglayan p

doniisiimii ile birlikte bu sisteme kategori denir.

Tamm 2.7.2. [18] C' ve C iki kategori olsun. Nesneleri ObC ve ObC' olarak yazalim.
Eger

H)VXel' iginXEC
2)VX,Y € ObC' igin Hom /(X,Y) € Hom.(X,Y)
ise 0 zaman C' kategorisine C kategorisinin alt kategorisi denir.
C' kategorisi C kategorisinin alt kategorisi ve V X,Y € ObC’ igin
Hom (X,Y) = Hom:(X,Y)

ise C' kategorisine C kategorisinin tam alt kategorisi denir.
Tamm 2.7.3. [18] C,, C, iKi kategori olsun. F doniigtimii

VX € 0bC, — F(X) € 0bC,

V f € Hom (X,Y) — F(f) € Hom,(F(X),F(Y))
olsun ve asagidaki kosullar saglansin;
DVf:X —>Y,9:Y > Zigin F(gef) =F(g)eF(f)
2) 1y: X — X igin F(1x) = 150

0 zaman F:(C; — C, doniisiimiine kovariant funktor denir.
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Tamm 2.7.4. [18] C,, C, iki kategori olsun. F doniigiimii
VX €0bC, — F(X) € 0bC,
V f € Hom¢, (X,Y) — F(f) € Hom, (F(Y),F(X))
olsun ve asagidaki kosullar saglansin;
DVf:X —>Y,9:Y > Zigin F(gef)=F(f)eF(g)
2) 1y: X — X igin F(1y) = 1py
0 zaman F:(C; — C, doniistimiine kontravariant funktor denir.

Tammm 2.75.[18] F:C —C', G:C— C' iki kovariant funktor olsun.
Vf:X — Y € C igin

F
F(X) v , F()
TIX ny
G(X) > G(Y)
G(f)

diyagrami  komutatif yapan 7 ={ny:F(X) = G(X)}xcopc C' Kkategorisinin

morfizmalar ailesine F, G kovariant funktorlarm morfizmas1 denir.

Tammm 2.7.6.[18] F:C — C', G:C — C' iki kontravariant funktor olsun.
Vf:X — Y € Cicin

F(f)
F(X) = F(Y)
Nx Ny
Gx) G(Y)
G(f)
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diyagrami  komutatif yapan 7 ={nx:F(X) — G(X)}xecopc C' Kkategorisinin

morfizmalar ailesine F, G kontravariant funktorlarin morfizmasi denir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu baslik altinda tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve teoremler

verilecektir.

3.1. Soft Kiimeler
Tanim 3.1.1.[54] U bir evrensel kiime ve E parametrelerin kiimesi olsun. U nun kuvvet
kiimesini P(U) ile gosterelim ve A , E parametreler kiimesinin bos olmayan alt kiimesi

olsun. (F, A) ¢ifti U lizerinde bir soft kiime olarak adlandirilir.
Burada F, F: A — P(U) ile verilen bir doniisiimdiir.

Baska bir ifadeyle, U tlizerinde bir soft kiime, U evrensel kiimesinin alt kiimelerinin bir
parametrelenmis ailesidir. € €A i¢in F(e) kimesi (F,A) soft kiimesinin
¢ —elemanlarmin kiimesi ya da € —yaklasimlarmin kiimesi olarak diisiintilebilir. Ag¢iktir

ki, soft kiime bir kiime degildir.

Ornek 3.1.2.[54] Bir (F,A) soft kiimesi X sahsmin almak i¢in diisiindiigii evin

Ozelliklerinin tasviri olsun.

Farz edelim ki U = {hy, hy, h3, hy, hs, hg} durumunda alti ev vardr ve E =

{e,, e,, €3, e4, es} parametrelerinin kiimesi olsun. e; (i = 1,2,3,4,5) sirasiyla “ pahalt ”,

29 ¢

“ guzel ”, “ahsap >, “ucuz ” ve “ bahgeli ” parametrelerine karsilik gelir. (.), e; € E

(13

parametrelerinin birini isaret etmek tizere F doniisimii “ ev(.) ” seklinde verildigi

(13

diisiiniilsiin. Ornegin F(e,), “ ev(pahalt) > anlamindadir ve onun fonksiyon degeri

{h € U: h pahali evdir} kiimesidir.

Farz edelim Ki F(e;) = {hy, hs}, F(ep) = {hy, h3}, F(e3) = @, F(ey) = {hy, h3, hs} ve
F(es) = {hy} dir. O halde (F,E) soft kiimesini yaklasimlarmn asagidaki gdsterimini

iceren bir kiime olarak gorebiliriz.

(pahali ev, {h,, h,}), (gluzel ev,{hy, h3}), (ahsap ev, @ ),}

(F,E) = { (ucuz ev,{hy, hs, hs}), (bahgeli ev,{h,})
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Tanim 3.1.3. [52] U evrensel kiimesi tizerinde (F, A) ve (G, B) soft kiimeleri i¢in, eger
1) AcB ve

2) Ve € A icin F(e) c G(e) ise

(F, A) ya, (G, B) nin soft alt kiimesidir denir ve (F,A) € (G, B) seklinde gosterilir.

Eger (G,B) , (F,A) nm soft alt kiimesi ise (F,A) ya (G, B) nin soft iist kiimesi denir.
(F,A) 5 (G, B) ile gosterilir.

Tammm 3.1.4. [52] U evrensel kiimesi tizerinde (F,A) ve (G, B) iki soft kiime olsun.
Eger (F,A), (G, B) nin soft alt kiimesi ve (G, B), (F,A) nin soft alt kiimesi ise (F, A)

ve (G, B) soft kiimelerine soft esit denir.

Tamm 3.1.5. [52] E = {e,, e,, ..., e, } parametrelerin kiimesi olsun. E kiimesinin degili

V ii¢in [e; # e; olmak lizere [E = {[ey, €y, ..., [en} dir ve [E ile gosterilir.

Onerme 3.1.6.[52]1) [([A) =4
2) [(AuB)=[AU[B
3) [AnB)=[AN[B
Tamm 3.1.7. [52] (F,A) soft kiimesinin tiimleyeni (F,A)¢ ile gosterilir ve (F,A)¢ =

(F¢,[A) seklinde tanimlanir. Burada F¢:[A — P(U), Va € [A igin F¢(a) =U\

F([a) ile verilen doniisiimdiir.

F¢, F nin soft tiimleyen fonksiyonu olarak adlandirilsin. Ag¢iktir ki (F€)¢, F ile aynidir
ve ((F,A))¢ = (F,A) dur.

Tamm 3.1.8. [52] (F, A), U iizerinde bir soft kiime olsun. Eger Ve € A i¢in F(e) = @

(bos kiime) ise (F, A) soft kiimesine bos soft kiime denir ve & ile gosterilir.

Tamm 3.1.9. [52] (F, A), U lizerinde bir soft kiime olsun. Eger Ve € A igin F(e) = U

ise (F, A) soft kiimesine mutlak soft kiime denir ve 4 ile gosterilir.

Aciktir ki A = @ ve &€ = A4 dur.
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Tammm 3.1.10.[52] (F,A) ve (G,B) U tizerinde iki soft kiime ise (F,A) A (G, B)
seklinde gosterilen "(F,A) VE (G,B)" islemi, (F,A)A(G,B) = (H,A X B) olarak
tanimlanir. Burada V (a, 8) € A X B i¢in H((a, ,8)) = F(a) N G(B) drr.

Tanmm 3.1.11. [52] (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki soft kiime ise (F,A)V (G,B)
seklinde gosterilen "(F,A) VEYA (G,B)" islemi, (F,A) Vv (G,B) = (0,A X B) olarak
tanimlanir. Burada V (a, 8) € A X B i¢in 0((0:, ,8)) = F(a) U G(B) dur.

Onerme 3.1.12.[3]1 1) ((F,A) v (G,B))" = (F,A)° A (G,B)*

2) ((F,A) A (G,B)) = (F,A)FV (G,B)*

Tammm 3.1.13.[52] U evrensel kiime tizerindeki (F,A) ve (G,B) iki soft kiimenin
birlesimi (H, C) soft kiimesidir. Burada C = AU B ve Ve € C i¢in

F(e) , egere €A — Bise
H(e) =1G(e) , egere € B— Aise
F(e)U G(e), egere € ANBise

seklindedir. Bu islem (F,A) U (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tammm 3.1.14. [52] U evrensel kiime iizerindeki (F,A4) ve (G,B) iki soft kiimenin
kesisimi (H,C) soft kiimesidir. Burada C = AN B, Ve € C i¢in H(e) = F(e) N G(e)
dir ve (F,A) n (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Ornek 3.1.15.[3] Farz edelim Ki U = {hy, hy, h3, hy, hs, he, ho},
A = {pahali,orta,ucuz} ve B = {giizel, modern,ucuz} dir. F(pahalt) = {h,, h,},
F(orta) = {hy, h3, hs}, F(ucuz) = {he, h;}, G(gizel) = {h,, hs, h,}, G(modern) =
{hy, hs, he}, G(ucuz) = {hg, h,} olsun. O halde:
(F,A)n (G,B) = (H,C),C = An B olmak tizere H(ucuz) = {hg, h,}
(F,A) U (G,B) = (H,C),C = AU B olmak tizere H(pahalt) = {h,, h,}
H(orta) = {hy, hg, hs}, H(ucuz) = {hg, h,}, H(gtzel) = {h,, h3, h,},

H(modern) = {hy, hs, hg}

olur.
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3.2. Soft Topoloji ve Soft Topolojik Uzaylar

X bir evrensel kiime ve E parametrelerin bos olmayan kiimesi olsun.

Tanim 3.2.1.[65] X iizerinde (F,E) ve (G, E) iki soft kiime olsun. (F, E) ve (G, E) soft
kiimelerinin farki Ve € E i¢in H(e) = F(e) \ G(e) dir ve (H,E) = (F,E)\ (G,E) ile

gosterilir.

Tamm 3.2.2.[65] Y, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. X {izerinde (Y, E) soft

kiimesi Var € E icin Y(a) = Y dir ve Y ile gosterilir.
Ozellikle (X, E), X ile gosterilir.

Tamm 3.2.3. [65] (F,E), X iizerinde bir soft kiime ve Y, X in bos olmayan bir alt

kiimesi olsun. Y tizerinde (F, E) nin alt soft kiimesi agagidaki gibi tanimlanir
Va € E icin YF(a) =Y n F(a)

Bu islem ( YF, E) ile gosterilir.

Baska bir ifadeyle (YF,E) =Y n (F,E) dir.

Tammm 3.2.4. [65] X evrensel kiime {izerinde (F,A) bir soft kiime olsun. (F,A) soft
kiimesinin bagil tiimleyeni (F, A)’ ile gosterilir ve (F,A)’ = (F', A) seklinde tanimlanir.
Burada F': A — P(U), Va € A i¢in F'(a) = U — F(a) ile verilen doniisiimdiir.

Tamm 3.2.5.[65] 7, X iizerinde soft kiimelerin ailesi olsun. 7 ailesi i¢in asagidaki

kosullar saglanirsa:

1) &,Xer
2) t smifindaki soft kiimelerin herhangi sayida birlesimi t ya aittir.

3) t smifindaki herhangi iki soft kiimenin kesisimi t ya aittir.
T ya X lizerinde bir soft topoloji denir.

(X, 1, E) gliisii X tizerinde bir soft topolojik uzay olarak adlandirilir.

32



Tamm 3.2.6. [65] (X,7,E), X lizerinde bir soft uzay olsun. T nun elemanlarmna X de

soft acik kiimeler denir.

Tamm 3.2.7.[65] (X,7,E), X lizerinde bir soft uzay ve (F,E), X lizerinde bir soft
kiime olsun. Eger (F, E) nin (F,E) ' bagil tiimleyeni 7 ya ait ise (F, E) soft kiimesine X

de soft kapali kiime denir.
Onerme 3.2.8.[65] (X, 1, E), X iizerinde bir soft uzay olsun. O zaman

1) ®,X kiimeleri X iizerinde kapali soft kiimelerdir.
2) Soft kapali kiimelerin herhangi sayida kesisimi X iizerinde bir soft kapali kiimedir.

3) Herhangi iki soft kapali kiimenin birlesimi X {izerinde bir soft kapali kiimedir.

Tamim 3.2.9. [65] X bir evrensel kiime, E parametrelerin kiimesi ve T = {&®, X} olsun. t
ya X lizerinde soft indiskret topoloji ve (X, 7, E) ye X lizerinde bir soft indiskret uzay

denir.

Tamm 3.2.10. [65] X bir evrensel kiime, E parametrelerin kiimesi ve 7, X lizerinde
tanimlanabilecek biitiin soft kimelerin ailesi olsun. O zaman 7, X de soft diskret

topoloji olarak adlandirilir ve (X, 7, E) ye X lizerinde bir soft diskret uzay denir.

Onerme 3.2.11.[65] (X,7,E), X iizerinde bir soft uzay olsun. Herbir a € E i¢in
T, = {F(a) | (F,E) € t} ailesi X de bir topoloji tanimlar.

Ornek 3.2.12.[65] X = {hy, hy, h3}, E ={ej, e} ve
T= {CDI X~l (Fll E)l (FZI E), (F31 E), (F4, E)} Olsun! burada (Fll E)I (F21 E)I (F3; E); (F4; E)

X tizerindeki soft kiimeleri asagidaki gibi tanimlanar.
Fi(e;) = {hy} Fi(ep) = {hi}

Fy(e1) = {hy, h3}  Fy(ep) = {hy, hy}

F3(e;) = {hy, h}  Fs(er) = X

Fy(e;) = {hy, hy}  Fu(ep) = {hy, hs}
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O zaman 7, X de bir soft topoloji tanimlar ve buradan (X, 7, E), X lizerinde bir soft

topolojik uzay olur.

Te, = {@, X, {hz}, {hz, h3}, {hl, hz}} VE T, = {@; X, {hl}; {h1: h3}: {hll hz}} X de

topolojidirler.

(“)rnek 3.2.13. [65] X = {hlJ hz, h3}, E = {81, 82} ve
T= {CD; X; (Fll E); (FZ' E); (F3; E); (F4; E)} Olsuny burada (Fll E): (Fz, E), (F3I E)I (F4I E)

X lizerindeki soft kiimeleri asagidaki gibi tanimlanur.
Fi(er) = {h,} Fi(ez) = {h4}

Fy(e1) = {hy, h3}  Fy(ex) = {hy, hy}

F5(e1) = {hy,hy}  Fi(ez) = {hy, hy}

Fy(ey) = {hy} Fy(e;) = {hy, h3}

O zaman 7, X de bir soft topoloji degildir ¢iinkii (F,,E) U (F3,E) = (G,E) burada
G(e,) = X ve G(e,) = {hy,h,} ve de (G,E) & Tolur.

Ustelik 7o, = {0, X, {h,}, {hy, hs}, {hy, ho}} ve 7., = {0, X,{h.}, {hy, hs}, {hy, hy3} X de

topolojidirler.

Tamm 3.2.14. [65] (X, 1,E), X lizerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E), X lizerinde

bir soft kiime olsun. (F, E) nin soft kapanis1 (F, E) nin biitiin soft kapali iist kiimelerinin

kesisimidir ve (F, E) ile gosterilir.

Agiktir ki (F,E), (F,E) soft kiimesini kapsayan X {izerinde en kiigiik soft kapali

kiimedir.

Teorem 3.2.15. [65] (X, 1,E), X lizerinde bir soft topolojik uzay, (F,E) ve (G, E) X

iizerinde soft kiimeler olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

) d=bveX =X

2) (F,E) € (F,E)

3) (F,E) kapal kiimedir & (F,E) = (F,E)
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4) (F,E) = (F,E)

5) (F,E) € (G,E) = (F,E) € (G,E)

6) (F,E)U(G,E)=(F,E)U(G,E)

7) (F,E)n(G,E)Z (F,E)n(G,E) .

Tamm 3.2.16. [65] (X, 1, E), X lizerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E) X lizerinde
bir soft kiime olsun. (F,E) soft kiimesi Va € E i¢in F(a) = F(a) ile verilir. Burada

F(a) herbir a € E i¢in 7, da F(a) nin kapanisidir.

Onerme 3.2.17.[65] (X, 1, E), X iizerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E) X iizerinde
bir soft kiime olsun. (F,E) & (F,E) dir.

Sonu¢ 3.2.18. [65] (X, 1, E), X ilizerinde bir soft topolojik uzay ve (F, E) X iizerinde bir

soft kiime olsun. O zaman

(F,E)=(F,E) & (F,E) €.

Ornek 3.2.19.[65] X = {hy, hy, h3}, E = {e;,e,} ve 1 = {®, X, (Fy,E), (F,,E), ..., (F5, E)}

olsun. Burada

Fi(ey) = {hy, hy} Fi(ez) = {hy, hy}

Fy(e1) = {h,} Fy(e;) = {hy, h3}
Fy(er) = {hy,h3}  Fz(ex) = {hi}
Fy(er) = {h,} Fu(ez) = {hs}
Fs(e;) = {hy, hy} Fs(ey)) =X
Fe(e)) =X Fs(ey) = {hy, hy}

F;(ey) = {hy, hs} F,(e;) = {hy, h3}

O zaman (X, t, E), X lizerinde bir soft topolojik uzaydir.
(F,E) ve (G, E) asagidaki gibi tanimlansin:

F(ey) = {hy, h3}, F(ey) = @ ve G(ey) = {hy, h3}, G(ey) = {hy, hy}.
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O zaman (FNG)(ey) ={hs}, FNG)(e) =0 ile (F,E)n(GE)=((FNG),E)
verilir.

(F,E) =Xn (F,,E) n(F,E) = (F, E) ve (G, E) = X olsun.

Buradan (F,E) n (G,E) = (F, E) seklindedir.

Ayrica (F,E) n (G, E) =n{X, (F,,E), (F,,E), (Fy,E)', (Fs,E)'} = (F5, E)' d.

Bu yiizden (F,E)N(G,E) S (F,E)n(G,E) dr fakat (F,E)n(GE) =+ (F,E)n
(G,E) d.

Sonra Tel = {Q); X' {hZ }; {hz, h3}) {hIJ hZ}} ve Tez = {®l X, {hl}l {hll h3}, {hll hz}} Oldugu
goriilebilir.

Burada (F,E), F(e;) = {hy, h3} ve F(e,) = @ ile verilir.

Aciktir ki (F,E) € (F,E) dir fakat (F,E) # (F,E) dir.

Tamm 3.2.20.[31] (X, 7, E), X lizerinde bir soft topolojik uzay olsun. X ilizerinde (F,E)
soft kiimesinin soft i¢i (F, E) nin kapsadig1 biitiin soft a¢ik kiimelerin birlesimine denir

ve (F,E)° ile gosterilir.

Teorem 3.2.21.[31] (X, 1, E), X tzerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E) ve (G, E) X
iizerinde soft kiimeler olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

1) &°=dveX =X

2) (F,E)° € (F,E).

3) ((F,E))” = (F,E).

4) (F,E) bir soft a¢ik kiimedir & (F,E)° = (F,E).

5) (F,E) € (G,E) = (F,E)° € (G,E).

6) (F,E)°n (G,E) = ((F,E)n(G,E)) .

7) (F,E)° U (G,E)" & ((F,E) U (G,E))".

Tamm 3.2.22.[65] (X, 7, E), X lizerinde bir soft topolojik uzay ve Y, X in bos olmayan

alt kiimesi olsun. 7, = {( YF.E)|(F,E) € r} ye Y iizerinde soft goreli (relative)

topoloji denir ve (Y, Ty, E), (X, 7, E) soft uzaymm bir soft alt uzay1 olarak adlandirilir.
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Onerme 3.2.23.[65] (X,7,E), X iizerinde bir soft topolojik uzay ve Y, X in bos

olmayan alt kiimesi olsun. Her a € E i¢in (Y, 7,y), (X, T,) nin bir alt uzayidir.

Onerme 3.2.24.[65] (Y, ty,E), (X,7,E) soft topolojik uzaymmn bir soft alt uzay: ve
(F,E), Y de bir soft agik kiime olsun. Eger Y € 7 ise (F,E) € 7 olur.

Teorem 3.2.25.[65] (Y,1y,E), (X,7,E) soft topolojik uzaymin bir soft alt uzay1 ve

(F,E), X tizerinde bir soft kiime olsun. O zaman
1) (F,E), Y de bir soft agiktir & Herhangi bir (G,E) € T i¢in (F,E) =Y n (G, E) dir.
2) (F,E), Y de bir soft kapalidir & X de herhangi bir (G, E) soft kapali kiimesi i¢in

(F,E) =Y n (G,E) dir.

Tamm 3.2.26.[28] (F,E), X lizerinde bir soft kiime olsun. Eger e € E elemani i¢in
F(e) ={x} ve her e’ € E —{e} i¢cin F(e') = 0@ ise (F,E) soft kiimesi bir soft nokta

olarak adlandirilir ve (x,, E) ile gosterilir.

Tanim 3.2.27.[28] X evrensel kiime iizerinde (x,, E) ve (y,r, E) iki soft nokta olsun.

Eger x # y veya e # e’ ise noktalara farkli noktalar denir.

Onerme 3.2.28.[28] (F,E), X iizerinde bir soft kiime olsun. O zaman (F,E),

kendisinin soft noktalarinin birlesimidir. Yani;

(F,E)=U U (x,E)

e€E x€F(e)
dir.

Tamm 3.2.29.[28] (X, 1, E), X lizerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E), (X,7,E) de
bir soft kiime olsun. (x,,E) € (G,E) c (F,E) saglanacak sekilde (G,E) soft agik
kiimesi bulunabiliyorsa (F, E) soft kiimesine (x,, E) soft noktasinin bir soft komsulugu

denir.

Teorem 3.2.30.[28] (X, 1, E) soft topolojik uzayda (x,, E) nin U(x,, E) soft komsuluk

sistemi asagidaki ozelliklere sahiptir:

1) Eger (F,E) € U(x,, E) ise (x,, E) € (F,E) dir.
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2) Eger (F,E) € U(x,,E) ve (F,E) c (G,E) ise (G,E) € U(x,, E) dir.
3) Eger (Fy,E), (F,, E) € U(x,,E) ise (F,E) n (F,, E) € U(x,, E) dir.

4) Eger (F,E) € U(x,,E) ise (G,E) € U(x,, E) dir 6yle ki herbir (y,, E) € (G,E) igin
(F,E) € U(y,, E) olur.

Tamm 3.2.31.[43] SS(U), ve SS(V)p soft kiimelerin aileleri olsun. u:U — V ve
p:A — B doniisiimler olsun. f,,:SS(U), — SS(V)p doniisiimii asagidaki gibi

tanimlanir:

1) (F,A), SS(U)4 da bir soft kiime olsun. Bu soft kiimenin goriintiisii V y € B i¢in

F , p () NA
ﬁau@)(y):{m—%)nﬁ( @), po)NA=0
@ , aksi takdirde

seklinde bir kiimedir ve f,,, (F, A) = ( fou(F), p(A)) ile gosterilir.

2) (G,B), SS(V)p da bir soft kiime olsun. Bu soft kiimenin ters goriintiisii V x € A i¢in

o= (6G@) . pwes
- 0] , aksi takdirde

seklinde bir soft kiimedir ve £51(G, B) = (f22(6),p™(B) ) ile gosterilir.

Teorem 3.2.32.[43] SS(U) 4 ve SS(V)p soft kiimelerin aileleri olsun. f,,,: SS(U), —

S$S(V)g fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.
1) fou(Pa) = Pp
2) fou(Uy) € Up

3) fu((F,AT G, A)=fu(F,A)T £, (G A) burada (F,A),(G,A) € SS(U), du.

Genel olarak;

fu (UG, ) = U fy (F, A) burada, (F, 4) € SS(U) 4 dir.

38



4) Eger (F,A) € (G,4) ise, f,, (F,A) € £,,(G, A) dir, burada (F,A), (G, A) € SS(U),

olur.

5) Eger (G,B) € (H,B) ise, ;31 ((G,B)) € f£1((H,B)) dir, burada (G,B),(H,B) €
SS(V)g olur.

Eger p ve u surjektif ise f,,, soft fonksiyonuna surjektif denir. Eger p ve u injektif ise

fpu SOft fonksiyonuna injektif denir.

Teorem 3.2.33.[71] SS(U), ve SS(V)p soft kiimelerin aileleri olsun. f,,,: SS(U), —

S$S(V)g fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.
c
1) SS(V)5 de (G, B) herhangi soft kiimesi igin £;1((G, B)°) = (;;,;3((;,3)) dir.

2) SS(V); de (G, B) herhangi soft kimesi igin fi, (f ((G,B))) € (G, B) dir. Eger

fpu surjektif ise esitligi korur.

3) SS(U)4 da (F, A) herhangi soft kiimesi i¢in (F,A) € f,;;}! (fpu(F,A)) dir. Eger f,,,
injektif ise esitligi korur.

Tamm 3.2.34.[28] (X,7,E) ve (Y,7',E) iki soft topolojik uzay, f:(X,7,E) —
(Y,7',E) bir déniisiim olsun. (f(x).,E) nin herhangi (H,E) soft komsulugu igin

f((F,E))C(H,E) saglanacak sekilde (x,,E) nin bir (F,E) soft komsulugu

bulunabiliyorsa f doniisiimiine (x,, E) de soft siirekli doniigiim denir.

Eger f: (X,1,E) — (Y,7',E) soft doniisimii her soft noktada sitirekli ise f soft siirekli

doniisiim denir.

Teorem 3.2.35.[28] (X,7,E) ve (Y,t',E) iki soft topolojik uzay, f:(X,t,E) —
(Y, ', E) bir doniisiim olsun. O zaman asagidaki kosullar denktir:

1) f:(X,t,E) — (Y, 7, E) soft stirekli doniisimdiir,

2) Y izerinde herbir (G, E) soft agik kiime igin f _1((G,E)), X lizerinde soft agik
kiimedir,
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3) Y lizerinde herbir (H, E) soft kapali kiime i¢in f _1((H JE )), X tizerinde soft kapal
kiimedir,

4) X iizerinde herbir (F, E) soft kiime i¢in, f((F,E)) c (f(F,E)),
5) Y iizerinde herbir (G, E') soft kiime igin, (f‘l(G, E)) c f‘l((G, E)),

6) Y iizerinde herbir (G, E) soft kiime i¢in, f~1((G,E)°) c (f‘l(G,E))o.

3.3. Soft Ayirma Aksiyomlar:
Tamm 3.3.1. [28] (X, 7,E), X lzerinde bir soft topolojik uzay ve (x,,E) # (y,, E)

olsun.
(x.,E) € (F,E)ve (y,,E) & (F,E) veya (y,/,E) € (G,E) ve (x,,E) & (G,E)

saglanacak sekilde (F,E) ve (G, E) soft agik kiimeleri bulunabiliyorsa (X, 7, E) uzayina

bir soft T, — uzay1 denir.

Tamm 3.3.2. [28] (X, 7,E), X lizerinde bir soft topolojik uzay ve (x,,E) # (y,/, E)

olsun.
(x.,E) € (F,E), (y,,E) & (F,E)ve (y,1,E) € (G,E), (x,,E) ¢ (G,E)

saglanacak sekilde (F,E) ve (G, E) soft a¢ik kiimeleri bulunabiliyorsa (X, 7, E) uzayina

bir soft T; — uzay1 denir.
Onerme 3.3.3.[28] (X, 7, E), X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun.
1) Eger (X, 1, E) bir soft T, — uzayi ise Ve € E igin (X, t.) bir soft T, — uzayidir.

2) Eger (X, 1, E) bir soft T, — uzay ise Ve € E igin (X, t,) bir soft T; — uzayidir.

40



Tamm 3.3.4. [28] (X,7,E), X lizerinde bir soft topolojik uzay ve (x,.,E) # (y,/, E)

olsun.
(x.,E) € (F,E), y,,E) € (G,E)ve (F,E)n(G,E) =

saglanacak sekilde (F, E) ve (G, E) soft agik kiimeleri bulunabiliyorsa (X, 7, E) uzayina

bir soft T, — uzay1 denir.

Onerme 3.3.5.[28] (X, 1,E), X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger (X, 1, E)
bir soft T, — uzay1 ise Ve € E igin (X, t,) bir soft T, — uzayidir.

Tamm 3.3.6. [28] (X, 7, E), X lizerinde bir soft topolojik uzay, (F, E), X de soft kapali
kiime ve (x,, E) € (F, E) olsun.

(x¢,E) € (G1,E),(F,E) c (Gy,E) ve (G,E) N (G, E) =@

saglanacak sekilde (G,,E) ve (G, E) soft agik kiimeleri bulunabiliyorsa (X,t,E)

uzayina bir soft regiiler uzay denir.

Tamm 3.3.7.[28] (X, 7, E), X lizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger (X, , E) bir

soft regiiler ve soft T; — uzay ise (X, 7, E) soft topolojik uzayimna soft T3 — uzayi denir.

Tanmm 3.3.8. [28] (X, 1,E), X lizerinde bir soft topolojik uzay, (F,E) ve (G,E), X de
iki soft kapali ve (F, E) N (G, E) = ® kosulunu saglayan kiimeler olsun.

(F,E) c (F,E),(G,E) c (F,,E)ve (F,E)n (F,,E) = ®

saglanacak sekilde (F;,E) ve (F, E) soft a¢ik kiimeleri bulunabiliyorsa (X,t,E)

uzayma bir soft normal uzay denir.

(X,1,E), X tizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger (X, 7, E) bir soft normal ve soft

T, — uzayi ise (X, 7, E) soft topolojik uzayma soft T, — uzay1 denir.
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3.4. Soft Kompakt Uzaylar

Tanim 3.4.1. [28] Eger X in her soft agik ortiisii bir sonlu soft agik alt 6rtiiye sahip ise
(X, 1, E) soft topolojik uzayma soft kompakt uzay denir.

Tamm 3.4.2. [28] (X, 1, E) bir soft topolojik uzay ve (F, E) bir soft kiime olsun. Eger
(F, E) nin her agik ortiisti igin (F, E) nin bir sonlu alt 6rtiisii var ise o zaman (F, E) ye

bir soft kompakt kiime denir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde ¢aligmamizda elde edilen bulgulara yer verilmistir.

4.1. Soft Topolojik Uzaylarin Ters Sistemleri
A, yonlendirilmis bir kiime olsun. Stop ile soft topolojik uzaylar kategorisini

gosterelim.

Tamim 4.1.1. Her F:A°? — Stop funktoruna soft topolojik uzaylar kategorisinde ters

sistem denir ve bu ters sistemin limitine bu funktorun limiti denir.
Simdi bu tanim1 inceleyelim.

Soft topolojik uzaylarin ters sistemi
(K: E) = ({(Xou To Eq)}aen {(pg qa ): (Xa'l Ta' Ea') — Xo T Ea)} )
a<a
seklinde bir sistemdir. Bu sistemden
(Kedaea (08 %0 = X)) (410)

({Ea}aeA ’ {qg,: Ey — Ea}a<a') (4.1.2)

seklinde kiimelerin iki ters sistemini olusturabiliriz. Bu sistemlerin ters limitini ele

alalim:

X=IlimX, ve E=IlmE, .

aeA aeA

(H Xoo I tas 11 Ea> soft topolojik uzaylarin ¢arpimi olsun.

aeA aeA aeA

Simdi (X, E) soft kiimede soft topoloji tanimlayalim. Eger

(F, I1 Ea> € [] 7, ise F | limE, :limE, — ][] X, soft kiimesini asagidaki

aeA aeA aeA aeA aeA

sekilde tanimlayalim.
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V{e.JelimE, igin F|limE, ({e,}) = F({ep}) |limX,

aeA aeA aeA

Bu sekilde tanimlanan soft kiime lim X, da deger almaktadir. Bu soft kiimeyi

aeA

(F | limE, ,lim E, ) ile gosterelim.

aeA aeA

Kolayca gosterebiliriz ki

{<F|[iLnEa,{iLnEa>: (F, I Ea) €Il ra}

aeA aeA aeA aeA

ailesi (X,E) soft kiimesinde bir soft topoloji olusturur. Bu soft topolojiyi 7 ile

gosterelim. Boylece (X, 1, E) bir soft topolojik uzay olmaktadir.

Va €A igin m,:limX, — X, , qq:llimE, — E,
aeA aeA

projeksiyon doniistimleri olsun. Agiktir ki (7g, q5): (X, T, E) — (X4, T, E,)  SOft

doniisiimleri soft siireklidir.

Teorem 4.1.2. Soft topolojik uzaylar kategorisinde her
(%) = ({(Xe T E)daen » {(p%08): (Ko 70 Ee) = (Koo T B}, )

seklinde ters sistemin limiti vardur, tektir ve <lim X,, T, lim Ea> soft topolojik

aeA aeA

uzayina esittir.

Ispat) Gostermemiz gereken her (Y,7,E") soft topolojik uzay ve asagidaki diyagrami

komutatif yapan

{90 ¥a): (Y, T, E) = (Xo, Tas Eo) }aea

soft siirekli doniisiimler ailesi i¢in:
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9, (X0 Be)

(v,7.E) (pé'f’, qgf) (4.1.3)

((pa,, lpa) (XaTar Eq)

oyle tek (f,2):(Y,t,E") — (X,1,E) soft siirekli doniisiim vardir ki her a € A i¢in

(v,7.F) (P ha)
(f, ) (Xo» Tar Eq) (4.1.4)
(X’ T E) (T[w Qa)

diyagrami komutatiftir.

f:Y — X ve n:E'— E doniisiimlerini asagidaki sekilde tanimlayalim.

Here' € E'igin x(e") = {,(e)} ve her y, soft noktast icin f(y,) = {wa(y)¢a(e')}

olsun.

(4.1.3) diyagrammin komutatifliginden kolayca gosterebiliriz ki »(e’) € limE, ve

aeA

f (ye') soft noktas1 (X, 7, E) soft uzayna aittir. (f,») soft doniisiimii soft stireklidir.
(4.1.4) diyagrammin komutatifligine bakalim. Her bir y, € (Y,7,E’) soft noktasi

icin
((pa; lpa)(ye’) = ((pa(y))ll)a(e’) dir.

(a0 * .2900,) = (010 (F0) ) = v ({(0,2),, )

- (<pa(y))¢a(e,)
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f ve »x dontisimleri tek tiirlii belirlendiginden (f, ») soft doniigiimii tektir.

Simdi ters limitin bir funktor oldugunu gdsterelim. Onun i¢in soft topolojik uzaylarin

ters sistemlerinin bir kategori olusturdugunu kanitlayalim.

({(Xa" Tas Eo:)}aEA ) {(pg; qg’): (Xa'J Ta' Ea') - (Xa' Ta Ea)}a<a’)

ve

-y B By .+ F Lo
(0.5 B - {078 )< (Vi ) — (Yﬂ'TB'EB)}B<ﬁ')
soft topolojik uzaylarin iki ters sistemi, ¢@: B — A izoton doniisiim ve her [e B i¢in
(s, 95): (X0, Toipy Bo ) — (Yp 75, Eg)
soft topolojik uzaylarin soft siirekli doniisiimleri olsun.

Tanim 4.1.3. Eger her 8 > B icin asagidaki diyagram komutatif ise

(fpr 957)
(Koo Totary Eoter) > (Yp7pEp)
B) (B .,
(P95 ) (r[f ,x[{f)
(Xp8) Tosy Eo(p)) (Yp, 74, Eg)
(f3.98)

(0:8 = 4.{(£p95): Kot o Eoiw) = (V5.7 R}, )

ailesine

<{(Xa: Tas Ea)}aeA , {(pgf,, qgcl,): (Xa" T Ea,) - (Xa' Ta Ea)}a<a')

ters sistemden
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5 AT E g
({(Yﬁ'rﬁ'Eﬁ)}BEB AT ) (Vo By) — (Yﬁ'Tﬁ'Eﬁ)},k,;f)
ters sistemine giden morfizma denir.

Aciktir ki soft topolojik uzaylarm ters sistemleri ve onlarin morfizmalar1 bir kategori

olusturur. Bu kategoriyi Inv(Stop) ile gosterelim.

(go: B— A '{95: Eyp — Eé}ﬁeB) ailesi  kiimelerin ({Ea}aeA , {qg} ) ters

a<a

sisteminden ({Eﬁ }BeB , {%ﬁﬁ }ﬁ<ﬁ') ters sistemine giden bir morfizmadir. Ayn sekilde

(go:B — A '{fg: Xop — Yﬁ}ﬁeB) ailesi de ({Xa}aeA ) {p(‘;‘} ) kiimelerin ters

a<a

g

sisteminden ({Yﬁ} geB” {rﬁ }ﬁ<ﬁ'> ters sistemine giden bir morfizmadir. Bu

morfizmalarmn limitini lim fz ve lim gg ile gosterelim. O halde
pem per

(1. tm g ) im0 — (55, 55)
€B

1
BEB BEB aEA l(i'_

ters limitlerin bir morfizmasi olmaktadir.

Teorem 4.1.4. {(X,,7,,E,)} — lim(X,, 74, Ey)

aeA

((p: B—A '{(fﬁ’gﬁ)}ﬁeB) — <l<£1fﬁ JjLngB)

BeB BeB

kars1 gelmesi Inv(Stop) kategorisinden Stop kategorisine giden bir funktordur.

Teorem 4.1.5. (X,E) = ({(Xa,ra, E)}aen » {(pgf,, qgf,)}am,) soft topolojik uzaylarin

ters sistemi olsun.
B = {(nq,94) " (Fy Eg) | a€A, (Fy, E,) € 14}

ailesi lim({, E) uzaymin soft topolojisinin bir soft tabanidir.
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ispat) Her aeA igin (n,, qo):lim(X,E) — (X4, Ta E,) soft siirekli oldugundan

B ailesinin kiimeleri soft aciktir. B ailesinin bir taban oldugunu gostermek i¢in her soft

acik (G,E) clim(X,E) ve her x, € (G, E) soft noktast igin

xe E (T[ag’ qao) ( o’ an C (GJ E)
saglanacak sekilde aye A ve ( 2o an) € T4, bulunmasi gerekir.
(G,E) c lim(X,E) keyfi soft agik kiime ve x, = {xga} € (G, E) herhangi bir soft

nokta olsun. Soft alt uzay topolojisinin tanimindan (G, E) = lim(X, E) n (H, E)

saglanacak bi¢imde (H,E) c [[(X,, 1, E,) soft agik kiimesi vardir. Carpim

topolojisinin tanimindan
%o € (Pay Gay) (Fayr Ear) 0 o0 (P Gy)” (Fagr Eae) © (H, E)

kosulunu saglayan ay,...,a; € A elemanlar1 ve (Fai,Eai) € 7o, kiimeleri mevcuttur.
A yonlendirilmis kiime oldugundan «y > a4, ..., @y > @ kosulunu saglayan «, € A

vardir. (pa ,qal) (Xao,rao,an) — (Xa,ra,E ) i =1,k soft siirekli oldugundan

k
050 00) ™ (e Fu) = (P B

soft alt kiimesi (Xa0: Tayr an) soft uzaymda soft agik kiimedir (p;‘lf’, qg‘l") (xao ) = x !

eao eal

oldugundan ngo € (FaO,EaO) dir ve x, € (ﬂao, qao)_l(Fao,an) dir. O halde

(T[ao‘ qao) (pal ’ qal )(Fal Eaz) (T[al qal) 1(Fai' Eai
1 (Xa' Tw Eq )N (pal ’ qa ) (Faz Eal

a€EA

saglanir. Boylece
Xe € (T[ao' qao)—l(Fa’o' Ea’o) = (T[ao' qao) ( (pal ’ qal ) (Fat Eal))
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O

(M Tar B 0 (e 9)” (oo )

i

1

k -1
=Ko 70 E) 0 N (Pay - 9a;) ~ (Fap Bey) © [1KXe T Ea) 0 (H, E) © (G, E)

olur.

Teorem 4.1.6. (X,E) = ({(Xa,ra, E)}aen » {(pgf', qg')}am,) soft topolojik uzaylarin

ters sistemi olsun.
1) Eger (pgg', qg'): (X,,7,,E,) — (Xq T4 E,) birebir ise her ae A icin

(e qo): 1im(X, E) — (Xq, Tas Eo)

soft doniisiimleri de birebirdir.

2) Eger (p(‘x"y, q(‘,’f'): (X,,7,,Ey) — (Xg 7o E) birebir ve rten ise her ae A igin
(Mg 4o): 1im(X, E) — (Xg Tas Eo)

soft doniisiimleri de birebir ve 6rtendir.

Ispat)

1) x, = {nga} Y, = {yg;} € lim({, Q) soft noktalar1 igin

(nal,Qal)(xe) = (T[ali Qal)(ye')

olsun. Her a'>a; icin (p%,q%): (Xy' 742 Eq) — (Xay Ty Ea,) Dbirebir ve
(pg;,qg;) (xg‘;,) = xgjl = ygjl = (pgfl,,qg;) (ye“() oldugundan xg‘o;, = ye“a diir.

Keyfi aeA icin A yonlendirilmis kiime oldugundan a,a; icin a > a,a > a;

saglanacak sekilde a'e A vardir. O halde xgojl = y:;ll oldugu i¢in ngo;, = y:‘ . Buradan

ise xg& = (pg’, qg,) (ng;,) = (pgf’, qgf’) (yf) = ye“& dir, yani x, =y, saglanir
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2) (74, qa,):1im(X,E) — (X4, Ta,, Eq,) soft doniisiimiin érten oldugunu
icin

gosterelim. x,' € (X4, Ta, Ea,) Keyfi bir soft nokta olsun. Her a'> o

’ _1 r ’
= (p%,q%) (x;Z ! ) alalim. Her ae Aigin @' > ave a' > a; saglayan a'e A

xXe
-1 1
vardir. O zaman xg = (pa ,qq )( ) (pa,qa )(pal,qal) (xeal) soft noktasini

elde ederiz.
= {xe } elemaninin lim(g JE ) soft uzayina ait oldugunu gosterelim
Her a <@ icina' >a,a >a, Vea >&,a > a, kosulu altinda ', secelim. O

44}

halde
xea = (pa qs )( ) (pa qa )(pa1 Qal) B (xeal)

<) = (p2, 8 <(pa1 a)” (x351)>

x&, = (pg, a8 ) (=&

Simdi @" > a',a"> a' kosulu altinda a” elemanini alalim. O zaman

o) = Weas) (v a7 ) () = (v a2, (a2 ) (+2,)

x& = (pg,,q8,) (xe

ve

xel = (p%,a2) (x2) = (péya8,) (x£)

olur.
orten  olduklar1 i¢in

(pgl qgfl) soft  fonksiyonlar1  birebir,

(v, a2,),
ve (p2,q% ) (xg ) = xe~ dir. O halde

(.2 (x5) =5

(ps'q8) (x¢
Y6 - ) 052 ) - 5.

a — a
xeau) - xea )

") = (08.q8) (p5 0% ) (

le;\

(vg, ag
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dir. Buradan (pg, ¢%)(x%,) = (pe,q%) (nga) = x, elde edilir. Boylece x, = (x&))

elemani lim(X, E) soft uzayma ait olur ve (74, qq,)(x.) = xg;lldir.

Sonu¢ 4.1.7. Eger (X,E)= ({(Xa,ra,Ea)}aEA , {(pg',qg')}a<a,) soft topolojik

uzaylarin ters sisteminde (pgg', qg'): (X, 14,Ey) — (Xo, T4 E,) sOft homeomorfizma

ise
(e 4a): im(X, E) — (X, Ta, Eq)
soft fonksiyonu da bir soft homeomorfizmadir.
Ispat) Teorem 4.1.6. dan (m,, q,) birebir, drten ve siireklidir. Teorem 4.1.5. den

{(my, q4) Y (F,, E,): a€A, (F,E,) € 1,} ailesi l(iln(& E) soft uzaynin topolojisinin

bir tabanidir. O halde (74, qo)((Te, o) " (Fy, Ey)) = (Fy Eg) oldugundan (74, q,)

soft agik doniistimdiir. Boylece (m,, q,) bir soft homeomorfizmadir.
Lemma4.1.8. (X, E) = ({(Xa, T Eg) Yaen {(pgf,, qg,)}aw,), soft T, — uzaylarinin
ters sistemi ise lim(K, E) softuzayr [] (X, 1, E,) softuzayinda soft kapali

- a€A

kiimedir.

Ispat) lim(K, E) soft kiimesinin soft kapali oldugunu gostermek i¢in

[1Xe T Ea)/lim E |\ lim(X, E ) kiimesinin soft agik oldugunu gostermek
yeterlidir.

Her x, = {xea

a} € [Xq 74, Ea)/limE \1im()_(,§) icin x, # lim()_(,@)

oldugundan (pg, qg) (xﬂ ) # x¢  saglanacak sekilde a < 8 € A bulunabilir.

ep
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xg (pf,qf) (xfﬁ) € Xy T, Ep) Ve (Xy, T4, E,) soft T, — uzayi oldugundan
3 (FyEa), (GorEa) € 1o 5 %8, € (FuEd), (ph a5 ) (xL)) € (6o Ea) ve
(F,,E,) NGy E, =@

elde edilir. NXa 7a, Ea)/limE uzayinda (X, E,) nmin yerine (F,, E,) soft
—a

-1
kiimesini, (XB' EB) nin yerine (pf, qg) (G, E4) kiimesini yazalim.

1
O halde (E,, E,) X (pf, qg) (G Ex) X ]I

(Xy,’[y, Ey) soft kiimesi x, soft
v+=a,p

noktasinin bir soft komsulugudur ve lim({, E) arakesiti bos soft kiimesidir.

Boylece

-1 Xy T E
x, € (F,, E,) x (pf,qf) (G, E,) X yg’ﬁ(xy,ry, E,)c (X, Ta a)/lgn(& 5

Xy, 740,

. . E,) . " .
dir, yani /lim(K, E) soft aciktir ve l(lln()_(, E) soft kapali kiimedir.

Teorem 4.1.9. (X,E) = ({(Xa, To Ea)}aen {(pgf', qgf)} ) bos olmayan soft
a<a
kompakt T, — uzaylarin ters sistemi ise 1im()_(, Q) bos olmayan soft kiimedir ve

soft kompakttir.

Ispat) Soft kompakt uzaylarm carpim [[(X,, 7,4, E,) soft kompakttir.

[1Xe, T Ea)/lim g uzayida soft kompakttir. Lemma 4.1.8.den lim()_(, E) soft
a —

52



Xy 74,

kiimesi Ea) /lim g uzayinda soft kapalidir. Soft kompakt uzayin soft
a

kapali kiimesi soft kompakt oldugundan lim(X, E) soft kompakttir.

Simdi lim(&, E) uzayinin bos olmadigini gosterelim. Her 3 € A i¢in

(Y, T1(E) = {{nga} € a];[A(Xa, E)):Vy < Bicin (pqu) (xfﬁ) — }

%
Bu soft kiime bos olmayan soft kiimedir. Gerg¢ekten (X 3 T Eﬁ) uzayimnda keyfi
Zf s € (Xﬁ, 8, Eﬁ) soft noktasini alalim ve her y < 8 i¢in z;/y = (pf , qf )(z) , diger
o € A indisleri i¢in zZ_keyfi soft noktalar olsun. O halde z, = {zg‘a} soft noktasi

(Yﬁ, I1 Ea> soft kiimesine aittir. Lemma 4.1.8. de oldugu gibi (YB' I1 Ea) soft

a€cA a€EA

kiimesinin soft kapali oldugu gosterilebilir. A¢iktir ki her ¢ < f i¢in

(Yﬁ, I1 Ea> c (Ya, I1 Ea> dir. O halde {Yﬁ, I1 Ea} ailesi [] (Xg, T4, E,) uzayinda

aEA a€EA a€A a€A

merkezlesmis soft kapali kiimeler ailesidir ve bu uzay soft kompakt oldugundan

N (Yﬁ, I1 Ea> # @ dir. Bu arakesitin noktalari l(i_m()_(, E) oldugundan

a€EA

lim(X,E) # ®.

Teorem  4.1.10. (X, E)= ({(Xa:‘[a' E)}aen {(Pgl,qgl)}am,)’ (LE)=

({(Yﬁ, T'ﬁ, E ’ﬁ)} geB {(TBB ,, )/[f )}B B,) soft topolojik uzaylarn ters sistemleri,
<

(L g) = (<p=B — A{(f5.98): Ko Topy Epp)) — (Yﬁ'T’B'E’B)}BeB) de ters

sistemlerin soft doniisiimii olsun. Eger her SeB i¢in
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(fﬁ'gﬁ) (X(p(ﬁ)'r(p(ﬁ)' E(p(ﬁ)) — (Yﬁ, T,ﬁ, E,ﬁ) bir soft homeomorfizma ise

lim (L g) : lim(&, E) — lim(Z, E_’) de bir soft homeomorfizmadir.
Ispat) Once lim ( f Q) soft déniisiimiin birebir oldugunu gosterelim.

Xe = {xga},yg = {yga} € lim(X,E) ,x, # yz olsun. x, # y; oldugundan

X020 # yg ° saglanacak bigimde @, € A vardir. () > a, kosulu altinda SeB secgelim.
ao

eao

(P2, 028) (x800) = xe2 # v = (p2P,q8®) (v29)) oldugu igin

€ag €o(B)

»(B) 4]

o) * Ve i) dir. ( I gﬁ) soft doniisiimii birebir oldugundan

X

(f[;, gﬁ) (x;p;g))) * (fﬁ, gﬁ) (yg’(:g))) ve boylece l(iln (}_f, g) soft doniisiimii birebirdir.

Simdi lim (f, g) soft doniisiimiin 6rten oldugunu gosterelim.
Ve = {yf,} € lim(Z, E_’) keyfi eleman olsun.
ﬁ «—

(fﬁ,gﬁ): (X(p(ﬁ),‘r(p(ﬁ), E(p(ﬁ)) — (Yﬁ, T'p, E'ﬁ) soft doniigiimii 6rten oldugundan

o(B) )

— B = . ..
(fg,g[;) (z_ ) = ye;g saglanacak sekilde Ze(p(ﬁ) soft noktasi bulunabilir. Her a € A

€o(B)
icin oB)>a kosulunu saglayan peB elemanini alalim ve

xg = (pa(p 8 ), qy (ﬁ)) (ng(p(([; ))) olsun. x& soft noktasi f € B elemanindan bagimsizdr,

Xe = {xg‘a} € lim(X,E) ve lim (f,g) (xe) = y,r dir.
Ispati tamamlamak icin lim ( f, g) soft doniisiimin soft acik oldugunu gostermek

yeterlidir. Bunun i¢in Teorem 4.1.5. den yararlanarak her S € B ve her
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(Fotpy Ep() € Toqp) soft kiimesi icin (y(p), i) (Fp(py Ep(p)) soft kiimesinin
lim (£, g) soft déniisiimii altinda gériintiisiiniin soft agik oldugunu gostermek
yeterlidir. Her S € B igin
(f2.98) ° (e o)) = (m5,q5) lim (£, 9)
oldugundan
(o Go) (fr95) " = [“31 (L g)]_l (mp.q5)"

olur. (fﬁ,gﬁ)(F(p(ﬁ),E(p(ﬁ)) = (Gﬁ,Eé) olsun.(fﬁ,gﬁ) soft homeomorfizma oldugundan
-1 -1 -1
(To5) 908)  (Fopy Eo)) = (o) dos)) ~ (f3.95) ((fﬁ'gﬁ)(F<p(B)'E<p(B)))

= [im (7, Q)]_l (5. 45)" (15 95) Foir Eois)))

dir. Buradan ise

lim (L Q) [(%(ﬁ): d0®) Fopy E¢(ﬁ))] =
=lim(f,g)° ([151“ (£. Q)]_l (mg, qﬁ)—l(fﬂigﬁ)(Fw(ﬁ)'qu(ﬁ)))

dir. (T[ﬁ, qﬁ)_l(fﬁ,gﬁ)(F(p(ﬁ), E(p([;)) soft kiimesi soft aciktr.

4.2. Soft Topolojik Uzaylarin Diiz Sistemleri
Soft topolojik uzaylar kategorisinde diiz sistemleri ve onlarin limitlerini tanimlamak

icin soft topolojik uzaylarm boliim uzaylarmi ve soft topolojik toplami tanimlayalim.

(X, 1, E) bir soft topolojik uzay ve X kiimesinde " ~; " denklik bagmtisi, E kiimesinde
" ~, " denklik bagintis1 verilsin. p:X — X/ ~q:E— E /~2 kanonik doniistimler
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olsun. O zaman (p,q): (X, 7, E) — (X/~1,E/~2) soft topolojik uzaydan soft kiimeler
kiimesine giden bir doniisiimdiir. (X / ~1) E / ~2) de T soft topolojisini asagidaki sekilde

tanimlayalim.
(F,E/-)ete () '(FE/~) e
Agiktir ki 7 bir soft topolojidir ve bu topolojide (p, q) soft doniisiimii soft siireklidir.

Tanim 4.2.1. (X/~1,f, E/~2) soft topolojik uzaymna (X,7,E) soft uzaymnin bolim

uzay1 denir.
(“)l‘nek 4.2.2.E = {el, e, 63} y X = {xl, X,X3,Xy, x5} 0|Sun

Fl(el) = {xll X2, x3}) Fl(eZ) = {xll X2, x3}1 Fl(e3) = {x4l xs}l

Fy(e1) = {x1, %2}, Fy(ep) = {x3, x4, x5},  Fy(e3) = {x4, x5},
F3(ey) = {x1, x5}, F3(e;) = {x,}, F3(e3) = {x4, x5},
Fy(er) = {x1,x2,x3}, Fau(ep) =X, Fy(es) = {x4, x5}

t={X, &, (F,E), (F,E),(Fs,E), (F,,E)} ailesi bir soft topolojidir. E kiimesinde
e, ~ ey,e3 ~ ez, X kimesinde x; ~ x, ~x3,x, ~ X5 denklik bagmtilar1 verilsin.

E/_ ={[e,) es}, X/~ = {[x,], [x,]} boliim kiimeleri icin  soft topoloji asagidaki soft

kiimelerden olusur
§= {X/T @, (G, E/~)}

G([e1]) = [x1],G([e3]) = [x4]

Dikkat edelim ki soft bolim uzaymmda her x, € (X,7,E) soft noktanin sinifi [x][a]
seklinde bir soft noktadir.
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Simdi (f,g): (X,7,E) — (Y,t',E’) soft topolojik uzaylarin soft siirekli doniigiimii
olsun, X,E,Y,E' kimelerinde ~~x",~~p", ~~p ", w~g " denklik bagmtilart

verilsin ve f,g doniigimleri denklik bagmtilarmi korusun. O halde (f,g) soft
déniisiimii soft boliim uzaylarmmn (£, §): (X/~y % E/~;) — (Y/Ny,f’,E’/~E,) soft
doniistimiinii belirler, burada her [x]j4) soft noktas: igin (f, g)([x][a]) = [f()] g

seklinde tanimlanir.

Onerme 4.2.3. Eger (f,9):(X,7,E) — (Y,7",E") soft siirekli doniisim denklik
bagntilarim1 korursa (f, g): (X/~X,f, E/~E) — (Y/~Y,?,E’/~E,) soft doniisiimii
soft sireklidic ve  (py,q0): (X, 7, E) = (X/~y, £ E/~;), (02q): (Y, T, E") —

(Y/~Y,f’,E ’/~E,) soft kanonik doniisiimler olmak iizere asagidaki diyagram

komutatiftir

(f.9)
(X, 1,E) » (Y, 7,E")
(P1, q1) (92, 92)
X ~ F > ~ I
Bl tEm) T (e )

{(Xa» Tar Eq)}aen soft topolojik uzaylar ailesi ayrik olsun, yani V @ # a’ € A igin
Xa ﬂXar :Q,Ean EO{’ = @
olsun. X ile bu soft topolojik uzaylarm soft noktalarinm birlesimini gosterelim ve

E = U E, kiimesi lizerinde soft kiime ancak X kiimesinin soft noktalarinin
a€A

birlesimi seklinde gosterilen soft kiimeler ele alinacak. Bu sekildeki soft kiimeler

ailesinin birlesimini (X', E ) ile gosterelim.
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Ornek 4.24. X, = {x',x?x%},E, ={ey, e,}, X, = {x* x5} ,E, = {e5,e,} olsun.
O halde X ={xl, xl, x2,x2,x3,x3,x, x&,x5,x5} dir. Eger X=X,UX,
kiimesinde E = E; U E, kiimesi iizerinde soft kiimeleri ele alirsak o zaman X ye ait

olmayan xg,,x;, ,x2,,x2, ,x3 , x5 ,x& ,x2 ,x3 ,x¢, soft noktalar bulunmaktr.

()? JE ) de 7 soft topoloji tanimlayalim.
Tamm 4.2.5. (F,E) € tdur © V a € A icin (F,E) N (X,, Ty, E,) € T, dir.
7 'nun bir soft topoloji oldugu agiktir.

Tamm 4.2.6. (X,7,E) soft topolojik uzaya, {(X,, 74, Ex)}eea SOft topolojik uzaylar

ailesinin soft topolojik toplami denir ve Y.(X, 7,, E;) ile gosterilir.

Aciktir ki eger her « €A i¢in iy, =X, > X=UX, ,j, =E;, — E = UE, gomme

doniisiimleri ise
(ialja): (Xal Tal Ea) — (X, T, E)
soft doniistimii soft siireklidir.

Ornek 4.2.7. E; = {1,2}, E, = {34}, X; = {x1, x5, x3}, X, = {x4, x5} olsun. X; ve X,
de 511'351}’13 T = {‘DI XI} (Fll El); (FZI El)l (F3I El)} y T = {q)I X;) (Gll EZ); (Gz,Ez), (G3! EZ)}
iki soft topolojik uzay tanimlansin. Burada (Fy, E,), (F,, E;), (F5,E;), (G, E,), (G4, E,)

ve (Gs, E,) soft kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir:
Fi(1) = {x1, x5}, F1(2) = {x3,x3},
F5(1) = {x3}, F5(2) = {x1,x,},

F3(1) =9, F3(2) = {x,},

ve
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G1(3) = {x4}, G1(4) = {xs},

G,(3) = X,, G,(4) = {x,4},

G3(3) = {x4}, G;(3) = 0.

Simdi (Xq,74,E;) ve (X,,7,, E,) soft topolojik uzaylarinin (X, t,E) soft topolojik

toplammi tanimlayalim, burada X = X; UX, = {x;,x,,X3,%4,X5}, E=E UE, =

{1,2,3,4} ve

T ={®, Xy, (P, E), (P, E), (P, E), (P4, E), (Ps, E), (Ps, E), (P, E), (Pg, E), (Ps, )}

dir. (P, E), (P, E), (P3,E), (Py, E), (Ps, E), (Pg, E), (P7,E), (P, E), (Po, ) soft

kiimeleri X iizerinde asagidaki gibi tanimlanir:

Pi(1) = {x1,x,}, P1(2) = {x3,x3}, P1(3) = {x4},

P,(1) = {x1,x,}, P,(2) = {x5,x3}, P,(3) =X,

P3(1) = {x1,x,}, P3(2) = {x3,x3}, P:(3) = {x4},

Py(1) = {x3}
P5(1) = {xs}
Ps(1) = {x3}
P;(1) = 9,
Pg(1) = 9,
Py(1) = 0,
{(Xa, Tar Ea)Yaea

) Py(2) = {x1,x5},  Py(3) = {x4},

, P5(2) = {x1, x5}, Ps(3) = Xy,

, o Pe(2) ={x1,x5}, Ps(3) = {x4},
P;(2) ={xz},  P,(3) ={x,},
Pg(2) = {x,}, Pg(3) = X,

Py(2) = {x,}, Py(3) = {x4},

P (4) = {xs},
Py(4) = {x4},
P;(4) =0,

Py(4) = {xs},
Ps(4) = {x,},
Ps(4) = 0,

P;(4) = {xs},
P3(4) = {x,},

P9(4') = Q.

ve {(Y,, T4 EL)}aea soft topolojik uzaylarin ikiserli ayriklarinin

aileleri ve (X,7,E) = ¥(Xo, 7T, Eo) , (V,7',E") = X(Y,, 7}, EL) iki soft topolojik
Eger {(f,9a): X, T Eg) = (Yo, Th Eb)}aen  soft  siirekli

toplam olsun.
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doniisimlerin bir ailesi ise Y.(fy, 9a) : X (Xo, Tar Eq) — X(Y,, T4, E) soft doniistimii

asagidaki gibi tanimlanir:

Vx, €X icinx, € (X,, T4, E,) saglanacak sekilde tek a, € A vardr.

O halde Y.(fy, 94) (x.) = (fao (x)) formiilii ile verilir.

(9a0(®)

Lemma 4.28. (f,9) =X, 9a) : XXy, T Eq) — Y(Y,, T4, EL) soft siireklidir ve
Y: ] Stop — Stop bir funktordur.

Eger her a €A igin (f,,94): Xa To Eg) — (Y, T, E") soft siirekli doniisiim ise
(f,9) =V, 92): XXy, 0 E) — (Y, 7', E") soft doniisimiini her

Xe € Y. (Xy, T4, Ey) soft noktasi i¢in x, € (Xao, (2 an) olmak tizere

(f, 9 (x) = (f“‘)(x))(ga (e))

formiilii ile tanimlayalm. Eger (f, 9):Y.(Xy, T4, E;) — (Y,7',E") bir soft doniisiim
ise her a €A icin (f,g) o (ig,ja): Xy, To, E) — (Y, 7', E") soft doniistimleri i¢in
V(f,g) o (ig. jo) = (f, g) saglanir.

Onerme 4.2.9. (f,9):Y(X,, t0, E,) — (Y, 7', E") soft siireklidir & Her « € A igin
(f,9) e (igjou): Xe, Tay Eq) — (Y, 7', E") soft stireklidir.

Tamm 4.2.10. Her D: A — Stop funktoruna soft topolojik uzaylar kategorisinde diiz
sistem denir, D funktorunun limitine diiz limit denir, burada A yonlendirilmis bir

kiimedir.

Stop kategorisinde her diiz sistem

(Y: E) = ({(Xa'fa'Ea)}aeA: {(pg,: qg,): (Xou T Ea) - (Xa"Ta"Ea’)}a<a/)

seklinde bir sistemdir. Bu sistemden

(’{Xa}aEA' {pg,:Xa - X“,}a<a’) (4.2.1)
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({Ea}aeA' {qg :Ea — E“,}a<a’) (4‘22)
kiimelerin iki diiz sistemini olusturabiliriz. Bu sistemlerin diiz limitini ele alalim:

X =limX,,E = limE,
acA acA

(X,1,E) = Y.(X,, T4, E,) soft topolojik toplamda asagidaki sekilde denklik bagintisi

verelim:
Xe~Yo! (Xe € Xy Ty Eq), Vo € Xy, T, Epr)) & 3a” >a > a' ve
(p" a8 )xe) = (P, 48" ) Gver) .
Bu denklik bagintisina gore (X, 7, E)soft uzayin boliim uzayini li_r)n(Y, E) ile
gosterelim.

Verilen denklik bagintisina gore eger x,~y, ise x~y ve e~e' olmaktadir. O halde

lim()_(, E) uzayinin her soft noktasi [x]p; seklindedir. Dolayisiyla

lim(R, E) = (mxa,a lim Ea>

a€eA a€eA

seklinde bir soft topolojik uzaydir.
Teorem 4.2.11. Stop kategorisinde her diiz sistemin limiti vardir ve tektir.
Ispat) Her a € Aigin (ig, jo): (Xg Tar Eq) — 2 (X4 Ta) E,) gdmme doniisiimi,

(0, q0):Y(Xe Ta, Eq) — lim(X,E) kanonik doniisiim olmak iizere

(T qe) = 0,q9) © (i jo): Xoy T Eq) — 1i_r)n()_(, E) olsun.

Agiktir ki her a € A igin

61



XeTar Eq) (e qa)

(p¥,q%)

/ lim()_(, E)
X1, Tar Eqr) (

sy qa’)

diyagrami komutatiftir. lim(Y, E) soft uzayin diiz limiti oldugunu kanitlayalim.

Bunun i¢in her (Y, 7', E") soft topolojik uzay ve

(Xo» Tar Eq) (Par Yo)

(p¥,q%)

/ SORE
X, Tar Eqr) (

Pa's lpa’)

diyagramini komutatif yapan {(¢,, ¥,)}4ea soft siirekli doniisiimler igin

(X(X’ T(X’ E(X) (f'g) (4'2'3)

(T[a: Qa) lin()_(’ E)

diyagrami komutatif yapan tek (f,g):(Y,t',E’) —>lim()_(,E) soft stirekli

doniisiimiin var oldugunu gostermemiz gerekir. V [x]) € lim()_( , E) soft noktasi
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i¢in (1, qa)(xg‘a) C [x]fe; saglanacak sekilde a € A ve xZ € (Xq, T4, E,) vardir. O

halde (f, g) soft doniistimiinii

(f, D ([x]ie)) = (@ Yo (xE,)

formiilii ile verelim. (f,g) soft donisimi iyi tanimhdr ve (4.2.3) diyagrami

komutatiftir.

(X.E) = ({(X T EDbaens (08208} ,oy) (420

S _, _ , , ﬁl ﬁ,
V,E) = ({(Yﬁ,rﬁ, Ep)} e (o =} )}[kﬁ,) (4.2.5)
iki diiz sistem, @: A — B izoton doniisim ve V a € A i¢in

(fer 90 K Tar Ee) = (Yo(ay T(ay Ep(ay)
soft stirekli dontistim olsun.

Tamm 4.2.12. Eger her a < a’ igin

(far 9a) , ,
(X Tar Eg) > Yo To Ep@)
a a p(a’)  o(a')
(p"‘ »da ) (rqo(a) Ko@) )
X T l,E ! > ] ! !
et Tt Eer) Furrgur) (Yotwy Totary Eoten)

diyagrami komutatif ise

(5,9) = (0:A = B, {fu,gadaca)  (4.2.6)
ailesine (4.2.4) diiz sisteminden (4.2.5) diiz sistemine giden morfizma denir.

Agiktir ki soft topolojik uzaylarin diiz sistemleri ve onlarm morfizmalar1 bir kategori

olusturur. Bu kategoriyi Dir(Stop) ile gosterelim.
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(7, g) = (@:A— B, {fy, galaca) diiz sistemlerin morfizmasi olsun. O zaman

Z (fw ga): Z (Xw Ta, Ea) - Z (Y(P(a)’T(’/)(a)’Eé)(a))
a€EA a€A

a€EA

soft siirekli doniisim olmaktadir ve bu doniisim diiz limitlerdeki denklik bagintisini
korumaktadir. O halde Y.(f,,g,) soft doniisiimii boliim uzaylarinin soft doniisiimiinii

tanimlar. Bu soft doniistimii

lim(]_c, §) :lim(z E) — lim(?, E'

—

ile gosterelim.

Teorem 4.2.13. lim: Dir(Stop) — Stop bir funktordur.

Teorem 4.2.14. (Y,E)z({(xa,ra,Ea)}aeA, {(pg',qg')}a<a,) soft topolojik

uzaylarm diiz sistemi olsun.

1) Eger her (pgl, qgl): (X, T Eq) — (X1, T4, E ) soft doniisiimii birebir ise

(e, qo): Xy, Ty Eq) — li_r)n()_(, E) soft déniisiimii de birebirdir.

2) Eger her (pg', qg'): (X, Ty Ex) = (X1, T4, E 1) soft doniisiimii birebir ve orten
ise (114,q4): Xg, Toy Eq) — li_r)n(Y, E) soft déniisiimii de birebir ve értendir.
Ispat)

D x8,,58 € KaTa B, %8, # 35, ve (Teq)(xE,) = (Teqo) (vg)  olsun
xX& # yg; oldugundan x* # y* veya e, # e, dir. Varsayimdan x¢ , ye“& soft noktalar1

denktir. O halde
(v, 45)(x&,) = (v%.45) (v2,)

kosulunu saglayan f > a olacak sekilde f € A vardur. (pg , qg ) birebir oldugundan
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xg = ye‘z = x*=y%Vee, =€,
olur. Boylece (m,, q,) soft doniisiimii birebirdir.
2) (14, q,) soft doniisiimiin Orten oldugunu gosterelim.
[x.] € im(X, E) keyfi bir soft nokta olsun.

(1, Q):Y.(Xg, Ta, Eq) — lim(X,E) kanonik déniisiimii érten oldugundan

(p,q)(Xs) = [x.] kosulunu saglayan X € Y.(X,, T4 E,) soft noktasi vardimr. Soft

topolojik  toplamin  tanimindan X, =ng;, € Xy, Ty, Ep) dir. O halde

(g, qgr) (xg‘;,) = [x,] saglanir. a,a’ €A i¢in a” > a,a” > a'kosulu altinda

o' € A elemanini secelim.
(p&",q&"): Ky Ta Ba) — (Kot Tgr1, Egrr)
soft doniisiimii rten oldugundan (pg',q8") (x&,) € (Xq, Ty, Eqn) soft noktast igin
(pe" a¢")(x8,) = (p&', ') (=8,

saglanacak bigimde x¢ € (X,, 74, E,) soft noktas: vardir. O halde xg‘a,xg‘;, soft

noktalar1 denktir ve

(T[a: Qa)(xga) = (T[a" Qa’) (Xg;,) = [xe]

dir. Yani (m,, q,) doniisiimleri 6rtendir.
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