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OZET

Bu tezde, lineer olmayan kisimda kompleks katsay1 olan Schrodinger denklemi icin bir
optimal kontrol problemi ele alinmistir. ilk bélimde optimal kontrol teorisi hakkinda
genel bir bilgi verildikten sonra, ikinci bolimde tezde kullanilan teoremler, lemmalar ve
bazi matematiksel kavramlara yer verilmistir. Uglincii bélimde, ele alinan optimal
kontrol probleminin olusturulmasi igin gerekli olan sinir deder problemi, amag
fonksiyoneli ve olasi kontroller kiimesi verilmistir. Bu ¢alismada olasi kontroller
kiimesi, 6lculebilir karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Ayrica, bu bdlimde
sinir deger probleminin ¢dzimunin varlik ve teklik teoremi verilmistir. Dorduncu
bélimde, ilk olarak optimal kontrol probleminin ¢ézimunin varhgr ve tekligi
gosterilmis, amag fonksiyonelinin Frechet diferansiyellenebilir oldugu elde edilmis ve
gradyenti bulunmustur. Son olarak, optimal kontrol probleminin ¢6zimu i¢in varyasyon
esitsizligi biciminde bir gerek sart elde edilmistir. Besinci bolimde ise bu tezin énceki

calismalardan farklihgi vurgulanmistir.

2014, 42 Sayfa
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ABSTRACT

In this thesis, an optimal control problem for the nonlinear Schrodinger equation that
has a complex coefficient in nonlinear part is considered. In the first chapter, after
giving a general information about the optimal control theory, in the second chapter,
theorems, lemmas and some mathematical concepts used in this thesis are presented. In
the third chapter, firstly, a boundary-value problem, the cost functional and the set of
probable controls required for the constitution of the considered optimal control
problem is given. In this thesis, the set of probable controls is a space of measurable
square integrable functions. Also, in this section, the theorem of existence and
uniqueness of the solution of the boundary value problem is given. In the fourth chapter,
firstly, the existence and uniqueness of the solution of the optimal control problem is
shown, secondly, Frechet differentiability of the cost functional is obtained and its
gradient is finded. Finally, a necessary condition in variational inequality form for the
solution of optimal control problem is obtained. In fifth chapter, it is emphasized that
this thesis is different from the former studying.

2014, 42 Pages

Keywords: Schrddinger equation, Optimal control, Cost functional, The space of

measurable square integrable functions.



SIMGELER DI ZINI

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

v Herhangi

" Hemen hemen her yerde
i= 1 Sanal birim

1>0 Verilen say!

T>0 Verilen sayi
Q=(0,1)x(0,T) Verilen bolge

Q, =(0,1)x(0,1) Verilen bolge

Q, =(0,1)x(t,T) Verilen bélge



1. GIRIS

Optimal kontrol teorisi gunlik yasamda hemen her alanda karsimiza ¢iktigindan aslinda
cok eski bir tarihe dayanir. Var olan alternatifler arasindan “en iyi, en mikemmel” olani
se¢cmek her zaman oladandir. Matematikte de bu “en iyi, en mikemmel” olani tercih

etmek veya bulmak “optimal” olarak ifade edilir.

insanlar yiizyillar boyunca karsilastiklari problemlere “en iyi ¢oziimii getirmek” gibi bir
ihtiyacla karsilasmislardir. Karsilagilan problemler asirlar boyunca kendine 0zgu
yontemlerle ¢ozilmis ve tim problemlerin ¢ézimine yol gdsterecek yaklasimlar
olusmamistir. Ancak daha sonralari “bircok doga yasasinin varyasyon prensipleriyle
ifade edilebilir” olmasinin anlasilmasiyla matematigin cok &énemli bir dali olan

“varyasyon hesabi” olusmustur.

Matematigin bir dal olan varyasyon hesabi, bir fonksiyonun ekstremumu ile ilgilidir.
Fonksiyonlarin  maksimumunu veya minimumunu bulma teorisi oldukca eskidir.
1699’da Johannes Bernoulli (1667-1748) ayni yatay veya dusey ¢izgide bulunmayan iKi
nokta arasindaki en kisa yolu bulma problemini ortaya atmistir. Bu problemi 1638°de
ilk Galileo (1564-1642) dusinmus, John ve kardesi Jacob (1654-1705), Gottfried
Leibniz (1646-1716), Isaac Newton (1642-1727) tarafindan ¢Ozulmustur. Leonard
Euler (1707-1783) ile Bernoulli, ilk varyasyon metodunu kullanarak bu tip
problemlerin ¢6zim yolunu bulan Joseph-Louis Lagrange’t (1736-1813) etkileyen
olaganisti sonuglara ulasmislardir. Boylece Euler varyasyon hesabi cimlesini
kullanmistir. Daha sonra bir fonksiyonun ekstremumu igin gerekli sarta Euler-Lagrange
denklemi denilmistir. Ayrica, Lagrange ¢arpan metodunu ureterek optimizasyonda ¢ok

onemli bir yere sahip olmustur.

Son yillarda teknolojinin hizla gelismesi sonucu, Ozellikle de uzay teknolojisinde
karsilasilan  bir takim problemler klasik varyasyon hesabi yontemleri ile
¢Ozulemediginden yeni metodlarin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Bu suregte,
Dinamik programlama ve Pontryagin’ in maksimum prensibinin formiliuzasyonu ile

modern anlamda optimal kontrol teorisinin temelleri atilmis oldu. Optimal kontrol



teorisinin gelismesinde diinyaca unlii matematikgilerden L. S. Pontryagin, J. L. Lions,
A. G. Butkovskiy, A. I. Yegorov, Yu. V. Egorov, K. A. Lurye, V. I. Plotnikov, G. T.
Ahmedov, A. D. iskenderov, F. P. Vasilyev, C. Sokolowski, M. G. Bidout, M. Goebel
ve diger bilim adamlarinin énemli rolleri olmustur [2], [4], [5], [9], [10], [13], [14],
[15], [16], [17], [21], [22], [25], [26], [27], [29], [30], [36].

Schrodinger denklemiyle ifade edilen kuantum mekanik sistemler igin optimal kontrol
teorisi de modern optimal kontrol teorisinin énemli alanlarindan biridir. Bu teorinin
problemleri ¢cogunlukla kuantum mekaniginde, nikleer fizikte, lineer olmayan optikte
ve ¢agdas fizigin ve teknigin farkh alanlarinda ortaya ¢iktigindan boyle problemlerin
incelenmesi hem teorik hem de pratik bir 6neme sahiptir.

1926 de unlu fizik¢i Erwin Schrodinger tarafindan kurulan Schrddinger denklemi bir
dinamik sistemin durumunun degisimi hakkinda bilgi verdiginden, Schrédinger
denklemi ile ifade edilen sistemler icin optimal kontrol problemlerinin incelenmesi ile
kuantum mekaniginde potansiyelin bulunmasi arasinda ¢ok yakin bir iliski vardir [5].
Dis kuvvetlerin etkisi ile hareketi sinirlanan bir pargacik igin sistemin potansiyelini

fizikgiler ilk olarak sezgisel bilgilerle belirlemislerdir.

Kuantum mekanik potansiyelin bulunmasi problemini ¢6zmek igin varyasyonel
metodlar [7] ¢cahsmasinda kullaniimis ve sonugta 6grenilen problemler lineer ve lineer
olmayan Schrodinger denklemleri icin optimal kontrol problemlerine indirgenmistir. Bu
problemlerde kontrol olarak Schrdodinger denkleminin katsayisi olan kuantum mekanik
potansiyeli kullanilmistir. Kontrolin denklemin Kkatsayisinda olmasi durumunda
kuantum mekanik sistemler i¢in optimal kontrol problemleri ilk kez ciddi bir bigimde A.
D. iskenderov ve G. Ya. Yagubov tarafindan cahistimistir.

Optimal kontrol problemleri incelenirken bir takim sorularin cevaplari aranir. Bunlar,

1. Optimal kontrol probleminin iyi konulup konulmadigidir. Bu arastirilirken, optimal
kontrol probleminin ¢dziminun varhigi, amag¢ fonksiyonelinin alttan sinirh olup
olmadigi ve herhangi minimallestirici dizinin minimum noktalar kiimesine yakinsayip

yakinsamadigi incelenir.



2. Optimal kontrol probleminin ¢ozim igin gerek ve yeter sartlar nelerdir?
3. Optimal kontrol probleminin niimerik ¢6zim i¢in hangi hesaplama metodlarinin

kullanilacagidir.

Lineer ve lineer olmayan Schrddinger denklemi ile ifade edilen sistemler igin optimal
kontrol problemlerine ait olan bu sorular [5], [8], [14], [15], [16], [30], [31], [32], [33],
[37], [38], [39], [40] calismalarinda cevaplandirilmistir. Ayrica Schrodinger
denkleminin katsayisi olan kuantum mekanik potansiyelin karesel integrallenebilir
fonksiyonlar uzayindan olmasi durumunda, optimal kontrol problemlerine ait olan bu
sorular ilk olarak [16], [6], [3], [34], [37] ve [40] calismalarinda incelenmistir.
Soylemek gerekir ki, [6] ve [3] calismalarinda durumu Schrédinger denklemi igin
Cauchy problemiyle ifade edilen sistemler igin optimal kontrol problemleri ele
alinmistir. [40] calismasinda ise lineer olmayan Schrddinger denkleminin sinirsiz
katsayistyla bir optimal kontrol problemi incelenmis olup bu calismada kontrol yani,
kuantum mekanik potansiyel, (0,1) araliginda 6lgllebilir karesel integrallenebilir
fonksiyonlarin uzayidir. [34] calismasinda ise lineer olmayan Schrédinger denklemi igin

bir optimal kontrol problemi g6z 6niine alinmistir ve amag fonksiyoneli
2 2
J (V) = ||V/(’T)||L2(O,I) +Ol”V_W”LZ(o,T)

bicimindedir. Bu calismada ise lineer olmayan kisimda kompleks katsayr olan
Schrodinger denklemi igin bir optimal kontrol problemi ele alinmis olup kontroller

kiimesi (O,T) arahginda 6lgllebilir karesel integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir ve

amag fonksiyoneli

|
J (V)= ,b’o'ﬂ://(x,t;v) - yo(x,t)|2 dxdt +,b’1'[|z//(x,T;v) - yl(x)|2dx + a||v—w||i2(0‘T)
Q 0
bicimindedir.

Bu tez calismasi, lineer olmayan Schrodinger denklemiyle ifade edilen sistemler igin ele
alinan optimal kontrol problemlerini incelemeye ve yukarida bahsettigimiz sorulari

cevaplamaya yonelik olarak hazirlanmistir.



Tezin ilerleyen bolimlerinde ilk olarak, 2. bolimiinde, bu tezin olusturulmasinda temel

teskil edecek olan L, uzaylari ve Sobolev uzaylarinin yani sira bir sonraki bolimde

kullanacagimiz teoremler ve lemmalar ile bazi kavramlarin tanimlari verilmistir.

3. bolimde lineer olmayan kisimda kompleks katsay! olan Schrédinger denklemi igin
bir optimal kontrol problemi g6z 6nune alinmistir. Bu problemin olusturulmasi igin
gerekli olan sartlar, sinir deger problemi, amag fonksiyoneli ve olasi kontroller kiimesi
verilmistir. Ayrica, bu bdlimde Schrodinger denklemiyle ifade edilen sinir deger
probleminin ¢ozuminin varlik ve teklik teoremi ifade edilmis ve ¢6zum icin bir

kestirim verilmistir.

4. bolumde ele alinan optimal kontrol probleminin iyi konulmasi arastirilmistir. Bu
amacla 4.1. bélimde optimal kontrol probleminin ¢éziminun varligi ve tekligi

gOsterilmistir.

4.2. bolimde Lagrange fonksiyoneli kullanilarak bir eslenik problem olusturulmus ve
ama¢ fonksiyonelinin Frechet diferansiyellenebilir oldugu gosterilmistir. Ayrica amag
fonksiyonelinin gradyenti igin bir formil elde edilmistir.

4.3. bolumde ise optimal kontrol probleminin ¢6zumi igin varyasyon esitsizligi
bigiminde bir gerek sart elde edilmistir.

Son olarak, 5. béltimde ise bu calismanin daha dnceki yapilan ¢alismalardan farklihgi

ortaya koyulmus ve tezin 6nemi vurgulanmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boélimde ilerde kullanacagimiz teoremler, lemmalar ile bazi uzaylarin ve

kavramlarin tanimlarini verecegiz:

Tanim 2.1: L,(0,I) Hilbert uzayr olup elemanlari (0,1) arahginda &lgtlebilir ve

modulunin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve

norm
(U)o = JuC)v(xdx

ul.., = (U)o

Lp(0l)

seklinde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.2: L_(0,1) Banach uzayi olup, (0,1) araliginda dlctlebilir, sinirli ve sonlu

Jull. o = Vrgzoﬁl;lp|u(x)| = esssup{Ju(x)|:x & (0,)}
_inf {cz 0:v x e (0,1) igin [u(x)| < c}

normuna sahip u =u(x) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tanim 2.3: L,(Q) Hilbert uzayi olup elemanlari Q dikdortgeninde dlgllebilir ve

moduliunin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir. Burada i¢ carpim ve

norm

V) = j w (X, 1) (x, t)dxdt,

v, ., =¥ )

seklinde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.4: L_(€2) Banach uzayi olup Q bélgesinde 6lcilebilir, sinirli ve sonlu

[, ) =Vraisuply (x.)

normuna sahip = (x,t) fonksiyonlarinin uzayidir.



Tanim 2.5: Ck([O,T],B) Banach uzayi olup, elemanlar1 [0,T] araliinda tanimlanmis

k. mertebeden siirekli tirevlere sahip ve degerleri B -Banach uzayina ait fonksiyonlarin

uzayidir. Burada norm

k

”u”Ck([O,T] B) 2:4) 0<t<T

m=!

d"u(t)
dt™

< 400

seklinde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.6: LZ([O,T],B) Banach uzayi olup, elemanlari [0,T] araliginda tanimii,

Olculebilir, karesel integrallenebilir ve deQerleri B Banach uzayina ait olan
fonksiyonlarin uzayidir. Burada norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

T Y2
2
||u||L2([o,T],B)=[j||u<.,t)||3dt} o
0

Tanim 2.7: u fonksiyonu D bdlgesinde taniml bir fonksiyon ve D de u nun sifirdan
farkli oldugu noktalarin kiimesi K olsun. Bu K kiimesinin kapanisi olan K kiimesine

u nun supportu denir. Eger K kiimesi kompakt ise u ya D {izerinde kompakt supporta

sahiptir denir.

Tanim 2.8: D, 0" de bir bolge olsun. D dzerinde her mertebeden surekli
diferansiyellenebilir, kompakt supporta sahip ¢:D — [ fonksiyonu test fonksiyonu

olarak adlandirilir ve bu fonksiyonlarinin uzayr C,; (D) ile gosterilir.

Tanim 2.9: D, (0" de bir bdlge olsun. Eger D nin her kompakt K alt kiimesinde
[|f]dx <oo
K

ise f ye D uzerinde lokal integrallenebilirdir denir ve f e (D) ile gosterilir.

Tanim 2.10: A, 0" de bir bolge, u,vel(A) ve « bir multiindeks olsun. Her

¢ € Cy (A) test fonksiyonlari igin



_[uD“¢dx = (—1)‘“‘_[v¢dx

sartini saglayan v=D“u fonksiyonuna u nun «a. mertebeden genellestirilmis kismi

tirevi denir. Burada a=(a,a,..a,), la|=a,+a,+..+a, ve

D = D%..D™, D, :ai seklindedir.

Tanim 2.11: W,(0,1) Hilbert uzayi olup elemanlarinin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tarevleri L,(0,1) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

ammammj,

W Py = ﬂ}uwwn >

Wiol) <l// l//>w2(0|)

0
W, (0,1) uzayr W, (0,1) uzayinin alt uzayi olup, (0,1) araliinin ug noktalarinda sifira

esit olan fonksiyonlarin uzayidir.

Tanim 2.12: W/(0,1) Hilbert uzayr olup elemanlarinin kendisi ve onlarin ikinci
mertebeye kadar genellestirilmis tirevleri L,(0,1) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu
uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

w(X) 8¢(x) 0 (X)5¢(X)
ox>  ox’

W Bz o = (wwwwn

Wz 00 = VY Doy

w; (0,1)=W2(0,1) mW21(0, 1.

Tanim 2.13: W, *(Q) Hilbert uzayi olup elemanlarinin kendisi ve onlarin t

degiskenine gore genellestirilmis tirevleri L,(Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;



dw(X,t) 04 (x,1) it
ot ot ’

W Bhass = | [w,na (x,0)+

Q

||l//”W2°l(Q) = \l<l//’ l//>w2°l(Q) .

Tanim 2.14: {x,}, H hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eder her yeH icin

lim(x,,y),, =(x,y),, oluyorsa {x,} dizisi xe H elemanina zayf yakinsiyordur denir.

n—o0

Tanim 2.15: {x,}, (X,| |) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger lim|x, x| =0

quyorsa{xn} dizisi x e X elemanina normda ya da kuvvetli yakinsar denir.

Tanim 2.16: {f,}, bir X kumesi tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
her bir xe X igin limf (x)= f(x) oluyorsa, {f,} dizisi X Uzerinde bir f

fonksiyonuna noktasal yakinsar denir. Yani, verilen xe X vee>0 igin n>N

oldugunda |f (x) - f,(x)|< & olacak sekilde bir N = N(x,&) >0 sayisi vardr.

Tanim 2.17: {fn}, bir X uzay zerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
hemen hemen bitin xe X icin lim f,(x)= f(x) oluyorsa, {f,(x)} dizisi bir f(x)
fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsar denir. Yani, lim f_(x)= f(x) esitligini

saglamayan noktalarin kiimesinin 6l¢ctimi sifirdir.

Tanim 2.18: Surekli fonksiyonlarin uzayi izerinde

[]=sup] o)

olarak tanimlanan norm duzgin ya da sup normu olarak adlandirilir. {fn}, bir X

metrik uzay! Uzerinde sinirh, reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger

lim||f, - f||=0 oluyorsa {f,} dizisi fe X fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir.

Burada norm sup normudur.



Tanim 2.19: V, X lineer uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger u,veV ve « €[0,1] icin

au+(1—-a)v eV oluyorsa, V kimesine X de konveks (disbiikey) kiime denir.

Tanim 2.20: f konveks bir X kimesi tzerinde tanimli, reel degerli bir fonksiyon
olsun. Eger her x,y e X ve a<[0,1] icin
f(ax+(1—a)y)§af(x)+(1—a)f(y)

oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.21: (X,] |) bir normlu uzay olsun. 0<&<2 sartini saglayan her & sayisl

icin, eder x,y e X icin |x|=]y|=1ve |[x-y| =& iken X*y

<1-6(e) olacak sekilde

bir 5(£)>0 sayisi varsa (X,| ||) uzaymna diizgiin konveks uzay denir. 1< p<oo igin

L, (€2) uzay: diizgin konveks uzaydir.

Tanim 2.22: (X, | [) bir normlu uzay ve E < X olsun. E igindeki her dizinin E de

bir limit noktasi varsa E kumesine X de kompakt kiime denir.

Tanim 2.23: E, (X,| ) Banach uzaymnin bir alt kimesi olsun. Eger E icindeki her
{xn} dizisinin bir x e E noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E kiimesine

(X.] ) de zayif kompakt kiime denir.

Tanim 2.24: X normlu uzayinda bir E kimesi verilsin. Eger E deki biitin yakinsak
dizilerin limit noktalar1 E deyse E kiimesine X de kapali kiime denir.

Tanim 2.25: X , Banach uzayl ve E < X olsun. Eger {x,} € E ve {x,} dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadiginda x € E ise E kiimesine X de zayif kapahdir denir.

Tanim 2.26: X, bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger X in her bir x elemani, E

nin elemanlarinin bir dizisinin limiti ise E ye X de yogundur denir.

9



Tanim 2.27: X bir vektor uzayr olmak tzere, |: X — 0 (veyall) lineer operatdriine
X Uzerinde bir lineer fonksiyonel denir. X Uzerindeki sinirli lineer fonksiyonellerin

uzayina X in duali denir ve X ile gosterilir.

Tanim 2.28: X ve Y normlu uzaylar ve f:X —Y bir operator olsun. X de sinirh

olan her E alt kiimesi icin f(E), Y de 6n-kompakt ise f ye kompakt operator denir.

Yani, bitun sinirh E < X igin f(E), Y de kopmaktir.

Tanim 2.29: X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger,

)] X, Y nin bir alt vektor uzayi ve

i) Her xe X igin Ix=x olarak tanimlanan 1:X —Y 06zdeslik operatori
surekliyse,

X uzayl Y uzayina (surekli) gomalur denir. Yani, X <Y ve her xe X igin
|1X[, <M x|, olacak sekilde bir M sabiti vardir. Eger | operatorii kompakt ise X

uzay! Y uzayina kompakt gomulir denir.

Tanim 2.30: J(u) fonksiyoneli B Banach uzayinin U alt kiimesinde tanimlanmis

olsun. Eger ueU noktasina kuvvetli yakinsayan {u,} €U dizisi i¢in limJ(u,)> J(u)
k—o

sartl saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan yari streklidir

denir.

Tanim 2.31: J(u) fonksiyoneli B Banach uzayinin U alt kiimesinde tanimlanmis

olsun. Eger ueU noktasina zayif yakinsayan {u,}eU dizisi icin limJ(u,)> J(u)
k—o0

sarti saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari

sureklidir denir.

Tanim 2.32: F, bir | araligi Gzerinde tanimli f (t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.

Eger her £>0 ve her feF icin t,t,el olmak Uzere |t —t,|<d&(¢) oldujunda
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|f(t)- f(t,)|<e olacak sekilde bir 5(£)>0 sayisi varsa F ye | (zerinde ayni

dereceden strekli (esstrekli) dir denir.

Tanim 2.33: F, bir | araligi Gzerinde tanimli f (t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.
EQer her tel ve herf e F icin |f(t)| <M olacak sekilde negatif olmayan bir M sayisi

varsa F ye | (zerinde sinirhdir denir.

Teorem 2.1 (Arzela-Ascoli): Sinirli bir | araligi Uzerinde F, f(t) fonksiyonlarinin

bir ailesi olsun. Eger F, sonsuz, sinirl ve ayni dereceden stireki ise F, | (zerinde

diizglin yakinsak olan bir dizi igerir [11].

Tanim 2.34: B herhangi bir Banach uzayi ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin herhangi
bir  @(u,y)={v:veB, |v-u|<y} komsulujunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artisi igin

o o(hu)
b0 [IHl,

0

olacak sekilde AJ (u):J(u+h)—J(u):(J'(u),h)B +0o(h,u) sartini saglayan J'(u) e B
elemani varsa, bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir denir.

Tanim 2.35: D <" bir bolge olsun. Eger Ve >0 verildiginde |z|< o sartini saglayan

tim z ler igin 1< p<oo iken || f (x+2)— f(X)|, ,, <& olacak sekilde bir o >0 sayis

L, (D)

varsa, f(x) fonksiyonuna L, normu anlaminda streklidir denir.

Teorem 2.2: 1< p<oo iken L (D) den olan her fonksiyon L, normu anlaminda

streklidir [23].
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0
Teorem 2.3: D <[] " herhangi bir bélge olsun. Herhangi u(x) eW.: (D) fonksiyonu ve

-1

m=>1, r >1 sayilari igin a:[l—ij(£—£+lj olmak tizere
r-g/\n mr
[ull oy = Al o Ul o)

esitsizligi gecerlidir. Ayrica,

1. m>n=1icin qe[r, o] veﬂ:(l+(mr_nl)rJ dir.

(n=Dm
n—m

nm .
,r | dir.
n—m

3. m>n>1icin qe[r,©) ve g = max{q(nn_l) ,1+(m—1)mr}a dir [20].

“ y nm . nm
ve efer, r< ise qelr, ve

2. n>lvem<n icin ﬂ:(
n—m n—-m

r=

ise qe[
n—-m

Teorem 2.4 (Weierstrass Teoremi): U, B Banach uzayinda zayif kompakt bir kiime

olsun. J(u) ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif yari stirekli
bir fonksiyonel olsun. Bu takdirde J, = iBf Ju)>-oo, U, ={ueU:Ju)=J}=J

zayif kompakttir ve U dan alinan herhangi minimallestirici dizi, minimum noktalari

kiimesine zayif yakinsar [30].

Teorem 2.5: Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X uzayinin kapali

sinirh kiimesi, 1(v) fonksiyoneli U kimesi lzerinde tanimlanan alttan sinirli ve alttan
yari siirekli fonksiyonel ve « >0, S>1 verilen sayilar olsun. Bu takdirde X uzayinda
her yerde yogun olan dyle bir G altkiimesi vardir ki, Ywe G igin

J, (V)= I(v)+a||v—w||§
fonksiyoneli U kimesi Uzerinde en kicik degerini alir. Eger g>1 ise J_(V)

fonksiyoneli en kiiguk degerini U kiimesi Uzerinde bir tek noktada alr [10].
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Teorem 2.6: U, B-Banach uzayinin konveks bir alt kiimesi, J(u) fonksiyoneli bu

kiimede  birinci  mertebeden  sirekli  tirevlenebilir  bir  fonksiyonel ve
U, = {u eU:Ju)=J.= i[}f J(u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalarinin

kiimesi olsun. Bu takdirde Vu.eU, ve VueU igin (J'(u,,),u—u,,)B >0 sarti saglanir

[30].

Teorem 2.7: D", C' sinifinin sinirh bir bolgesi olsun.

1. EQer p>1, 1<q<o, 0<r<m, mor-231 050 ise W " (D) uzay1 W, (D) uzayina
P q

(strekli) gémuldr. EGer m— SIS 0 ise bu gdmilme kompakt olur.
P q

2. EGer p(m—r)>n ise W"(D) uzayi C"(D) uzayina kompakt gomiiliir [28].

Lemma 2.1: DcU" herhangi bir bdlge olsun. Eder {uk(x)} fonksiyonlar dizisi
L,(D) (a>1) uzayinda bir u(x) fonksiyonuna kuvvetli yakinsiyor ise bu takdirde
{uk(x)} dizisinden u(x) fonksiyonuna D de hemen hemen yakinsayan bir alt dizi

secmek mumkuindir. Ayrica {uk(x)} dizisinin D Uzerinde u(x) fonksiyonuna hemen

hemen yakinsamasi, D (zerinde hemen hemen diizgiin yakinsamay! gerektirir [19].

Lemma 2.2: {uk(x)} bir fonksiyonlar dizisi olmak tzere, eder q>1 ve k=12,... i¢in

||uk||Lq(D) <c ise bu durumda {u,(x)} den L,(D) de zayif yakinsayan bir alt dizi secmek

mimkinddr. Eger k=1,2,... icin {u,(x)}, D Uzerinde u(x) fonksiyonuna hemen
hemen yakinsiyorsa ve q>1 igin ||uk||Lq(D) <c ise bu durumda {u,} dizisi q" <q icin

Lq*(D) de u ya kuvvetli yakinsar; L, (D) de ise u ya zayif yakinsar [20].

Lemma 2.3: f(x,t,u) fonksiyonu {(x,t)eQ,UE(—oo,oo)} kiimesinde tanimli

Olcllebilir bir fonksiyon ve hemen hemen (x,t)eQ icin u ya go6re surekli bir
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fonksiyon olsun. Eder L (Q) dan olan {u (x,t)} dizisi, L,(©) dan olan u(x,t)

fonksiyonuna hemen hemen yakinsiyorsa ve q>1 icin |[f(..,u.(..)], @ SC ise bu

durumda q <q igin  f(x,t,u, (x,t)) fonksiyonlar dizisi Lq*(Q) normunda
f(x,t,u(x,t)) fonksiyonuna yakinsar; L (Q) da ise zayif yakinsar. Eger {u,(x,t)}

dizisi L,(Q) da u fonksiyonuna kuvvetli yakinsiyorsa ve q>1 igin |u,| ,<c ise bu

L (@

takdirde {u, (x,t)} dizisi u ya q" <q icin L-(€) da kuvvetli yakinsar [19].

Lemma 2.4 (T. H. Gronwall): Eger g(t)fonksiyonu t, <t <t UGzerinde strekli bir

fonksiyon ve

0<g(t) <K+ ng(s)ds

t

esitsizligini saglarsa, t, <t <t, Uzerinde
0<g(t)<Kexp(L(t-t,)

dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir [11].

Lemma 2.5 (Cauchy-Bunjakovskii Esitsizligi): u,v e L,(Q2) elemanlari igin

1
< U|u|2 dxdrj2 UMZ dxdrj2
Q Q

j uvdxd
Q

esitsizligi gecerlidir [20].

Lemma 2.6 (&-Cauchy Esitsizligi): Keyfi a,b sayilari ve herhangis >0 icin
ab] < 2[af" o
2 2¢&

esitsizligi gecerlidir [20].
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Optimal Kontrol Probleminin Olusturulmasi

Bu bolumde lineer olmayan kisimda kompleks katsayi olan Schrodinger denklemi igin
bir optimal kontrol problemi ele alinmistir. Burada olasi kontroller kiimesi 6lgtlebilir

karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir.

Optimal kontrol problemimiz

J (V)= ﬂoﬂt//(x,t;v) - yo(x,t)|2 dxdt +ﬂ1j|t//(x,T;v) - yl(x)|2dx+ a||v—w||i2(0‘T) (1)

fonksiyonelinin

V= {v =v(t):veL,(0,T), ||v||L2(0‘T) < bo}

kiimesi Uzerinde

122, 2L —atw vy +alyl v = 1D, (€@ @
y(%,0)=p(x), x€ (0, @)
w00 =y (=0, te(T). @)

sartlari altinda minimumunun bulunmasi problemidir.

Burada 1>0,T>0, 4 >0, >0, a,>0, by>0, >0 verilen sayilar ve
xe(0,1), te(0,T), Q =(0,1)x(0,t), Q=Q, olmak Ulzere y=w(x,t) dalga
fonksiyonu, i* =-1, a, e[] kompleks sayi olup

Ima, >0, Rea, <0, Ima, >2|Rea,| (5)
sartini saglar; a(x) -6lctlebilir sinirh bir fonksiyon olup

da(x)

< Vxe 1), w4 =sabit>0 (6)

0<a(x) < 4,

sartini saglar. Ayrica ¢(x) ve f(x,t) fonksiyonlari verilen fonksiyonlar olup

peW2(01), W (@) @
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sartini saglar. y,(x) ve y,(x,t) fonksiyonlari ise verilen fonksiyonlar olup sirasiyla

0 0
WZ(0,1), W,°(Q) uzaylarina aittir.Burada kontrol fonksiyonu v=v(t) olup V

klimesinden segilir.
Bu optimal kontrol problemini kisaca (1), (2)-(4) problemi olarak adlandiracagiz.

Her bir veV icin (2)-(4) sartlari altinda w =w(xt)=w(xt;v) fonksiyonunun

bulunmasi problemi lineer olmayan Schrddinger denklemi icin bir baslangic-sinir deger

0
problemidir. Bu problemin ¢ziimii olarak C°[[O,T],Wj(o,I)jmwzo'l(Q) uzayina ait

olan @(x,t)eQ icin (2) sartini, @XE O,1) ve @te(O,T) icin sirastyla (3)-(4) sartlarini

saglayan hemen hemen ¢6ziim anlasilir. Burada V isareti “hemen hemen her yerde”

anlamina gelir.
3.2. Baslangic sinir deger probleminin ¢6zimuantun varhgi ve tekligi

Go6z ©Onine alinan Schrédinger denklemi igin baslangic-sinir deger problemi [34]
calismasinda incelenmis olup bu calismadaki sonuclari kullanarak asagidaki teoremi

ifade edebiliriz:

Teorem 3.2.1: Farz edelim ki a(x), @(x) ve f(x,t) fonksiyonlari (6)-(7) sartlarini ve

a, # 0 kompleks sayi olup (5) sartini saglasin. Bu durumda her bir veV igin (2)-(4)
0
baslangig-sinir deger probleminin C°[[O,T],Wj(o,I)jmwzo'l(Q) uzayina ait olan

¢6zUtmi vardir, tekdir ve bu ¢ozim igin Vvt €[0,T] oldugunda

2

oy (1)

2 2 6 °
ot SCO(”(p” ° +||f”w:2'°(n> e Wi o)) ol W:”’@J ®

W7 (0,1)

ZEI

W2 (0,1 L(Q)

kestirimi gecerlidir. Burada c, >0 sayisi t den bagimsizdir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Optimal Kontrol Probleminin Cozimunin Varhgi ve Tekligi

Bu bolumde, ele alinan optimal kontrol probleminin iyi konulmasi incelenir. Bu amagla,
once optimal kontrol probleminin « >0 igin tek ¢6zume, sonra « >0 igin en az bir

¢ozlime sahip oldugu gosterilir.

Teorem 4.1.1: Teorem 3.2.1 in sartlarinin saglandigini  kabul edelim ve

0 0
Y, eW%(Q), y, eW, (0,1), welL,(0,T), verilen fonksiyonlar olsun. Bu takdirde
L,(0,T) uzayinda hemen hemen her yerde yogun olan G altklimesi vardir ki, Ywe G

ve Va >0 igin (1), (2)-(4) optimal kontrol problemi tek ¢dziime sahiptir.

ispat: Once
3o(v) = 4, (% t:v) = Yo O ) dxdt+ 8, [ w (%, T5v) = y, () dx

fonksiyonelinin vV kiimesi uzerinde strekli oldugunu gosterelim. Avel,(0,T)
fonksiyonu v+Av eV olacak sekilde herhangi veV elemanina verilen bir artis olsun.
v =w(X,1t)=w(x,t;v) fonksiyonu (2)-(4) baslangi¢-sinir deger probleminin veV ye
karsihk gelen ¢ozimi olsun. Bu takdirde (2)-(4) probleminin ¢o6zimi
Ay = Ay (X,1) = (X, tV+AV) —w(Xt;V) artisini elde eder. Burada
v, (X, t)=w(X,t;v+Av) ise (2)-(4) baslangic-sinir deger probleminin v+AveV
elemanina karsihk gelen ¢ozimudur. (2)-(4) sartlarindan Ay = Aw(x,t) fonksiyonunun

asag1daki sinir-deger probleminin ¢ézimi oldugunu kolaylikla elde ederiz:

.OAy O’Ay 2 2
=t —a(x)At//+(v+Av)Az//+a1(|t//A| +|w| )Az//+ ©)
+ay WAy =-Avp(X,t;v), (X1)eQ
Ap(x,0)=0, xe(0,1) (10)
Ap(0,) = Ap(,) =0, te(0,T). (11)
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Simdi bu problemin ¢6zimini degerlendirelim. Bu amacla (9) denkleminin her iki
tarafini Ay(x,t) fonksiyonu ile ¢arpip ve €, bolgesi tizerinden integrallersek

HiaA—V/AW—aO ‘52_)(9//‘ —a(x)|A1,//|2 +(v(t) +Av(t))]A 1,//|2 +

AAR 2N I ait//At//(AW)szxdr = —I AV(t)yA dxd
QI

esitligini elde ederiz. Bu esitlik ile onun kompleks eslenigini taraf tarafa gikarirsak

[ OA _ OAW _
J.'( E},[I/IAI//WL atl//At//jdXdHE!'ZIIma1(|1//A|2+|1//|2)|A1//|2dxd7=

t

i I im(a,w (AP dxd 7 2i I Im (AvyA 7 dxd 7
(0N Q

olup burada Aw(x,0) =0 sartini kullanirsak ve her iki tarafin mutlak degerini alirsak

[Ap (O] o +21Ma, j (vl +[uf ) Ay dxdz <
Q

't

2la [w.lvllavfaxdz 2 [|adlyfaviixdz, teo.T]
Q, Q,

't 't

esitsizligi elde edilir. Buradan

[Ap O] oy, +21Ma, j (v +luf ) Ay fdxdz <
Ql

2| j (1w +l ) Ay dxde+2 j |Av]jw][Ayldxdz, t[0.T]
Q Q

't 't

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikte |a|<|Rea]|+|Ima| oldugu dikkate alinir ve

Ima, >2|Rea| esitsizligi kullanilirsa vt [0, T] igin
2 1 2 2 2
[3v O, +5ma, j (v [l )|y ez < 2 j AV |Avldxds  (12)
o} &

esitsizligi elde edilir. Ima, >0 oldugundan

3w 0l <2[ Iy lavioxar
Q

t

yazilir. Burada Cauchy-Bunyakovskii esitsizligi kullanilirsa vt €[0,T] i¢in
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t
80 GO, < [I80 2 o 87+ [ (v 7)) e
0 o
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte
2
[ (av@ly ool axde < ol max O,

Q

oldugu g6z 6niine alinir ve (8) kestirimi ile Gronwall Lemmasi kullanilirsa
2 2
”Al//("t)”Lz(o,n S G ||AV||L2(0,T) , Vie [O’T] (13)

esitsizligi elde edilir. . Burada c, > 0 sayisi t ve Av den bagimsizdir.

Simdi J,(v) fonksiyonelinin YveV elemani tzerindeki artisini hesaplayalim. J,(v)

fonksiyoneli i¢in olan formuli kullanirsak
Ay (V) = J,(V+AV) —J (V)
|
= ﬂ0j|1//(x,t;v+ AV) — yo(x,t)|2 dxdt +ﬂlj|y/(x,T;v+ AV) — yl(x)|2dx
Q 0
|

_ﬂoﬂg//(x,t;v) — ¥, (X, t)|2 dxdt —ﬂlﬂt//(x,T;v) - yl(x)|2dx

Q 0

= B [ (. 06D = ¥o ) (7. (60 = T5) = (1w (%, 1) = Yo ) (# (%, 1) - ¥, ) Jexet

+ﬂlj[(t//A(X,T)— V) (7 (6 T)= %)= (w (6 T) =y, ) (#(x,T) - ¥, ) Jdxdt

= | 18w (O + 2Re((w (x,1) - yo (x, 1) AF(x,1) el

B[ [[Aw (T +2Re((w(6T) = y,00) AF(xT)) fox

0

olup J,(v) fonksiyonelinin artigini

AJ, (V) =28, j Re[ (w(x,t) = Yo (%, t)) A(x, t) Joxdlt

28, [Re[ (w (6 T) = y,(x)) A (% T) ] dx (14)

4 1AWy + ARV (T o
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biciminde buluruz. Burada Cauchy-Bunyakovskii esitsizligini kullanirsak

|AJ, (v)| < 2, j ly (%,1) = Yo (,1)] | Aw (x, 1)[dxdlt

24, [lw (6 T) = v (0| Aw (x,T)] dx

0

AV o + AlAV T o)
V2

12
<28, { j (%, 1) = Yo (x, O dxdtj { j INZC8 K dxdtj

| 12 12
+2, ( j (X, T) =y, () dxj ( j Ay (x,T)|’ dxj

0

oA o + ARV T o
S 2'80 (”l//”LZ(Q) +||y0||L2(Q) )”A l//”Lz(Q)
2B (Dl +Willon JAVED 0y

A8V + ARV T

olup (8), (13) kestirimleri kullanilir ve y, € L,(Q2) vey, € L,(0,1) oldugu g6z 6niine
alinirsa

AT, (V)| <c, (||Av|| +|avf? )

L,(0,T) L, (0,T)
esitsizligi elde edilir. Burada c, >0 sayisi Av den bagimsizdir. Bu esitsizlikten ve v
nin V kdmesinin herhangi bir elemani olmasindan dolayr J,(v) fonksiyonelinin V

kiimesi Gzerinde sirekli oldugu goruldr.

Ayrica V kimesi L,(0,T) uzayinda kapali, sinirli ve konveks bir kiimedir ve L,(0,T)
uzayi da duzgun konveks uzaydir. J,(v) fonksiyoneli V kumesi tzerinde streklidir ve
vweV icin J,(v)=0 dir. Yani alttan sinirlidir. Bu takdirde [10] calismasindaki

fonksiyonelin minimumunun varligina ait olan teoreme goére (Bkz. Kuramsal Temeller,

Teorem 2.5), L,(0,T) uzayinda hemen hemen her yerde yogun olan dyle bir G

altkiimesi vardir ki, Ywe G ve Va >0 i¢in (1), (2)-(4) optimal kontrol problemi tek

¢Ozlme sahiptir. Teorem 4.1.1 ispatlandi.
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Simdi >0 igin (1), (2)-(4) optimal kontrol probleminin en az bir ¢6ziime sahip

oldugunu gdsterelim.

Teorem 4.1.2: Farz edelim ki Teorem 3.2.1 nin sartlari saglanmis olsun ve « >0
verilen sayi olsun. Bu takdirde (1), (2)-(4) optimal kontrol problemi en az bir ¢6ziime
sahiptir.

ispat: J_(v) fonksiyoneli igin

rLimoJa(vm) = Ivn\]: J,(v)=J,.
olacak sekilde herhangi {vm}cv minimallestirici dizisini g6z 6ntne alalim. v™ eV
icin (2)-(4) baslangig-sinir deger probleminin ¢ézimini  w,, =y (X, t) = (X, t;v")

olarak gosterelim. v" eV, m=12,.. oldugu icin Teorem 3.2.1 e gbre her bir
0
m=1,2,... icin (2)-(4) baslangig-sinir deger probleminin C° [[O,T],w;(o,|)me2°vl(gz)

uzayina ait olan tek ¢6zimu var ve bu ¢dzim igin Vvt €[0,T] oldugunda

2

Oy (1)

2
a0, |

W7 (0,1)

<c, (15)

L (2)

kestirimi gegerlidir. Burada c, sayisi ile (8) kestiriminin sag tarafi isaret gosterilmistir

ve m den bagimsizdir.

Tanima gore V. kumesi L,(0,T) Hilbert uzayinin kapali, sinirh ve konveks bir kiimesi

oldugundan bu kiime L,(0,T) de zayif kompakt ve zayif kapali bir kimedir. Bu nedenle

{vm} dizisinden veV elemanina zayif yakinsayan bir alt dizi segebiliriz. Kolaylik igin

bu zayif yakinsayan alt diziyi yine {v"| ile gésterelim. Bu takdirde VqeL,(0,T) ve

m — oo igin

.T[vm(t)q(t)dt —>.T[v(t)q(t)dt (16)

21



limit  bagintisini  yazabiliriz. (15)  kestiriminden  {y"(x,t)}  dizisinin
(o [[O,T],V\;ZZ(O,I)jmwzo'l(Q) uzayinin normunda diizgiin sinirli oldugu elde edilir. Bu
nedenle  {y"} dizisinden  belirli  bir  w=w(x1t) fonksiyonuna
C°[[O,T],V\;j(o,I)jmwzo'l(Q) uzayinda zayif yakinsayan alt dizi secebiliriz. Kolaylik

icin bu zayif yakinsayan alt diziyi yine {y"} ile gosterelim. Yani vte[0,T] ve

m — oo i¢in asagidaki limit bagintilarini yazabiliriz:

V() > w(,t), L,(0,1) de zayif (17)
az'/’mg"t) — 621//(;0 , L,(0,1) de zayif (18)
OX OX
oy, (1) ow(.1)
o - a L, (Q2) de zayif . (19)

0
Simdi y =w(x,t) fonksiyonunun V(x,t)e(Q) icin (2) denklemini sagladigini

gosterelim. y, (x,t) fonksiyonlari her bir m=212,. icin (2)-(4) sinir-deger
0
probleminin  C° ([O,T],Wj (0, I)j AW, Q) uzayina ait ¢dzUmi  oldugundan

Vg e L, (QY) igin

J[i oy, (1) +a, oYy (ZX,'[) —a(X)y,, (x,t) +V" (O, (x,t) +
at ox (20)

+ay |y, (O wn (1) - 1 (x,t)} g(x,t)dxdt =0

integral 6zdesligini ve

V(3,0 =0(x), x£(01), y, 0=y, (,)=0, te[0T] (21)

sartlarint saglar. (17)-(19) limit bagintilarini kullanarak vg € L,(Q2) ve m — oo igin
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I(' oy, (X, t) O Y (1) _a(x)wm(x,t)Jg(x,t)dxdt -

OX?
; 82 (22)
[ (. AL ‘/’(f’t) —a(x)y/(x,t)Jg(x,t)dxdt
o OX
limit bagintisini kolaylikla yazabiliriz. Simdi Vg € L,(©2) ve m — o igin
[V Oy, ()T (x, dxdt —2 j V(t)w (X, 1)F(x, t)dxdt (23)
Q

ja1|wm(x O (X, )T (x, et —21 ja1|w(x,t)|2w(x,t)q(x,t)dxdt (24)

limit bagintilarinin gecerli oldugunu gdsterelim.

(o [[O,T],V\Z2 (0, I)j AW, (Q)  uzayr  C°([0,T],L,(0,1)) uzayina  kompakt

gomulduginden m — oo icin te[0,T] ye gore duizgln olarak

||Wm (" t) - W(’t)”L2 (0‘|) - 0 (25)
limit bagintisini kolaylikla yazabiliriz.

j V" (), (x,1)F(x, t)dxdt = j (v (®) - v(t))w (x,)F(x, t)dxdt

Q

+ j V() (W, (X, 1) =1 (X,1) ) T (x, t)dxdt (26)

+ j V() (x,1)F(x, t)dxdt

esitliginin gecerli oldugu aciktir. w eC°([0,T],L,(0,1)) veF e L,(Q)

|
oldugundan j w(X,1)F(x,t) € L,(0,T) olup (16) dan vg e L,(€Q) icin
0

lim j (V" (1) - V(D) )w (x,)F(x, t)dxdt = 0 (27)

esitligi yazilir. Simdi (26) nin sag tarafindaki I1. terimi degerlendirelim:
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Vm

LOT) 9l ) max|lyn (.0 _V/("t)”Lz(o,l)

L (Q) o<t

j V() (W (X, 1) = (%,1) ) T (X, t)dxdlt| <
Q
<h, ||g||L2(Q) ”l//m - l//”CO([O,T],Lz ©h)

oldugundan burada (25) i dikkate alarak limite gegersek Vg € L,(Q) igin

lim [V"(8) (v (%, 1) = (1)) G(x, Dt =0 (28)

limit bagintisini elde ederiz. (27) ve (28) limit bagintilarini (26) da kullanarak limite
gecersek (23) bagintisinin gecerli oldugu elde edilir.

Simdi (24) limit bagintisinin saglandigini gésterelim. (25) bagintisindan

kuvvetli

Vi (D)5 (x,1), L, () da

yazilir. Bu durumda {y,,(x,t)} dizisinden w(x,t) fonksiyonuna ©Q da hemen hemen

yakinsayan bir alt dizi secebiliriz. Kolaylik olsun diye bu alt diziyi yine {y/m(x,t)} ile

goOsterelim. Ayrica

2 3
ol v Cey ¥l
ow. (O
it Ollion < A2 0L, e
L, (0,1)

esitsizlikleri gecerli oldugundan bu esitsizlikler ve (8) kestirimi kullanilirsa

<c,, m=12,.. (29)

L (©)

ol v

esitsizligi yazilir. Yani {|1//m(.,t)|21//m(.,t)} dizisi L,(Q) da dizgin sinirhdir. Bu

durumda [19] calismasindan bilinen lemmanin (Bkz. Kuramsal Temeller, Lemma 2.3)
hikmi kullanthrsa kolaylikla (24) limit bagintisinin gecerli oldugunu sdyleyebiliriz.
Boylece (22), (23), (24) limit bagintilarini kullanarak (20) de limite gecgersek
Vg e L, (Q) igin

i——+a, —a(x):,//+v(t)1,//+a1|1//|2 w— f [gdxdt =0

ot ox?

'[ Oy Oy

Q
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integral 6zdesligi saglanir. Buradan da w(x,t) limit fonksiyonunun (2) denklemini

v(x,t) e Q icin sagladig elde edilir.

(21) baslangic sartini, (25) limit bagintisinin  t=0 daki degerini ve

1w (x,0) = ([ dx < 2[ [y (x,0) ~ 1, (x, 0)[ dx + 2, (%, 0) - ()| "

0 0
esitsizligini kullanirsak

|

[lw(x,0)-p(x)[dx =0

0
bagintisini elde ederiz. Yani, w(x,t) limit fonksiyonu (3) baslangic sartini
hemen hemen x € (0,1) i¢in saglar.
Simdi , w(x,t) limit fonksiyonunun hemen hemen t e (0,T)icin (4) sinir sartlarini
sagladigini  gosterelim.  Bunun icin  (25) de bulunan sinir sartlarini  ve

0

C°[[O,T],WZZ(O,I)jmwzo'l(Q) uzayinin L,(0,T) uzayina kompakt gomildigini yani
m — oo igin

v (s..) _l//(s")”Lz(O,T) —0, s=0,l

limit bagintisinin gecerli oldugunu ve s =0,l igin

[ (SN o, = [l (s OF dt = lw(5,) (5, + 7, (s 1) et

< [(Ip(s:) = (,0)] + |y (s, )]) el

T T
<2 j (s, 0) —w, (s, 0) dt+ j I, (s,0)| dlt
0 0

= 2|y (5,) =¥ (s o) +2IWn (S oy

esitsizligini kullanirsak s=0,l icin ||y/(s,.)||i2(0T):0 bagintisini elde ederiz. Yani,

w(X,t) limit fonksiyonunun hemen hement e (0,T) icin (4) sinir sartlarini sagladigi

elde edilir.

25



Boylece {vm} dizisinin limit fonksiyonu olan v(x) fonksiyonuna karsilik gelen ve (2)-
(4) baslangic-sinir deger probleminin ¢6zimi olan fonksiyonun {;ym(x,t)} dizisinin

limit fonksiyonu olan w(x,t) fonksiyonunun oldugu elde edilir. Yani,

v =w(X,t)=w(x,t;v) dir. (2)-(4) baslangic-sinir deger probleminin ¢dzimu tek
0
oldugundan y € C° ([O,T],WZ2 (0,I)j AW, H(Q) dir. (15) kestiriminde alt limite gecersek

w =y (X,t) fonksiyonunun (8) kestirimini sagladigi kolaylikla elde edilir.

L,(0,T) uzayinda normun alttan zayif yari surekli ve « >0 oldugunu géz 6nune ahirsak

J_(v) fonksiyonelinin v elemaninda alttan zayif yari stirekli oldugu elde edilir. Buna
gore yukaridaki {vm} ve {;ym(x,t)} dizilerinin zayif yakinsama 6zelliklerini kullanarak

J,-<3,W)<limJ, ") =1,

bagintisini elde ederiz. Buradan da veV elemaninin (1), (2)-(4) optimal kontrol

probleminin ¢6zimu oldugu elde edilir. Boylece Teorem 4.1.2. ispatlanmis oldu.
4.2. Amag Fonksiyonelinin Diferansiyellenebilirligi ve Gradyenti

Bu bélumde J,(v) fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugunu gosterecegiz. Bu

amacla Lagrange fonksiyoneli kullanilarak elde edilen ve eslenik problem olarak

adlandirilan asagidaki sinir deger problemini géz éntine alalim:

120+, S L+ v+ 28 [ 0+ F =26, (4 (XD - Yo (xD),  (30)

#(x,T)==-2Li(y(x,T)= ¥ (x)), xe(0,1) (31)
#(0,t) =¢(1,1) =0, te[0,T]. (32)
Burada y =w(x,t) fonksiyonu (2)-(4) baslangic sinir deger probleminin veV

elemanina karsilik gelen ¢o6zimudur. Bu sinir defer probleminin ¢6zimi olarak
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0
c°[[O,T],wj(o,|)mez°'1(g) uzayina ait olan @(x,t)eQ icin (30)-(32) sartlarini

saglayan ¢ = ¢(x,t) = 4(x,t;v) fonksiyonu anlasilir.

0
Teorem 4.2.1: Teorem 3.2.1 in sartlarinin saglandigini kabul edelim ve y, eW}(0,1),
0
y, eW,°(Q) verilen fonksiyonlar olsun. Bu takdirde (30)-(32) sinir deger probleminin
0
c°[[O,T],wj(o,|)mez°'1(g) uzayina ait olan tek ¢ozimi vardir ve bu ¢6ziim igin

Vvt €[0,T] oldugunda

Hagfﬁ( D[

L(©) ( W2 0) W (@) W) (33)

2 2

Wio(q) . W20 o 2o ) )’

kestirimi gegerlidir. Burada c, >0 sayisi t den bagimsiz bir sabittir.

Bu teoremin ispati Teorem 3.2.1 in ispatinda oldugu gibi Galerkin yontemi ile

kolaylhkla ispatlanabilir.

Simdi VvveV icin J_(v) fonksiyonelinin artisini hesaplayalim. Avel,(0,T)

fonksiyonu v+Av eV olacak sekilde herhangi veV elemanina verilen artis olsun. Bu

takdirde (1) ve (14) formdllerini dikkate alirsak J_(v) fonksiyonelinin Vv eV elemani

Uzerindeki artisini asagidaki sekilde yazabiliriz:
A, (V)=J,(v+Av)-J_(v)
=28 j Re[ (w(x,t) = Yo (x,1)) A(x, t) Joxdlt
+2/3, j Re[ (w(x,T) -y, (X)) A (x,T) ] dx (34)
oAy Loy ATV Ty

+2aj v(t) —w(t) JAv(t)dt + e AV

L(0T) "
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Burada Ay =Aw(X,t)=w(Xt;v+Av)—p(Xt;v) fonksiyonu (9)-(11) baslangic-sinir

deger probleminin ¢ézimudur.

Simdi (34) esitliginin sag tarafindaki birinci terimi donistiirmeye ¢alisalim. Bu amacla
asagidaki lemmayi ispatlayalim:

Lemma 4.2.2:

2ﬂOI Re[ (1 (x,1) — Yo (x 1)) A7 (x, 1) Joxdlt + 2ﬂlf Re[(y(x,T)= ¥:(x)) A7 (xT) ] dx

(35)
_ I Re (w (x, D (x, 1)) Av(t)dxdt + R(Av)
Q
esitligi gecerlidir. Burada R(Av) kalani
R(AV) = [Re(Ayg Jav(t)dxdt + | (|1//A|2 —|V/|Z)Re(a1Ay/5 Jaxdt
Q Q
. (36)
+J. Re(a1|A1//| t//¢)dxdt
Q
formQlu ile tanimlanir.
ispat: (2)-(4) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢cOzumu

0
C°[[O,T],Wj(o,I)jmwzo'l(Q) uzayinin elemani oldugundan (9)-(11) baslangig-sinir

deder probleminin ¢ozimi olan Ay =Aw(X,t) = (X, t;v+Av) —(Xt;v) fonksiyonu
vV, €L, (Q) igin

I {i ABY o 62A21// _a()Ap + (V) + AV Ay +
ot OX

o (37)
+a, (|1//A|2 +|1//|2)A1//+ ay WA 1/7J771(x,t)dxdt - —I AV (x,1)77,(x, t)dxdt

Q
integral 6zdesligini ve
Ap(x,0)=0, xe(0,1); Aw(0,t)=Aw(l,t)=0, Vte[0,T] (38)

sartlarini saglar. Ayrica eslenik problemin c¢ézimi olan ¢ =¢(x,t) fonksiyonu

V1, =m,(X1) € L,(Q) icin
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[I% ao——a(x)¢5+v(t)¢+ 2a1|z,//| p+ay ¢} (x,t)dxdt

0O ey

_zﬂo ¥—Yo 772(X t)dxdt

0 Sy

integral 6zdesligini ve (31), (32) sartlarini saglar. Bu integral 6zdesliginde 7, =7,(x,t)
fonksiyonunun yerine Aw(x,t) fonksiyonunu alalim. Kismi integrasyon formulini

kullanarak (31)-(32) ve (38) baslangic ve sinir sartlarinin yardimiyla asagidaki esitligi

elde ederiz:

p— 2 pa—
j K—i agt‘/’ +a, 2 aﬁ;” —a()AF +V()AF +23 || Al/7j¢+aﬂ//2A 7 }dxdt
Q

=24, [ (=Y AP Dt =2, [ (X T) =, 00 A P T

0

Bu durumda bu esitligin kompleks eslenigi

2
I K. 82;/’ ta, aai;// —a()Ay +V(O)Ay + 23 |y| At//jﬁ +a,(7) AW}dxdt
Q

(39)

=24, [ (7~ T Py (x 0t -2, (F(T) - 7,00JAp (x T

0
bigiminde olur. Ayrica (37) integral 6zdeslijinde 7, =7,(X,t) fonksiyonunun yerine

#(x,t) fonksiyonunu alalim. Bu durumda

J[i ONY o CAV o)Ay + (v(t) + AVE) Ay +
ot OX?

Q

s, (jp [+l ) Ay +awpa 1/7} 7 (x, t)dxdt = —J' AV (X, ) B(x, )dxdt

esitligi elde edilir. Bu esitlikten (39) esitli§ini taraf tarafa ¢ikarirsak
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IAW(x,t)a (X, D) AV(t)dxdt +Ia1(|WA(X,t)|2 (< OF ) Ay (xOF(x et

T2, 0w (08700700 -3 (706D A (x 090D ot

=26, [ (7 T x ct+ 24, [ (70T - 9,00) A (x T

Q 0

—Iw(x,t)a (x, t)Av(t)dxdt

Q

esitligini elde ederiz. Bu esitligi onun kompleks eslenigi ile toplarsak
ZﬂOIRe[(W(x,t)— Yo (% 1)) A 7(x,1) Joxclt + 2@] Re[ (w(x,T) = ,(9) A7 (x,T)dx
=IRe(y/(x,t)5 (x,t)) Av(t)dxdt +IRe(AW(x,t)5 (x,t)) Av(t)dct

+I(|WA(X,t)|2 Jp (.0 | Re (A p (x,OF (x.1)) dl

Q

+I Re (2, [Ay (x O (4 1) () et

esitligini elde ederiz. Buradan da Lemma 4.2.2. nin hikmunin gecerli oldugunu elde
ederiz. Boylece Lemma 4.2.2. ispatlanmis oldu.

Simdi (35) formaliini kullanarak fonksiyonelin artisi icin olan formilu asagidaki
sekilde yazalim:

A (v) = j Re(w(x,t)é (x,t)) Av(t)dxdt + 2a](v(t) —w(t) JAv(t)dt + R(Av)

Burada  R(AV) =R(AV)+ A, Ay} o + BlIAW T o +lAV]; or,  seKlinde
tanimlanir. Simdi R(Av) icin
R(Av) = O(||AV||L2(O,T))

oldugunu gdsterelim. Bunun icin énce R(Av) vyi degerlendirelim. (36) formiiliini

kullanirsak
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A%

R< I |A ]| d]|Av]dxclt + || I A4 dxdt +a) I Ay ||| dxt
Q Q Q
1 1
< [1awfoxate [ [avFat[a | (v +lwl) |y ot
Q Q Q
ol [Jaw v/ e
Q
1 2 1 20, 12 1 2 2
<> I [Apf ot I of vt +a, I (Iva )’ | Ay Paxat
Q Q Q
1 1 1
+2fa) [|apf ol axate o [awf f axat+fa |y ol oxet
Q Q Q

< [lawfanat [[of et [a [ (ol +hof )av Forct
Q Q Q

1
ol [[aw off dxdt+—fa| [Javf o ot
Q Q
olup burada |a1|j(|1,//A|2 +|1//|2)|A1//|2dxdt ifadesi yerine (12) esitsizligini kullanirsak
Q

1 1
Rl<- j [Apfaxdt+ > j " |Av dxdt +|a,| j (bal” +ly " )law oxat
1
+|a1|j|A w|*|¢| dxdt +E|a1|I|A w|* || dxdt
Q Q
i 2 i 2 2 4|al|
<3 i [yl dxdt+2 i A" [Av dxdt +—— - i lv||A w||Avidxdt
1
+|a1|j|A w|* || dxdt +E|a1|I|A w|* || dxdt
Q Q
1 2 1 2 2 2|ai| 2 2
<3 i [y dxdt+> i || |Av| dxdt e, i | |Av[ dxdt +

2|a1| 2 2 2 1 21 12
Ima1£|Al/f| dth+|a1|£|At//| 4| dxdt+5|a1|£|AW| ly| dxdt

elde edilir. Buradan
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Ima,
+|a1|j|Aw| s dxdt+—|a1|j|Aw| ly|" dxdt

\ﬁ\g[z |ai|jj|A [ dxdt + = j|¢| v+ |a1| j| [ |av[’dxt

3[2 ,|ai|jIIA vl dnat+2 IIIAVI <o ot (40)

&
* |rr|]aj |.([|AV|2 X”l//("t)||2Lf,(0,|) ix(o,l) x ”A V/("t)”i(o,ndt

1 T
2 [ COIL o XA GO o,
0

yazilir. Bu esitsizlikte ||l//("t)||L£(0,l) ve ||¢(.,t)||Lfv(0‘|) normlari icin [20] calismasindan

bildigimiz
ow (b
||l//("t)||lm(0,l) < 'B OX ”l//( t)| L, (0,1)
L (o)
o4 )"
46O, 01y < B~ [6CO1 o1
L (o)

esitsizliklerini ve (8), (33) kestirimlerini kullanirsak Vvt €[0,T] i¢in

[ Ol o <G (41)

”¢( ! t)”i(o,n < ¢ (42)

kestirimleri elde edilir. Burada c,,c, >0, t den bagimsiz sabitlerdir. (41), (42)
kestirimleri ve (13) esitsizligi (40) da kullanilirsa

IR < c,av]; (43)

L,(0,T)

esitsizligi bulunur. Burada c, >0 sabiti Av den bagimsizdir

R(Av)icin olan formile dikkat edersek dért terimin toplami oldugu gordlir. Bu

durumda
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R(AV)| < [RAV)|+ A || o+ BIAV T o0 + 2]V oy

olup burada (13) esitsizligi kullanilirsa

2
L,(0,T)

IR(AV)| < ¢, V]
kestirimi elde edilir. Burada ¢, > 0 sayisI Av den bagimsizdir. Buradan da

R(AV) = o(||Av

LZ(O,T))
bagintisinin gegerli oldugu gorulir. Bu durumda AJ_ (v) fonksiyonelinin artisi i¢in olan

formili kullanarak

T

AJ (V) = I Re( ()3 (x,1)) Av(t)dxdt + 2a I (v(t) -w) vt + o [av], -, )

- I { I Re(y/(x,t)a(x,t))dx+2a(v(t)W(t))}Av(t)}dt+o(||Av||L2 (o,T)) (44)

_L Re(y/(x,t)a(x,t))dx+2a(V(t)W(t)),AV(t)} +o(Iavl, o))

0

L, (0,T)

esitligini yazabiliriz. L,(0,T) uzayinda tanimlanan fonksiyonlarin Frechet anlaminda
diferansiyellenebilir olmasinin tanimini dikkate ahlrsak (44) formilinden J_(v)

fonksiyonelinin Vv eV elemani Uzerinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilir

oldugunu ve onun gradyenti icin
J'(v) = j Re (1 (x, )4 (x, 1) ) dx +2a (v(t) —w(t)) (45)

formilinin gecerli oldugunu sdyleyebiliriz. Burada w =w(x,t), (2)-(4) baslangic-sinir
deder probleminin; ¢ =g@(x,t) ise eslenik problemin ¢dziimleridir. Bdylece asagidaki

teorem ispatlanmis oldu:

Teorem 4.2.3: Teorem 4.2.1 in sartlarinin saglandigini kabul edelim ve we L,(0,T)
verilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda J_(v) fonksiyoneli V kimesi uzerinde

Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun gradyenti icin (45) formuli
gecerlidir.
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4.3. Optimal Kontrol Probleminin Coziimii igin Gerek Sart

Bu bolimde J, (v) fonksiyonelinin V  kimesi Uzerinde Frechet anlaminda

diferansiyellenebilir olmasindan ve onun gradyentinden faydalanarak (1), (2)-(4)
optimal kontrol probleminin ¢6zimu igin varyasyon esitsizligi seklinde bir gerek sart
elde edilir. Bu amacla asagidaki teoremi ifade edelim:

Teorem 4.3.1: Teorem 4.2.3 {n sartlarinin saglandigini kabul edelim ve v eV, (1),
(2)-(4) optimal kontrol probleminin herhangi bir ¢6zimi olsun. Bu takdirde YveV
icin

.

I [ I Re(w" (X, (x,)) d+ 2ar (V' (©) ~w()) |x (v(®) -v' (©)) 2 0

0
esitsizligi gecerlidir. Burada ™ =y "(x,t) ve ¢" =¢"(x,t) fonksiyonlari sirasiyla (2)-

(4) ve (30)-(32) problemlerinin v* €V elemanina karsilik gelen ¢coztimleridir.

Ispat: Teorem 4.2.3 Gin hikmiine gore J_(v) fonksiyoneli V kiimesi tizerinde Frechet

anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun gradyenti icin (45) formiilii gecerlidir. Once

bu formilu kullanarak gradyentin V kimesi tzerinde sirekli oldugunu gosterelim.

Yani YveV icin |Av| — 0 iken

L, (0,T)

19, (v+Av) =3, (v)| —0

L, (0,T)

limit bagintisinin gecerli oldugunu gosterelim. Gergekten (45) formulini kullanirsak

I (V+AV)—=J. (V) :'I[Re(y/JA)dx+2a((v+Av)—w)—'[Re(t//a)dx—Za(v—w)

Re((y/+Ay/)(5+A5))dx—'[Re(yxﬁ)dx+ 20rAV(t)

0

O ey — O C— —

Re(y,Ag Jdx+ JI' Re(A g Jdx+2aAv(t)

esitligini yazabiliriz. Burada Aw(x,t), (9)-(11) sinir deger probleminin ¢6zimi ve
Ag=Ad(X,t) = (X, t;v+AV) —g(X,t;v) ise asagidaki sinir defer probleminin

¢cOzimudur:
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i 980 o aaff —a(x)Ag+ (V() + AV() Ag+ 28 |, [F Ag+ ayPAg =

ot (46)

= 28,7y — 28y AT — Ay —ay Ay — AP -2 Ay, (xt)eQ
AP(X,T)=-2L8iAw(x,T), xe(0,1) 47)
AGO,1) = Ad(l,t) =0, te[0,T]. (48)

Burada w(x,t) ve y,(x,t) fonksiyonlari sirasiyla veV vev+AveV icin (2)-(4)
baslangig-sinir deger probleminin, ¢=g¢(x,t) ve ¢,(x,t) fonksiyonlari ise sirasiyla

veV vev+AveV elemanlarina Kkarsilik gelen (30)-(32) eslenik problemin

¢cozimleridir.

Simdi Ag(x,t) fonksiyonu icin bir kestirim elde etmeye calisalim. Bu amagcla (46)
denkleminin her iki tarafini Ag(x,t) ile carparak €, = (0,1)x (t,T) bdlgesi iizerinden

integralleyelim. Bu takdirde

I[i oAG —  |oAg

2

—a(x)|Ag| +(v(t) +Av()|Ag] +2a |w.|"|ag] +

P A —a | =2
ot ¢a°8x

O

+apl(Ag) ]dxdr = —I AV)F(X 7)AF (X, 7)dxd 7
- [ (a7 yng + 23y pA7AG + aydryag +ay,dsyng + 26,AyAf Jixde

esitligini elde ederiz. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak asagidaki esitligi

elde ederiz:

J.i§|A¢|2 dxdz +4i Imaij.|l/,A|2|A¢|2 dxdr=—I[a1w§(A5)2 —§1V7§(A¢)2]dxdr
QT

O Q

- [ (237 yng - 2apgs s vz~ [ [ 23y ga7ag — 227, dh yig Jondr
[ (s yng s g oxdr - [ [ap,dsya - a7, pag ixde
[ [ AV(t)gAg — AV(t) A [dxd 7 — 25, I [ AyAG - ApAg Jdxdz.
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Burada (31) sartini kullanirsak bu esitlikten

[ABCOE ) +41ma, I v [Ag dxdz =2 I Im(ay2(Ag)? Jixd
O, &

+4I |m(a—1y7¢Ay/A5)dxdr+4I Im (@, #A A g )dxd 7 + 2I Im (2 dApAd Jixdz

Q Q Q

+2I Im(ay,dApAg )dxdr + ZI Im(AvgAg Jixd

t t

+4ﬂoj Im(ApAG Yixdr + 44 [ap (T o,
Q

t

olup her iki tarafin mutlak degeri alinir ve vz el igin|lmz|<|z| oldugu kullanilirsa

Vvt e[0,T] igin

[A6C D[} o, +41ma, I lw,[*|Ag] dxdz < 2[a| I lws[*|agf dxd 2
o, O

+6la,| [ dllavagladz+6a [y lgflavl|adaxar

Q Q

w2[|avlgagladz+4p, [[av|adodr + 44 [ap T,
Q Q

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte 2[a,|<2(|lma,|+|Rea|)<3Ima, oldujunu goz

onine alirsak vt €[0,T] icin asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

36O 0+ ma, [ o [Agf axdz <6fa,] [ lollav|aglonde
Q o

+6la,] [ Iy |dav | dxdr + 2 [av]dad|axar

Q O

+44, [ [avladdxdr 4B [av (DI,
Q

't

Bu esitsizligin sag tarafina & -Cauchy esitsizligini uygularsak vt €[0,T] icin

|36 5., +1ma, [ v onf* iz <6fa [ulldfav | agiord
(oN o
1
6fa,| [l |agf e+ ela|— [ |4 [av e+
Q o

w2 [av|dlad dxdr+4p, [ [av||agaxdz +44[ap (T,

O O
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olup &= Ima,

6la,|

Va,bel icin 2ab<a’+b* esitsizliginin gecerli oldugu uygulanirsa asagidaki

olarak segilirse ve bu esitsizligin sag tarafindaki 1., IV. ve V. terimlere

esitsizlik elde edilir:
2 Ima, 2 2 18|<’J\1|2 2 2
30O gy =5 s 8 axar <) slaf+ | [jof jawfanar
) ma, o,
+3[a) I lw[ |Agdxdz+ I |AV[ g dxd 7 + I Agfdxdz + 24, I Ay [dxdz
w26, [|adf oz + 44 ap (Dl
Q

Burada (33), (41), (42) kestirimleri ve (13) esitsizligi kullanilirsa ¥Vt €[0,T] i¢in

I
|80 0+ ”‘2""1 [lwal [Adf” dxdr < cqJav]; ) +cu [ [Ad0x ) dxd
Q, Q

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlige Gronwall lemmasi uygulanirsa vt €[0,T] icin

lagc., t)”iz(o,l) <G ||AV||i2 o) )

kestirimi elde edilir. Burada c,,,c,,,C;, >0 sabitleri Av vet den bagimsizdir.

Simdi J! (v+Av)—J! (v) farkini degerlendirelim:

3L (v+AV) - (V)| =

J. Re(y,Ag )dx +j Re(Ayg Jdx + 2aAv(t)

|
< .[|1,//A||A¢|dx +I|A v ||ddx+ 2a|Av(t)|
0

0
ise

3. (v+Av) - ! (v)| <[ N |A¢|dx+.[|Ay/||¢|dx+2a|Av(t)|j

SS[H ||A¢|dxj +3[I|Ay/||¢|dxj +120° |Av(t)|2

olup
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T T(1 2 T/l 2 T
[190(v+av) =3, () dt<3] { [ It//A||A¢|dxj dt+3f U |AV/||¢|dxj dt+120° [|Av] dt
0 0\o0 0\0 0

T T
<3yl o 1AL, 1,0t + 3 1AL 0 11 (50)
0 0

2
L,(0,T)

+12a° |Av|
esitsizligi elde edilir.
(8) kestirimine dayanarak Vvt [0,T] igin

”l//A ("t)”iz(o,n < Cis» ”l//("t)”iz(o,l) < Cis (51)

kestirimlerini yazabiliriz. Burada c,, >0 sayisi ile (8) kestiriminin sag tarafi gosterilir.

(50) esitsizliginde (13), (33), (49) ve (51) kestirimlerini kullanirsak

2
L,(0,T)

HJQ'(V+AV)—J;(V)

<. av] (52

2
L,(0,T)

kestirimini elde ederiz. Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir. Bu kestirimden de

|Av]| —0iken |3 (v+Av)—J. (V)| 0

L,(0,T) L,(0,T) -
oldugu elde edilir. Yani J_ (v) fonksiyonelinin V  kimesi (zerinde srekli

diferansiyellenebilir oldugunu ispatlamis olduk.

V kimesi L,(0,T) uzayinda konveks bir kime ve J_(v) fonksiyoneli de bu kiime

uzerinde Frechet anlaminda surekli diferansiyellenebilir oldugundan [30] ¢alismasindan
bilinen teoremin (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.6) sartlari saglanir. Yani, eger

v' eV, J_(v) fonksiyoneline minimum deger veren eleman ise bu takdirde Vv eV igin

(J;(V*),v—v*) >0

L(0T)
esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlikte (45) formilini v=v" icin kullanirsak teoremin

hiikminun gegerli oldugunu elde ederiz. Boylece Teorem 4.3.1 ispatlanmis oldu.
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5. TARTISMA ve SONUC

Lineer ve lineer olmayan Schrddinger denklemi ile ifade edilen sistemler igin optimal
kontrol problemleri daha 6nce [5], [8], [13], [14], [15], [16], [32], [33], [34], [37], [38],
[39], [40] calismalarinda incelenmistir. Ayrica Schrodinger denkleminin katsayisi olan
kuantum mekanik potansiyelin 6lgllebilir, karesel integrallenebilir fonksiyonlar
uzayindan olmasi durumunda, optimal kontrol problemleri ilk olarak [16], [6], [3], [34],
[37], [40] calismalrinda incelenmistir. Ancak, [16] ¢ahismasinda lineer Schrodinger
denklemi icin baslangi¢-sinir de@er problemiyle ifade edilen sistemler icin optimal
kontrol problemi, [6] ve [3] ¢alismalarinda durumu Schrédinger denklemi icin Cauchy
problemiyle ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol problemleri ve [37] calismasinda
da kompleks potansiyelli lineer Schrodinger denklemi igin optimal kontrol problemleri
incelenmistir. [34] ve [40] calismalarinda ise, durumu lineer olmayan Schrodinger
denklemi icin baslangi¢-sinir deger problemiyle ifade edilen sistemler icin optimal
kontrol problemleri ele alinmistir ve olasi kontroller kiimesi [34] ¢alismasinda zaman
degiskenine, [40] calismasinda ise uzay degiskenine baghdir. Bu calismada ise durumu
lineer olmayan Schrédinger denklemi icin baslangic-sinir deger problemiyle ifade
edilen sistemler icin bir optimal kontrol problemi incelenmis olup amag fonksiyonelinin
farkli seciminden dolay! bu ¢alismadan elde edilen sonuclar daha dnceki calismalarin
sonuclarindan farklidir. Dolayisiyla 6nceki calismalara gore daha gunceldir.
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