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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SOFT MODULLERIN KOHOMOLOJi MODULLERI

Semra KORKMAZ

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstittusu
Matematik Anabilim Dali

Danigmani :Dog¢.Dr .Sadi BAYRAMOV

Doga bilimlerinden ortaya ¢ikan bazi problemlerin ¢oziimiinde klasik matematigin
yontemleri yetersiz kalmaktadir. Boyle problemlerin ¢oziimii ile ilgili yeni yontemler
gelistirilmistir. Bu yontemlerle ilgi fuzzy kiimeler, intuitionistic fuzzy kiimeler, soft
kiimeler v.b. teoriler inga edilmistir.Matematiksel agidan yeni kategoriler olusturulmus
ve bu kategorilerin cebirsel isleme gore kapalilik problemi biiyiik 6nem tasir.

Bu tezde soft modiiller kategorisinde kohomoloji teori insa edilmistir.

2014, 54 sayfa

Anahtar Kelime:Soft modiil, Fuzzy soft modiil ,Soft kohomoloji modiil



ABSTRACT

M.Sc THESIS

COHOLOGY MODULES OF SOFT MODULES

Semra KORKMAZ

Kafkas University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor:Assoc.Prof.Dr.Sadi BAYRAMOV

Classic Mathematics methods are insufficient in solution of some problems occur in
natural sciences. There has been developed new methods about the solution of these
problems. Fuzzy sets, intuitionistic fuzzy sets, soft sets and etc. theories constructed
about these methods.New categories formed in terms of mathematics and the closeness

problem of these categories according to algebraic operations is of great importance.

In this thesis cohomology theory in the category of soft module is built.

2014, 54 pages

Keywords: Soft modul, Fuzzy soft modul ,Soft kohomoloji modul



SIMGELER DiZiNi

Z : Tam sayilar kiimesi

U : Herhangi bir evrensel kiime

P(U) : U’ nun kuvvet kiimesi

E : Parametreler kiimesi

Imf : f fonksiyonunun goriintiisii

ker f . f fonksiyonunu ¢ekirdegi

I* : X {lizerindeki tiim fuzzy kiimelerin ailesi
PF(M) . M tizerindeki fuzzy kiimelerin ailesi

FSM :Fuzzy soft modiiller kategorisi

SCoC :Soft modiillerin ko-zincir kompleksler kategorisi
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1.GIRIS

Sosyal bilimlerde, ekonomide, miihendislikte v.b. alanlarda karmasik problemleri
cozmek i¢in klasik metotlar1 kullanamayiz. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii matematiksel
temel prensipleri, belirsizligi ve kesinlik olmayan durumlar1 igerir. Dolayistyla, bu
durumlarda klasik kiimeler teorisi bu tiir belirsizlik iceren problemlerin ele alinmasinda
tam olarak uygun olmayabilir. Bu tiir belirsizliklerin etkili bir yolla ele alinmasmi
saglayan bir¢ok sayida teori One siirlilmiistiir. Bunlardan fuzzy kiimeler teorisi,
intuitionistic fuzzy kiimeler teorisi, araliklar matematik teorisi ve rough kiimeler teorisi
v.b.(Dubois and Prade 1980,1991; Pawlak 1982; Iwinski 1987; Klir and Folger 1988;
Atanassov 1997; Hung and Yang 2008). Bu kavramlar olduk¢a genis bir uygulama
alanina sahiptir. Ornegin; mantik programlamada, tibb1 teshislerde, karar analizlerinde,
model tanimada v.b. alanlarda uygulamaya sahiptir ( Zadeh 1965, 2005; Negoita and
Ralescu 1975; Golan 1989; Pedryez et al.2001; Peter et al. 2003; Hung and Yang
2008; Xu et al. 2008). Bununla beraber bu teorilerin kendi zorluklar1 vardir.1999°da
Molodtsov belirsizligi modellemek icin tamamen yeni bir yaklasim olan soft kiime
kavramini tanimlamis ve bazi 6zelliklerini vermistir (Molodtsov 1999). Soft kiimelerle
ilgili olarak birgok arastirmalar ve incelemeler yapilmistir.(Maji et al. 2001.2002.2003;
Roy and Maji 2007). Bu yeni teorinin temel sonug¢larini sunmus ve bunu basarili bir
sekilde fonksiyonlarin diizglinliigli, oyun teorisi, islemlerin arastirilmasi, Rieman

integrasyonu, Peron integrasyonu, olasilik teorisi v.b. alanlara uygulanmistir.

Cebirde soft kavramini ilk olarak Aktas ve Cagman kullanarak, soft grup kavramini
tanimlayarak bazi incelemeler yapmuglardir (Aktas and Cagman 2007).Acar ve digerleri
soft halka kavramini, Sun ve digerleri de soft modiiller kavramini tanimlayarak bazi

ozelliklerini aragtirmiglardir (Sun et al. 2008; Acar et al.2010).

Cebirde fuzzy kavrammi ilk olarak Rosenfeld kullanarak, fuzzy grup kavramini
tanimlamigtir (Rosenfeld 1971). Bu c¢alismadan sonra cebirde fuzzy yapilarla ilgili
olarak bir ¢cok calisma yapilmistir (Pan 1987;Permoth and Malik 1990;Permouth 1992;
Zahedi and Ameri 1994,1995,1997;Ameri and Zahedi 2000;Ghadiri and Davvaz 2004;



Davvaz et al.2006 ; Bayramov and Gunduz (Aras) 2009,2011; Gunduz (Aras) and
Bayramov 2011 a;Bayramov 2012).

Fuzzy soft yapisini cebire ilk olarak Jin-liang ve digerleri tagiyarak fuzzy soft grup
kavramini vermislerdir.(Jin-liang et al.2008). Giindiiz (Aras) ve Bayramov fuzzy soft
modiil ve intuitionistic fuzzy soft modiiller kategorisini tanimlayarak bu kategoride bazi
aragtirmalar yapmiglardir ( Gunduz (Aras) and Bayramov 2011b, 2011c).Yine soft ve
fuzzy soft gruplar kategorisinde izomorfizma hakkinda teoremler (Gunduz (Aras) and

Bayramov 2010; Bayramov and Gunduz (Aras)2010)¢alismalarinda ispatlanmustir.

Cebirsel problemlerin arastirilmasinda homoloji cebir yontemleri biiyiik 6nem tasir
(Cartan and Eilenberg 1956; Mac Lane 1963; Peter and Stammbach 1971;
Dold1972;Herrlich and Strecker 1973; Hungerford 1973; Spanier 1975; Anderson and F
uller1992)

Soft modiiller kategorisi ve Fuzzy soft modiiller kategorisi son iki yilin {iriiniileridir.

Tezin giris boliimiinde; modiiller, homoloji modiilii, homoloji teori, zincir kompleksler,
zincir komplekslerin tam dizisi, zincir komplekslerin  homotop morfizmalar

kavramlariyla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tezin materyal ve yontem boliimiinde; soft kiime, soft grup, soft halka, soft modiil,
fuzzy soft kiime , fuzzy soft grup, fuzzy soft modiiller ile ilgili tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tezin arastirma bulgular1 boliimiinde; tanimlanan soft modiiller kategorisinde kozincir
kompleksler kategorisi insa edilir ve soft kohomoloji modiiller tanimlanir. Daha sonra
bu kategoride kozincir homotopya bagintisi verilerek kohomoloji modiillerin bu
bagintiya gore invaryant oldugu ispatlanir. Son olarak soft kohomoloji modiillerin tam

dizisi elde edilir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Modiiller

R bir halka ve (M, +) degismeli bir grup olsun.

Tanim 2.1.1. R’nin elemanlar1 ve M’nin elemanlar1 arasinda asagidaki sartlar1 saglayan
f:RxM - M ; reRve meM igin

f(r,m) =rm olarak tammmlanan bir f fonksiyonu varsa o takdirde M degismeli
grubuna bir sol R- modiil denir.Her r,s € R vem,n € M igin ;

M;) ™meM

M,) r(m+n)=rm+rn

M3) (r+s)ym=rm+sm

M,) s(rm) = (sr)m

Ayrica rm elemanina m’nin r ile (sol) skaler ¢arpimi denir.Diger yandan R degismeli

bir halka ve M hem sol hem de sag modiil olarak alinabilir.

Ornek 2.1.2. R = Z tamsayilar halkas1 ve(M, +) degismeli bir grup olmak {izere
f:ZxM - M
Vn € Zve m € M olmak iizere
f(n,m)=nm=m+m+--+m
(n tane m’nin M deki toplami) seklinde tanimlanirsa o zaman M bir Z-modiildiir.
Burada hemen belirtelim ki Z tamsayilar halkasi degismeli oldugunda sag ya da sol

modiil ayrimi1 yapmaya gerek yoktur.

2.2.Homloji Teori

Top? ile topolojik uzaylarin giftler kategoriyasini gosterelim.Yani bu kategoriyanin
nesneleri(X, A)’dir.X topolojik uzay A c X alt uzaydir.(4,X” in topolojisinde alt uzay
topolojisine sahip.)

Buradaki morfizma ise ;



f:(X.A) - (Y,B)igin
f:X — Y giden siirekli doniisiim f(A) < B ile tammlaniyor.Bu Top? iizerinde bazi
kosullar verelim.

1)V (X, A) € Top? ile birlikte bu Top? kategoriyasina asagidaki ciftler esittir.

@
L X, N
< (AA)

2) V (X, A) € Top? igin bu kategoriya
(X,A) xI = (X xI,AxI) burada I = [0,1] birim araligidir.

(9,0) c(A,0) (X,A)c (X, X)

3) Eger P = {*} ise (1 noktali uzay ) o zaman(P, @) € Top?’dir.

Top? kategoriyasma bu kosullar altinda homoloji teori igin yararh olan kategori denir.

Tanmm 2.2.1. Farz edelim ki Top? kategorisi homoloji teori igin yarah olan kategori
olsun.,

V g€Z i¢in H,:Top? - Gurp kovaryant funktoru verilmistir. (X, A) € Top? i¢in
H,(X,A)a ciftine g-boyutlu homoloji gurubu denir.C, C’ herhangi iki kategoriya farz

edelim ki F dyle doniisiim

DvXeC->FX)e(
vfe Hom(X,Y)—» Hom,(F(X),F(Y)) olsun.
v X-Y ,g:Y-Z = F(gof)=F(g)oF(f)
1y X=X, F(1x)= 15

V f:(X,A) =(Y,B) i¢in H,():H,(X,A)- H,(Y,B)  H,(f)= f., ile gbsterelim.

I)VQeZ ve (X,A)€ Top? igin gruplarm 0, :H,(X,A)= H,_1(A,0)

qd(x,A)
Homomorfizmasi verilmis olsun I) ‘de verilen funktor ve II) de d, homomorfizmasi i¢in

asagidaki 7 kosul saglaniyor;



1)Hq(gof)=Hq(9)oHq(f)  (90f).q=9.q0fiq

Z)Hq (1(X,A)): 1Hq(X,A)

3)Swnir Aksiyomu:

vf:(X,A)=(Y,B) i¢in asagidaki diyagram komutatiftir.

%a(x.4)
Hy (X,A) 2 s Hy_1(A9)
ﬁkql l(f\A)*q—l
%a(yp)
H,(Y,B) H,_,(B,9)
{04, « A)}(X ) ailesi Hy (X,A) > H,_1(A,0)’a giden funktorlarm morfizmasi igin

yukaridaki diyagram komutatiftir.
f:(X,A)—=(Y,B) f(A)cB ,f/4:A—-B
(f/4):(A.0) =(B,9)

4)Tamlik Aksiyomu:

V (X,A) € Top? verilmis olsun. :A X, j:(X,0) & (X,A) igin gdmme doniisiimleri
olsun.(X,9 ) ¢iftini X ile (A,®)’u A ile gosterelim.O zaman j:X—(X,A) seklinde

verilebilir.¥(X,A) i¢in homoloji gruplarin asagidaki gibi verilen ters dizisi tam olsun.

0q- 1(XA) Jxq-1 q1(x,4) Jxq

S Hg o Z(A) q 1(X A)(— Hq 1(X)<_ Hq 1(A) —H (X A)(_

5)Homotopya Aksiyomu:



Eger f,g: (X,A) — (Y,B) homotop doniisiimler ise o zaman
frg = Guq : Hg(X,A) > Hy(Y,B) Vq € Z igin

Homotop doniisiimlerin H, funktoru altindaki goriintiileri esittir.

6)Kesme Aksiyomu:
V(X,A)e Top? igin U C A agik alt kiimesi olsun eger U° C intA ise;
(X\U,A\U) € Top? oluyor ve

I, (X\U,A\U) © (X,A) icin
(fu)*q: H,(X\U,A\U) & H;(X,A)  doniisiimii gruplarin izomorfizmasidir.

7)Boyut Aksiyomu: G, g=0
Eger P={x} ise ozaman H,(P): saglanir.

0, g+0

H, funktorlar1 ile d; homomorfizmalar1 7 kosuluda saglyorsa 0 zaman

{{ Hq(X’A) }(X'A)ETOP'ZQEZ ,{aql(X‘A)}ql(X‘A) } ...... *

ailesine homoloji teori denir.



2.3. Zincir Kompleksler

C=1{Gq,0q:Gq = Ggq_1 }qez

Gruplar1 , modiillerin ters dizisi olsun.

Tamm 2.3.1. Eger C dizisinde Vq € Z i¢in d,_1,0, =0 (Imd, € Kerd,_,) ise 0
zaman C dizisine zincir kompleksi denir. Eger Vq € Z i¢in Imd, = Kerd,_, ise boyle

diziye tam dizi denir.

C'={G, 9, : G, > G,_,' } ters diziside bir zincir kompleksi olsun.Ters dizideki

morfizma tanim1 @ = {@,: G4 — Gq'}q (Vq icin)

seklinde verilmistir.

Zincir komplekslerin morfizmalarinm bileskesini verebiliriz. Eger ¢:C - C" ,
Y:0'—>C" ,¥Y={¥;} , Yveop morfizmasi igin = Wop={¥,, ¢,}:C — C"
diir.Bu bileske ters dizilerin morfizmasidir. O halde zincir kompleksler ve onlarin

morfizmalar1 bir kategoriya olusturuyor. Bu kategoriyay1 CC ile gosterelim.



Tanmm 2.3.2. C = {G,,0,4: G; — G4_1 }qez bir zincir kompleksi olsun. Eger Vq pozitif
¢ift tamsayilari ile negatif tek tamsayilari i¢in d,: G, = G4—; izomorfizmasi ise 0 zaman

C kompleksine noktaya benzer kompleks denir .

=Gy ——G_ G G G G Gy <
2 94 1 3o 0 9, 1 9, 2 93 3 4 4
04, 0,... — izomorfizma

0_1,0_5...— izomorfizma
Simdi zincir kompleksinde homotopyaya bagintisini tanimlayalim:

@, ¥:C — C' iki morfizma olsun
Q= {q)q: Gq - Gq,}
Y={¥:6, -G}

Tanmm 2.3.3. Vq € Z Dy_10, + 6q+1'Dq =@q—¥,; kosulunu saglayan
Dy:Gg — Gq+1' homomorfizmalari var ise @, ¥ morfizmalarina zincir homotop
morfizmalari denir.

]
q
Gg-1— Gq

” w‘
Dy v,

! !
Gy ——— Gous

a ' q41

Teorem 2.3.4. Zincir homotopya bagmtis1 denklik bagintisidir.Bu bagint1 bileskeye
gore invaryanttir.

@o, ¥Yo: C — C' zincir homotop

@,, ¥;: C" = C" zincir homotop ;

@1 @, ile W, ¥, zincir homotoptur.



Tamm 2.3.5: C ={G,,04}, bir zincir kompleksi olsun.Eger Vq i¢in H, < G, ve
OgHy € Hy_4

4]
H = {H,g, q/Hq}
gruplarin  bir zincir kompleksidir. Buna C kompleksinin alt kompleksi denir.
H:{Hq,gq} ,C = {Gq, 04} un alt zincir kompleksi olsun. Her q igin G"/Hq grubun

G G, .
bolim grubunu ele alalm ve &g: q/H - a1 H,_. homomorfizasini
q q-

o (x + Hq) = 0,4(x) + H,_; bi¢iminde tanimlayalim.

8q-104(x + Hy) = 64-1(8,(x) + H,_4)
=aq—1aq (x)+Hq—2
:]—]q_2
oldugundan C/ H= {Gq / K. 04} bir zincir kompleksidir.Bu komplekse bdlim
q

kompleksi denir.

Tamm 2.3.6. Vk € Zicin i¢in C® bir zincir kompleksi
ck) = {Gq(k), 0q(k):Gq(k) - Gq_l(k) } tanmmlayalim

@i G - G*=1 komplekslerin morfizmasi olsun.

{C®, ¢, } zincir komplekslerin ters dizisi denir.



e Goy® = 6P —— 6P .

q q q
<Pk,q—2l (Pk,q—1l §0k,ql
agk ™t
e Gq_z(k—l) - Gq—1(k_1) Gq(k—l) -
Pr-1,9-2 Pr-1,q- Pr-14

(k—2) (k-2) (k-2)
e Gq_2 « Gq_1 W Gq — e

Buradaki diyagramim her biri komutatiftir. Zincir komplekslerin her dizisi eger Vq € Z
icin imy q = Kergy_,, sarti sagliyorsa yani stunlar tam ise buna tam dizi

denir.C, C’, C" zincir komplekslerive i: C' — C, j:C — C" giden morfizma olsun.

Tamm 2.3.7. Zincir komplekslerin

0
0 C’ C c" 0  (5’li eleman var) tam dizisine kisa

tam dizi denir.

C = {Gy 0y Gy = Gy_1)
C'=1{G,', 9, Gy > Gy_r'}
C" =1{G,",0,": Gy = Gy_y'"}
ii{ig:G," = Gy}

ji{ig.Gy = G,'} seklindedir

10



« Gq—2, —— G4 <—Gq «
llq—Z l fg-1 llq
dg-1 dq
« Gq_2 — Gq_1 — Gq «
l jq—2 l jq—l l]q ---(2-1)
- Gq_zll (—” Gq_1,, (—” qu’ —
dg-2 dq l
0 0 0

Vq i¢in satirlar zincir kompleksi ve siitunlar ise tamdir. Ayrica her bir diyagram

komutatiftir. Herhangi bir siituna bakalim

0 ! iq jq " 0 ST
0 G Gq Gq 0 bu gruplarm tam dizisidir.

Her zaman gruplarm bu sekildeki kisa tam dizisinden;

G
0- H, -» G, - q/Hq -0...(2.2)

Seklindeki tam diziye gegebiliriz.(2.1) diyagraminda her bir siitunun yerine (2.2)

benzer bir tam dizi yapabiliriz.(2.1) diyagramindan asagidaki diyagrama gegebiliriz;

H ! n G
Not: H, c G,/ nunalt grubu ise G, = H, ,G," =~ q/H dur.
aq

11



« Hq_2 «— Hq_1 «— — .
« Gq_2 « Gq_1 « G, «-

Satirlar zincir kompleksidir.Zincir komplekslerin keyfi
0-C" -C~->C">0
kisa tam dizisini

0-H ->C > C/y-0

G
0-H, -G, — q/Hq—>0

seklinde doniistiirebiliriz

H c C' nin alt kompleksi C/H ise boliim kompleksidir. Bu yiizden

0-H ->C->C/y-0

kisa tam diziye gegebiliriz.

CC zincir kompleksi V C = {G,,9,: G, = G4—4 } zincir kompleksinin ele alahm.

dq Og+1

I Gq—l Gq Gq+1 € oo

saglanir.(Zincir kompleksin tanimindan)

12



Burada Imd,., ve Kerd, G, nun alt gruplardr.G, abel

oldugundan Imd,,, < Kerd, dur.

Kerd o
Ozaman ¢ q/ Imdg ., boliim grubunu verebiliriz.

K — . .. .
er0q = H,(C)'ye c kompleksinin g-boyutlu homoloji grubu denir.Eger
Imaq+1 q

Ima,+, = Kerad, ise zincir kompleksi tam oluyor.Bu durumda H,(C) = 0 olur.

0 i 0
Teorem 2.3.8. 0 e ! c" 0 zincir komplekslerinin keyfi tam

dizisi olsun. O zaman Vq igin hopmoloji gruplarin a*q:ﬁq(c") - Eq_l(C’)

homomorfizmasini tanimlayabiliriz ki homoloji gruplarin asagidaki dizisi tamdir.

*q+1

—_— a* —_— ]* —_— .* —_ 3}
e Hyy (C) = H (C") —H,(C) — H,(C) —22

ve {f1, f2, f3} 1. tam diziden 2. Tam diziye giden morfizma ise ;

0> C' - C - C" -0 (D).
lf1 l fa lfs
0> C' » C - G -0 ..(2)...

17 01« 1]
Hy(C,'") — > Hy_1(C,)

f3*ql l fl*q—l

H, (G, —— H,-1(C) bu diyagram komutatiftir.
2xq
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(/5 Gl_,Gz, H1 < Gl’HZ < GZ ve (p(Hl)C HZ lg:ln
©+.G1/n,~ G2/n, homomorfizamasi vardir.
@q(Kerd,q)c Kerd,,

®q (Im61q+1) C Imd,441 oldugundan

Qaq*: Ker alq/lm61q+1_) Ker a211/111f132q+1

C,in g-boyutN1 homoloji C, nin Moyutlu homoloji

Grubu Grubu

tanimlayabiliriz.
@q:Hg(Cy)~ Hy(Cy) dir .0 halde
1.C- H,(C)

2.¢:Cy = C, = @4 Hy(Cr)— Hy(Cy) zincir kompleksler katagorisinden gruplar
kategorisine giden kovaryant funktordur.

H_q(Cl) = Ker‘alq/lmthn
H_q(Cz) = Ker an/Imazq+1

Z+1mdy g4, € Hy(Cy) icin @g, (Z+ Imdygyr) = @q(Z) + Imdyg,, (Z€ Kerdy, )

Seklinde tanimlantyor.

Teorem 2.3.9. (1) ve (2) de verilen kars1 gelmeler H,:CC—Grup giden bir kovaryant

funktordur.

Ispat:a)g: C,_,C,: C, — C3 zincir komplekslerin morfizmas1 olsun.

09:(Y09).q=1.q09.q
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(Y09).q = Hq(C,) = Hy(C3)

VZ+ Imdygy, € Hy(Cy) olsun.

(W0®)q(Z+ Im 01441)=q0q(Z) + Im0O3444
=P, q(@q(Z) + Tm0yq41)
=P, qPuq(Z + 1Moy q44)

b)1.:C—C birim morfizma olsun.
gg: (1C)*q:1H—q(c) dir.
(16)+q: Fg(C) » Hy(C)
V Z+1Imd,, € H,(C) olsun.
(10)wq(Z + Im dgyq) = 1c(Z) + Imdyy,
=Z+ Im dgyq
=1g,c)(Z +1m dgy4)

= H,:CC—Group kovaryant funktordur.

Tamm 2.3.10. ¢: C,_,C, giden zincir komplekslerin morfizmasi olsun V g€Z igin
@.q: Hy(C,) = H,(C,) izomorfizma ise 0 zaman ¢ déniisiimiine kesme 6zelligini

saglayan morfizma yada ¢’ye kesme denir.

Goruldigi gibi kesme aksiyomu tanimdan saglaniyor. Yani kesme aksiyomunda
homoloji gruplarin doniisiimii izomorfizmaydi. @, ;tanimi geregi homoloji grubundan
digerine giden homoloji gruplar1 arasindaki izomorfizmayda.

Simdi H_q: CC—Group doniisiimiin homoloji teori aksiyomlarmi sagladigini
gosterelim.6)Kesme aksiyomu saglandi.

1),2) Funktor 6zelligi saglandi.Simdi homotopya aksiyomunu aragtiralim.
Teorem 2.3.11. @, y: C,_,C, giden morfizmalar zincir homotop ise V €Z i¢in

(p*q:lp*q: H_q(Cl)_) H_q(CZ) dlI‘.
Ispat: ¢, zincir homotop oldugundan 3 D, :G1q = Gaqqq Oyle ki
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alq
qu—l ¢ qu

DN(pqll lpq Dq
Gaq — A Gyg41

2q+1
Diyagrami i¢in ;

Dy_1014%02q+1Dg=0qYq ...... (2.3) .....yazilabilir.
Pug=P.q: Hy(C1)~ Hy(C;) oldugunu gosterelim.
99:V Z + Imd; 444 € Hy(Cy) igin Pug(Z + ImOy1411)=Puq(Z + 1m0y 441)

q)*q(z + Irnalq+1)= q)q (Z) + Im a2q+1
Yoq(Z+ Im 01441)=Yg(Z) + Im 0,444 olduunu gosterelim
ZeKerd,4 oldugundan ...... (2.3)....esitliginden

Dy_101q(Z2)+0344+1D4(2)= 02441 (Dq(2)) =¢4(2)-y4(2)
= a & pa(2)-Yy(Z) igin IbE Dy(Z): 024+1(b)=2
= a € Imdyq44
= @q(2)-Yy(Z) € Im 0yq44
HaGve O/y  [2,)=[Z,] = Z,-Z, eH idi.
Im0y4 4 normal alt gruo oldugundan
(94 (D) ]70q(Z) + Tm 5044

[l/)q (Z)]:lpq (Z) + Im0yq4q,  yazilr.
= @.q(Z+ Im0y541)=Y.q (Z+ Imd;44,) bulunur.5)homotopya aksiyomuda

saglanmis olur.

Teorem 2.3.12. Eger C={G,,0,:G, — G,4_1} zincir kompleksi noktaya benzer kompleks

ise 0 zaman

16



0, g0
H,(C)=
Gy, g=0 saglanr.

Ispat: C noktaya benzer kompleks olsun.O zaman ;
0>0 igin 0y }
<0 igin 05441 izomorfizmalaridir.

d_1 0 1 2 3 04
e G —G_1—Gype— G — Gy — G3— Gy «...
Simdi H;(C) ‘yi arastiralim.
7 _ KeTa3 . .. . o _
H;(C)= /Im64 dir. g> 0, 0,4 i¢in 0, izomorfizma oldugundan Imd,=G; olur.
Imd,=G; < Kerd; (zincir kompleksin tanimindan)

= (3 C Kerd; olamayacagindan G;= Kerd; yazilir.

= Im d,=G3 < Ker 0,

= H,(C)= Kera3/lma4:63/63:0 bulunur.

Gs / demek tiim grubu bir noktaya biizmek demek oda sifirdir.
G3

Simdi H,(C) ‘yi bulalim.

H_Z(C):Keraz/lmag = (3= Kerd; oldugundan 05 =0dir.Im d; =0
d, izomorfizma oldugundan Kerd,=0 dur.

H,(C) :O/O:O oluyor.

Benzer sekilde H,(C)=0 dur.

H, (C):Keral/lmaz , 0> 0, 0, i¢in 9, izomorfizma oldugundan Imd,=G, olur.

17



Imd,=G, € Kerd, , G, € Kerd,olamayacagindan G; = Kerd; yazilr.

Imd,=G, = Kerd, E(C):’“’“"l/,maz:0/0 ~0

Simdi Fg(C)'ye bakalim Hy(0)=Xe"%/, o

Imd, c Ker d_; (zincir kompleksin tanimindan)
0_, izomorfizma oldugundan biliniyorki izomorfizma ise ¢ekirdek =0 dur.
Imd, c Kerd_, =0 = Imd,=0

= 0,=0

= Kerdy =G, Ortendir.

Imad, cKerd, = 0,izomorfizma oldugundan G,= Imd, cKerd, oluyor.

= G, c Kero,
= (G, = Kerd; olmak zorundadir.
= 0,=0

= Im d;=0

H_O(C):Kerao / m 61=G°/ 0=Go bulunur 7) boyut aksiyomuda saglanmis olur.

Tanmm?2.3.13.

04 aq+1 .
o H1 — HITY — [9%2 ... md? c Kerd9tlise boyle

diziye ko-zincir kompleks denir ve 39t1,09 = 0 seklinde gozterilir.
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3.MATERYAL Ve YONTEM

3.1. Soft Kiime

U bir evrensel kiime,E parametreler kiimesi, P(U), U’nun kuvvet kiimesi ve

AC E olsun.

Tamm 3.1.1. Her bir F:A - P(U) donisiimiine U iizerinde bir soft kiime denir ve

(F, A) ile gosterilir.

Baska bir deyisle U tizerinde bir soft kiime U ’nun alt kiimelerinin bir parametrelenmis
ailesidir.e €A i¢in F(g) ,(F,A) soft kiimenin e&-elemanlarinin kiimesi ya da soft

kiimenin e-yaklagimlarinin kiimesi olarak diisiiniilebilir.(Molodtsov 1999).

Ornek 3.1.2. Bir (F,A)soft kiimesi X sahsinin almak ic¢in diisiindiigii evin

Ozelliklerinin tasviri olsun.

Farz edelim ki U={hy,h,,h3,h4,h5,hg} durumunda alt1 ev vardir ve E={e,,e;,e3,e4,65}
parametrelerinin kiimesi olsun.e;(1,2,3,4,5)swras1yla “pahali”,”glizel”,”ahsap”,”ucuz” ve
“bahgeli” parametrelerinin birini isaret etmek lizere F doniisimii “ev(.)” seklinde
verildigi diisiiniilsiin.Ornegin F(e,),”ev(pahal)”’anlammndadir ve onun fonksiyon degeri

{heU:h pahali evdir} kiimesidir.
Farz edelim ki F(e;)={h,.hs},F(e2)={h1,h3}.F(e3)=0,F(es)={hy,h3.hs} ve F(es)={h,}
dir.O halde (F,E) soft kiimesini yaklagimlarin asagidaki gosterimini iceren bir kiime

olarak gorebiliriz.(Molodtsov 1999)

(F.E)={(pahali ev, {h,,h,}), (gizel ev,{hy, h3}), (ahsap ev,®),(ucuz ev,{h, hs, hs}),
(bahgeli ev,{h:})}
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Tammm 3.1.3. Eger U lizerinde (F, A) ve (G, B) iki soft kiimesi i¢in
1) Ac B ve
2) Ve €A, F(e) c G(g)ise

(F,A)’ya (G, B)'nin soft alt kiimesi denir ve (F,A) € (G, B) ile gosterilir.

Eger(F,A),(G, B) nin soft alt kiimesi ve (G, B) de (F,A)’nin soft alt kiimesi ise bu
kiimelere soft esittir denir.(Maji et al.2003)

Tammm 3.1.4. U {izerindeki (F,A) ve (G,B) iki soft kiimenin kesisimi (H,C) soft
kiimesidir. Burada C = AnB, Ve € C, H(e) =F(e) N G(e) ve (F,A) 0 (G,B) =
(H, C) ile gosterilir.(Maji et al.2003)

Tammm 3.1.5. U iizerindeki (F,A) ve (G,B) iki soft kiimenin birlesimi (H,C) soft
kiimesidir.Burada C = AU B,Ve C

F(e), eger € € A—Bise,
H(e) = < G(e), eger & € B— Aise,

F(e)uG(e), eger & €ANB ise.
Bu islem (F,A) U (G, B) = (H, C) ile gosterilir.(Maji et al.2003)
Ornek 3.1.6. Farz edelim ki  U={h;,h,,h3,hs,hs,he,h,}, A={pahaliorta,ucuz} ve
B={giizel,modern.ucuz} dir.F(pahali)={h,,h,}F(orta)={h,,hs,hs},F(ucuz)={he,h,},
G(gtizel)={h,,h3,h,} ,G(modern)={h,,hs,hs},G(ucuz)={hg,h,} olsun o halde:
(F,A)N (G,B)=(H,C) ,C=AnB olmak iizere H(ucuz)={hg,h,}
(F,A) U (G,B)=(H,C) ,C=AUB olmak iizere H(pahali)={h,,h,},

H(orta)={h,,h3,hs},H(ucuz)={he,h,},H(giizel)={h,,h3,h,},

H(modern)={h,,hs,hs} olur.(Maji et al.2003)
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Tammm 3.1.7. (F;,A;)ier, U tlizerinde soft kiimelerin bos olmayan bir ailesi olsun.Bu

soft kiimelerin birlesimi asagidaki kosullar1 saglayan (H, C) soft kiimesine denir.

1) C= UiEI Ai'
2)Her ceC 191n H(E) =Ui€1(£) Fi(E), burada I(E) = {1 El:c€ Al}

Bu birlesimU~;¢;(F;,4;) = (H, C) ile gosterilir.(Maji at al.2003).

Tamm 3.1.8. (F,A) ve (G, B), U iizerinde iki soft kiime ise (F,A) A (G, B) seklinde
gosterilen“(F, A)VE(G,B)", (F,A) A (G,B) = (H, () olarak tanimlanir.Burada
C=AXB dir ve her (a,b)€C i¢in H(a,b)=F(a)NG(b) dir.(Maji et al.2003)

Tanmm 3.1.9. (F,A) ve (G,B),U iizerinde iki soft kiime ise (F,A) V (G, B) seklinde
gosterilen“(F, A) YADA (G,B)”, (F,A)V (G,B) = (H,C)olarak tanimlanir.Burada
C=AXB dir ve her (a,b)eC i¢in H(a, b) = F(a) U G(b) dir(Maji et al.2003)

Tammm 3.1.10. Bir (F,A) soft kiimesinin timleyeni (F,A)¢ ile gosterilir ve
(F,A)¢ = (FS,A)  seklinde tanmmlanir. Burada F¢:A-P(U), her a €A i¢in

F¢(a)=U\F(a) dir (Maji et al.2003)

Tammm 3.1.11. (F,A), U iizerinde bir soft kiime olsun.Her a €A igin F(&)=0 ise o halde
(F,A) soft kiimesine bos soft kiime denir ve & ile gosterilir.(Maji et al. 2003)

Tanim 3.1.12. (F, A) ,U iizerinde bir soft kiime olsun.Her a € A igin F(g) = U ise 0

halde (F, A) , soft kiimesine mutlak soft kiime denir ve A ile gdsterilir.

Aciktir ki A°=® ve ®°=4 dir(Maji et al.2003)

3.2. Soft Grup

Bu boliim boyunca , G Bir grup ve A bos olmayan herhangi bir kiime olsun.R de,G’ nin

bir elemani ile A’ nin bir elemani arasinda herhangi bir ikili bagintiy1 temsil etsin.Kiime
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degerli bir F:A-P(G) fonksiyonu F(x)={yeG:(x,y)ER, x€A ve yeG} seklinde
tanimlanabilir.0 halde (£ A), ¢ 1lzerinde bir soft kiimedir. A’ dan G’ ye
tanimlanan bir kiime degerli fonksiyon da A XG lizerinde bir ikili R bagintisi
tanimlar ve R={(x,y) EAXG: y € F(x)} ile verilir. (4,GR ) uglisi bir yaklasim

kimesi olarak ifade edilir.

Tanim 3.2.1. (F,A), G lizerinde bir soft kiime olsun.Eger her x€A icin F(x) <('ise,
(F,A)’ya Glizerinde bir soft grup denir(Aktas and Cagman 2007)

Tamm 3.2.2. (F, A), G lizerinde bir soft grup olsun .0 halde

1) Eger e, G 'nin birim elemani olmak iizere her x€A icin F(x)={e} ise (FA4)' ya G
lizerinde bir birim soft grup denir.

2) Her x€Aicin F(x)=( ise (F,A)’ya G lzerinde bir mutlak soft grup denir
(Aktas and Cagman 2007)

Tanim 3.2.3. (E£A) ve (HK), G lizerinde iki soft grup olsun

DKc A,
2) Her x €Kicin H (x)<F(x)

kosullar1 saglanirsa (H,K)’ ya (F,A)’ nm bir soft alt grubu denir ve (H,K)< (F,A) ile
gosterilir(Aktas and Cagman 2007)

Tamm 3.2.4. (F,A) ve (H,B) G ve Kiizerinde sirasiyla iki soft grup ve f:G—-K ve
g ‘A — B iki fonksiyon olsun.

1) f, G’den K’ya br homomorfizma ,

2) g, A’dan B’ya bir doniisiim ve

3) Vx €A igin f(F(x))=H(g(X))

Kosullar1 saglanirsa (f,g)’ya soft gruplarn soft homomorfizmasi denir.Ayrica (F,A) ,

(H,B)’ya soft homomorftur.
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Bu tanimda , eger f , G’den K'ya bir izomorfizm ve g, A’dan B’ye bir bire-bir
doniisiim ise o halde (f,g) ¢ ye soft izomorfizma denir.Ayrica (F,A) ,(H,B)’ye soft
izomorftur ve (F,A)=(H,B) ile gosterilir.(Aktas and Cagman 2007)

Tamm 3.2.5. (F,A) ,G iizerinde bir soft grup ve (H.B), (F,A)’ nin bir soft alt grubu
olsun. H(x), F(x)’in bir normal alt grubu yani,Vx€B i¢in H(x)<F(x) ise,(H,B) grubuna
(F,A)’nin bir normal soft alt grubu denir ve (H,B) S (F,A)ile gosterilir.(Aktas and
Cagman 2007)

Tamm 3.2.6. (F,A) ve (H,B) , G ve K iizerinde sirasiyla iki soft grup olsun.(F,A) ve

(H,B)’nin ¢arpim (F,A)x(H,B)=(U,AXB) seklinde tanimlanir. Burada V(x,y)EAXB i¢in
U(x,y)=F(x)xH(y) ile tanimlanir.(Aktas and Cagman 2007)

3.3. Soft Halka

Bu boliimde R bir komutatif halka olsun.Tiim soft kiimeler R {izerinde alinsin.

Tamm 3.3.1. (F,A) , R halkas1 iizerinde bos olmayan bir soft kiime olsun. Eger Vx€A
icin F(x), R’ nin bir alt halkasi ise (F,A)’ya R iizerinde bir soft halka denir.(Acar et al.
2010)

Teorem 3.3.2. (F,A) ve (G,B) , R {izerinde bir soft halka olsun

1) Eger (F,A)A (G,B) bos degil ise ,R iizerinde bir soft halkadir.

2) Eger (F,A) N (G,B) kesisimi bos degil ise ,R iizerinde bir soft halkadir.(Acar et al
2010)

Tamm 3.3.3. (F,A) ve (G,B), R {izerinde bir soft halka olsun.

1)BcA,
2) Vx€ERicin G (x),F (x) in bir alt halkasidir.
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kosullar1 saglanir ise, (G,B),(F,A) ‘nin bir soft alt halkasidir denir(Acar et
al.2010)

Teorem 3.3.4. (F,A) ve (G,B) , R iizerinde bir soft halka olsun.
1) Eger VxeEBC Aigin G (x)C F(x) ise, (G,B), (F,A)’nin bir soft halkasidir.

2) Eger (F,A) N0 (G,B) bos degil ise,(FA) ve (G B) soft halkalarin her ikisinin de
bir soft alt halkasidir(Acar et al.2010)

3.4. Soft Modiil

Bu boliimde, M bir sol R - modiil ve A bos olmayan herhangi bir kiime olsun.
F: A— P(M) bir doniisim ve (F,A) ¢ifti M iizerinde bir soft kiimedir.

Tammm 3.4.1. (F ,A) ,M iizerinde bir soft kiime olsun.Her bir x€A igin F(x)<M ise ,
(F,A)’ya M iizerinde bir soft modiil denir.(Sun et al.2008)

Onerme 3.4.2. (F,A) ve (G,B) ,M iizerinde iki soft modiil olsun.

1) (EA) N (GB), Mizerinde bir soft modlddr.
2) Eger AnB=Q ise (F,A)U (G,B), M tizerinde bir soft moduldir.(Sun et al.2008).

Tammm 3.4.3. (FA) ve (G,B), M iizerinde iki soft modiil olsun. O halde
(F,A) @ (G,B), (H, AxB) olarak tanimlanir. Burada V(x,y)€EAxB i¢in

H(x,y)=F(x)+G(y) dir.(Sun et al.2008)

Onerme 3.4.4. (F,A) ve (G,B), M iizerinde iki soft modiil olsun. (F,A) @ (G,B),
M tizerinde bir soft modiildiir.(Sun et al.2008)
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Tamm 3.4.5. (F,A) ve (G,B)sirasiyla M ve N iizerinde iki soft modiil olsun. O
halde V(x,y)€ (AxB) i¢in (F,A) X (G,B) = (H,AXB), H(x,y)=F(x)XxG(y)
seklinde tanimlanan  soft modiil (F,A) ve (G,B) soft modiillerinin ¢arpimi denir

ve (F,A) X (G,B) ile gosterilir.(Sun et al.2008)

Onerme 3.4.6. (F,A) ve (G,B) sirasiyla M ve N iizerinde iki soft modiil olsun.O halde
(F,A)x(G, B) , M tizerinde bir soft modiildiir.(Sun et al.2008)

Tamm 3.4.7. (F,A) ve (G,B) , M iizerinde iki soft modiil olsun.Eger

1) Bc Ave
2) Vx€B i¢in G(x)<F(x)

kosullar1 saglantyor ise , (G,B)’ye (F,A)’nin bir soft alt modiilii denir ve
(G,B)<(F,A) ile gosterilir.(Sun et al.2008)

Onerme 3.4.8. (F,A), M iizerinde bir soft modiil ve {(G;,B;)\i€l}, (F,A)’nin soft alt

modiillerinin bos olmayan bir ailesi olsun.O halde

1)Yie;(G;,B;),(F,A)’nin soft alt modiiliidiir.

2)Ui¢;(G;,B;) (F,A)’nin bir soft alt modiiliidiir.

3)Eger V i,JE Ligin B; N B; =@ ise U;¢;(G;,B;) ,(F,A)’nin bir soft alt modiiliidiir.
(Sun et al.2008)

Onerme 3.4.9. (F,A) ve (G,B) , M iizerinde iki soft modiil ve (G,B), (F,A) ‘nm bir soft
alt modiili olsun .Eger f:M— N modillerin homomorfizmasi ise,(f(F),A) ve
(f(G),B), N iizerinde soft modillerdir ve (f(G),B),(f(F),A)’nin soft alt

modiiliidiir.(Sun et al 2008).

Tamm 3.4.10. (F,A) ve (G,B) sirasiyla M ve N iizerinde iki soft modiil,
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f:M — N ve g:A = B iki fonksiyon olsun.

1) f:M - N modiillerin homomorfizmasi,
2) g:A - B bir doniisiim,
3) Vx€eA icin f(F(x))=G(g(x))

kosullar1 saglaniyorsa (f,g)’ye soft modiillerin soft homomorfizmasi denir. Ayni

zamanda(F, A), (G, B)’ye soft homomorftur ve (F,A) = (G, B) ile gosterilir.

Bu tanimda f, M’den N’ye bir izomorfizm ve g, A’dan B’ye bir birebir doniisiim ise o

halde (f,g)’ye soft izomorfizma denir(Sun et al.2008)
Tamm 3.4.11. (F,A) , M {izerinde bir soft modiil olsun.

1) Eger Vx€A igin F(x)=0 ise (F,A)’ya M iizerinde bir bos soft modiil denir.

Burada 0 ,M’nin sifir elamanidir.

2) Eger Vx€A igin F(x) = M ise(F, A)’ya M iizerinde bir mutlak soft modiil denir.(Sun
et al .2008)

Onerme 3.4.12.

1) (F,A) M iizerinde bir soft modiil ve f:M = N bir homomorfizm olsun. Eger Vx€A
icin F(x)=ker f ise o halde (f(F),A) ,M iizerinde bos soft modiildiir.

2) (F,A) M iizerinde bir mutlak soft modiil ve f:M—N bir epimorfizm olsun.O halde

(f(F),A) ,N iizerinde bir mutlak soft modiildiir.(Sun et al.20078)

Onerme 3.4.13. (F,A) ,P modiilii iizerinde bir bos soft modiil ve (G,B) ,Q modiilii

iizerinde bir mutlak soft modiil olsun.Eger

0-P LM 25050

dizisi modiillerin kisa tam dizisi ise ,0 halde Vx€A ,y€B i¢in
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0-F(x) 5 M E Gy) - 0

dizisi soft modiillerin bir kisa tam dizisidir.(Sun et al.2008)

3.5. Fuzzy Soft Kiime

Tanmim 3.5.1. [* , X {izerinde tiim fuzzy kiimelerin ailesini gostersin ve ACE olsun.Bir

(F,A) cifti X tizerinde bir fuzzy soft kiime olarak adlandirilir.Burada F,A’dan [*’e giden
bir doniisiimdiir.Yani Va €A i¢inF (@) = F,: X — I ,X lizerinde bir fuzzy kiimedir.(Maji
et al .2001)

Tamm 3.5.2. (F,A) ve (G,B) ,X iizerinde iki fuzzy soft kiime olsun.

1) A c B,
2) Ya € Aigin F, < G, yani, F,, G, ‘nin bir fuzzy alt kiimesi

kosullar1 saglanir ise (F,A)’ya (G,B)’nin fuzzy soft alt kiimesi denir.

Bu bagint1 (F, A) € (G, B) ile gosterilir.Benzer sekilde, (G, B), (F, A)’nin fuzzy soft alt
kiimesiise (F,A)’ ya (G,B) ‘nin fuzzy soft siiper kiimesi denir. Bu bagint1 da
(F,A) 5 (G, B) ile gosterilir.(Maji et al.2001)

Tamm 3.5.3. (F,A) ve (G,B), X iizerinde iki fuzzy soft kiime olsu. (F,A), (G,B)’nin
fuzzy soft alt kiimesi ve (G,B), (F,A)’nin fuzzy soft alt kiimesi ise (F,A) ve (G,B) fuzzy

soft esittir denir.(Maji et al.2001)

Tamim 3.5.4. X iizerindeki (F,A) ve (G,B) iki fuzzy soft kiimesinin birlesimi (H,C)
fuzzy soft kiimedir. Burada C=A U B ve VceC igin,
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F., eger cEA—B ise,
H(c)= G, eger CEB—A ise,
F.V G., egerce ANBise,

Bu islem (F,A) U (G, B) = (H, C) ile gosterilir.(Maji et al.2001)

Tamim 3.5.6. X iizerindeki (F,A) ve (G,B) iki fuzzy soft kiimesinin arakesiti (H,C) fuzzy
soft kiimedir.Burada C=ANB ve VvceC i¢in H.=F.AG. dir. Bu islem
(F,A) N (G,B) = (H,C) ile gosterilir.(Maji et al.2001)

Tamm 3.5.7. (F,A) X iizerinde bir fuzzy soft kiime olsun.Ve€A i¢in F,=0 ise,(F,A) bir
bos fuzzy soft kiime olarak adlandirilir ve @ ile gosterilir. Burada 0, X deki tiim x’ler

icin 0 degeri alan Xtzerindeki bos fuzzy kiimedir(Maji et al.2001).

Tamim 3.5.8. (F,A), X iizerinde bir fuzzy soft kiime olsun.Ve€A i¢in F,=1 ise, (F,A) bir
mutlak fuzzy soft kiime olarak adlandirilir ve X ile gosterilir. Burada 1 ,X deki tiim x’ler

icin 1 degeri alan X {lizerindeki mutlak fuzzy kiimedir.(Maji et al.2001)

3.6. Fuzzy Soft Grup

Tamm 3.6.1. (F,A) ,G ilizerinde bir fuzzy soft kiime olsun .Vx € A i¢in F(x), G’nin bir
fuzzy alt grubu ise ,(F,A)’ya G lizerinde bir fuzzy soft grup denir.(Jin-liang et al.2008)

Teorem 3.6.2. (FA) ve (HA) ,G tlizerinde iki fuzzy soft grup olsun.O halde
(F,A) N (H, A) kesisimi G iizerinde bir fuzzy soft gruptur(Jin-liang et al.2008)

Teorem 3.6.3. (F,A) ve (H,B) , G iizerinde iki fuzzy soft grup olsun. Eger ANB=0 ise,
(F,A) U (H, B)birlesimi G iizerinde bir fuzzy soft gruptur(Jin-liang et al.2008)

Teorem 3.6.4. (F,A) ve (H,B) ,G iizerinde iki fuzzy soft grup olsun.O halde (F,A4) A
(H, B) ,G iizerinde bir fuzzy soft gruptur(Jin-liang et al.2008)

28



Tamm 3.6.5. (F,A) ,G iizerinde bir fuzzy soft grup olsun.O halde:

1) vx €A i¢cin F(x)={e} ise ,(F,A)’ ya G iizerinde bir birim fuzzy soft grup denir.
Burada e ,G’nin birim elemanidir.

2) Vx €A i¢cin F(x)=G ise (F,A)’ya G iizerinde bir mutlak fuzzy soft grup denir.

(Jin —liang et al.2008)

Teorem 3.6.6.

1) (F,A), G fizerinde bir fuzzy soft grup ve f: G — K bir homomorfizma olsun.
Eger Vx €A igin F(x)=ker f ise 0 halde (f (F),A), K tizerinde bir birim fuzzy soft
grupdur.

2) (F,A) ‘ya G lizerinde bir mutlak fuzzy soft grup ve f: G — K bir homomorfizma
olsun. O halde (f(F),A) , K iizerinde bir mutlak fuzzy soft grubudur (Jin-liang et
al.2008)

Tamm 3.6.7. (F,A) ve (H,B) ,G iizerinde iki soft grup olsun.Eger

1)AcB,
2)Ve € A i¢in F(¢), H(e)’nun bir fuzzy alt grubu

kosullar1 saglanir ise,(F,A)’ya (H,B)’nin bir fuzzy soft alt grubu denir.(Jin-liang et
al.2008)

Teorem 3.6.8. (F,A) ve (H,A) ,G iizerinde iki fuzzy soft grup olsun.Eger Vx €A i¢in
F(x)SH(x) ise, (F,A), (H,A)’ nin bir soft alt grubudur.(Jin-liang et al.2008)

Teorem 3.6.9. (F,A), G iizerinde bir fuzzy soft grup ve {(H;,B;): i€l}, (F,A)’nin fuzzy

soft gruplarmin bos olmayan ailesi olsun.Ohalde;

1) N;e;(H;, By), (F,A)’nin bir fuzzy soft alt grubudur.
2)N\ie;(H;, By) (F,A) ‘nin bir fuzzy soft alt grubudur.
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3)vi,j€l i¢in B; N B;=0 ise V,¢;(H;, B;),(F,A)’nin bir fuzzy soft alt grubudur(Jin-liang et
al .2008)

Lemma 3.6.10. f:G — K bir homomorfizma olsun.O halde ;

1) A, G’nin bir fuzzy alt grubu ise , f(A), K’nin bir fuzzy alt grubudur.

2) B, K’nin bir fuzzy alt grubu ise f~1(B), G’nin bir fuzzy alt gurubudur(Jin-liang et al
.2008)

Teorem 3.6.11. (F,A) ve (H,B), G iizerinde iki fuzzy soft grup ve (F,A), (H,B)’nin bir
fuzzy soft alt grubu olsun.Eger f:G — K bir homomorfizma ise ,(f(F),A) ve (f(H),B)
ikisi de K iizerinde fuzzy soft gruplardir ve (f(F),A), (f(H),B)’nin bir fuzzy soft alt
grubudur.(Jin-liang et al.2008)

Tamm 3.6.12. (F,A) ,G iizerinde bir fuzzy soft grup ve (F,A), (H,B)’nin bir fuzzy soft
alt grubu olsun.vx € B i¢in F(x), H(x)’in bir fuzzy normal alt grubu ise (H,B)’ya
,(F,A)’nin bir fuzzy normal soft alt grubu denir.(Jin-liang et al 2008).

Tamm 3.6.13. (F,A) ve (H,B), G ve K iizerinde sirasiyla iki fuzzy soft kiime olsun.
(F,A)  ve (HB) fuzzy soft kiimelerinin ¢arpimi (F,A)x(H,B)=(U,AX B) seklinde
tanimlanir. Burada V(x,y) € A X B i¢in U(x,y) =F(x)x H(y) dir(Jin-Liang et al.2008)

Teorem 3.6.14. (F,A) ve (H,B), G ve K iizerinde sirasiyla iki fuzzy soft grup olsun. O
halde (F,A)x(H,B) ¢arpim1 GXK {izerinde fuzzy soft gruptur.(Jin-liang et al.2008)

Tamm 3.6.15. (F,A) ve (H,B) ,G ve K iizerinde sirasiyla iki fuzzy soft grup ve f:G - K
ve g: A — B iki fonksiyon olsun.

1) f:G = K bir homomorfizma,

2) g:A — B bir doniisiim ve

3) Vx € Aigin f(F(x)) = H(g(x)
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kosullar1 saglanirsa (f,g)’ye bir fuzzy soft homomorfizma denir.Eger (f,g) bir fuzzy
soft homomorfizma ve f,g ikiside bijektif ise; (f,g) fuzzy homomorfizmasi altinda

(F,A), (H,B)’ye fuzzy soft homeomorftur.

Bu tanimda eger f:G— K bir izomorfizma ve g: A — B bir bire-bir 6rten doniisiim ise o
halde (f,g)'ve bir soft izomorfizma denir ve (f,g) fuzzy soft homomorfizmasi

altinda (F,A) ve (H,B) soft izomorfturlar denir.(Jin-liang et al.2008)

Teorem 3.6.16. (F,A) ve (H,B) ,G ve K iizerinde sirasiyla iki fuzzy soft grup olsun.Eger
(F,A) ,G tlizerinde bir fuzzy soft alt grup ve (F,A) ,(H,B)’ye fuzzy soft izomorf ise (H,B)
,K tizerinde bir fuzzy soft alt gruptur(Jin-liang et al.2008)

Sonug¢ 3.6.17. (F,A) ve (H,B) ,G ve K iizerinde sirasiyla iki fuzzy soft grup ve (F,A),
(H,B)’ye fuzzy soft izomorf olsun. Eger F(x), G'nin bir fuzzy alt grubu ise, o halde
H(g(x)), K’ nin bir fuzzy alt grubudur ve F(x)~H(g(x)) dir (Jin-liang et al.2008)

Simdi fuzzy soft gruplarmn fuzzy soft homomorfizmalarinin g¢ekirdek ve goriintii

kavramlarimi verelim.

(FA) ve (HB), G ve K izerinde swrasiyla iki fuzzy soft grup ve
(f.g8): (F,A)=(H,B) fuzzy soft gruplarm bir fuzzy soft homomorfizmasi olsun. Va € A
icin F(a):G—1 fuzzy kiimesini F, seklinde gosterelim(Bayramov and
Gunduz(Aras)2010)

Onerme 3.6.18. (F,A) ve (H,B), Gve K iizerinde sirastyla iki fuzzy soft grup ve
(f,g): (F,A) - (H,B) fuzzy soft gruplarin bir fuzzy soft homomorfizmasi olsun.O
halde, Ya € A icin f:(G,F,) > (K,Hgyq)) doniisiimii fuzzy gruplarin bir fuzzy

homomorfizmasidir(Bayramov and Gunduz (Aras)2010).
Onerme 3.6.19. (F,A) ,G iizerinde bir fuzzy soft grup ve f:G — K gruplarm bir

homomorfizmasi olsun.O halde (f(F), A) , K tizerinde bir fuzzy soft gruptur.(Bayramov
and Gunduz (Aras)2010).
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Onerme 3.6.20. (H,A), K iizerinde bir fuzzy soft grup ve f:G — K , gruplarin bir
homomorfizmast olsun.O halde (f~*(H),A) ,G iizerinde bir fuzzy soft gruptur
(Bayramov and Gunduz(Aras)2010).

Sonu¢ 3.6.21. (F,A) ,G iizerinde bir fuzzy soft grup , H<G ve i:H— G gomme
homomorfizmas1 olsun.Ohalde (i~!(F),A) ,H iizerinde bir fuzzy soft gruptur ve
(i1(F),A) ise (F,A)’nm bir fuzzy soft alt grubudur.Va € A igin (i"1(F)),:H-1 fuzzy
kiimesi F, fuzzy kiimesinin H’a kisitlanmasidir.(Bayramov and Gunduz(Aras)2010)

(F,A), G iizerinde bir fuzzy soft grup ,f:G — K gruplarin bir homomorfizmasi ve
i:kerf>G gémme doniisiimii olsun.O halde (i~1(F),A) , kerf iizerinde bir fuzzy soft
gruptur(Bayramov and Gunduz (Aras)2010)

Tamm 3.6.22. kerf iizerinde (i~1(F),A) fuzzy soft grubuna f’nin ¢ekirdegi denir.
(Bayramov and Gunduz(Aras)2010)

Sonug 3.6.23. Eger H<G , p:G — G/H , gruplarin bir kanonik epimorfizmasi ve (F,A)
, G lizerinde bir fuzzy soft grup ise (p(F),A) ,G/H iizerinde bir fuzzy soft
gruptur. (p,14): (F,A) = (p(F),A)ise fuzzy soft gruplarin bir fuzzy soft
homomorfizmasidir.(Bayramov and Gunduz (Aras)2010).

(f,14):(F,A)» (H,A) ,G ve K iizerinde sirasiyla fuzzy soft gruplarin fuzzy soft
homomorfizmasi olsun.Eger H=Imf ise H iizerinde asagidaki sekilde iki fuzzy soft grup
yapisi tanimlanabilir(Bayramov and Gunduz (Aras)2010)

1)Eger j:Imf—K bir gdmme homomorfizmas: ise (j~1(H),A) fuzzy soft grubu H
iizerinde bir fuzzy soft grubudur.

2)f:G =Imf i¢in (f(H),A) ,H lizerinde bir fuzzy soft gruptur.

Lemma 3.6.24. f:G — K gruplarm homomorfizmasi olsun.

1) (f ,14): (F, A) - (H, A) fuzzy soft gruplarmn bir fuzzy soft homomorfizmasidir&
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(f(F),A), (H, A)’nn bir fuzzy soft alt grubudur.

2) (f,14):(F,A) — (H,A) fuzzy soft gruplarin bir fuzzy soft homomorfizmasidir&
(f~Y(H), A), (F, A)’nm bir fuzzy soft alt grubudur.

(f,1,):(FA)—>(H,A) fuzzy soft gruplarm bir fuzzy soft homomorfizmasi; (F,A) ve
(H,4) , kerf ve Imf iizerinde sirasiyla fuzzy soft gruplar olsun. p:G — G/kerf

kanonik epimorfizmasi ve G iizerinde (F,A) fuzzy soft grubu kullanilarak

(F,A)/(F ,A) fuzzy soft grubu p(F):A—>p( G/kerf ) seklinde tanimlanir. Burada

Va € A,(p(F)a([x])=v (Fa(y)

y € [x]

(Bayramov and Gunduz(Aras)2010)

3.7.Fuzzy Soft Modiil

Bu boliimde R, bir siradan halkadir. M bir sol (ya da sag ) R —modiil ve A# @ bir kiime

olsun. PF(M), M iizerinde fuzzy kiimelerin ailesini gosterelim.

Tamm 3.7.1. Eger F: A - PF(M) déniisimii ve Va € A i¢in F(a), M’nin bir fuzzy alt
modiilii kosulu saglanirsa (F,A) ¢iftine M {izerinde bir fuzzy soft modiil denir. Va € A

icin F(a):M — | fuzzy kiimesi F, ile gosterilir(Gunduz(Aras) and Bayramov2011)

Tamm 3.7.2. (F,A) ve (HB) , M ve N iizerinde sirasiyla iki fuzzy soft modiil,
f:M = N modiillerin bir homomorfizmasi ve g:A — B kiimelerin bir doniisiimii olsun.
Eger  f(F, )=H(g(a))=H, (s kosulu saglaniyor ise , (f,g):(F,A) — (H,B)’ye fuzzy
soft modiillerin bir fuzzy soft homomorfizmasi1 denir ve (F,A), (H,B)’ye fuzzy soft

homomorftur denir.
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Not edelim ki Va € Aigin f:(M,F,) = (N, Hy(q)), fuzzy modiillerin bir fuzzy

homomorfizmasidir(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011).

Fuzzy soft modiiller ve onlarin morfizmalar1 bir kategori olusturur.Bu kategori FSM ile

gosterilir(Giindiiz(Aras) and Bayramov 2011)

Toerem 3.7.3. (F,A) ve (H,B ), M iizerinde iki fuzzy soft modiil olsun.O halde
(F,A) n(H,B) kesisimi , M {izerinde bir fuzzy soft modiildiir.(Gunduz(Aras)and
Bayramov 2011)

Teorem 3.7.4. (F,A) ve (H,B) ,M iizerinde iki fuzzy soft modiil olsun. O halde
(F,A) A (H,B),M iizerinde bir fuzzy soft modiildiir.(Gunduz(Aras) and Bayramov
2011)

Teorem 3.7.5. (F,A) ve (H,B ), M iizerinde iki fuzzy soft modiil olsun.Eger AN B = @
ise 0 halde (F,A) U (H, B), M iizerinde bir fuzzy soft modiildiir.(Gunduz (Aras) and
Bayramov 2011)

Tanim 3.7.6. (F,A) ve (H,B) ,M iizerinde iki fuzzy soft modiil olsun.

1)A c B,
2) Va € A i¢in F, ,H, ’nm bir fuzzy alt modiilii ise

(F,A)’ya (H,B)’nin fuzzy soft alt modiilii denir.(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)
Teorem 3.7.7. (F,A) ve (H,B) ,M iizerinde iki fuzzy soft modiil olsun.Eger Va € A i¢in
F, < H, ise (F,A) ,(H,B)’nin fuzzy soft alt modiiliidiir.(Gunduz(Aras) and Bayramov

2011)

Tamm 3.7.8. (F,A) fuzzy soft modiiliine (f,g)’ nin ¢ekirdegi denir ve ker(f,g) ile
gosterili(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)
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Simdi B'=g(A) olsun. O halde ,vb € B i¢in g(a)=b olacak sekildle @« € A  vardur.
N=Imf<N olsun .H:B -PF(N) doéniisimini H'(b)=H(g(a))|y seklinde
tanimlayalim.  (f,g) bir fuzzy soft homomorfizm oldugundan, Va € A i¢in
f(Fo)= Hg(qy saglanir. O halde (H', B') cifti , N' iizerinde bir fuzzy soft modiildiir ve
(H', B") ,(H,B)’nin bir fuzzy soft alt modiiliidiir.(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011).

Tanmmm 3.7.9. (H', B) fuzzy soft modiiliine (f,g)nin goriintiisii denir ve Im(f,g) ile
gosterilir.(Gundu(Aras) and Bayramov 2011)

Onerme 3.7.10. (F,A), M lizerinde bir fuzzy soft modiil , N bir R- modiil ve
f*M = N, R-modiillerin bir homomorfizmasi olsun.O halde (f(F),A) ,N fiizerinde bir
fuzzy soft modiildiir.(Gunduz(Aras) and Bayramov 2011)

Not edelim ki (f,1,):(F,A) — (f(F),A), fuzzy soft modiillerin bir fuzzy soft

homomorfizmasidir (Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)

Onerme 3.7.11. Eger M bir R- modiil , (H,A),N iizerinde bir fuzzy soft modiil ve
f:M = N ,R- modiillerin bir homomorfizmasi ise o halde (f~*(H),A) ,M iizerinde bir
fuzzy soft modiildiir.(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011).

Acgiktir ki , (f,1,): (f "1(H),A) - (H,A) fuzzy soft modiillerin bir fuzzy soft

homomorfizmasidir.(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)

Lemma 3.7.12. M ve N iki R-modiil f:M - N, R —modiillerin bir homomorfizmas: ;
(F,A) ve (H,A),M ve N lizerinde sirastyla iki fuzzy soft modiil olsun .O halde :

1 (f,1,):(F,A) — (H,A) bir fuzzy soft homomorfizmadir ancak ve ancak Va € A
icin H, > f(F,) ise.

2) (f\14):(F,A) —» (H,A), bir fuzzy soft homomorfizmadir ancak ve ancak Va € A
i¢in (F,)< f~1(H,) ise (Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)
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Simdi fuzzy soft modiiller iizerinde diger cebirsel islemleri tanimlayalim.Bunun i¢in

once soft modiiller tizerinde bu cebirsel islemleri verelim.

{(F;,A})}ie1{M;}ie; Uizerinde soft modiillerin bir ailesi olsun.

F: I__]:[qi i I__I Ali

i€l i€l

Doniistim F({ai}):H F(aj) seklinde tanimlanir. HF(ai) : H M;’nin alt modiili

iel iel iel

oldugundan,( F, l_[Al- ) : HML- tizerinde bir soft modiildiir. Bu soft modiil

el i€l

H (F;,A;) seklinde gosterilir.(Gunduz (Aras)and Bayramov 2011).

i€ ]

Tanim3.7.13: l_[ (F;,A;) soft modiiliine soft modiillerin direkt garpimi denir.(Gunduz

i€l

(Aras) and Bayramov2011)

Aciktir ki ,eger pl-:l_[ M; - M; ve g;: l—[ A; = A; projeksiyon doniisiimleri ise

i€l iel

(pi, q:)= H (F;,A;) =(F;,A;) soft modiillerin soft homomorfizmasidir (Gunduz

i€l
(Aras) and Bayramov 2011).
Onerme3.7.14. {(F;,AD}ier Ve {(Hi.B)}ier {M;}ic; Ve {N;}ie; iizerinde sirasiyla

soft modiillerin iki ailesi ve Vi € I icin (f;,g;):( F;,A;) = (H;,B;) soft modiillerin bir

soft homomorfizmasi olsun.O halde
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el el el el

[ [17 11 5’] 1 F.4) -1 H:.By)

soft modiillerin bir soft homomorfizmasidr.(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011).

Onerme 3.7.15. [[:][] FSM — FSM bir funktordur.(Gunduz (Aras) and Bayramov
2011)

Simdi {( F;,A;)}ie;” nin parametreler kiimesi  belirli noktali  olsun.A;’ nin belirli

noktast aq; ve Fi(ay;)=0 olsun. A:H A; M= M; ve Va={aq;}€A icin

i€l i€l
F:A— M doniisiimii F(a):@F(a;) ile tanimlansin. O halde (F,A) ,M {izerinde bir soft

i€l

modiildiir.(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011).

Tamim 3.7.16. (F,A) soft modiiliine {( F;,A;)}ie;” nin direkt toplami denir ve @ ( F;,4;)
i€l
ile gosterili (Gunduz (Aras) and Bayramov 2011).

@A - [ 1 A; doniisiimii i= j ise a;=aq;, i=j ise a;=a olmak iizere pj(a;)={a;} ile
i€ 1

tanimlansin.q;:M; > M; gdmme doniisiimii i¢in de (q;, ¢;):(Fj,4;)—(F,A)
i€l

soft modiillerin bir soft homomrfizmasidir(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)

Onerme 3.7.17. {(F;,A)}ier, {M;}ie;’ ler iizerinde soft modiillerin bir ailesi ,
{(H;,B))}ier» {N;}ie;’ler  lizerinde soft modiillerin bir ailesi ve Vi€l igin
(fi.g): (F,A;) = (H;,B;)  soft modiillerin bir soft homomorfizmasi olsun. Burada
gi(A;,api)— (Bi,by;)  Dbelirli noktali kiimelerin bir doniisiimiidiir ve  g;(ao;)= by;

O halde
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[ ®f, [le| :D(F.A) - B(H;,B)

i€l i€l = i€l

soft modiillerin bir soft homomorfizmasidir(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)

Onerme 3.7.18. @: [[FSM —» FSM  bir funktordur(Gunduz (Aras) and Bayramov
2011)

Lemma 3.7.19.

1) {M;}ic; ve N modiller ve R-homomorfizmalarin bir A={f;:M; - N}, ailesi

verilsin.Eger {( F;,4;)}ier,{M;}ic;’ ler lizerinde fuzzy soft modiiller ise N iizerinde

bir (H,[]4;) fuzzy soft modiilii vardir dyle ki Vi € I igin

el

fii (Fuad) = (R, TT 4)
el
fuzzy soft modiillerin bir fuzzy soft homomorfizmasidir.

2) Mve { N;};¢; modiiller ve R-homomorfizmalarin bir B={g;:M— N;};¢; ailesi

verilsin.Eger {(H;,B;)}ier» { Ni}ie;’ ler lizerinde fuzzy soft modiiller ise M iizerinde

Oyle (F, [1 Ai)

i€l

fuzzy soft modiilii varki Vi € [ i¢in

8i 3(F1 H Ai) — (H; .B;)

iel
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fuzzy soft modiillerin bir fuzzy soft homomorfizmasidir(Gunduz (Aras) and Bayramov

2011)

Bu lemmay1 kullanarak fuzzy modiiller kategorisinde alt modiil , b6liim modiilii ,carpim

ve kogarpim islemlerini tanimlayalim.

Uyan 3.7.20. Eger (F,A) M {izerinde bir fuzzy soft modiil ,N, M’nin alt modiilii ve
i:N-> M bir gbmme doniisiimii ise o halde (i"*(F),A) ,N iizerinde bir fuzzy soft
modiildiir (Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)

Uyan 3.7.21. Eger (F,A) ,M iizerinde bir fuzzy soft modiil ve p:-M— M/~ bir kanonik
projeksiyon ise o halde (p(F),A),M/~ bolim modili tlzerinde bir fuzzy soft
modiildiir.(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)

Eger {(F;,A;)}ie1{M;}ic; modiiller ailesi {izerinde fuzzy soft modiillerin bir ailesi ise
bu ailelerin ¢arpimi ve kogarpimilarini sirasiyla H (F,A;)) ve @©(F;,A;) ile

i€ ] i€l

tanimlayabiliriz.(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)

Teorem 3.7.22. Fuzzy soft modiiller kategorisi sifir objesine, toplama, c¢arpma,
cekirdege ve kogekirdege sahiptir (Gunduz (Aras)and Bayramov 2011)

M ve N, R halkasi {izerinde sirasiyla sag ve sol modiiller olsun. (F,A) ve (G,B)
Sirasiyla M ve N iizerinde iki soft modiil olsun.Modiillerin tensor ¢arpimint M@N
olarak diigiinelim.

FRGAXB->MQ@N

doniisimi.  V(a,b) € AXB igin (FQ G)(a,b) = F(a) Q G(b) ile tanimlansin.
(Gunduz (Aras) and Bayramov 2011)
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Onerme 3.7.23. (F® G,AXB),M @ N iizerinde bir soft modiildiir (Gunduz(Aras)
and Bayramov 2011)

Tanmim 3.7.24. (F Q G, A X B) soft modiiline (F,A) ve (G,B) soft modiillerinin
tensor ¢arpimi denir ve (F, A) @ (G, B) ile gosterilir.(Gunduz (Aras) and Bayramov

2011)

Simdi (F, A) ve (G, B) sirasiyla M ve N iizerinde iki fuzzy soft modiil olsun.

FRG AXB-> MQN

dontisimic V(a,b) € AX B i¢in (F @ G)(a,b)=F, ® G, ile tanimlansin (Gunduz
(Aras) and Bayramov 2011)

Teorem 3.7.24. (F® G,AX B),M @ N iizerinde bir fuzzy soft modiildiir(Gunduz
(Aras)and Bayramov 2011)

Tammm 3.7.25. (F ® G, A X B) fuzzy soft modiiline (F,A) ve (G,B) fuzzy soft

modiillerinin tensor ¢arpimmi denir ve (F, A)Q(G, B) ile gosterilir.(Gunduz (Aras) and
Bayramov 2011)
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4.ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Soft Modiillerin Ko-Zincir Kompleksleri

{(F™, A)},cz ailesi {M"},c, modiiller {izerinde soft modiller ve Vn € Z igin

(0™,1,): (F™A,)) - (F™*1, A) soft modiillerin homomorfizmast olsun.

Tamm 4.1.1. Eger Va € A i¢in {(F”(a)), 0" |pn(ay:F™(a) » F"“(a)} modiillerin bir ko-

zincir kompleksi ise, yani 0™ | gn+14)° 0™| pnqy=0 esitligi saglanir ise

{(F™ A), 0", 1,): (F™, A) = (F™1, A)}

dizisine soft modiillerin ko-zincir kompleksi denir.

Tamm 4.1.2. {(F”(a)), ™| pn(q):F™(a) = F"“(a)} ko-zincir kompleksinde

IM 0™ | pn(qy =Kerd™* | pn+1(, sarts saglanir ise

{F™ A), @™, 1,): (F", A) - (F™1,A)}

dizisine soft modiillerin bir tam dizisi denir.

Simdi soft modiillein ko-zincir komplekslerinin morfizmalarini tanimlayalim.

Tanim 4.1.3. {(F", A),0o™ },{(G" ,B),d"} dizileri srrastyla {M™} ve {N™} modiilleri

tizerinde soft modiillerin ko- zincir kompleksleri  {f™: M™ - N™}*  doniisiimleri

41



modiillerin homomorfizmasi ve g:A — B kiimelerin bir doniistimii olsun Eger Va € A i¢in
asagidaki diyagram komutatif ise

n

Fn(a) - Fn+1(a)

fnl lfn+1

G"(gla) 9™ G"(g(a))

" La){(F™ A), 0™} =>{(G™ ,B), 0™} ciftine soft modiillerin ko-zincir komplekslerinin

morfizmasi denir.

Uyan 4.1.4. Soft modiillerin ko-zincir kompleksleri ve onlarm morfizmalar bir kategori

olusturur.Bu kategoriyi SCoC ile gdsterelim.

Tanmm 4.1.5.

n

on-1 a
N (Fn_l,A) - (Fn,A) - (Fn+1,A) BN

|} ot ol ||

N (Gn_l,B) a,n__1> (Gn,B) - (Gn+1,B) BN

a'm

e} ), (¥} g) {(F™A), 0"} =»{(G™ B ), 0™} soft modiillerin Ko- zincir
kompleklerinin morfizmalar1 ve D = {(D",g): (F",A) » (G™ 1, B)} soft modiillerin
homomorfizmalarmm bir ailesi olsun. Eger ¢" — W"=9m~1p" +pn+lgn esitligi
saglanirsa modiillerin homomorfizmalar ailesi D = {(D",g): (F™",A) - (G"1,B)}
ko-zincir  homotopya , ({¢"}, g), ({¥"},g) doniisimlerine ko-zincir homotop
morfizmalar denir ve  ({¢™}, g)~ {¥"}, g) ile gosterilir.

Teorem 4.1.6: Ko-zincir homotopya bagintis1 bir denklik bagmtisidir ve bileskeye gore

invarianttir.
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Ispat:Oncelikle ko-zincir homotopya bagmitisnin bir denklik bagntis1 oldugunu

gosterelim.

1) o™} g), {9}, e): {(F™ A), 0"} =»{(G™ ,B ), 3™} herhangi bir morfizma olsun.
EgerD™ =0 ise ™ — ¢™=0’ dir.Yani (¢, g)~ (¢, g) saglanir.

2) (p, g) ile (¥, g) ko-zincir homotop olsun ,yani

aln—an +Dn+1 6n:g0n —yn
saglanacak sekilde {D™} morfizmalari vardir D™ = —D" almnirsa

am-1p" + D" gn= _gm-1pn _ pn+1 gn
=—(9™"1pn +pntl gn)

==(p" =¥M=Y" — o™

saglanir. O halde (¥, g) ile (¢, g) ko-zincir homotoptur.

3) (p, )~ (¥, g) ve (¥, g2)~ (v, g) ko-zincir homotop olsunlar .Simdi (¢, g) ile (v, g)

ko-zincir homotop oldugunu gésterelim.

(p,g) ile (¥, g) ko-zincir homotop oldugundan 3D™ = @"*~1D™ +D"*1 gh=¢p" — P"
(¥, g) ile (y, g) ko-zincir homotop oldugundan 3D'" = 9"~ 1D+D'M*1 gn=ypn — yn

Simdi D™ homomorfizmasint D"™ = D™ + D' seklinde tanimlayalim

gm=1p/m4p'm+l gn=gm-1(pn 4 pmyy (pn+l 4 pmtly gn
—gm-1pn4gm-1pmypn+ignipm+ign
=(8"~1D™ 4 DnFign)+(9m-LD™m 4 P'nHign)
=(p" — WrH(WT = ™)
=" — y"

Boylece (¢, g)~ (y, g) d.
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Simdi bileskeye gore invariant oldugunu gosterelim.

(e}, 8)~{¥°"}, 8) :I{(F™, 4), 0"} >{(G™ B),0™}]
aln—an +Dn+1 an:(pOn _ LpOn

{1 ~{W"} h):[{(G" B), 0™ -{(@".C)0" "}

aun—lDln +D'n+1 a’n:(pln — l}”” saglansm

{e1h) ° {e”)g) . (¥™Mhh) ° (¥} g): [(F™A) 0" {(E" )0}
dontigtimlerinin - Ko-zincir  homotop olmasi igin asagidaki sekilde bir homomorfizma
tammlamaliy1z.

(D", w)=[{(F", A),0"}>{(p".C).0""}]

n

a
(Fn,A) - (Fn+1,A)

gDOnl LpOn g00n+ilq;0n+1
v

m—1 n

(Gn—l ,B) - (Gn ,B) N (Gn+1 ,B)

U e,

(pn—l’c) W (pnlc) ( pn+1lc)

alln

gg: M, ", win Wwon(Fn A)— (p™,C) ko-zincir homotop olmast igin
D™ (F™, A)- (G™ ! ,B) seklinde homomorfizma yapmaltyiz.

D™ (G™,B) - (p™1,C),

D™ (6™ B) > (p™,C)
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n

3]
(Fn,A) - 5 (Fn+1,A)

(pln—an
/ (plnDn+1

(pn—l !C) W (pn!C)
Sekil-

m-1

(G™ 1t B)—— (G™,B)

@P™1.C) it (»".C)

Sekil-11

ann—l (pln—an+(p1nDn+1an: (pln aln—an + (plnDn+1an
:(pln( aln—an+Dn+1an)
:(pln((pOn _ qJOn)
:(pln(pOn _ (planOn
:(pln(p0n~(p1n1p0n
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n

3]
(Fn,A) - 5 Fn+1,A)

(
Dlnlpo/ /m+1q;0n+1

@P™1.C) —T (»",C)

Sekil-111

n

a
(Fn,A) N (Fn+1,A)

l_pOnl ll_p on+1

m

(Gn ,B) - (Gn+1 ,B)

Sekil-IV

§''m=1pmyon pm+iygon+lgn= grm-1pmypon 4 pm+lyongm
=@on(grm-1pmypm+igmy
=on(pin _ piny
=yongin _ yonyin
=yongin ponyin

Boylece bu iki esitlikten ({¢!"},h) o ({0°"}, 2) , (¥1"}, h) o ({¥°"},2)’nin Kko- zincir

homotop oldugu elde edilir.

F={(F™ A), 0™}, {M"} modiiller ailesi tizerinde soft modiillerin bir ko-zincir kompleksi
olsunva € Ave { F*(«), ™ F™"(a) —» F™*1(a)} ko-zincir kompleksi igin
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H" (F, Cl) — Ker6”+1/lman

kohomoloji modiiliinii ele alahm.O halde . Va € A igin H"(F,a) modiilii M™ modiiliinde
boliim modiilii olmaktadir. M™ “nin alt modiilleri ile M™ ‘nin boliim modiikiiniin her alt modiilleri
arasmnda birebir ve Orten bagmti oldugundan H™(F, a) modiiine M™ ‘nin alt modiilii olarak

algilayabiliriz.
Boylece H" (F, —): A>P(M™) bir soft modiildiir.

Tamm 4.1.7. (H"(F,—),A) soft modiline {(F™ A), 0™} soft modiillerinin ko-zincir

kompleksinin n — boyutlu kohomoloji soft modiilii denir.

Simdi kohomoloji soft modiiliin bir funktor oldugunu gosterelim.
(o ={p"}, 8): {(F™ A), 3"} - {(G™, B),0™} soft modiillerin ko-zincir kompleksinin bir
morfizmasi olsun.Va € A i¢in {¢™: F" — G™(g(a))} ko-zincir komplekslerin morfizmasi
oldugundan V[x] € H™(F, a) igin ™ [x]=[¢,, (x)]seklinde tamimlanan

@™ H"(F,a) - H"(G,g(a))

doniisiimii modiillerin bir homomorfizmasidir ve asagidaki diyagram komutatiftir.

HM(F,-)
A——""5 p(M™)

gl l(pn*

n
o PN

O  halde (o™, g): (H"(F,—),A) »(H"(G,—),B) ¢ift soft  modiillerin

homomorfizmasidir.
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Teorem 4.1.8. Soft modiillerin ko-zincir komplekslerinin kohomoloji funktoru ko-zincir

homotopya bagmntisina goére invariyanttir, yani;e, ¥:C, — C; giden morfizmalar ko-

zincir homotop ve Vn € Z igin ™ = W H (C,) » H (Cy)

Ispat: ¢ ve W ko-zincir homotop oldugundan

3D™: F* - Gn1

om
(Fn,A) - (Fn+1,A)

V y
n-1

@1 B)~— (6" B)

an—an + Dn+1am — g0n —yn

[Z] € H"(C,) = [Z]=Z+Im3'n~1 JH™(C,) = Kerd™
™ (Z +Imd™ 1=¢"(Z) + Imo™?
P (Z+HmIm )= Yr(Z) + Imd™t 7€ Kerd™

(0™7ID™ + D™A™)(Z)= (9™ — ¥™)(2)
a""1D™(Z) + D™ (Z) = o™ (Z) — Y (2)
a"~1p"(Z)=Ue Ima"?
o™(Z) —¥Y™(Z)=U
o™(Z) =¥ (Z)+U

saglanir.
Simdi kohomoloji modiillerin tam dizisini olusturacagz.
¢ ={(F",B),(0",1p) :(F",B) » (F"*!, B)}

C' ={(F™ A),(8™, 1,):(F™, A) >(F™*14)}
CII — {(F”n,E), (a/ln' 1E) — (F”n,E) N (F”n+1,E)}
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Soft ko-zincir kompleksler ve onlarin morfizmalar1 olsun.

Tamm 4.19. C,C',C" soft modiillerin ko-zincir kompleksleri ve ( iu):C" - C
(4m):C — C" donistimleri ko- zincir komplekslerin morfizmalari olsun. EgerVa € A igin

0—2 F(@) — s Fr(u@) —5 P (@) —5 0

modiillerin kisa dizisi tam ise

0 (D) Um 0
0 c’ C c"” 0

soft modiillerin ko-zincir komplekslerinin dizisine kisa tam dizi denir.

C ={(F", A), (0", 1,): (F",A) - (F"1,4)}
C'={(F™A),(@0™1,):(F™A) - (F™1 A)}

soft modiillerin ko-zincir kompleksleri olsun.

Tamm 4.1.10. Eger Va € A i¢in F'™*(a) < F™(a) alt modiiliiise C’ “ ne C ‘nin alt kompleksi

denir.

Tamm 4111 Eger C' < C alt kompleksi ve F"|pm:A— P(M™) doniisimiinii
(F™pm)(@)=F"(a)|pm(q) seklinde tammlarsak {( F™|zm, A )} soft modiillerin bir ko-zincir
kompleksi olur .Bu ko-zincir kompleks C/ ¢ bolim kompleksi olarak adlandirilr.

Aciktirki C' < C ise soft modiillerin ko zincir komplekslerinin

0-C">C—C/- >0 diisi tamdr.

Tamm 4.1.12. C/ ¢ kompleksinin soft kohomoloji modiiliine (C, C) ¢iftinin soft kohomoloji
modiilii denir ve H™(C, C") ile gosterilir.
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Teorem 4.1.13. Soft modiillerin ko-zincir komplekslerinin her (C, C") ifti i¢in soft modiillerin
o™ :H"(C,C") » H™"*1(C") homomorfizmasi vardrr , dyle ki
1) Soft kohomoloji modiillerin

an
---« H"1(C") «——— H"(C,C") « H™(C) « H™(C') « ---*(4.1)
dizisi tamdr.

2)Eger (¢, g): (C,C") — (K, K") soft modiillerin ko-zincir komplekslerinin bir morfizmast ise

nx*

a
H"(C,C") —— H™1(C")

H"(p,8) H"(¢,8)

H"(K,K") —=— H™'(K")

aln*

diyagranm komutatiftir.
Ispat: Va € A icin modiillerin ko-zincir komplekslerinin

0- F'(a) - F(a) - F(a)/F,(a) S0 .42

kisa dizisi tamdir.Bu durumda 0™ (a):H™(F (a), F'(a)) » H™*(F'(a))
homomorfizmasi tanimlanabilir ve

(0™, 1){(H"(F,F"), A) » (H"*1(F"), A)}

soft modiillerin bir homomorfizmasidir. (4.1) dizisinden kohomoloji modiillerin

--- « H"(F'(a)) « HY(F(a),F'(a)) « H*(F(a)) « H*(F'(a)) « --- (4.3)
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tam dizisi elde edilir.vVa € A i¢in (4.3) dizisi tam oldugundan soft kohomoloji modiillerin (4.1)
dizisi tamdir .Eger (¢, g): (C,C") = (K,K") soft modiillerin ko-zincir komplekslerinin bir
morfizmasiise Va € A i¢in ¢ = {"}{F"(a)} - {G"(g(a))} modiillerin ko-zincir
komplekslerin ko-zincir komplekslerinin morfizmasi oldugundan

n+1x*

H"(F'(a)) «——— H™(F(a),F'(a))

H"(fp,g)l lH”“(fp,g)

H™(G (@) o H™1(G(8(@)), 6 (g(@))

diyagrami komutatiftir.Buradan soft kohomoloji modiilleri i¢in

H"(F') « H™'(F,F)
oo

H™(G") « H"'1(G,6)

diyagrammin komutatif oldugu elde edilir.
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