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ÖZET 

Bu çalıĢmada, normalize edilmiĢ  -valent analitik fonksiyonlar sınıfını koruyan bir 

dönüĢüm kullanılarak,  -valent analitik fonksiyonların yeni bir alt sınıfı tanıtılmıĢtır. 

Ayrıca, bu sınıfa ait fonksiyonların katsayı sınırları, distorsiyon ve büyüme teoremleri, 

yıldızıllık ve konvekslik yarıçapı ile ekstemum noktaları, komĢulukları ve kısmi 

toplamlarını da içeren diğer bazı özellikleri belirlenmiĢtir. 

 

Son olarak, bu sınıfa ait fonksiyonların kesirsel türevi ve kesirsel integrali için alt ve üst 

sınırlar elde edilmiĢtir. 
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ABSTRACT 

In this thesis, we define a new subclass of  -valent analytic functions by using a general 

derivative operator that preserves the normalized  -valent analytic functions class. 

Furthermore, coefficient bounds of functions belonging to this classs, distorsion and 

growth theorems with extremal points, radii of starlikeness and convexity, 

neighborhood and partial sums are determined. 

Finally, applications for fractional derivative and fractional integral belonging to this 

class are given. 
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Subordination. 
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1. GİRİŞ 

Multivalent ( p valent) fonksiyonlar teorisi, 1933 yılında P. Montel‟ in “Leçons sur les 

Fonctions Univalentes ou Multivalentes” isimli kitabında ilk kez multivalent fonksiyon 

kavramını tanıtmasıyla çalıĢılmaya baĢlanmıĢtır.   geniĢletilmiĢ kompleks düzlemdeki 

herhangi bir bölgede kompleks değiĢkenli analitik bir fonksiyon olmak üzere   

fonksiyonu bu bölgedeki her değeri en fazla   ve en az bir değeri kesin    defa alıyorsa 

  fonksiyonuna       -valent veya    mertebeden multivalent fonksiyon denir.             

    olması durumunda   fonksiyonu aynı zamanda ünivalenttir. Dolayısıyla 

multivalent fonksiyon kavramı ünivalent fonksiyon kavramının doğal bir genellemesidir 

(Seidel 1942, Hummel 1960).(Fekete and Szegö 1933; Brown 1985; Owa et al. 1993) 

Multivalent fonksiyonların yeni alt sınıflarını tanıtarak bu sınıfların özelliklerinin 

incelenmesi, bu sınıflara ait katsayı sınırlarının ve distorsiyon eĢitsizliklerinin verilmesi 

multivalent fonksiyonlar teorisinde pek çok araĢtırmacı tarafından ele alınan önemli 

problemlerdendir. Fekete and Szegö (1933), Goodman (1948), Hummel (1960), Keogh 

and Merkes (1969) bu özellikler üzerine önemli çalıĢmalar yapan araĢtırmacılardan 

bazılarıdır. Son yıllarda ise Ali et al. (2007), Ramachandran et al. (2007), Shanmugam 

et al. (2009), Srivastava and Aouf (1992,1995) ve Deniz and Orhan (2011) bu konuyla 

ilgili önemli sonuçlar elde etmiĢlerdir. 

Ayrıca, Silverman et al. (1981), Patil and Thakare (1983), Owa (1991), AltıntaĢ (1991), 

Aouf (1988a, 1988b, 1989, 2000) ve Liu et al. (2009) multivalent fonksiyonların yeni 

alt sınıflarını tanıtarak bu sınıfların özelliklerini incelemiĢlerdir.(Goodman 1948) 

Multivalent fonksiyonlar teorisinde pek çok araĢtırmacı tarafından ele alınan önemli 

problemlerden bir diğeri de multivalent fonksiyonlar için yeni komĢuluk tanımları 

verilerek bu komĢulukların incelenmesidir.   sınıfına ait   fonksiyonlarının 

komĢuluklarıyla ilgili ilk çalıĢma 1957 de Goodman tarafından yapılmıĢtır. Ruscheweyh 

(1981), Goodman tarafından verilen komĢuluk tanımını daha genel hale getirerek     

fonksiyonlarının δ-komĢuluğu kavramını tanıtmıĢtır. 1985‟de Brown Ruscheweyh 
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tarafından elde edilen sonuçları genelleĢtirmiĢtir. 1990‟da Walker pozitif reel kısma 

sahip analitik fonksiyonların komĢuluklarını ele almıĢ ve Walker tarafından verilen 

sonuçlar 1993 te Owa et al. tarafından geniĢletilmiĢtir. 1996 da, negatif katsayılı     

fonksiyonlarının (n,δ)-komĢuluğu AltıntaĢ and Owa tarafından verilmiĢtir. Son yıllarda 

ise AltıntaĢ et al. (2004), Orhan and Kadıoğlu (2004), Orhan and Kamali (2005), 

Srivastava and Patel (2005) AltıntaĢ (2007), Srivastava and Orhan (2007), Orhan (2007, 

2009), CataĢ (2009), Deniz and Orhan (2010a, 2011) ve Sağsöz and Kamali (2011) 

analitik fonksiyonların belli alt sınıflarının komĢuluğu problemi üzerine önemli sonuçlar 

elde etmiĢlerdir. 

Ünivalent fonksiyonlar teorisinde ilginç olan durumlardan biri Ģudur;     fonksiyonu 

ünivalent olmasına rağmen bu fonksiyonun kısmi toplamları ünivalent olmayabilir. 

Buna en güzel örnek Koebe fonksiyonudur. Durum böyle olunca ünivalent dolayısıyla 

multivalent fonksiyonların kısmi toplamları üzerine çalıĢmak ayrı bir inceleme 

gerektirir. Silverman 1997 ilk defa  mertebeden yıldızıl ve  mertebeden konveks 

fonksiyonlar ve bunların kısmi toplamları arasındaki oranın reel kısmı için kesin sınırlar 

elde etmiĢtir. Son yıllarda ise valentp  fonksiyonların belli alt sınıflarının kısmi 

toplamları üzerine Liu (2007) ve Deniz and Orhan (2010a, 2011)  önemli çalıĢmalar 

yapmıĢtır. 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. GiriĢ bölümünden sonra, Kuramsal Temeller adını 

alan ikinci bölümde, ilk olarak çalıĢmamızda kullandığımız temel tanım ve teoremlere 

yer verilmiĢtir. Aynı bölümde multivalent fonksiyon kavramı tanıtılarak multivalent 

fonksiyonların katsayı sınırları ve distorsiyon eĢitsizlikleri üzerine yapılan önemli bazı 

çalıĢmalara değinilmiĢtir.(Orhan and Kadıoğlu 2004; Orhan and Kamali 2005) 

Üçüncü bölümde tezin temel kısmının oluĢturulmasında kullanılan bazı önemli tanım ve 

lemmaların verilmesinin yanı sıra tarihsel geliĢim içerisinde multivalent fonksiyonların 

türev operatörü ve  önemli bazı alt sınıfları ile ilgili bilgi verilmiĢtir. 
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Dördüncü bölümde, ilk olarak, valentp  fonksiyonların 
, , ( , ; , )l A B p

    ve 

, , ( , ; , )l A B p

    gibi iki yeni alt sınıfları tanıtılmıĢ ve daha sonra bu sınıfların 

özellikleri incelenerek bu fonksiyon sınıflarına ait katsayı eĢitsizlikleri, distorsiyon 

sınırları ve ekstremum noktalar verilmiĢtir. Daha sonra bu sınıflara ait fonksiyonlar için 

yıldızıllık ve konvekslik yarıçapı bulunmuĢ, bu sınıflar için yeni komĢuluk tanımları 

verilerek bu komĢuluklarla ilgili teoremler ifade edilmiĢ ve kısmi toplamları ile ilgili 

problem çözülmüĢtür. Son olarak, bu sınıflar için kesirsel türev ve integralin 

uygulamaları verilmiĢtir. 

BeĢinci bölümde ise, çalıĢmamızda elde ettiğimiz sonuçların bir özeti verilmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde bazı temel tanım ve teoremler verilecektir. 

Tanım 2.1.1 (Komşuluk):      ve     olmak üzere,  

 (    )  *    |    |   + 

kümesine    merkezli   yarıçaplı açık disk veya    noktasının   komĢuluğu denir. 

 (    )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  *    |    |   + 

kümesine    merkezli   yarıçaplı kapalı disk, 

  (    )  *    |    |   + 

kümesine    merkezli   yarıçaplı çember, 

  (    )  *      |    |   +   (    )  *  + 

kümesine de    noktasının   delinmiĢ komĢuluğu denir. 

Tanım 2.1.2 (İç Nokta):     boĢ olmayan bir küme olsun.      için  (    )    

olacak Ģekilde       sayısı varsa    noktasına   kümesinin bir iç noktasıdır denir. 

Tanım 2.1.3 (Açık ve Kapalı Küme): Her noktası iç nokta olan kümeye açık küme, 

tümleyeni açık olan kümeye ise kapalı küme denir. 

Tanım 2.1.4 (Bağlantılı Küme):     kümesi verilsin.   kümesi boĢ olmayan ayrık 

ve açık iki kümenin birleĢimi olarak gösterilemiyorsa,   kümesine bağlantılıdır denir. 

Yani, 

i.        

ii.       ve        
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iii.           

olacak Ģekilde       gibi boĢ olmayan iki açık küme bulunamıyorsa   kümesine 

bağlantılı küme denir. 

Tanım 2.1.5 (Bölge): Kompleks düzlemde boĢ olmayan, açık ve bağlantılı kümeye 

bölge denir. 

Tanım 2.1.6 (Basit Bağlantılı Küme): Tümleyeni bağlantılı olan kümeye basit 

bağlantılı küme denir. 

Tanım 2.1.7 (Diferensiyellenebilme):           bir fonksiyon ve   ,  ‟nın bir 

iç noktası olsun. Eğer, 

   
    

 ( )   (  )

    
 

limiti var ise   fonksiyonuna    noktasında diferensiyellenebilirdir denir. Bu limit 

değerine   fonksiyonunun    noktasındaki türevi denir ve   (  ) ile gösterilir.  

Tanım 2.1.8 (Analitik Fonksiyon):   kompleks düzlemin boĢ olmayan açık bir alt 

kümesi ve   fonksiyonu tanım kümesi  ‟yı kapsayan kompleks değerli bir fonksiyon 

olsun.   fonksiyonu    kümesine ait her noktada diferensiyellenebilir ise   fonksiyonu 

  kümesinde analitiktir (veya holomorftur) denir. Tanım kümesi açık bir küme ve bu 

kümede analitik olan fonksiyonlara analitik fonksiyon denir (Palka 1991). 

  birim diskinde analitik olan fonksiyonların sınıfını    ( ) biçiminde gösterelim. 

     ve                     

 ,   -  *     ( )              
     + 

olsun. 
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2.2. Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar 

Tanım 2.2.1:   fonksiyonu  ( )    ( )      Ģartlarını sağlıyorsa   fonksiyonuna 

normalize edilmiĢ fonksiyon denir (Duren 1983). 

  birim diskinde analitik normalize edilmiĢ   

 ( )    ∑    
  (   ) 

 

     

  

biçimindeki fonksiyonların sınıfı    ile gösterilir. Bu sınıf        olmak üzere, 

   *     ( )         
         

     + 

Ģeklinde tanımlanır. 

 ( )    ∑ |  | 
    (   )

 

     

 

Ģeklindeki negatif katsayılı      fonksiyonlarının sınıfı ise    ile gösterilir. 

Tanım 2.2.2 (Ünivalent Fonksiyon):   fonksiyonu herhangi bir     bölgesinde 

analitik olsun.           için, 

      iken  (  )   (  ) 

oluyorsa, yani   fonksiyonu bu bölgede aynı değeri iki kez almıyorsa   fonksiyonuna   

bölgesinde ünivalent (veya yalınkat) fonksiyon denir (Duren 1983). 

  birim diskinde ünivalent olan normalize edilmiĢ  

biçimindeki fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir ve bu sınıf 

  {     ( )    ∑     

 

   

  ( )                                       } 

Ģeklinde tanımlanır. 

 ( )    ∑      
                                 ( 2.1) 
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Teorem 2.2.3 (Maksimum Modül Prensibi):     sınırlı bir bölge ve   fonksiyonu 

  bölgesinde sabit olmayan bir fonksiyon olsun.   fonksiyonu   bölgesinde analitik ve 

bu bölgenin sınırında sürekli ise 

   *| ( )|    ̅+     *| ( )|     + 

olur (Conway 1973). 

Lemma 2.2.4  (Schwarz Lemması):   fonksiyonu   birim diskinde analitik ve 

i.     için | ( )|     

ii.  ( )     

olsun. Bu durumda, her     için | ( )|  | | ve |  ( )|    olur. Ayrıca, herhangi 

bir     noktası için | ( )|  | | veya |  ( )|    ise her     için  ( )     

olacak Ģekilde modülü | |    olan bir   sabiti vardır (Conway 1973). 

Tanım 2.2.5 (Schwarz Fonksiyonu):  ,   birim diskinde analitik bir fonksiyon olsun. 

  fonksiyonu          | ( )|    ve  ( )    Ģartlarını sağlarsa  ‟ye Schwarz 

fonksiyonu denir ve Schwarz fonksiyonlarının sınıfı   ile gösterilir (Graham and Kohr 

2003). 

BaĢka bir değiĢle,   birim diskinde analitik olan ve Schwarz lemmasındaki hipotezleri 

sağlayan fonksiyonlara Schwarz fonksiyonu denir (Graham and Kohr 2003).  

Tanım 2.2.6 (Pozitif Reel Kısımlı Fonksiyon):   birim diskinde    ( )    olmak 

üzere  ‟da analitik olan 

 ( )    ∑     

 

   

 

biçimindeki fonksiyonlara pozitif reel kısımlı fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonların 

sınıfı   ile gösterilir (Goodman 1983a). 

Tanım 2.2.7   (Subordinasyon):      ( ) fonksiyonları verilsin.   birim diskinde 

 ( )   ( ( )) olacak Ģekilde bir     fonksiyonu varsa   fonksiyonu  ‟da   
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fonksiyonuna subordinedir denir ve     ile gösterilir.   fonksiyonunun ünivalent 

olması durumunda,      ( )   ( )     ( )   ( ) olmasıdır (Miller and 

Mocanu 2000). 

 Tanım 2.2.8   (Hadamard Çarpımı):   birim diskinde analitik olan 

 ( )  ∑     

 

   

      ( )  ∑     

 

   

 

fonksiyonları verilsin.        fonksiyonlarının Hadamard çarpımı     ile gösterilir ve 

bu çarpım, 

(    )( )  ∑       

 

   

 

Ģeklinde tanımlanır (Miller and Mocanu 2000). 

Tanım 2.2.9 (Yıldızıl Bölge):   kompleks düzlemde bir bölge ve      olsun. 

BaĢlangıç noktası    olan her ıĢın ile   bölgesinin arakesiti bir doğru parçası veya bir 

ıĢın ise   bölgesine    noktasına göre yıldızıl bölge denir (Goodman 1983a). 

BaĢka bir değiĢle,       olmak üzere       için (   )        ise   

bölgesine    noktasına göre yıldızıl denir.   

Tanım 2.2.10 (Yıldızıl Fonksiyon):   fonksiyonu   birim diskinde analitik olsun. 

 ‟yu   ‟a göre yıldızıl olan bir bölgeye resmeden   fonksiyonuna   ‟a göre yıldızıldır 

denir.      ise   fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon denir (Goodman 1983a). 

Teorem 2.2.11 (Yıldızıl Fonksiyonların Analitik Karakterizasyonu):     

fonksiyonunun  ‟da yıldızıl olabilmesi için gerek ve yeter Ģart her     için 

  ,
   ( )

 ( )
-    

olmasıdır (Goodman 1983a). 
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Normalize edilmiĢ yıldızıl fonksiyonların sınıfı    ile gösterelir ve bu sınıf 

   ,      (
   ( )

 ( )
)   - 

Ģeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.2.12 (Konveks Bölge):             için    ve   ‟yi birleĢtiren doğru 

parçası   bölgesinde kalıyorsa, yani       olmak üzere     (   )     ise 

  bölgesine konveks denir (Goodman 1983a). 

Tanım 2.2.13 (Konveks Fonksiyon):   fonksiyonu   birim diskinde analitik olsun. 

 ‟yu konveks bir bölgeye resmeden   fonksiyonuna konveks fonksiyon denir 

(Goodman 1983a). 

Teorem 2.2.14 (Konveks Fonksiyonların Analitik Karakterizasyonu):     

fonksiyonunun  ‟da konveks olabilmesi için gerek ve yeter Ģart her     için 

  ,  
    ( )

  ( )
-    

olmasıdır (Goodman 1983a). 

Normalize edilmiĢ konveks fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir ve bu sınıf 

  ,      (  
    ( )

  ( )
)   - 

Ģeklinde tanımlanır. 

Teorem 2.2.15 (Alexander Teoremi):     fonksiyonu verilsin.     olması için 

gerek ve yeter Ģart    ( )     olmasıdır (Duren 1983).  

Tanım 2.2.16:     fonksiyonu verilsin.       olmak üzere her     için 
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  ,
   ( )

 ( )
-    

ise   fonksiyonuna  ‟da  mertebeden yıldızıl fonksiyon denir (Miller and Mocanu 

2000). 

 mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı       olmak üzere   ( ) ile gösterilir 

ve bu sınıf 

  ( )  ,      (
   ( )

 ( )
)   - 

Ģeklinde tanımlanır.   

Tanım 2.2.17:     fonksiyonu verilsin.       olmak üzere her     için 

  ,  
    ( )

  ( )
-    

ise   fonksiyonuna  ‟da  mertebeden konveks fonksiyon denir (Miller and Mocanu 

2000). 

 mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı       olmak üzere  ( ) ile 

gösterilir ve bu sınıf 

 ( )  ,      (  
    ( )

  ( )
)   - 

Ģeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.2.18: (0) 0, (0) 0    ve Re (z) 0   koĢulları altında   birim diskini reel 

eksene göre simetrik ve   e göre yıldızıl bir bölgeye resmeden   analitik 

fonksiyonların sınıfına   sınıfındandır denilir. 
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Tanım 2.2.19:     ve   fonksiyonları verilsin. Her     için 

 

 
(z)

zf z

f z



 

subordinasyon Ģartını sağlayan   fonksiyonuna  ‟da Ma-Minda yıldızıl fonksiyon denir 

(Ma and Minda 1992). 

Ma-Minda yıldızıl fonksiyonların sınıfı   ( ) ile gösterilir ve bu sınıf 

  ( )  {    
 

 
(z),

zf z

f z
  


 } 

Ģeklinde tanımlanır. 

Özel durumda  

* *1

1

z

z

 
 

 




  ve 

* *1 (1 2 )
( ), (0 1)

1

z

z


 

 
 








 


 

dır. 

Tanım 2.2.20:     ve   fonksiyonları verilsin. Her     için 

 

 
(z1 )

zf z

f z






 

subordinasyon Ģartını sağlayan   fonksiyonuna  ‟da Ma-Minda konveks fonksiyon 

denir (Ma and Minda 1992). 

Ma-Minda konveks fonksiyonların sınıfı  ( ) ile gösterilir ve bu sınıf 

 ( )  {    
 

 
(z),1

zf z

f z
 





 } 

Ģeklinde tanımlanır. 
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Özel durumda 

1

1

z

z

 


 

 
  ve 

1 (1 2 )
0 1) )( , (

1

z

z





 
 








 


 

dır. 

Teorem 2.2.21 (De-Branges Teoremi):     fonksiyonu verilsin. Buna göre her 

    için |  |    olur. EĢitlik durumu yalnızca  ( )   (      )
  

 Koebe 

fonksiyonları için geçerlidir (Hayman 1994). 

Tanım 2.2.22 (Ölçülebilir Fonksiyon):   boĢtan farklı bir küme ve   de bu kümenin 

alt kümelerinin bir ailesi olsun. Eğer   ailesi için, 

i.     

ii.               

iii.      için      ⋃      
    

Ģartları sağlanıyorsa   ye   üzerinde bir  -cebiri denir.   deki her bir kümeye 

ölçülebilir küme ve (   ) ikilisine de ölçülebilir uzay denir.   ölçülebilir bir küme 

 ( ) de bu kümede tanımlı reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer   reel sayısı için  

*     ( )   + 

kümesi ölçülebilirse   ye bu kümede ölçülebilir fonksiyon denir. 

Tanım 2.2.23:   analitik bir fonksiyon olmak üzere   ,   nin bir sıfırı ve     için 

 ( )(  )    olsun. Buna göre   nin    noktası civarındaki kuvvet serisi    terimden 

baĢlar ve  ,    dereceden sıfıra sahiptir denir (Conway 1973). 
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2.3. p valent Fonksiyonlar 

Tanım 2.3.1:   fonksiyonu       * + bölgesinde analitik ve     için 

 ( )    denkleminin   bölgesindeki köklerinin sayısı  ( ) olsun. Burada dört durum 

karĢımıza çıkar: 

i.   pozitif bir tam sayı olmak üzere her     için  ( )    ise   fonksiyonuna   

bölgesinde  -valent (veya    mertebeden multivalent) fonksiyon denir.     olmak 

üzere    -valent bir fonksiyon ise   ünivalenttir. 

ii. Çoğu durumda sonuçları elde etmek için daha zayıf ortalama Ģartlar yeterlidir. 

      için 

 ( )  
 

  
∫  (    )  

  

 

 

 ( ) nın | |    çemberi etrafındaki (Lebesgue) integral ortalaması olmak üzere 

 ( )    ise   fonksiyonuna çembersel ortalama  -valent fonksiyon denir. Bu durum, 

| |    çemberleri üzerindeki   değerlerinin ortalama en fazla   kez alındığını söyler. 

Burada  ( ) ölçülebilir bir fonksiyon ve   herhangi bir pozitif sayıdır. 

iii.   fonksiyonu   birim diskinde analitik ve      birim diskinin   dönüĢümü altındaki 

Riemann görüntüsü olsun.  ( )   ‟nın | |    çemberi içerisinde kalan kısmının 

alanını belirtmek üzere      

 ( )  
 

 
∫    ∫  (    )  

  

 

 

 

 ∫   ( )  

 

 

     

koĢulunu sağlayan fonksiyonlara alansal ortalama  -valent fonksiyonlar denir. Alansal 

ortalama  -valent fonksiyon olma durumu yukarıda verilen tanımlara göre daha zayıf 

bir koĢuldur. 

iv.   pozitif tam sayı olmak üzere       için ya  (    )   ,        ya da 

       ve  (    )    olacak Ģekilde   değeri vardır. Bu Ģartı sağlayan 

fonksiyonlara zayıf  -valent fonksiyonlar adı verilir (Hayman 1994). 
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Bir fonksiyon çembersel ortalama  -valent fonksiyon ise aynı zamanda alansal ortalama 

 -valent fonksiyondur; ancak bu ifadenin tersi geçerli değildir. Ayrıca her  -valent 

fonksiyon ortalama  -valent fonksiyondur (Goodman 1983b). 

Yukarıda verilen tanımlar göz önüne alınarak aşağıdaki gerektirmeler yazılabilir: 

  ünivalent     -valent    çembersel ortalama  -valent    alansal ortalama  -

valent 

 

 

 

 

Şekil 2.1. Fonksiyon Sınıfları Arasındaki Kapsama ĠliĢkisi 

 -valent fonksiyonlar üzerine yapılan çalışmalar  -valent fonksiyonlar sınıfının 

ortalama  -valent fonksiyonların bir alt sınıfı olarak göz önüne alınmasıyla büyük 

ilerleme kaydetmiştir. 

Multivalent fonksiyonlar ünivalent fonksiyonlarınkine benzer pek çok ekstremal 

özelliğe sahiptir. Bu nedenle Bieberbach tahmini, distorsiyon teoremleri gibi ünivalent 

fonksiyonlar teorisinde klasikleşmiş bazı sonuçlar  -valent fonksiyonlar için 

genelleştirilebilir. 

Teorem 2.3.2:   pozitif bir tam sayı olmak üzere, 

 ( )          
      

fonksiyonu   birim diskinde analitik ve  -valent ise  

 

 

 

 
Ünivalent 

Fonksiyonlar 

𝑝 –valent Fonksiyonlar 

Çembersel Ortalama 𝑝 –valent Fonksiyonlar 

Alansal Ortalama 𝑝 –valent Fonksiyonlar 
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|    |     

olur. 

 Ayrıca, | |    (     ) için, 

  

(   )  
 | ( )|  

  

(   )  
    

|  ( )|  
 (   )

 (   )
| ( )|  

     (   )

(   )    
 

eĢitsizlikleri doğrudur (Hayman 1994).(Garabedian and Royden 1954) 

Yukarıda verilen sonuçlar 1950 yılında Hayman tarafından çembersel ortalama  -valent 

fonksiyonlar için verilmiştir. |    |     eĢitsizliği alansal ortalama  -valent 

fonksiyonlar için 1941 yılında Spencer tarafından ispatlanmıştır. Teoremdeki son ifade 

( -valent fonksiyonların distorsiyon sınırları) ise 1954 yılında Garabedian ve Royden 

tarafından alansal ortalama  -valent fonksiyonlara genişletilmiştir (Hayman 1994). 

Katsayı sınırları ve Goodman tahmini 

   dereceden polinomlar düzlemde  -valenttir. Bu nedenle   fonksiyonu   birim 

diskinde  -valent olduğunda önceki katsayılara bağlı olarak |  | için sınır elde etmenin 

zor bir problem olduğu düşünülebilir. Ancak böyle fonksiyonlar için    den sonraki 

katsayıların   ’dan   ’ye kadar olan katsayılara bağlı olarak sınırlandırılabileceği 1935 

yılında Cartwright tarafından gösterilmiştir. 1948 yılında ise Goodman tarafından 

aşağıdaki tahmin verilmiştir.(Cartwright 1935; Spencer 1941) 

  pozitif bir tam sayı ve 

 ( )  ∑     

 

   

 

fonksiyonu   birim diskinde  -valent olsun. Buna göre     için 
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|  |  ∑
  (   ) 

(   ) (   ) (     ) (     )
|  |

 

   

 

olur.  

Bu tahmin,    katsayının ilk   tane katsayının belli bir lineer kombinasyonu ile 

sınırlandırılabileceğini söyler.     olması durumunda ünivalent fonksiyonlar için 

verilen De-Branges Teoremi elde edilir (Hayman 1994). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölüme ilk olarak tezin temel kısmının oluĢturulmasında kullanılan fonksiyon 

sınıflarını tanıtarak baĢlayalım ve yine bu bölümde bazı önemli tanım ve lemmaları 

verelim. 

  *      | |   + açık birim diskinde analitik ve  -değerli olan 

        , 1, ,2,p k

k

k n p

f z z a z n p


 

                             (3.1) 

Ģeklindeki fonksiyonların sınıfı  (   ) ile gösterilir. 

   
1

 ,   p k

k

k p

f z z a z p


 

                                    (3.2) 

biçimindeki    da analitik ve  -valent olan fonksiyonların sınıfı ise  ( ) ile gösterilir. 

Bu durumda   (   )   ( ) ve  (   )    eĢitliği yazılabilir. 

 (   ) sınıfının 

  (3.3) 

 

biçimindeki negatif katsayılı fonksiyonlardan oluĢan alt sınıfı  (   ) ile gösterilmek 

üzere negatif katsayılı    ( ) fonksiyonlarının sınıfı  ( ) ile gösterilir. Buradan 

 (   )   ( ) olur. 

Tanım 3.1 (Sălăgean Türev Operatörü):     fonksiyonu için, Sălăgean türev 

operatörü      olmak üzere         

   ( )   ( ) 

   ( )    ( )     ( ) 

  

   ( )   (     ( ))           (   ) 

 ( )     ∑ |  | 
 

 

     

   (     ) 
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Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca    için rekürans formülü 

     ( )   (   ( ))
 
 

biçiminde de yazılabilir (Sălăgean 1983). 

   (   ) fonksiyonuna Sălăgean türev operatörü uygulanırsa 

 0

pD   ( )     ( ) 

 1

pD  ( )  
pD  ( )  

 

 
( 0

pD  ( ))
 

     ∑
 

 
  

 

     

   

    
  ( )    .   ( )/  

 

 
.   ( )/

 

     ∑ (
 

 
)

 

  

 

     

   

                 

  
   ( )    .  

     ( )/        ∑ (
 

 
)

  

     

    
  

 

eĢitlikleri elde edilir (Salim and Mousa 2004). 

  (   ) sınıfına ait fonksiyonlar için 

 0

pD   ( )     ( ) 

 1

pD  ( )  pD  ( )  
 

 
( 0

pD  ( ))
 

     ∑
 

 
  

 

     

   

    
  ( )    .   ( )/  

 

 
.   ( )/

 

     ∑ (
 

 
)

 

  

 

     

   

                 

  
   ( )    .  

     ( )/        ∑ (
 

 
)

  

     

    
  

eĢitlikleri yazılır. 
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Sălăgean türev operatöründeki mantık ile yola çıkıldığında Deniz ve Orhan 2011 yılında 

birçok operatörü de kapsayan genel bir diferansiyel operatörü aĢağıdaki gibi 

tanımladılar. 

Tanım 3.2 (Deniz ve Orhan Türev Operatörü):    (   ) fonksiyonu için, Deniz 

ve Orhan türev operatörü    ( , , ) : , ,p p n p nD l     ,p        

, , , , 0 ve , 0l l          olmak üzere  

 

 

0

1 2

2

( , , ) ( ) ( )

( 1) ( , , ) ( ) ( 1) ( , , ) ( ) ( ) (1 ) ( )

                                                                           (1 ) 1 ( )

( 1) ( , , ) ( ) ( 1

p

p p

p

D l f z f z

p D l f z p D l f z z f z p zf z

p f z

p D l f z p

 

       

 

 



        

   

    

 

 

 

2 1 1

1

1

) ( , , ) ( , , ) ( )

( , , ) ( ) (1 ) ( , , ) ( )

(1 ) ( , , ) ( )

( , , ) (z) ( , , ) ( , , ) ( )

p p

p p

p

p p p

D l D l f z

z D l f z p z D l f z

p l D l f z

D l f D l D l f z 

   

       

   

     

           

   



 

Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca ( , , )pD l    için rekürans formülü 

 

 

2 1

1

1

( 1) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )

(1 ) ( , , ) ( )

(1 ) ( , , ) ( )

p p

p

p

p D l f z z D l f z

p z D l f z

p l D l f z

 





    

    

   







    

      

   

 

biçiminde yazılabilir (Deniz ve Orhan 2011). 

Ayrıca,    (   )  için ( , , )pD l    operatörünün seri biçimi  

( , , ) ( ) ( , , , )p k k

p p k

k n p

D l f z z l a z      


 

    

olur. Burada  
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( )( )
( , , , )k

p

k p k p l
l

p l



  
   

     
  

 
                        (3.4) 

dır.   

Ayrıca Tanım 3.2 den yola çıkarak ,p        , , , , 0 ve , 0l l          

olmak üzere    ( , , ) : , ,p p n p nD l    operatörü 

 

 

0

1 2

( , , ) ( ) ( )

( 1) ( , , ) ( ) ( 1) ( , , ) ( ) ( ) (1 ) ( )

                                                                           (1 ) 1 ( )

(1, , , )

p

p p

p k

p

k n p

D l f z f z

p D l f z p D l f z z f z p zf z

p f z

z l a

 

       

 

  


 



        

   

  

 

 

 

 

2

2 1 1

1

1

( 1) ( , , ) ( ) ( 1) ( , , ) ( , , ) ( )

( , , ) ( ) (1 ) ( , , ) ( )

(1 ) ( , , ) ( )

(2, , , )

( , , ) (z) ( , , ) ( , , ) ( )

k

k

p p p

p p

p

p k k

p k

k n p

p p p

z

p D l f z p D l D l f z

z D l f z p z D l f z

p l D l f z

z l a z

D l f D l D l f z 

     

       

   

  

     



 



  

           

   

 





( , , , )p k k

p k

k n p

z l a z   


 

  

Ģeklinde tanımlanır. 

( , , )pD l    operatörü birçok operatörün genelleĢtirilmiĢ halidir.  ( , , )pD l    

operatörünün özel durumları aĢağıdaki gibidir: 

1. 1 0(1,0,0) ( ) ( ), ( )D f z D f z     Sălăgean diferansiyel operatörü (Sălăgean 

1986)  

2. 1 0( ,0,0) ( ) ( ), ( )D f z D f z 

    Al-Oboudi operatörü (Al-Oboudi 2004) 

3. 1 ,( , ,0) ( ) ( )D f z D f z 

     Deniz ve Orhan operatörü (Deniz and Orhan 2010b) 

bu operatör ilk olarak 0 1     değerleri için Raducanu ve Orhan (2010) 

tarafından tanımlanmıĢtır. 
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4.  1 0(1,0, ) ( ) ( ),lD l f z I f z     Cho ve Srivastava operatörü (Cho ve 

Srivastava 2003) bağımsız olarak Cho ve Kim (2003) tarafından tanımlanmıĢtır. 

5.  1 0(1,0,1) ( ) ( ),D f z I f z     Uralegaddi ve Somonatha operatörü 

(Uralegaddi ve Somonatha 1992) 

6.   1 ( ,0,0) ( ) ( ), 0D f z D f z 

      Acu ve Owa operatörü (Acu ve Owa 

2006) 

7.   1 ( ,0, ) ( ) ( , , ) ( ), 0D l f z I l f z         CataĢ operatörü (CataĢ 2009) 

8.  0(1,0,0) ( ) ( ),p pD f z D f z     Shenan, Salim and Mousa operatörü 

(Shenan et. al 2004) 

9.  , 0( ,0,0) ( ) ( ),p pD f z D f z 

     Kwon operatörü (Kwon 2008) 

10. (1,0, ) ( ) ( , ) ( )p pD l f z I l f z   Kumar, Taneja and Ravichadran operatörü 

(Kumar et. al 2006) 

11. ( ,0, ) ( ) ( , , ) ( )p pD l f z I l f z     CataĢ, Oros and Oros operatörü (CataĢ et. al 

2008). 

Ayrıca , , vel p   parametrelerinin özel değerleri için ( , , )pD l    operatöründen  

1

( , ,1) ( , )

( , , ) ( , , )

p pD D

D l D l

 

 

   

   




 

yeni operatörleri elde edilir 

Tanım 3.3 (Gama Fonksiyonu):     olmak üzere, 

 ( )  ∫          
 

 

 

biçiminde tanımlanan  ( ) fonksiyonuna Gama fonksiyonu denir (Goodman 1983a). 
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Tanım 3.4 (Beta Fonksiyonu):     ve     olmak üzere, 

 (   )  ∫     (   )     
 

 

 

biçiminde tanımlanan  (   ) fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir (Goodman 1983a). 

Gama ve Beta fonksiyonları yukarıdaki gibi tanımlanmak üzere, 

 (   )  
 ( ) ( )

 (   )
 

eĢitliği yazılır. 

Tanım 3.5 (Pochhammer Sembolü):       olmak üzere, 

( )  
 (   )

 ( )
 ,

    (        ( ))

 (   ) (     ) (         )
  

biçiminde tanımlanan ( )  ifadesine Pochhammer sembolü denir (AltıntaĢ 2007). 

Gama fonksiyonunun özelliklerinden dolayı      için ( )     olur. 

Tanım 3.6 (Kesirsel İntegral):  ( ),       iken    (   ) reel olacak Ģekilde 

(   )    in katlılıklarının kaldırıldığı ve orijini içeren  -düzlemindeki basit bağlantılı 

bir bölgede analitik bir fonksiyon olmak üzere  ‟nin    mertebeden kesirsel integrali 

  
   ( )  

 

 ( )
∫

 ( )

(   )   
  

 

 

   (   ) 

   

(3.5) 

biçiminde tanımlanır (Owa 1978, Srivastava and Owa 1989). 

Tanım 3.7 (Kesirsel Türev):  ( ), (   )    in katlılıklarının Tanım 3.5 teki gibi 

kaldırıldığı  -düzlemindeki basit bağlantılı bir bölgede analitik bir fonksiyon olmak 

üzere  ‟nin     mertebeden kesirsel türevi 
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  ( )  

 

 (   )

 

  
∫

 ( )

(   ) 
  

 

 

   (     ) 

                

(3.6) 

biçiminde tanımlanır (Owa 1978, Srivastava and Owa 1989). 

Tanım 3.8:            olmak üzere Tanım 3.5 teki hipotezler altında (   ) 

mertebeden kesirsel türev 

  
    ( )  

  

   
  

  ( ) 

Ģeklinde tanımlanır (AltıntaĢ 2007,  Srivastava and Owa 1989). 

Tanım 3.9: , p   ve 0p    olmak üzere    (   ) fonksiyonu için 

, p f  operatörü 

  1

,

0

( ) ( )

z

p p

p
f z t f t dt

z





 
   

Ģeklinde tanımlanır ( Srivastava ve Owa 1992). 

3.1. p valent Fonksiyonların Bazı Özel Alt Sınıfları 

Bu baĢlık altında 2.2 kısmında ifade edilen temel p valent fonksiyon sınıfları dıĢında 

bu alanda yapılan araĢtırmalarda önemli bir yere sahip olan p valent fonksiyonların 

özel alt sınıfları tanıtılarak bu sınıflara ait bazı katsayı eĢitsizlikleri verilecektir. 

Tanım 3.1.1:    (   ) fonksiyonu verilsin.      için 

  ,
   ( )

 ( )
-    

ise   fonksiyonuna  ‟da  -valent yıldızıl fonksiyon denir (Hayman 1994). 

 -valent yıldızıl fonksiyonların sınıfı   (   ) ile gösterilir. 
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Tanım 3.1.2:    (   ) fonksiyonu verilsin.      için 

  ,  
    ( )

  ( )
-    

ise   fonksiyonuna  ‟da  -valent konveks fonksiyon denir (Hayman 1994). 

 -valent konveks fonksiyonların sınıfı  (   ) ile gösterilir. 

Tanım 3.1.3:   fonksiyonu   birim diskinde analitik ve (2.1) Ģeklinde olsun.     ve 

her     için 

i. 
 ( )

 
  ( )     

ii.   * (  
    ( )

  ( )
)  (   )

   ( )

 ( )
+    

ise  ‟ye  -konveks fonksiyon denir (Goodman 1983a). 

 -konveks bir fonksiyon     için konveks,     için yıldızıl olur. 

 -konveks fonksiyon kavramı ilk olarak 1969‟da Mocanu tarafından tanıtılmıĢtır.  

1973 yılında Miller, Mocanu ve Reade tarafından  -konveks fonksiyonlarla ilgili 

aĢağıdaki geometrik Ģartlar verilerek ispatlanmıĢtır (Goodman 1983a). 

Teorem 3.1.4:   herhangi bir reel sayı ve   fonksiyonu  -konveks bir fonksiyon olsun. 

i.      ise   fonksiyonu konveks,  

ii.     ise   fonksiyonu yıldızıl olur (Goodman 1983a). 

 -konveks kavramının tanıtılmasından çok önce 1962‟de Sakaguchi, (3.1) biçimindeki 

daha genel fonksiyonlar için, 



25 

 

 

 

  *  
    ( )

  ( )
  

   ( )

 ( )
+      (    ) (3.7) 

Ģartını vererek   fonksiyonunun 

i.     için  -valent yıldızıl, 

ii.        için  -valent konveks ve 

iii.      için (3.7) Ģartını sağlayan yalnız bir fonksiyon olduğunu, yani  ( )     

olduğunu ispatlamıĢtır (Goodman 1983a). 

Tanım 3.1.5:    (   ) ve       olmak üzere       için 

  (
   ( )

 ( )
)    

ise   fonksiyonuna   mertebeden  -valent yıldızıl fonksiyon denir (AltıntaĢ et al. 

2004). 

 mertebeden  -valent yıldızıl fonksiyonların sınıfı   (     ) ile gösterilir.   

Tanım 3.1.6:    (   ) ve       olmak üzere her     için 

  ,  
    ( )

  ( )
-    

ise   fonksiyonuna   mertebeden  -valent konveks fonksiyon denir (AltıntaĢ et al. 

2004). 

 mertebeden  -valent konveks fonksiyonların sınıfı  (     ) ile gösterilir. 

1991 yılında AltıntaĢ   (     ) ve  (     ) sınıflarını birleĢtirerek aĢağıdaki 

fonksiyon sınıfını tanımlamıĢtır. 

Tanım 3.1.7:    (   ) olmak üzere  (     )       için   fonksiyonu 
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  ,
   ( )        ( )

    ( )  (   ) ( )
-    

Ģartını sağlarsa   fonksiyonu  (     ) sınıfına ait bir fonksiyondur denir (AltıntaĢ 

1991).  

  (     ) ve  (     ) fonksiyon sınıfları Owa (1991) tarafından çalıĢılmıĢtır. 

   (   )   (     ) sınıfı ise Patil and Thakare (1983) tarafından ele alınmıĢtır.  

Negatif katsayılı  mertebeden  -valent yıldızıl ve negatif katsayılı  mertebeden 

 -valent konveks fonksiyonlar sınıfı        olmak üzere  her      için sırasıyla, 

  (     )    (     )   (   )  ,     (   )   (
   ( )

 ( )
)   -  

 (     )   (     )   (   )  ,     (   )   ,  
    ( )

  ( )
-   - 

Ģeklinde tanımlanır.(Patil and Thakare 1983; Owa 1991) 

  (   )    (   )       (   )   (   )     

fonksiyon sınıflarına ait katsayı eĢitsizlikleriyle ilgili Owa tarafından aĢağıdaki 

lemmalar verilmiĢtir. 

Lemma 3.1.8:   fonksiyonu (3.3) deki gibi tanımlansın. Buna göre     (   ) olması 

için gerek ve yeter Ģart 

 
1

p k

k

p k a p 






                                       (3.8) 

olmasıdır. Bu sonuç kesindir (Owa 1985). 

Lemma 3.1.9:   fonksiyonu (3.3) de ki gibi tanımlansın. Buna göre    (   ) olması 

için gerek ve yeter Ģart 
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∑(   )(     )      (   )

 

   

 (3.9) 

olmasıdır. Bu sonuç kesindir (Owa 1985). 

  (   ) sınıfına ait (3.3) biçiminde tanımlanan bir   fonksiyonu için Lemma 3.1.8 den 

     
   

     
 (3.10) 

eĢitsizliği elde edilir. 

Diğer taraftan,  (   ) sınıfına ait (3.3) biçiminde tanımlanan bir   fonksiyonu için 

Lemma 3.1.9 dan 

     
 (   )

(   )(     )
 (3.11) 

olur. (3.10) ve  (3.11) eĢitsizliklerinden dolayı   (   ) nın 

 ( )     
(   ) 

     
     ∑      

      

 

   

  

                       (               * +             ) 

Ģeklindeki fonksiyonlardan oluĢan alt sınıfı   
 (   ) ve  (   ) nın 

 ( )     
 (   ) 

(   )(     )
     ∑      

       
      (3.12) 

                      (               * +             ) 

Ģeklindeki fonksiyonlardan oluĢan alt sınıfı   (   ) ile gösterilmek üzere,  -valent 

analitik fonksiyonların    
 (   ) ve   (   ) Ģeklinde iki farklı sınıfının tanıtılarak 

çalıĢılması doğaldır.  

  
 (   ) ve   (   ) sınıfları Aouf et. al. (2000) tarafından çalıĢılmıĢtır. 

  
 ( )    

 (   ) ve   ( )    (   ) sınıfları ise daha önce Silverman and Silvia 

(1981) tarafından göz önüne alınmıĢtır.  
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Tanım 3.1.10:    (   )  ve   fonksiyonları verilsin. Her     için 

 

 
(z)

zf z

pf z



 

subordinasyon Ģartını sağlayan   fonksiyonuna  ‟da   valent Ma-Minda yıldızıl 

fonksiyon denir (Ma and Minda 1992). 

  valent Ma-Minda yıldızıl fonksiyonların sınıfı     
 ( ) ile gösterilir ve 

    
 ( )   {   (   )  

 

 
(z),

zf z

pf z
  


 } 

Ģeklinde tanımlanır. 

Özel durumda 

*

,

1
( , )

1
p n

z
p n

z

  
 






  ve  *

,

1 (1 2
, ,

)
(0 1)

1
p n

z
n

z
p


   


 


 




 

dır. 

Tanım 3.1.11:    (   ) ve   fonksiyonları verilsin. Her     için 

 

 
(

1
1 )

zf

p
z

z

f z


 
   

 

subordinasyon Ģartını sağlayan   fonksiyonuna  ‟da   valent Ma-Minda konveks 

fonksiyon denir (Ma and Minda 1992). 

   valent Ma-Minda konveks fonksiyonların sınıfı     ( ) ile gösterilir ve 

    ( )  {   (   )  
 

 
(z)1 ,

1 zf z

p f z
 

 
  





 } 
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Ģeklinde tanımlanır. 

Özel durumda  

,

1
(

1
, )p n p n

z

z

 
 






  ve ,

1 (1 2 )
, (0 1)

1
( , , )p n

z

z
p n 




 
 








 


 

dır. 

2007 yılında Ali et al. tarafından aĢağıdaki fonksiyon sınıfları tanıtılmıĢtır.  

Tanım 3.1.12:  ( ),   birim diskini      noktasına göre yıldızıl bir bölgeye 

resmeden, reel eksene göre simetrik  ( )      ( )    olmak üzere   birim diskinde 

pozitif reel kısma sahip analitik bir fonksiyon olsun.    ( ) olmak üzere 

  
 

 
(
 

 

   ( )

 ( )
  )   ( )   (        * +)  

ve 

  
 

 
 

 

  
(  

    ( )

  ( )
)   ( )   (        * +) 

koĢullarını sağlayan    ( ) fonksiyonlarına sırasıyla,     
 ( ) ve     ( ) fonksiyon 

sınıflarına aittir denir. Ayrıca,    ( ) fonksiyonu 

  
 

 
(

  ( )

     
  )   ( )   (        * +) 

koĢulunu sağlarsa   fonksiyonu     ( ) sınıfına aittir denir (Ali et al. 2007). 

     
 ( )    ( ) ve     ( )   ( ) olur.   ( ) ve  ( ) fonksiyon sınıfları Ma and 

Minda (1992) tarafından tanıtılan sınıflardır. 
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   mertebeden yıldızıl fonksiyonların   ( ) sınıfı ve    mertebeden konveks 

fonksiyonların   ( ) sınıfı,       ve  ( )  (  (    ) )  (   ) olmak 

üzere, sırasıyla,     
 ( ) ve     ( ) sınıflarının özel halidir.  
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde, çalıĢmamızda elde ettiğimiz sonuçlara yer verilmiĢtir. Ġlk olarak 

( , , )pD l    operatörünü kullanarak ( , )n p  ve ( , )n p  sınıfına ait fonksiyonların 

, , ( , ; , )l A B p

    ve 
, , ( , ; , )l A B p

    gibi iki yeni alt sınıfları tanımlanarak bu 

sınıflara ait katsayı eĢitsizlikleri, distorsiyon sınırları, yıldızıllık ve konvekslik yarıçapı, 

komĢuluk problemi, kısmi toplamları ve kesirsel türev-integralin uygulamaları 

teoremler ve sonuçları Ģeklinde verilmiĢ ve ispatlanmıĢtır. 

4.1. 
, , ( , ; , )l A B p

    Sınıfı ve Bu Sınıf İçin Katsayı Eşitsizlikleri 

Ġlk olarak ( , , )pD l    türev operatörünü kullanarak   valent fonksiyonların yeni

, , ( , ; , )l A B p

    altsınıfı aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmıĢtır. 

Tanım 4.1.1:    (   ) ve   fonksiyonları verilsin. Her     için 

, , , , , , ; 0, , 0

1 1, 0 1 ve 0

l A B l

A B B p

      



   

       
 

olmak üzere 

( , , ) ( )1 1
( )

( , , ) ( ) 1

p

p

z D l f z Az
z U

p D l f z Bz





 


  

       
   
 

               (4.1)          

koĢulunu sağlanırsa   fonksiyonu  , , ( , ; , )l A B p

    sınıfına aittir denir. 

Tanım 4.1.1 deki (4.1) subordinasyon Ģartı 
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 

 
 

( , , ) ( )

( , , ) ( )
1 ( )

( , , ) ( )
( )( )

( , , ) ( )

p

p

p

p

z D l f z
p

D l f z
z U

z D l f z
B pB A B p

D l f z









 

 

 


 





 


   

               (4.2) 

eĢitsizliğine denktir. 

   (   ) olmak üzere bundan sonra 
, , ( , ; , )l A B p

    sınıfını 

 , , , ,( , ; , ) ( , ; , ),l lpA B Anp B p 

      

ile tanımlayacağız. 

Ġlk olarak 
, , ( , ; , )l A B p

    sınıfı için elde edilen katsayı eĢitsizliğini verelim. 

Teorem 4.1.1:   fonksiyonu (3.3) deki gibi tanımlansın. Bu durumda,   fonksiyonunun 

, , ( , ; , )l A B p

    sınıfından olması için gerek ve yeter Ģart 

    1 ( )( ) ( , , , ) ( )k

p k

k n p

k p B B A p l a B A p     


 

                    (4.3) 

olmasıdır. Burada ( , , , ),k

p l     (3.4) formülünden tanımlanır. 

İspat: Kabul edelim ki, (4.3) eĢitsizliği sağlansın. Bu durumda (4.2) ve (4.3) 

ifadelerinden 

 

( , , ) ( ) ( , , ) ( )

( , , ) ( ) ( )( ( , , )

p p

p p

z D l f z pD l f z

Bz D l f z pB A B p D l

 

 

   

    

   

      
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   

 

   

1 1

1 1

, , , , , ,

, , ,

( )( ) , , ,

p k k p k k

p k p k

k n p k n p

p k k

p k

k n p

p k k

p k

k n p

z pz k l a z p z l a z

B pz k l a z

pB A B p z l a z

       

   

    

 
 

   


 

 



 

   
      

   

 
  

 

 
     

 

 





   

 

 

, , , , , ,

, , ,

( )( ) ( )( ) , , ,

p k k p k k

p k p k

k n p k n p

p k k

p k

k n p

p k k

p k

k n p

pz k l a z pz p l a z

Bpz pB l a z

A B p z A B p l a z

       

   

     

 

   



 



 

   
      
   


 



      



 





 

 

   

  

( ) , , ,

( )( ) ( ) ( )( ) , , ,

( )(1 ) ( )( ) , , , ( )( ) 0

1

k k

p k

k n p

p k k

p k

k n p

k

p k

k n p

k p l a z

B A p z B k p B A p l a z

k p B B A p l a B A p

z U z ve z

   

     

     



 



 



 

  

 
         

 

         

   







 

eĢitsizliğini bulunur. Böylece Maximum Modül teoremine göre 

, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    

dır. 

Tersine, kabul edelim ki , ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    olsun. Bu durumda 
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 

 

      

( , , ) ( )

( , , ) ( )

( , , ) ( )
( )( )

( , , ) ( )

( , , , )

( , , , ) ( )

p

p

p

p

k k

p k

k n p

k k p

p k

k n p

z D l f z
p

D l f z

z D l f z
B pB A B p

D l f z

k p l a z

B k p B A p l a z B A p z









 

 

 


 

   

     



 



 

   

        
 
  





         





 

eĢitliğini elde ederiz. 

Her z için Re( )z z  eĢitsizliği geçerli olduğundan son eĢitlikten, 

 

 

( , , , )

Re 1

( )( ) ( , , , ) ( )( )

k k p

p k

k n p

k k p

p k

k n p

k p l a z

B k p B A p l a z B A p

   

     




 




 

 
 

  
 

          
 




   (4.4) 

eĢitsizliğini elde ederiz. Buradan z  nin değerleri reel olarak seçilirse, 

( , , ) ( )

( , , ) ( )

p

p

z D l f z

D l f z





 

 

    

ifadesi de reel olur. Sonrasında (4.4) ifadesinde 1z  için limite geçildiğinde 

  (1 ) ( )( ) ( , , , ) ( )( )k

p k

k n p

k p B B A p l a B A p     


 

           

eĢitsizliğini elde ederiz. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 
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Teorem 4.1.2 den görüldüğü gibi 
, , ( , ; , )l A B p

    sınıfı için (4.3) katsayı eĢitsizliği 

gerek ve yeter Ģart niteliğindedir. Bunun sebebi fonksiyonların negatif katsayılı 

olmasından kaynaklanır. Bu durum 
, , ( , ; , )l A B p

    sınıfı için her zaman doğru 

olmayabilir. 
, , ( , ; , )l A B p

    sınıfı için sadece yeter Ģart doğrudur. Bununla ilgili 

teorem aĢağıdadır. 

    

Teorem 4.1.2:   fonksiyonu (3.1) deki gibi tanımlansın. Bu durumda, eğer   

fonksiyonu 
, , ( , ; , )l A B p

    sınıfından ise 

    1 ( )( ) ( , , , ) ( )k

p k

k n p

k p B B A p l a B A p     


 

           

eĢitsizliği sağlanır. Burada ( , , , ),k

p l     (3.4) formülünden tanımlanır. 

Sonuç 4.1.1:   fonksiyonu (3.3) deki gibi tanımlansın. Bu durumda, eğer   fonksiyonu 

, , ( , ; , )l A B p

    sınıfından ise, 

  

 
( , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )
k k

p

B A p
a k p

k p B B A p l



    

 
 

      

 

dir. EĢitlik 

  

 
( ) ( , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

p k

k

p

B A p
f z z z k p

k p B B A p l



    

 
  

      

 

fonksiyonu için sağlanır. 
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4.2. 
, , ( , ; , )l A B p

    Sınıfı İçin Sınırlar ve Ekstremum Noktalar 

 

olmak üzere f  nin .q  mertebeden türevi 

( ) ! !
( )

( )! ( )!

q p q k q

k

k n p

p k
f z z a z

p q k q


 

 

 
 

  

bulunur. 

Teorem 4.2.1  
, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    olsun. Bu durumda 0, ,z U p q q     için  

 

 

( )

! ( )( )( )!

( )! ( )! (1 ) ( )( ( , , , )

( )

! ( )( )( )!

( )! ( )! (1 ) ( )( ) ( , , , )

n p q

n p

p

q

n p q

n p

p

p B A p n p
z z

p q n p q n B B A p l

f z

p B A p n p
z z

p q n p q n B B A p l



    



    









   
         



   
          

 

eĢitsizliği sağlanır. EĢitlik ancak 

 
( )( )

( )
(1 ) ( )( ( , , , )

p n p

n p

p

B A p
f z z z

n B B A p l



    





 
 

   
 

fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat: Teorem 4.1.1 i  dikkate aldığımızda, 

 ( )     ∑ |  | 
 

 

     

   (      ) 
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 ( )(1 ) ( )( ) ( , , , )
1

( )( )

k

p

k

k n p

k p B B A p l
a

B A p

    





 

    


 
  

eĢitsizliği yazılabilir. Bu eĢitsizliğin sol tarafının pay ve paydası 
!

( )!

k

k q
 ile çarpılıp 

gerekli düzenlemeler yapıldığında 

   ! (1 ) ( )( ) ( , , , ) !
1

( )( )( )! ( )!

n p

p

k

k n p

n p q n B B A p l k
a

B A p n p k q

    



 

 

     


   
  

veya  

 
! ( )( )( )!

( )! ( )! (1 ) ( )( ( , , , )
k n p

k n p p

k B A p n p
a

k q n p q n B B A p l



    




 

  


      
  

eĢitsizliği elde edilir. Bu eĢitsizlik kullanılarak  

 

( ) ! !
( )

( )! ( )!

! !

( )! ( )!

! !

( )! ( )!

! ( )( )( )!

( )! ( )! (1 ) ( )( ( , , , )

q p q k q

k

k n p

p q k q

k

k n p

k

k n p

n p

p

p k
f z z a z

p q k q

p k
z a z

p q k q

p k
a

p q k q

p B A p n p

p q n p q n B B A p l



    


 

 


 

 



 



 
 

 
 

 
 

  
 

      







 

bulunur. Benzer Ģekilde  
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 

( ) ! !
( )

( )! ( )!

! !

( )! ( )!

! ( )( )( )!

( )! ( )! (1 ) ( )( ( , , , )

q p q k q

k

k n p

k

k n p

n p

p

p k
f z z a z

p q k q

p k
a

p q k q

p B A p n p

p q n p q n B B A p l



    


 

 



 



 
 

 
 

  
 

      



  

eĢitsizliği elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlamıĢ olur. 

Teorem 4.2.1 de 0q   alındığında 
, , ( , ; , )l A B p

   sınıfı için aĢağıdaki distorsiyon 

(bükülme) sonucu yazabiliriz. 

Sonuç 4.2.1: 
, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    olsun. Bu durumda z U   için 

 

 

( )( )
1

(1 ) ( )( ( , , , )

( )( )
( ) 1

(1 ) ( )( ( , , , )

n p

n p

p

n p

n p

p

B A p
z

n B B A p l

B A p
f z z

n B B A p l



    



    









 


   

 
  

   

 

eĢitsizliği yazılır. 

Teorem 4.2.1 de 1q   alındığında , , ( , ; , )l A B p

   sınıfı için aĢağıdaki growth 

(büyüme) sonucu yazabiliriz. 

Sonuç 4.2.2: , ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    olsun. Bu durumda z U   için 

 

 

( )( )( )!

(1 ) ( )( ( , , , )

( )( )( )
( )

(1 ) ( )( ( , , , )

n p

n p

p

n p

n p

p

B A p n p
p z

n B B A p l

B A p n p
f z p z

n B B A p l



    



    









  


   

  
  

   
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eĢitsizliği yazılır. 

ġimdi 
, , ( , ; , )l A B p

    sınıfının ekstremum fonksiyonunu verelim. 

Teorem 4.2.2: Kabul edelim ki 

1( ) p

n pf z z    

ve  

 
( )( )

( )
( )(1 ) ( )( ( , , , )

p k

k k

p

B A p
f z z z

k p B B A p l



    

 
 

    
 

olsun. Bu durumda 
1

0  ve 1k

k n p

 


  

   olmak üzere  

, , ( , ; , )lf A B p

    

olması için gerek ve yeter Ģart  

1

( ) ( )k k

k n p

f z f z


  

   

olmasıdır. 

İspat: Farz edelim ki, 

1

( ) ( )k k

k n p

f z f z


  

   
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olsun. Bu durumda  

 

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )

( )( )

( )(1 ) ( )( ( , , , )

( )(

k k n p n p k k

k n p k n p

p p p

k k k k k

k n p k n p k n p

p p k p

kk
k n p p

p

k

f z f z f f z f z

z f z z f z z

B A p
z z z z

k p B B A p l

B A p
z

  

  




    



 

   

    

  

     



 

  

 
          

 

  
     

      

 
 

 

  



 
)

( )(1 ) ( )( ( , , , )

k

k
k n p p

z
k p B B A p l



    



      


 

elde edilir. ġimdi 

, , ( , ; , )lf A B p

    

olduğunu gösterelim. Bunu için (4.3) eĢitsizliğini göstermek yeterlidir.  

Bunun içinde yukarıdaki son eĢitlik kullanılarak 

 

 

1

( )(1 ) ( )( ( , , , )

( )( )

( )( )

( )(1 ) ( )( ( , , , )

1 1

k

p

k

k n p

k

p

k k p

k n p

k p B B A p l

B A p

B A p

k p B B A p l

    






    

 



 



 

 

     


 

 
 

     

   





 

bulunur. Böylece  ilk ve son eĢitliklerden , , ( , ; , )lf A B p

    elde etmiĢ olduk. 

Tersine, kabul edelim ki , , ( , ; , )lf A B p

    olsun. Bu durumda  
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 
( )( )

, ( , 1,...)
( )(1 ) ( )( ( , , , )

k k

p

B A p
a k n p n p

k p B B A p l



    

 
    

    
 

eĢitsizliğinden dolayı 

 ( )(1 ) ( )( ( , , , )
, ( , 1,...)

( )( )

k

p

k k

k p B B A p l
a k n p n p

B A p

    




    
    

 
 

ve  

1

1

1 ( )n p k k

k n p

f z 


 

  

    

eĢitliği sağlanır. Böylece 

1

( ) ( )k k

k n p

f z f z


  

   

olur. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 4.2.3: , , ( , ; , )l A B p

    sınıfının ekstremum noktaları  

 
( )( )

( ) , ( , 1,...)
( )(1 ) ( )( ( , , , )

p k

k k

p

B A p
f z z z k n p n p

k p B B A p l



    

 
     

    
 

Ģekilde fonksiyonlardır. 
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4.3. 
, , ( , ; , )l A B p

    Sınıfı İçin Yıldızıllık ve Konvekslik Yarıçapı 

 sınıfı için yıldızıllık yarıçapı: f   olsun. ( )rf U  kümesi  mertebeden yıldızıl 

olacak Ģekilde bütün r  sayılarının supremumuna  sınıfının  mertebeden yıldızıl 

yarıçapı denir.  sınıfının  mertebeden yıldızıl yarıçapı ( )r   ile gösterilir. 

Kısaca  mertebeden yıldızıl yarıçapı 

(z)
( ) sup 0 :   için Re , 0 1

(z)
r

zf
r r z U

f
  

  
        

  
 

Ģeklinde de yazılabilir. 

Eğer yukarıdaki tanımda 0   alınırsa (0)r r   yıldızıl yarıçapı elde edilir. r   

yıldızıllık yarıçapı üzerine ilk çalıĢma Grunsky tarafından 1934 yılında yapılmıĢtır. 

Grunsky 
2

2

1
tanh 0.655794...

1 4

e
r

e












  
   

  
 olarak bulmuĢtur. Daha sonra 

Stankiewicz 1968 yılında  mertebeden yıldızıllık yarıçapınının ( ) sin
2

r




 
  

 
 

olduğunu ispatlamıĢtır (Goodman 1983a, 1983b ve Duren 1983). 

 sınıfı için konvekslik yarıçapı: f   olsun. ( )rf U  kümesi  mertebeden 

konveks olacak Ģekilde bütün r  sayılarının supremumuna  sınıfının  mertebeden 

konvekslik yarıçapı denir.  sınıfının  mertebeden konvekslik yarıçapı ( )r   ile 

gösterilir. 

Kısaca  mertebeden konvekslik yarıçapı 



43 

 

 

 

(z)
( ) sup 0 :   için Re 1 , 0 1

(z)
r

zf
r r z U

f
  

  
         

  
 

Ģeklinde de yazılabilir. 

Eğer yukarıdaki tanımda 0   alınırsa ( )r r   konvekslik yarıçapı elde edilir. r  

konvekslik yarıçapı üzerine ilk çalıĢma Nevanlinna tarafından 1922 yılında yapılmıĢtır. 

Nevanlinna 2 3 0.267949....r     olarak bulmuĢtur. Daha sonra Srivastava ve 

Bajpai 1972 yılında  mertebeden konvekslik yarıçapınının 
22 3

( )
1

r





 



 

olduğunu ispatlamıĢtır (Goodman 1983a, 1983b  ve Duren 1983). 

Biz bu bölümde 
, , ( , ; , )lf A B p

    olması durumunda  mertebeden yıldızıl ve 

 mertebeden konvekslik yarıçapını elde edeceğiz. 

Teorem 4.3.1: Eğer 
, , ( , ; , )lf A B p

    ise f  fonksiyonu 0  ve p p k    olmak 

üzere 

 
1 ( )

1

( ) ( )(1 ) ( )( ) ( , , , )

( )( )( )

k p
k

pp k p B B A p l
z r inf

k B A p

     

 



       
   

    

 

diskinde  mertebeden yıldızıldır. 

İspat: , , ( , ; , )lf A B p

    olsun. Teoremi ispatlamak için ( , )f p n  olmak üzere 

her z U  için 

(z)

(z)

zf
p p

f



    



44 

 

 

 

koĢulunu sağlayan 1r  sayısını bulmak yeterlidir. Bu düĢünceyle hareket edildiğinde 

( )
(z)

(z

)

1

)

(

p k k

k k

k n p k n p

p k p k

k k

k n p k n p

k p

k

k n p

k p

k

k n p

pz k a z p k a z

z a z z a z

k p a z

a

zf
p p

f

z

p 

 

   

 

   




 




 


 

 

 















 

 





 

bulunur. Buradan 

( )
1

k pk

k n p

k a
z

p








  


  

elde edilir. Bu durum her k  için 

)
1

( k p

k

k n p

k
z a

p 

 


 





  

olmasını gerektirir. Son olarak Teorem 4.1.1 i kullanarak 

 ( ) ( )(1 ) ( )( ) ( , , , )

( )( )( )

k
k p pp k p B B A p l

z
k B A p

     

 

      


  
 

bulunur. Böylece teorem ispatlanmıĢ olur. 

Teorem 4.3.2: Eğer , , ( , ; , )lf A B p

    ise f  fonksiyonu 0  ve p p k    olmak 

üzere 
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 
1 ( )

2

( ) ( )(1 ) ( )( ) ( , , , )

( )( )( )

k p
k

pp p k p B B A p l
z r inf

k k B A p

     

 



       
   

    

 

diskinde  mertebeden konvekstir. 

İspat: 
, , ( , ; , )lf A B p

    olsun. Teoremi ispatlamak için Teorem 4.3.1 in 

ispatındaki yolu izleyeceğiz. Böylece ( , )f p n  olmak üzere her z U  için 

(z)
1

(z)

zf
p p

f



   


 

koĢulunu sağlayan 2r  sayısını bulmak yeterlidir. Bu düĢünceyle hareket edildiğinde 

1 1

1

( 1) ( 1)

( )

(z)
1 1

(z)

p k

k

k n p

p k

k

k n p

k p

k

k n p

k p

k

k n p

p p z k k a z

pz k

zf

a z

k p k a z

p k a z

p p
f

p 


 

 




 




 




 

 


   










  











 

bulunur. Buradan 

 

( )
1

k pk

k n p

k k a

p
z

p 




  


  

elde edilir. Bu durum her k  için 
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 
( )

1
k p

k

k n pp p

k k
z a



 


 





  

olmasını gerektirir. Son olarak Teorem 4.1.1 i kullanarak 

 ( ) ( )(1 ) ( )( ) ( , , , )

( )( )( )

k
k p pp p k p B B A p l

z
k k B A p

     

 

      


  
 

bulunur. Böylece teorem ispatlanmıĢ olur. 

4.4. 
, , ( , ; , )l A B p

    Sınıfı İçin Komşuluk Problemi 

  sınıfına ait   fonksiyonlarının komĢuluklarıyla ilgili ilk çalıĢma 1957 de Goodman 

tarafından yapılmıĢtır. Goodman tarafından yapılan bu çalıĢmada yer alan aĢağıda 

verilen teorem komĢuluk kavramının geliĢtirilmesi için temel oluĢturmuĢtur. 

Teorem 4.4.1: | |    için, 

 ( )    ∑     

 

   

 

olsun. Bu durumda, 

∑  |  |   

 

   

 

ise   fonksiyonu   birim diskinde ünivalenttir ve bu bölgeyi orijine göre yıldızıl bir 

bölgeye resmeder. 

 

∑   |  |   
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ise   fonksiyonu   birim diskinde ünivalenttir ve bu bölgeyi konveks bir bölgeye 

resmeder (Goodman 1957). 

1981 yılında Ruscheweyh, Goodman tarafından verilen komĢuluk kavramını 

genelleĢtirerek   sınıfına ait   fonksiyonlarının  -komĢuluğunu aĢağıdaki gibi 

tanımlamıĢtır. 

Tanım 4.4.1:     ve     olmak üzere, 

  ( )  {     ( )    ∑     

 

   

 ∑  |     |  

 

   

  } 

kümesine   fonksiyonunun  -komĢuluğu denir (Ruscheweyh 1981). 

Buna göre,  ( )    özdeĢlik fonksiyonu için, 

  ( )  {     ( )    ∑     

 

   

 ∑  |  |  

 

   

  } 

olur. Ayrıca   ( )     dır. 

Pozitif  reel kısma sahip analitik fonksiyonların komĢuluğu 1990 yılında Walker 

tarafından aĢağıdaki gibi tanımlanmıĢtır.  

Tanım 4.4.2:     ve     için   nin  -komĢuluğu   ( ) ile gösterilir ve bu küme  

  ( )  {     ( )    ∑     

 

   

 ∑|     |  

 

   

  } 

Ģeklinde tanımlanır (Walker 1990). 

1996 yılında AltıntaĢ ve Owa tarafından negatif katsayılı      fonksiyonlarının 

(   )-komĢuluğu kavramı verilmiĢtir.  

Tanım 4.4.3:      ve     olmak üzere, 
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    ( )  {      ( )    ∑    
 

 

     

  ∑  |     |  

 

     

  } 

kümesine   fonksiyonunun (   )-komĢuluğu denir (AltıntaĢ and Owa 1996). 

2004 te AltıntaĢ et al. Tanım 4.4.3 te verilen (   )-komĢuluk kavramını negatif 

katsayılı analitik multivalent fonksiyonlar sınıfına geniĢlettiler. 

Tanım 4.4.4:    (   ) (   ) ve     olmak üzere, 

    (   )  {   (   )  ( )     ∑    
 

 

     

 ∑  |     |  

 

     

} 

kümesine   fonksiyonunun (   )-komĢuluğu denir. 

 ( )     olmak üzere, 

    (   )  {   (   )  ( )     ∑    
 

 

     

 ∑  |  |  

 

     

} 

olur (AltıntaĢ et al. 2004). 

Ayrıca son yıllarda  sınıfına ait fonksiyonların belli altsınıfları için komĢuluk 

problemi Owa et. al (1993), Orhan and Kadıoğlu (2004), Orhan and Kamali (2005), 

Orhan (2007), CataĢ (2009) ve Deniz and Orhan (2010a) çalıĢmıĢken, ( , )n p  sınıfına 

ait fonksiyonların belli altsınıfları için de Srivastava and Patel (2005), AltıntaĢ (2007), 

Srivastava and Orhan (2007), Orhan (2009), Deniz and Orhan (2011) ve Sağsöz and 

Kamali (2011) tarafından çalıĢılmıĢtır. 

ġimdi bu bölümde biz önce , , ( , ; , )l A B p

    sınıfı için komĢuluk kavramını tanımlayıp 

daha sonra bu sınıfın komĢuluğuna ait bir içerme bağıntısı vereceğiz. Daha sonra aynı 

iĢlemi , , ( , ; , )l A B p

    sınıf için yapacağız. 
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Tanım 4.4.5: 0   ve genel terimi 

 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )
( )

k

p

k

k p B B A p l
s k

B A p

    



       
 

 

olan 
1S { } ,k ks 

  negatif olmayan bir dizi olsun. (3.1) Ģeklinde tanımlanan

( ) ( , )f z n p  fonsiyonunun  ( , )n   komĢuluğu 

, ( ) : : ( ) ( , ) and ( 0) .p k

n p k k k k

k n p k n p

f g g z z a z n p s b a  
 

   

 
       
 

        

Ģeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.4.5 de ks k  alınırsa Ruscheweyh‟ in   komĢuluğu elde edilir. 

Theorem 4.4.2: 
, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    fonksiyonu (3.1) Ģeklinde olsun. Eğer f  

fonksiyonu 

  
1

, ,( ) 1 ( , ; , )p

lf z z A B p

   


          ; ; 0 ,       

içerme bağıntısını sağlarsa bu durumda 

, , ,( ) ( , ; , )n p lf A B p 

    

dır. 
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İspat: 
, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

   olması için  gerek ve yeter Ģart 

 

 
 

 

( , , ) ( )

( , , ) ( )
; , 1

( , , ) ( )
( )( )

( , , ) ( )

p

p

p

p

z D l f z
p

D l f z
z

z D l f z
B pB A B p

D l f

U

z









 

 
  

 


 





   


   

 

olduğunu göstermek zor değildir.  Yani bu ifade 

 

  

( )

( 1) ( )( ) ( , , , )

p k

k

k n p

k

pp k

k n p

h z z c z

k kB B A p l
z z

B A p

     

 



 



 

 

       
 





         (4.5) 

olmak üzere 

( )( ) 0 ( ),pf h z z z U                             (4.6) 

ifadesine denktir. (4.5) ifadesinden 

 

  

 

  

( 1) ( )( ) ( , , , )

( 1) ( )( ) ( , , , )
( ).

k

p

k

k

p

k kB B A p l
c

B A p

k kB B A p l
k

B A p

     

 

    



      
 

       
 

  (4.7) 

olduğu kolayca görülür. Ayrıca, teoremin hipotezinden, (4.6) ifadesi 

 1( ( ) )(1 ) ( )
0 ( )

p

p
U

f z z h z
z

z

    
   
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ve  

( ) ( )
( ),

p

f z h z
z

z
U


   

denk olarak  

( ) ( )
( ; 0)

p

f z h z
z

z
U 


                   (4.8) 

yazılır. ġimdi, eğer 

,( ) : ( ),p k

k n p

k n p

g z z b z f


 

    

alınırsa bu durumda 

 

 

  

( ) ( ) ( )
( )

( 1) ( )( ) ( , , , )

k p

k k kp
k n p

k
k pp

k k

k n p

f z g z h z
a b c z

z

k kB B A p l
a b z

B A p

     


 




 




 

 
 

        
 





 

elde edilir. Böylece, 1   olacak Ģekilde her kompleks   sayısı için ( )( ) 0pg h z z   

yazılır. Bu da , , ( , ; , )lg A B p

    demektir. Bununla teorem ispatlanmıĢ olur. 

ġimdi bir ( ) ( , )f z n p  fonksiyonunun ( , )n   komĢuluğunu tanımlayalım. 

Tanım 4.4.6: 0   için, ( ) ( , )f z n p  fonksiyonunun ( , )n   komĢuluğunu 
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 

  

, ( ) : ( ) ( , ) and

(1 ) ( )( ) ( , , , )
( 0)

p k
n p k

k n p

k

p

k k

k n p

f g g z z a z n p

k p B B A p l
b a

B A p



    
 





 



 


   


           
  





      (4.9) 

Ģeklinde tanımlanır.      

Theorem 4.4.3: 1

, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    fonksiyonu (3.3) Ģeklinde olsun. Bu durumda 

, , ,( ) ( , ; , )n p lf A B p
 

    

dır. içerme bağıntısını sağlarsa bu durumda 

, , ,( ) ( , ; , )n p lf A B p 

    

dır. Burada 

[ ( ) ]

[ ( ) ]

n n p

n n p p l

  


  

  


    
 

dır.  

İspat: 1

, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    fonksiyonu (3.3) formunda olsun. Bu durumda Teorem 

4.1.1 den 

 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )

[ ( ) ]

k

p

k

k n p

k p B B A p l
a

B A p

p l

n n p p l

    



  



 

      

 




    


            (4.10) 
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yazılır. Benzer Ģekilde 

,

[ ( ) ]
( ) ( )

[ ( ) ]

p k
n pk

k n p

n n p
g z z b z f

n n p p l

   


  



 

   
    

     
        (4.11) 

alalım. Böylece (4.9) dan 

 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )
( 0)

k

p

k k

k n p

k p B B A p l
b a

B A p

    
 





 

         
 

   (4.12) 

bulunur. (4.11) ve (4.12) kullanılarak 

 

  

 

  

 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

1
[ ( ) ]

k

p

k

k n p

k

p

k

k n p

k

p

k k

k n p

k p B B A p l
b

B A p

k p B B A p l
a

B A p

k p B B A p l
b a

B A p

p l

n n p p l

    



    



    




  



 



 



 

      

 

      
 

       
 


  

    







 

elde edilir. Böylece tekrar Teorem 4.1.1 göz önüne alındığında 

1

, ,( ) ( , ; , )lg z A B p

    bulunur. 

Teorem 4.4.3 de kesinliği göstermek için, ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonlarını sırasıyla 

    olmak üzere 

 
1

, ,

( )( )
( ) ( , ; , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

p n p

ln p

p

B A p
f z z z A B p

n B B A p l



 




    

 



  
   

     

 



54 

 

 

 

ve 

 

 

( )( )

(1 ) ( )( ) ( 1, , , )
( )

( )( )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

n p

pp n p

n p

p

B A p

n B B A p l
g z z z

B A p

n B B A p l



    




    









  
     
  
  
 

    

 

alalım. Açık olarak, ( )g z  fonksiyonu , ( )n p f
 

 kümesine aittir. Diğer taraftan, 

Theorem 4.1.1 den 
, ,( ) ( , ; , )lg z A B p

    bulunur. Böylece teoremin ispatı 

tamamdır. 

4.5. 
, , ( , ; , )l A B p

    Sınıfına Ait Fonksiyonların Kısmi Toplamları 

Silverman 1997 de,  ( )    ∑    
  

    formunda aĢağıdaki koĢullardan birini 

karĢılan   fonksiyonunu dikkate aldı, 

∑(   )|  |  (   )

 

   

       ∑  (   )|  |  (   )

 

   

  

burada       dir. Bu katsayı koĢulu   fonksiyonunun   mertebeden yıldızıl yada   

mertebeden konveks olması için yeterlidir. Eğer   fonksiyonu yukarıdaki eĢitsizliklerin 

her ikisini sağlıyorsa,   ( )    ∑    
  

    kısmi toplamları da aynı eĢitsizlikleri 

sağlar. Silverman bu çalıĢmasında, yukarıdaki eĢitsizliklerden birini yada ikisini 

sağlayan   fonksiyonları için   * ( )   ( )+,   *  ( )  ( )+,   *  ( )   
 ( )+ ve 

  *  
 ( )   ( )+ değerleri için kesin alt sınırlar elde etti. Son yıllarda ise valentp  

fonksiyonların belli altsınıflarının kısmi toplamları üzerine Liu (2007) ve Deniz and 

Orhan (2010a, 2011)  önemli çalıĢmalar yapmıĢtır. 

 (3.3) Ģeklinde verilmiĢ ( , )f n p  fonksiyonun kısmi toplamı 
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, 1,2,..., 1;

( ) ( ; , )
, , 1,....

p

m
m p k

k

k n p

z m n p

z k n p n p
z a z m n p n p



 

   


   
    




      (4.13) 

Ģeklinde tanımlanır. Bu bölümde ( , )f n p  fonksiyonu için  Re ( ) ( )mf z z  ve 

 Re ( ) ( )m z f z  oranları için kesin alt sınırlar vereceğiz. 

Teorem 4.5.1: ( , )f n p  ve ( )m z  sırasıyla (3.3) ve (4.13) Ģeklinde verilsin. Ayrıca 

farzedelim ki 

1k k

k n p

a


 

    
 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )k

p

k

k p B B A p l

B A p

    



        
   

  (4.14) 

olsun. Bu durumda m k p   için 

1

( ) 1
Re 1

( )m m

f z

z 

 
  

 
                                       (4.15) 

ve 

1

1

( )
Re

( ) 1

m m

m

z

f z

 



 
 

 
                                       (4.16) 

dır. Sonuçlar  

1

1

1
( ) p m

m

f z z z 



                                                 (4.17) 

fonksiyonu için kesindir. 
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İspat: Teoremin hipotezi altında,  

1 1k k             ( ).k n p   

yazılır. Böylece (4.14) hipotezini kullanarak 

1

1

1,
m

k m k k k

k n p k m k n p

a a a
 



     

                         (4.18) 

olur. ġimdi ( )z  fonksiyonunu 

1

1

1

1

( ) 1
( ) 1

( )

1

1

m

m m

k p

m k

k m

m
k p

k

k n p

f z
z

z

a z

a z













 



 

  
    

  

 







                         (4.19) 

Ģeklinde tanımlayalım. (4.15) eĢitsizliğini göstermek için  Re ( ) 0z   olduğunu 

göstermek yeterlidir. Diğer taraftan  

 Re ( ) 0z  
( ) 1

1
( ) 1

z

z









 

olduğundan (4.18) ve (4.19) ifadelerinden 
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1

1

1

1

1

1

1

1

( ) 1

( ) 1
2 2

1

2 2

k p

m k

k m

m
k p k p

k m k

k n p k m

k p

m k

k m

m
k p k p

k m k

k n p k m

a z
z

z
a z a z

a z

a z a z










 


 



   






 


 



   







 

 

 



 



 

                 (4.20) 

bulunur. Bu da  Re ( ) 0z  olması demektir. Böylece (4.15) ispatlanmıĢ olur.  

  (4.17) ile verilen f  fonsiyonu için sonucun kesin olduğunu göstermek için 1z   

alındığında 

1

1 1

( ) 1 1
1 1 ,

( )

m p

m m m

f z
z

z

 

 

     

olur. Buda (4.15) deki sınırın kesin olduğunu gösterir. 

Benzer Ģekilde, eğer 

 

1
1

1

1

1

( )
( ) (1 )

( ) 1

(1 )

1

1

m m
m

m

k p

m k

k m

m
k p

k

k n p

z
z

f z

a z

a z


 










 



 

 
   

 



 







                                   (4.21) 

alınırsa ve tekrar (4.18) kullanılırsa 
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1

1

1

1

1

1

1

1

(1 )
( ) 1

( ) 1
2 2 ( 1)

(1 )

1

2 2 ( 1)

k p

m k

k m

m
k p k p

k m k

k n p k m

k p

m k

k m

m
k p k p

k m k

k n p k m

a z
z

z
a z a z

a z

a z a z










 


 



   






 


 



   







  



 

  



 



 

                   (4.22) 

elde edilir. (4.17) ile verilen f  fonsiyonu için sonuç kesindir. Böylece (4.16) 

ispatlanmıĢ olur. 

4.6. 
, , ( , ; , )l A B p

    Sınıfı İçin Kesirsel Türev ve İntegralin Uygulamaları  

Bu bölümde 
, , ( , ; , )l A B p

     sınıfına ait fonksiyonların , p f  operatörü,   
   

kesirsel integrali ile   
  kesrisel türevi altındaki değerinin alt ve üst sınırlarını 

belirleyeceğiz. Ana teoremlere geçmeden önce ispatlarda kullanacağımız bir lemma 

verelim. 

Lemma 4.6.1: ( ) ( , )f z n p  olsun. Bu durumda 

,

( 1) ( ) ( 1)
{( )( )}

( 1 ) ( ) ( 1 )

p k

z p k

k n p

p p k
f z z a z

p k k

  





  


 

 

    
 
      

D     (4.23) 

( ; ; , )p p n      

ve 
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,

( ) ( 1)
{( )( )}

( ) ( 1 )

( ) ( 1)

( ) ( 1 )

p

p z

k

k

k n p

p p
f z z

p p

p k
a z

k k

 







  



  






 

  


    

  


    


D

                            (4.24) 

( ; ; , )p p n      

olur. Burada (4.23) ve (4.24) daki paydaların sıfırdan farklı olduğu kabul edilecektir 

(Chen et. al 1997). 

Teorem 4.6.1: 
, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    olsun. Bu durumda 

 

,{( )( )}

( 1)

( 1 )

( ) ( 1)( )( )

( ) ( 1 ) (1 ) ( )( ) ( , , , )

z p

n p

n p

p

f z

p

p

p n p B A p
z z

n p n p n B B A p l









 

      







  
 

  

      
 

          

D

     (4.25)

( ; 0; ; , )z p nU p       

ve 

 

,{( )( )}

( 1)

( 1 )

( ) ( 1)( )( )

( ) ( 1 ) (1 ) ( )( ) ( , , , )

z p

n p

n p

p

f z

p

p

p n p B A p
z z

n p n p n B B A p l









 

      







  
 

  

      
 

          

D

   (4.26)

( ; 0; ; , )z p nU p       

dır. Ayrıca (4.25) ve (4.26) deki sınırlar kesindir. 
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İspat: Teorem 4.1.1 i kullanarak,  

 

 

(1 ) ( )( ) ( , , , )

( )( )

( )(1 ) ( )( ) ( , , , )
1

( )( )

n p

p

k

k n p

k

p

k

k n p

n B B A p l
a

B A p

k p B B A p l
a

B A p

    



    



 

 



 

   

 

    
 

 





   (4.27) 

ve buradan 

 
( )( )

(1 ) ( )( ) ( , , , )
k n p

k n p p

B A p
a

n B B A p l



    




 

 


   
   (4.28) 

elde edilir. ġimdi ( )z  fonksiyonunu 

  ,

( 1 )
( ) : {( )( )}

( 1)
z p

p
z z f z

p

 



   


 
D  

                     
( ) ( 1) ( 1 )

( ) ( 1 ) ( 1)

p k

k

k n p

p k p
z a z

k k p

 

 



 

     
 

     
  

                           ( )p k

k

k n p

z k a z


 

     

fonksiyonunu tanımlayalım. Burada 

  
( ) ( 1) ( 1 )

( ) :
( ) ( 1 ) ( 1)

p k p
k

k k p

 

 

     
 

     
   ( ; , ; 0)k p n p n                 (4.29) 

dır. Burada ( )k  fonksiyonu 0   olmak üzere k  ya göre azalan olduğundan 
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( ) ( 1) ( 1 )

0 ( ) ( )
( ) ( 1 ) ( 1)

p n p p
k n p

n p n p p

 

 

      
    

       
        (4.30) 

             ( 0; ; , )p p n      

yazılır. Böylece (4.28) ve (4.30) den her z U  için 

 

( ) ( )

( ) ( 1) ( 1 )( )( )

( ) ( 1 ) ( 1) (1 ) ( )( ) ( , , , )

p n p

k

k n p

p n p

n p

p

z z n p z a

p n p p B A p
z z

n p n p p n B B A p l

  

      




 





  

        
 

           


 

ve    

 

 

( ) ( )

( ) ( 1) ( 1 )( )( )

( ) ( 1 ) ( 1) (1 ) ( )( ) ( , , , )

p n p

k

k n p

p n p

n p

p

z z n p z a

p n p p B A p
z z

n p n p p n B B A p l

  

      




 





  

        
 

           


 

elde edilir. Böylece teoremdeki (4.25) ve (4.26) eĢitsizlikleri ispatlanmıĢ olur. Diğer 

taraftan (4.25) ve (4.26) deki eĢitsizliklerin eĢitlik hali 

 

,

( 1)
{( )( )}

( 1 )

( ) ( 1)( )( )

( ) ( 1 ) (1 ) ( )( ) ( , , , )
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n p
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p
f z

p

p n p B A p
z z

n p n p n B B A p l









 

      







  
 

  

      
 

          

D

 

veya denk olarak 
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 ,

( )( )( )
( )( )

( ) (1 ) ( )( ) ( , , , )

p n p

p n p

p

p B A p
f z z z

n p n B B A p l


 

     





  
 

     
 

olacak Ģekildeki f  fonksiyonları için sağlanır. 

Teorem 4.6.2: 
, ,( ) ( , ; , )lf z A B p

    olsun. Bu durumda 

 

,

( 1)
{( )( )}
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( ) ( 1)( )( )

( ) ( 1 ) (1 ) ( )( ) ( , , , )
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p n p B A p
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n p n p n B B A p l
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



 

      







  
 

  

      
 

          

D

   (4.31) 

( ; 0; ; , )z p nU p       

ve 

  

 
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( ) ( 1 ) (1 ) ( )( ) ( , , , )
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p
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p

p n p B A p
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


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 

      







  
 

  

      
 

          

D

  (4.32) 

( ; 0; ; , )z p nU p       

olur. Ayrıca (4.31) ve (4.32) deki sınırlar kesindir. 

İspat: Teorem 4.1.1 i kullanarak,   

 
( )( )( )

(1 ) ( )( ) ( , , , )
k n p

k n p p

n p B A p
k a

n B B A p l



    




 

  


   
                     (4.33) 
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yazılır. ġimdi   da tanımlı ( )z  fonksiyonunu 

   ,

( 1 )
( ) : {( )( )}

( 1)
z p
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z z f z
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 



  
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k k p

 

 


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     
  

                      ( )p k

k

k n p

z k k a z


 

    

fonksiyonunu tanımlayalım. Burada 

 
( ) ( ) ( 1 )

( ) :
( ) ( 1 ) ( 1)

p k p
k

k k p

 

 

    
 

     
       ( ; , ; 0 1).k p n p n                  (4.34) 

dır. 0 1,   olmak üzere ( )k  fonksiyonu k  ya göre azalan olduğundan 
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p n p p
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 
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       
        (4.35) 

         (0 1; ; , )p p n       

olur. Böylece her z U  için (4.33) ve (4.35) den 
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
 

elde edilir. Böylece teoremin (4.31) ve (4.32) eĢitsizlikleri ispatlanmıĢ olur. (4.31) ve 

(4.32) deki eĢitlikler 
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veya denk olarak 
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Ģartını sağlayan ( )f z  fonksiyonları için sağlanır. Böylece Teorem 4.6.2 ispatlanmıĢ 

olunur.  
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Bu tez çalıĢmasında p-valent analitik fonksiyonların 
, , ( , ; , )l A B p

    ve 

, , ( , ; , )l A B p

    alt sınıfları tanımlanarak bu sınıflarına ait fonksiyonlar için katsayı 

eĢitsizliği, distorsion ve büyüme sınırları, yıldızıllık ve konvekslik yarıçapı, komĢuluk 

problemi, kısmi toplamları ve kesirsel türev-integralin uygulamaları teoremler ve 

sonuçlar Ģeklinde verilmiĢ ve ispatlanmıĢtır. ÇalıĢmada bulunan sonuçlar özgün 

niteliğindedir. 
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